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Uvod

Sposobnost ljudi da u€e opazanjem je primarni izvor naseg znanja o svijetu oko nas. Tako
ucimo klasificirati objekte i sve to samo na temelju primjera koje vidimo, a ne na temelju
skupa pravila za klasifikaciju. Iskustvo nas uvelike uci o tome kako stvarati predikcije,
kao na primjer predvidjeti nevrijeme na temelju izgleda neba ili pretpostaviti nepoznate
kvantitativne vrijednosti kao $to je procjena teZine nekog predmeta i to sve samo na te-
melju promatranja. Bez te sposobnosti ucenja iz empirijskih podataka, ne bismo bili u
mogucénosti funkcionirati u svakodnevnom Zivotu.

Postoji mnoStvo razloga za razvoj teorije ili metodologije ucenja, a u podru¢ju racunalne
znanosti se Zeli razumyjeti kako je u€enje i zakljucivanje na temelju danih podataka moguce
u raCunalnom sustavu.

Temelji teorije vjerojatnosti seZu u 16. stoljece, kada je Gerolamo Cardano E] zapoceo
formalnu analizu igara na srecu, nakon Cega je u 17. stoljecu uslijedio klju¢ni razvoj za-
hvaljujuci Pierru de Fermatlﬂi Blaise Pascahﬂ U pocetku se promatrala samo diskretna
vjerojatnost, a metode su bile kombinatorne. Temelji suvremene teorije vjerojatnosti, s
teoretskim podlogama postavljeni su od strane Andreya Kolmogorova ﬁ] tridesetih godina
20. stoljeca. Nama je posebno vazno 18. stoljece kada nam je Bayesov teorem omogucio
koriStenje modela koji nam kaze kako iz uvjetne vjerojatnosti dogadaja A, uz dani dogadaj
B, odrediti vjerojatnost dogadaja B, uz dani dogadaj A. Ovaj naCin zakljucivanja je kljucan
za koriStenje grafickog modela te od tuda dolazi 1 naziv Bayesove mreze. [13]

Bayesove mreZe, poznate kao vjerojatnosne mreze, pripadaju skupini probabilistickih
grafickih modela. Probabilisticki graficki modeli su grafovi u kojima ¢vorovi predstavljaju
slucajne varijable, a bridovi predstavljaju vjerojatnosne ovisnosti medu odgovarajuéim
slucajnim varijablama, stoga pruzaju kompaktan prikaz distribucije vjerojatnosti. Ove
uvjetne zavisnosti u grafu se ¢esto procjenjuju koristeéi poznate statisticke i racunalne me-
tode. Dakle, Bayesove mreZe kombiniraju principe iz podrucja teorije grafova, teorije vje-
rojatnosti, raCunalne znanosti te statistike. Bayesove mreze su matematicki strogo defini-

1 talijanski matematicar, fizicar, lijecnik, filozof i astrolog, (1501. - 1576.).
francuski matematicar i pravnik, (1601. - 1665.).

3francuski filozof, matematicar i fizi¢ar, (1623. - 1662.).

4s.ovijetski matematicar, (1903. - 1987.).



SADRZAJ 2

rane 1 intuitivno razumljive. Postoje dvije osnovne vrste probabilistickih grafickih modela,
neusmjereni i usmjereni. Neusmjereni graficki modeli su takoder poznati kao Markovljeve
mreze ili Markovljeva slucajna polja. Bayesove mreze odogovaraju usmjerenoj strukturi
graficki modela poznatoj kao usmjereni aciklicki graf

(Directed Acyclic Grapf — DAG).

Bayesove neuronske mreze (BNN) se odnose na proSirenje standardnih mreza sa uvjet-
nim zaklju€ivanjem. Problem treniranja standardnih neuronskih mreza je taj Sto koriste
procjenu metodom maksimalne vjerodostojnosti te time ¢esto utjeCu na pretreniranost. 1z
tog razloga se uvodi regularizacija kojoj je u naSem slucaju ekvivalent uvodenje vjerojat-
nosti na tezine. Uvjetno zakljucivanje je vrlo izazovno iz pogleda modeliranja i raCunanja.
Bayesove neuronske mreZe koriste upravo taj pristup. U ovom radu ¢emo vjerojatnosnu
aparaturu prikazati na primjeru jednostavnijih Bayesovih mreZa koje su samo kompaktan
zapis zdruZene tablice vjerojatnosti.

Jedan od nama vaznijih problema je prepoznavanje i praenje objekata Sto ¢emo pro-
motriti sa gledista Bayesovih neuronskih mreza. Navesti ¢emo Bayesove filtere, od kojih
¢emo veliku pozornost u poglavlju 4.1| pridati Kalmanovom filteru koji zahtjeva da je mo-
del linearan. Kalmanov filter ¢emo koristiti umjesto sloZene strukture Bayesove neuronske
mreze. Promotriti ¢emo ga u vidu rjeSavanja problema prepoznavanja i pracenja lica na
videozapisu. To je vrlo vaZan problem za analizu videozapisa upravo iz razloga Sto su
najvazniji objekti u veéini videozapisa ljudi. Problem i rijeSenje su opisani u[4.2]



Poglavlje 1

Probabilisticki graficki modeli

Probabilisticki graficki modeli (PGM), prema [13] su vazni u problemima ucenja te su
se pokazali kao odabrana metoda za modeliranje vjerojatnosti u mnogim podruc¢jima kao
Sto su kompjuterski vid, obrada govora, vremenski nizovi, sekvencijalno modeliranje po-
dataka, kognitivne znanosti, bioinformatika, probabilisti¢ka robotika, obrada signala te u
podrucju umjetne inteligencije opcenito. Jedan od razloga za ovako Siroku primjenu je to
Sto ovakvo modeliranje omogucuje prijenos koncepata i ideja medu razli¢itim podrucjima
primjene. Dugi razlog izrazen u [23] je taj da je razumijevanje razumnog zakljucivanja
prirodno ugradeno u sintaksu izraCunavanja vjerojatnosti.

PGM kombiniraju teoriju vjerojatnosti i teoriju grafova te daju kompaktan graficki pri-
kaz zajednicke distribucije vjerojatnosti ukljucujuéi uvjetne zavisnosti medu sluc¢ajnim va-
rijablama. Pretpostavke vezane uz uvjetne zavisnosti olakSavaju raCunalni dio.

Graficki modeli pruzaju tehnike za rjeSavanje dvaju problema u primijenjenoj matema-
tici i inZenjerstvu, a to su nesigurnost i slozenost [10].

Mnogi vrlo poznati statisticki modeli, kao Sto su Bayesove mreZe, skriveni Markovljevi
modeli, Kalmanovi filtri, Boltzmannov stroj te mnostvo drugih, mogu se, izmedu ostalog,
prikazati grafickim modelima.

Mnogi algoritmi ukljucuju vrlo velike raspodjele vjerojatnosti preko velikog broja
slu¢ajnih varijabli. Cesto, ove distribucije vjerojatnosti ukljuduju izravne interakcije
izmedu relativno malo slucajnih varijabli. KoriStenje jedne funkcije za opisati cijelu za-
jednicku distribuciju vjerojatnosti moze biti vrlo neucinkovito, gledajuc¢i racunalno i sta-
tisticki. Stoga, umjesto koriStenja jedne funkcije za predstavljanje raspodjele vjerojatnosti,
mozemo podijeliti raspodjelu vjerojatnosti u mnoge faktore koje ¢emo izmnoZiti.

Na primjer, pretpostavimo da imamo tri slu¢ajne varijable: A, B i1 C. Pretpostavimo da
A utjeCe na vrijednost B i B utjecCe na vrijednost C, ali da su A i C neovisni o danom B.
MoZemo prikazati raspodjelu vjerojatnosti nad sve tri varijable kao produkt distribucije
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vjerojatnosti preko dvije varijable:
P(A,B,C) = P(A)P(BIA)P(C|B)

Ove faktorizacije mogu znatno smanjiti broj potrebnih parametara za opisivanje distribu-
cije. Svaki faktor koristi broj parametara koji je eksponencijalan u broju varijabli u fak-
toru. To znaci da moZemo znatno smanjiti troSkove prikazivanja distribucije ako uspi-
jemo pronaci faktorizaciju u distribucije na manji broj varijabli. Upravo takve faktorizacije
mozZemo opisati pomocu grafova.

Definicija 1.0.1. Graf G je uredeni par G = (V(G), E(G)). V = V(G) je neprazan konacan
skup, Ciji su elementi vrhovi (¢vorovi) od G. E = E(G) je konacan skup neuredenih parova
iz skupa V (ne nuzno razlic¢itih) koje nazivamo bridovima.

Kada grafom predstavljamo faktorizaciju raspodjele vjerojatnosti, takav graf nazivamo
probabilisticki graficki model ili samo graficki model.
Graficki modeli koriste graf G u kojem svaki ¢vor grafa predstavlja slucajnu varijablu, a
brid koji povezuje dvije sluCajne varijable znaci da se distribucija vjerojatnosti moZze pri-
kazati direktnim interakcijama izmedu te dvije slucajne varijable. Nadalje pretpostavljamo
da su Cvorovi grafa G, V = {X, ..., Xy}. Bilo koja dva brida X;, X;,i # j koji odgovaraju
vezama izmedu slu€ajnih varijabli, mogu biti usmjereni ili neusmjereni. Neusmjereni brid
izmedu Cvora i i ¢vora j se oznaCava kao (X; —X;), a usmjereni brid od ¢vora i do ¢vora j se
oznacava kao (X; — X;). Neusmjereni brid je simetrina relacija izmedu ¢vorova, odnosno,
brid (X; — X;) je jednak bridu (X; — X;), a usmjereni brid predstavlja asimetri¢nu relaciju.
Smatramo da ne postoje ¢vorovi izmedu kojih postoje obje vrste bridova te ne postoji brid
koji povezuje neki ¢vor sa samim sobom. Dakle, osnovna razlika izmedu usmjerenih i
neusmyjerih bridova je ta Sto je usmjereni brid uredeni par ¢vorova.

Obzirom na vrstu brida, razlikujemo za nas dva bitna tipa grafova, usmjereni i neus-
mjereni.

1.1 Neusmjereni graf

Definicija 1.1.1. (Neusmjereni graf) Za graf G = (V(G), E(G)) kaZemo da je neusmjereni
ako je svaki brid e € E neusmjeren.

Neusmjereni graficki modeli obi¢no se nazivaju Markovljeva slucajna polja ili Mar-
kovljeve mreze. Te mreZe pruzaju jednostavnu definiciju neovisnosti izmedu dva razlicita
¢vora grafa temeljenu na konceptu Markovljevog pokrivaca. Markovljeve mreZe su popu-
larne u podrucjima kao $to su statisti¢ka fizika i kompjuterski vid. [10] [29]
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Primjer 1.1.2. Pogledajmo sliku Za prikazani neusmjereni graf G te njegove ¢vorove
V ={X1,...,Xs}, pripadni bridovi su:
E = {X; - Xoh {X1 = Xa1, {X1 — X}, {Xo — Xa}, {Xy — X5}

()
OO
(5

Slika 1.1: Neusmjereni graf

1.2 Usmjereni graf

Definicija 1.2.1. (Usmjereni graf) Za graf G = (V(G), E(G)) kaZemo da je usmjereni ako
je svaki brid e € E usmjeren.

Usmjereni graficki modeli, poznatiji su kao Bayesove mreZe, vjerojatnosne mreze, ge-
nerativni modeli. Ako graf sadrzi brid {X; — X5}, intuitivno moZemo shvatiti da X; uzro-
kuje X,. Kad govorimo o vezama unutar usmjerenog grafa, ako postoji brid od ¢vora X; do
Cvora X;, kaZzemo da je X dijete Cvora X;, a X; je roditelj od X ;.

Primjer 1.2.2. Pogledajmo sliku Za prikazani usmjereni graf G te njegove cvorove
V ={X1,...,Xs}, pripadni bridovi su:
E = {X; - X} {X1 = X35 {X1 = Xy}, {Xo > Xy}, (X4 — X5}

Usmjereni modeli se prikazuju faktorizacijom u distribucije uvjetne vjerojatnosti,
to¢nije, usmjereni model sadrzi jedan faktor za svaku slu€ajnu varijablu X; u distribuciji
1 taj faktor sadrzi uvjetnu distribuciju na X;, s obzirom na roditelje od X;.

Primjer 1.2.3. Usmjereni graf na slici[I.2] sa slucajnim varijablama {X,, X2, X3, X4, Xs},
odgovara vjerojatnosnoj distribuciji koja moZe biti faktorizirana na sljedeci nacin:

P(X1, X5, X3, X4, Xs5) = P(X1)P(X5|X1)P(X3|X1)P(X4| X1, Xo) P(X5|X4)
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O8O,
OO,
()

Slika 1.2: Usmjereni graf

Bridovi predstavljaju direktnu vezu izmedu dva ¢vora, dok put i staza opisuju indirek-
tnu vezu izmedu viSe ¢vorova.

Definicija 1.2.4. (Put) Neka je G = (V(G), E(G)) graf. Niz ¢vorova Q = (X1,...X,),
Xi,...,X, €V je put od ¢vora X, do X, ako

ViE{l,...,l’l—l}I(Xi—>Xi+[)€EV(X,‘—X,'+,‘)EE.

Definicija 1.2.5. (Usmjereni put) Neka je G = (V(G), E(G)) graf. Za niz ¢vorova Q =
(X1,..., X0, X1,...X, € VkaZemo da je usmjereni put od ¢vora X, do X,, ako

die{X),... X} : (Xi = X)) €E,
odnosno ako postoji barem jedan usmjereni brid na putu.
Primjer 1.2.6. Promotrimo ponovo sliku
(a) Niz{Xy, X5, X4, X5} je put od {X,} do {Xs}.

(b) Niz {X,, X4, X5} je usmjereni put od {X,} do {Xs}, ali ne postoji put od cvora {X3} do
{X5} zbog usmjerenih bridova.

Poseban tip putova su usmjereni ciklusi.

Definicija 1.2.7. (Usmjereni ciklus) Neka je G = (V(G), E(G)) graf, X; € V te P usmjereni
put od X; do X;. Tada P nazivamo usmjereni ciklus.

Koristeci ovu definiciju moZemo definirati vazan tip usmjerenih grafova:

Definicija 1.2.8. (Usmjereni aciklicki graf) Graf G = (V(G), E(G)) je usmjereni aciklicki
graf (DAG) ako ne sadrZi usmjerene cikluse.
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Primjer 1.2.9. Primjer jednog usmjerenog aciklickog grafa je dan na slici

Svaki usmjereni acikli¢ki graf ima barem jedan topoloski uredaj. Sada neformalno
uvodimo svojstvo nezavisnosti “buduénosti” od “’proslosti”, uz fiksiranu ”sadasnjost” koje
nazivamo Uredajno Markovljevo svojstvo(UMS): svaki ¢vor X ovisi samo o roditeljima:

X Lpred(X,)\pa(Xi) | pa(Xy),

gdje je pred(X;) skup prethodnika ¢vora X; po topoloSkom uredaju, a pa(X;) oznaCava
¢vorove roditelja ¢vora X;. Ukratko, ako znamo “sadasnjost”, tada ”proSlost” nema utjecaja
na “buducnost”.

Primjer 1.2.10. Pogledajmo koristenje faktorizacije i UMS-a na primjeru sa slike[I.3]
P(X1, X, X3, X4) = P(X1)P(X2l X1) P(X51X1) P(X4| X2, X3)
Uvjetne nezavisnosti koje proizlaze iz UMS-a:

XL pred(Xi)\pa(X) | pa(Xy)
Xo L{XG X} X0}
X3 L{X, X\ X X} = X LXG0X, (1.1)
Xy L{X1, X0, X\ (X0, X3} {X1, Xo} = X1 L X4l X0, X5 (1.2)

Faktorizacijom i koristenjem uvjetne nezavisnosti slijedi:

P(X1)P(X5|X1)P(X31X1)P(X41X2, X3) = P(X1, X2)P(X3]X1)P(X4]X2, X3)

(1)
= P(X1, Xo)P(X3|X,, Xo) P(X41X5, X3)

= P(X1, X3, X3)P(X4|X2, X3)

T2
= P(X1, X2, X3)P(X4l X1, X», X3)

= P(Xy, X5, X3, X4)

Bayesove mreze odgovaraju upravo strukturi usmjerenog aciklickog grafa. Struktura
aciklickog grafa osigurava da ne postoji ¢vor koji moze biti svoj vlastiti predak ili vlastiti
potomak. To je nuzno za faktorizaciju zdruZene vjerojatnosti ¢vorova. lako strelice pred-
stavljaju izravnu kauzalnu povezanost izmedu varijabli, proces zakljuivanja Bayesovim
mrezama moze teci Sirenjem informacija u bilo kojem smjeru.[24]]
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Slika 1.3: Usmjereni aciklicki graf
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Bayesove mreze

Bayesove mreZze (BN) postale su vrlo popularan model te se koriste za razliite primjene
u mnogim podruéjima kao Sto su strojno ucenje, obrada prirodnog jezika, prepoznava-
nje govora, obrada signala, bioinformatika, medicinska dijagnoza. Iako samo ime govori,
Bayesove mreze ne ukljucuju nuzno upotrebu Bayesove statistike. Ponekad se koriste i
druge metode za procjenu parametara, a ¢vorovi mogu predstavljati ne samo slucajne va-
rijable nego 1 hipoteze i uvjerenja. Njihova struktura je intuitivno privlacna i prikladna za
prikazivanje kauzalne i vjerojatnostne semantike. Kao S$to je naznaceno u [7], ova struk-
tura je idealna za kombiniranje prethodnog znanja, koje ¢esto dolazi u kauzalnom obliku te
promatranje podataka. Bayesove mreze se mogu Koristiti, Cak i u slucaju nedostatka dijela
podataka, za uCenje kauzalnih veza i stjecanje razumijevanja raznih domena problema i
predvidanje buducih dogadaja.

Bayesove mreZe imaju dugu povijest u podrucju statistke i poceci koriStenja se mogu naci i
u ovom radu [16]. U prvoj polovici 1980-ih uvodi se njihova primjena u podrucje stru¢nih
sustava kroz sljedece radove: [22], [28]]. Neki od prvih primjena Bayesovih mreza u stvar-
noj produkciji bile su Munin [1]] 1 Pathfinder [8]].

Bayesova mreza predstavlja kauzalnu vjerojatnosnu relaciju medu skupom slucajnih
varijabli, njthovom uvjetnom ovisnosti i pruza kompaktan prikaz zajednicke distribucije
vjerojatnosti. [18]] Sastoji se od dva glavna dijela: usmjerenog acikli¢kog grafa i skupa
distribucija uvjetnih vjerojatnosti.

U ovom poglavlju ponoviti ¢emo vazne definicije iz podruc¢ja vjerojatnosti te uvesti
Bayesov teorem, potom uvesti 1 kauzalne mreze, a zatim definirati Bayesove mreze kao
kauzalne mreZe s jaCinom kauzalnih bridova reprezentiranih kao uvjetne vjerojatnosti. Na
posljetku ¢emo prikazati lan¢ano pravilo koje ¢ini Bayesove mreZe snaznim alatom za
reprezentiranje domena s nasljednom nezavisnoScu.
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2.1 Bayesov teorem

Engleski statisticar i filozof Thomas Bayes (1702.—1762.) dokazao je Cuveni teorem teorije
vjerojatnosti koji po njemu nazivamo Bayesov teorem ili ¢eS¢e Bayesova formula. Cijeli
koncept Bayesovih mreza temelji se na Bayesovom teoremu koji pomaze izraziti vjero-
jatnost hipoteze ako znamo da se dogodio neki dogadaj. Odnosno, daje nam mogucnost
koriStenja modela koji nam daje vjerojatnost dogadaja A uz uvjet B u svrhu izraCunavanja
vjerojatnosti dogadaja B uz uvjet A. Takva vrsta zakljuCivanja je kljucna za koriStenje
grafickih modela te objasnjava izbor imena Bayesove mrezZe.

Prije samog Bayesovog teorema, definirat éemo uvjetnu vjerojatnost i navesti formulu
potpune vjerojatnosti.

Definicija 2.1.1. Neka je (Q,F, P) proizvoljan vjerojatnosni prostor i A € F takav da je
P(A) > 0. Definirajmo funkciju P, : ¥ — {0, 1} ovako:

P(ANB
P4(B) = P(B|A) = (PTm))’ Bef. (2.1)

P, je vjerojatnost na F i nju zovemo uvjetna vjerojatnost uz uvjet A.
Broj P(B|A) zovemo vjerojatnost od B uz uvjet da se A dogodio ili krace, vjerojatnost
od B uz uvjet A. Prema tome, svakom dogadaju A za koji je P(A) > 0 pridruzuje se preko
relacije (2.1) vjerojatnosni prostor (Q, 7, P,).

Napomena 2.1.2. Analogno se definira i P(A|B) pa vrijedi pravilo umnoska vjerojatnosti:
P(AN B) = P(B) P(A|B) = P(A) P(B|A), A,BefT. (2.2)

Za dogadaje A 1 B, za koje je P(A) > 0, P(B) > 0, moZe se dogoditi da informacija
o dogadaju B ne mijenja znanje o dogadaju A. To znaci da P(A|B) = P(A), odnosno
P(B|A) = P(B). Svaka od tih jednakosti ekvivalentna je s P(A N B) = P(A)P(B). U tom
slucaju ¢emo reci da su dogadaji A i B nezavisni.

Definicija 2.1.3. Neka je (Q, ¥, P) proizvoljan vjerojatnosni prostor:

(a) Dogadaji A, B € F su nezavisni ako vrijedi

P(A N B) = P(A)P(B).

(b) Dogadaji A, B € ¥ su uvjetno nezavisni uz dani C € ¥, P(C) > 0 i pisemo A_LB|C,
ako vrijedi
P(A N BIC) = P(A|C)P(B|C).
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Definicija 2.1.4. Konacna ili prebrojiva familija H;, (i = 1,2, ...), dogadaja u vjerojatnos-
nom prostoru (Q, ¥, P) jest potpun sistem dogadaja ako je H; #+ 0 za svako i, H; N H; = 0
za i # j (1. dogadaji H; uzajamno se iskljucuju) i | J H; = Q.

Drugim rije¢ima, potpun sistem dogadaja konacna je ili prebrojiva particija skupa Q s
tim da su elementi particije dogadaji.

Teorem 2.1.5. (formula potpune vjerojatnosti) Neka je H;,(i = 1,2,...), potpun sistem
dogadaja u vjerojatnosnom prostoru (Q, , P). Tada za proizvoljno A € F vrijedi:

P(A) = Z P(H;)P(A|H;). (2.3)
Dokaz. Za A € F vrijedi
P(A)= P(ANQ) = P(AN (U Hy)) = P( U(A N H))
= > PAANH) =) P(H)PAIH).

O

Na formulu potpune vjerojatnosti nadovezuje se Bayesova formula. Pretpostavimo da
imamo zadan potpun sustav dogadaja i poznate vjerojatnosti svake od hipoteza P(H;) >
0,i = 1,2,..., te znamo da se nakon izvodenja pokusa pojavio dogadaj A kao njegov
ishod. Zelimo svakoj od hipoteza H;,i = 1,2,..., pridruziti vjerojatnosti P(H;|A). 1z (2.2)
slijedi
P(B)P(A|B)

P(A)

Uzmimo sada da je dogadaj B jedna od hipoteza H;,i = 1,2, ..., na koje je skup Q podije-
ljen, odnosno

P(BIA) =

P(H)P(A|H,)

P@A)
Pri tome vjerojatnost dogadaja A najces¢e raCunamo pomocu formule potpune vjerojatnosti
(2.3). Tako smo dosli do Bayesove formule.

P(H{|A) =

Teorem 2.1.6. (Beyesova formula) Neka je H;, (i = 1,2,...), potpun sistem dogadaja u
vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) i A € F takav da je P(A) > 0. Tada za svako i vrijedi

P(H)P(A|H)

PO = < by peaieyy
J

(2.4)
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Dokaz. 1z @2.1), 2.2) i teorema[2.1.5|slijedi

P(HiNA) _ P(H)P(AH))

PUD = =) = S PH)PAIH)
J

O

Bayesova formula daje vjerojatnost hipoteze ako znamo da se dogodio neki dogadaj.

2.2 Kauzalne mreZe i D-separacija

Kauzalna mreza se sastoji od skupa slucajnih varijabli i skupa usmjerenih bridova medu
varijablama. Ta struktura je upravo usmjereni graf. Varijable mogu imati proizvoljan broj
stanja, ali u obzir uzimamo samo one s kona¢nim brojem stanja.

U kauzalnoj mreZi, varijabla predstavlja skup mogucih stanja odnosa te je varijabla u
tocno jednom od svojih stanja i taj podatak nam je mozda nepoznat.

Kauzalne mreZze se mogu koristiti za pracenje kako promjena vjerojatnosti jedne vari-
jable moZe utjecati na promjenu vjerojatnosti drugih varijabla. Ovdje ¢emo pokazati skup
pravila za takav nacin zakljucivanja. Sada uvodimo tri jednostavna grafa koja ilustriraju tri
razliite vrste veza i time implicirane uvjetne neovisnosti. To su redom ulancana, divergi-
rajuca i konvergirajuca veza.

Ulancana veza

Mreza koja prikazuje ulancanu vezu prikazana je na slici 2.1 Ovdje A utjeCe na B, a B
potom utjeCe na C. OCito, znanje o A Ce utjecati na sigurnost od B, koja dalje utjeCe na
sigurnost od C. Sli¢no, znanje o C e utjecati na sigurnost od A preko B. S druge strane,
ako je poznato stanje od B, tada je veza blokirana te A 1 C postaju neovisne. Kazemo da su
A1 C postale D-separirane za dani B.

Kad je stanje varijable poznato, kaZzemo da je varijabla opaZena.

— Ako varijabla B nije opaZena, tada su A i C ovisni.
Informacija se moZe prenositi izmedu A i C ukoliko B nije opaZena.

— Ako je varijabla B opaZena, tada su A 1 C neovisni.
Informacija se ne moZze prenositi izmedu A i C ukoliko je B opaZena. OpaZenost od
B blokira informacijski put.

Dakle, ako je varijabla B opaZena, onda su ¢vorovi odvojeni, inace su povezani. Infor-
macija se moze prenositi ulan¢anom vezom ukoliko varijabla u vezi nije opaZena.
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Slika 2.1: Ulancana veza. Ukoliko je B opaZena, blokira komunikaciju medu A 1 C.

Primjer 2.2.1. Za dani primjer na slici[2.1| slijedi
P(A,B,C) = P(A)P(BIA)P(C|B),
te je uredajno Markovljevo svojstvo(UMS):
ClA|B< ALC|B

Primjer 2.2.2. Slika[2.2|pokazuje kauzalni model relacije izmedu Kisa(ne, lagana, srednja,
jaka), Razina vode(niska, srednja, visoka) i Poplava(da, ne). Ako ne znamo razinu vode,
tada ce znanje o tome da postoji poplava uvecati vjerovanje da je razina vode visoka $to ce
povratno dati informaciju o padanju kise. Jednak nacin zakljucivanja je i u drugom smjeru.
S druge strane, ako znamo razinu vode, tada znanje o postojanju poplave ne govori nista

o padanju kise.
©

Slika 2.2: Kauzalni model za KiSu, Razinu vode i Poplavu.

Divergirajuca veza

Mreza na slici[2.3]prikazuje divergirajucu vezu. Utjecaj prolazi kroz svu djecu od A ukoliko
nije poznato stanje od A. U suprotnom su B 1 C D-separirane za dani A.

— Ako varijabla A nije opaZena, tada su B i C ovisni.
Informacija se moze prenositi izmedu djece od A ukoliko A nije opazena.

— Ako je varijabla A opaZena, tada su B 1 C neovisni.
Informacija se ne moZze prenositi izmedu djece od A ukoliko je A opaZena. OpaZenost
od A blokira informacijski put.
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Slika 2.3: Divergirajuca veza. Ukoliko je A opaZena, blokira komunikaciju medu djecom.

Dakle, ako je varijabla A opaZena, onda su ¢vorovi odvojeni, inace su povezani. Infor-
macija se moze prenositi divergirajuom vezom ukoliko varijabla u vezi nije opaZena.

Primjer 2.2.3. Za dani primjer na slici[2.3| slijedi
P(A,B,C) = P(A)P(BIA)P(C|A)
te je uredajno Markovljevo svojstvo(UMS):
C1lBIA & B1CJA

Primjer 2.2.4. Slika pokazuje kauzalni model relacije izmedu Spol(musko, Zensko),
Duljina kose(kratka, duga) i Visina(< 168cm, > 168cm). Ako ne znamo spol osobe, znanje
o duljini kose ¢e nam reci nesto vise o spolu sto ¢e usmjeriti nase vjerovanje o visini. S
druge strane, ako znamo da se radi o muskarcu, tada znanje o duljini kose ne govori nista
o visini te osobe.

Duljina kose

Slika 2.4: Kauzalni model koji prikazuje da Spol ima utjecaj na Duljinu kose i Visinu.

Konvergirajuca veza

Mreza na slici [2.5] prikazuje konvergirajucu vezu. Ako nista ne znamo o A, osim onog §to
moze biti izvedeno iz znanja roditelja B 1 C, onda su roditelji neovisni: znanje o jednom
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od njih ne moZe utjecati na sigurnost ostalih preko A. Znanje jednog moguceg uzroka
dogadaja ne govori nam nista o drugim mogucim uzrocima. Medutim, ako se barem nesto
zna o posljedicama, tada informacija o jednom mogucem uzroku nam moze reci nesto o
drugom. Ukoliko A nije opaZena, varijable Bi C su neovisne, ali postanu ovisne opaZzanjem
varijable A ili bilo kojeg sljedbenika od A. Ovo je poznato kao Berksonov paradoks ili
Efekt objasnjavanja (eng. explaining away): opaZzanje A 1 B smanjuje vjerojatnost za C,
odnosno,
P(B|A) # P(BIA,C) & B L C|A.

Kod konvergirajuée veze, varijable B i C se ’natjeCu” za objasnjavanje (uzorkovanje) vari-
jable A.

Na slici su dva primjera konvergirajuce veze. Uo¢imo da u drugom primjeru va-
rijablu A proucavamo indirektno preko informacije o F, znanje o stanju od F nam govori
nesto o stanju od E koje nam potom govori nesto o stanju od A.

— Ako varijabla A ni jedan njen nasljednik nije opaZen, tada su B i C neovisni.
Informacija se ne moze prenositi preko A kroz roditelje od A. Putuje kroz A 1 njene
nasljednike.

— Ako je varijabla A ili neki od njenih nasljednika opaZen, tada su B i C ovisni.
Informacija se moZe prenositi preko A kroz roditelje od A ukoliko je A ili neki njen
nasljednik opaZen. OpazZenost od A ili njenih nasljednika otvara informacijski put.

Dakle, ako je varijabla A neopaZena, onda su ¢vorovi odvojeni, inae su povezani.
Informacija se moZe prenositi konvergirajuéom vezom ukoliko je varijabla u vezi ili neki
njen sljedbenik opazen.

Dokaz o varijabli je tvrdnja o sigurnosti njenih stanja. Razlikujemo cvrsti(eng. hard) i
meki(eng. soft) dokaz.

— Cvrsti dokaz o varijabli: Vrijednost varijable je direktno opazena.

— Meki dokaz o varijabli: Vrijednost varijable nije direktno opazena, ali je vrijednost
njenog sljedbenika opazena.

Na primjeru mozZemo reci da ¢vrsti dokaz o varijabli F' daje meki dokaz o varijabli A.
Pravila za prenoSenje informacija:

— Cvrsti dokaz blokira prenoSenje informacija u slu¢aju ulancane i divergirajuce veze.

— I'meki i ¢vrsti dokaz su dovoljni za prenoSenje informacija u slucaju konvergirajuce
veze.
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Slika 2.5: Konvergiraju¢a veza. Ukoliko A mijenja sigurnost, otvara komunikaciju medu
roditeljima.

Slika 2.6: Primjeri konvergirajue veze u kojima su roditelji od A ovisni. Iscrtana linija
oznacava uvodenje dokaza.

Primjer 2.2.5. Za dani primjer na slici|2.5|slijedi
P(A,B,C) = P(B)P(C)P(A|B,C)
te je uredajno Markovljevo svojstvo(UMS):
CL1B|0

Primjer 2.2.6. Slika 2.7\ prikazuje kauzalne relacije izmedu infekcije Salmonelom, Gripe,
Muchnine i Bljedila. Ako ne znamo nista o mucnini i bljedilu, tada nam informacija o tome
da li je osoba zaraZena Salmonelom nece reci nista o gripi. Medutim, ako uocimo bljedilo,
tada informacija da osoba nije zaraZena Salmonelom c¢e usmjeriti nase vjerovanje na to da
ta osoba ima gripu.

D-separacija

Tri prethodna slucaja ulancane, divergirajuce i konvergirajuée veze pokrivaju sve nacine na
koje se informacije mogu prenijeti kroz varijablu. Dana pravila nam omogucuju da za bilo
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Bljedilo

Slika 2.7: Infekcija Salmonelom i gripa mogu uzrokovati muc¢ninu, $to uzrokuje bljedilo.

koji par varijabla u kauzalnoj mrezi odlu¢imo jesu li neovisne s obzirom na informaciju.
Pravila su formulirana u sljedecu definiciju.

Definicija 2.2.7. (D-separacija) Dvije razliCite varijable A i B u kauzalnoj mreZi su D-
separirane ako za sve putove izmedu A i B, postoji posredna varijabla V, razli¢ita od A i
B takva da vrijedi jedno:

— veza je ulancana ili divergirajuca te je V opaZena
ili

— veza je konvergirajuca te ni 'V ni bilo koji nasljednik od V nije opaZen
Ako A i B nisu D-separirane, nazivamo ih D-povezanima.

Ako su A i1 B D-separirane, tada promijene u sigurnosti od A ne utjecu na sigurnost od
B.
Poseban skup ¢vorova za ¢vor A nazivamo Markovljev pokrivac za A.

Definicija 2.2.8. Markovljev pokrivac varijable A je skup koji se sastoji od roditelja od A,
djece od A i varijabla koje dijele dijete s A.

Markovljev pokriva¢ ima svojstvo da kada je opazena, varijabla A je D-separirana od
ostatka mreZe, to mozemo vidjeti na slici 2.8}
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Slika 2.8: Markovljev pokrivac za I je {C, E, H, K, L}. Uo¢imo da ako su samo susjedi od /
opazeni, tada J nije D-separirana od .

Odredivanje D-separabilnosti

Iz definicije D-separabilnosti vidimo da ukoliko Zelimo odrediti jesu li dvije varijable A i
B D-separirane za dan ¢vrsti dokaz na skupu varijabli C, morali bi provjeriti da li su svi
putovi koji povezuju A 1 B D-separirani. Laksi nacin za provedbu ovog testa, bez uzimanja
u obzir razliite vrste veza je sljedeci:

— Konstruiramo graf prethodnika koji sadrzi A, B te C, zajedno sa svim ¢vorovima od
kojih postoji usmjereni put do A, B ili C. Skup prethodnika skupa X sastoji se od
svih ¢vorova u X i svih prethodnika svakog od ¢vora u X.

— Dodajemo neusmjereni brid izmedu svakog para ¢vorova sa zajednickim djetetom te
potom svaki brid zamjenimo neusmjerenim.

Rezultat ovog postupka je graf koji nazivamo moralni graf (eng. moral graph). Moralni
graf nam sada moZe posluziti kako bismo provjerili jesu li varijable A 1 B D-separirane za
dani C i to na sljedeci nacin: ako svi putovi koji povezuju A i B presijecaju C , tada su A i
B D-separirani za dani C.

Primjer 2.2.9. Provjerimo D-separabilnosti varijable A i F uz dane dokaze o B i M na
slici[2.9] Prvo konstruiramo graf prethodnika za {A, B, M, F} $to vidimo na lijevoj slici
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Slika 2.9: Kauzalna mreza s opaZenim M i B.

Zatim, dodajemo neusmjereni brid izmedu svakog para ¢vora te svaki usmjereni brid
zamijenimo neusmjerenim bridom. Na rezultirajucem grafu na desnoj slici imamo da
putA—D—-H—-K—-1—-E—C - F nesijece Bi M. Stoga, A i F su D-povezani uz dane
dokaze o Bi M.

2.3 Definicija Bayesovih mreza

Kauzalne relacije imaju kvantitativnu stranu, posebno svoju jaCinu. To moZemo opisati
pridavanjem brojeva bridovima. Neka je ¢vor A roditelj ¢vora B, tada bi prirodno bilo da
vrijedi P(B|A) ja¢ina brida izmedu ta dva ¢vora. Medutim, ako je C takoder roditelj ¢vora
B, tada vrijedi i P(B|C), ali te dvije uvjetne vjerojatnosti ne daju nikakvu informaciju o
vezi izmedu A i C. Potrebno nam je informacija o P(BJA, C).

Definicija 2.3.1. Bayesova mrezZa se sastoji od sljedeceg:
— Skup slucajnih varijabli i skup usmjerenih bridova medu varijablama.

— Svaka varijabla ima konacni skup medusobno iskljucivih stanja.
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Slika 2.10: Lijeva slika prikazuje graf prethodnika za {A, B, M, F'}, a desna slika prikazuje
graf dobiven dodavanjem neusmjerenih i zamjene usmjerenih neusmjerenim bridovima.

— Varijable zajedno s usmjerenim bridovima tvore usmjereni aciklicki graf.

— Svakoj varijabli A s roditeljima By, ,...B, je pridruZena tablica uvjetnih vjerojat-
nosti P(A|B;,,...B,).

Uocimo da ako ¢vor A nema roditelja, tada se tablica reducira na tablicu bezuvjetne
vjerojatnosti P(A). Za usmjereni acikliki graf na [2.11| vjerojatnosti P(A) 1 P(B) moraju
biti navedene. Pretpostavlja se da su priorne vjerojatnosti nezeljeni uvod pristranosti u
model te se izbjegavaju. Medutim, te vjerojatnosti su sastavni dio ljudskog razmisljanja o
sigurnosti.

Definicija Bayesovih mreza ne ukljucuje kauzalnost i ne postoji zahtjev da bridovi pred-
stavljaju kauzalni utjecaj. Kada gradimo strukturu modela Bayesove mreZe, ne inzistiramo
da bridovi idu kauzalno, ali trebamo provjeriti D-separacijska svojstva modela. Ta svoj-
stva moraju odgovarati nasoj percepciji svojstva uvjetne nezavisnosti koja su mogucéa u
stvarnom svijetu.

To takoder znaci da ako su A 1 B D-separirani za dani dokaz e, onda P(Ale) = P(A|B, e).

Uvjet Bayesove mreZe jest da za svaku slu€ajnu varijablu A vrijedi da je ona nezavisna
od svake druge varijable B koja joj nije potomak, uvjetno na svoje roditelje. Ovaj uvjet
smo napomenuli kao uredajno Markovljevo svojstvo.

Primjer 2.3.2. Proucimo primjer ”Paljenje auta” dan u [21)]: Jutro je i moj auto ne Zeli
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o=o

Slika 2.11: Usmjereni aciklicki graf. Vjerojatnosti koje trebamo odrediti su: P(A), P(B),
P(CIA, B), P(E|C), P(DIC), P(F|E), 1 P(GID, E, F).

G=da| G=ne S=da| S=ne
P(G) | 0098 0.02 P(S) | 0.96 0.04
Tablica 2.1: P(G) Tablica 2.2: P(S)

upaliti. Cuje se pocetni okretaj, ali nista se ne dogada. MoZe postojati nekoliko uzroka
problema. Mogu cuti pokretanje, tako da akumulator sigurno nije prazan. Dakle, najvje-
rojatniji uzroci su da je gorivo ukradeno preko noci ili da su svjecice prljave. MoZe biti i da
je prljavstina u rasplinjacu, labav spoj u sustavu paljenja ili nesto ozbiljnije. Da saznam,
najprije trebam pogledati pokazivac kolicine goriva. Izgleda da je na pola pun, odlucujem
ocistiti svjecice.

Kako bi pojednostavili situaciju zamislimo da gledamo dogadaje s pripadnim stanjima:
{da, ne} za Gorivo, {da, ne} za Ciste svjecice, {puno, pola, prazno} za Pokazivac kolicine
goriva i {da, ne} za Paljenje auta. Znamo da stanje goriva i stanje cistih svjecica ima ka-
uzalni utjecaj na stanje paljenja auta. Takoder, stanje goriva utjece na stanje pokazivaca
kolicine goriva. To je prikazano na slici Oznacimo Gorivo, Ciste svjecice, Pokazivac
kolicine goriva i Paljenje auta respektivno s G, S, PG, PA. Za kvantitativno modeliranje
trebamo procjene vjerojatnosti za P(G), P(S), P(PA|G,S), P(PG|G). Tablice s vjerojat-
nostima su dane respektivno u tablicama Uocimo da tablica za
P(PA|G, S) ostavlja prostor za druge uzroke osim manjka benzina i priljavih svjecica tako
da vrijedi P(PA = ne|G = da,S = da) > 0, a tablica[2.4)za P(PG|G) ostavlja mogucnost
da je mjerac kolicine goriva pokvaren.



POGLAVLIJE 2. BAYESOVE MREZE

Slika 2.12: Kauzalna mreZa za Problem paljenja auta. G oznalava Gorivo, S su Ciste
svjecice, PG je kratica za Pokazivac kolicine goriva te PA za Paljenje auta.

G=da G =ne
S=da| (0.99,0.01) (0,1)
S=ne | (0.01,0.99) | (0,1)

Tablica 2.3: Uvjetna vjerojatnost P(PA|G, S ). Brojevi (x,y) oznacCavaju (PA = da, PA =

ne).

G=da| G=ne
PG = puno 0.39 0.001
PG = pola 0.60 0.001
PG = prazno | 0.01 0.998

Tablica 2.4: Uvjetna vjerojatnost P(PG|G).




POGLAVLIJE 2. BAYESOVE MREZE 23

2.4 Lancano pravilo za Bayesove mrezZe

Nekaje F = {Ay,...,A,} prostor slu¢ajnih varijabli. Ako imamo tablicu zdruZene distribu-
cije vjerojatnosti P(F) = P({Ay,...,A,}), tada moZemo izracunati P(A;), alii P(A;le), gdje
je e znanje o nekim varijablama u Bayesovoj mrezi. Medutim, P(¥) raste eksponencijalno
s brojem slucajnih varijabli te ve¢ za mali ¥ tablica postaje prevelika. Stoga nas zanima
kompaktniji prikaz P(F).

Neka je BN Bayesova mreza nad ¥ te neka je P() vjerojatnosna distribucija svojstva
definiranih u BN:

— uvjetna vjerojatnost varijable uz dane njene roditelje u P(¥) mora biti odredena u
BN,

— ako su varijable A 1 B D-separirane u BN na danom skupu C, tada su A i B nezavisne
za dani Cu P(¥F).

MoZemo zakljuciti da ako se F sastoji od samo jedne varijable A, tada BN definira P(A) te
je P(F) jedinstveno definirana. Pokazat ¢emo da ovo opéenito vrijedi. Za vjerojatnostne
distribucije na skupu slucajnih varijabli, koristimo jednadzbu koju nazivamo lancano pra-
vilo. Za Bayesove mreZe ova jednadzba ima poseban oblik. Prvo ¢emo navesti op¢i oblik
jednadzbe.

Propozicija 2.4.1. (Poopéeno lancano pravilo) Neka je F = {Ay,...,A,} skup varijabli.
Tada za bilo koju vjerojatnosnu distribuciju P(F) imamo

P(F) = P(AulAy, ..., A DP(Ani|As, .o Apd) - P(A]ADP(AY).
Dokaz. Dokaz slijedi indukcijom iz (2.2). o

Teorem 2.4.2. (Lancano pravilo za Bayesove mreZe) Neka je BN Bayesova mreZa nad
F ={A1,...,A,}. Tada BN odreduje jedinstvenu zdruZenu distribuciju vjerojatnosti P(F)
danu produktom svih tablica uvjetnih vjerojatnosti definiranih u BN :

P(F) = | | Pailpaca), (2.5)
i=1

gdje pa(A;) oznacava roditelja ¢vora A; u BN, a P(F) odraZava svojstva BN.

Lancano pravilo nam govori da je Bayesova mreza kompaktna reprezentacija zdruZene
distribucije vjerojatnosti.
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PG =puno | PG =pola | PG = prazno
S=da| (0.363,0) (0.599, 0) (0.0093, 0)
S =ne | (0.00015, 0) | (0.00024, 0) | (3.9-107°, 0)

Tablica 2.5: Tablica zdruZene vjerojatnosti za P(G, PG, S, PA = da). Brojevi (x, y) u tablici
oznacavaju (G = da, G = ne).

PG = puno PG = pola PG = prazno
S =da | (0.00367,1.9-10™) | (0.00564, 1.9-107) | (9.4-107, 0.0192)
S=ne | (0.01514,8-1077) (0.0233,8:107") | (0.000388, 0.000798)

Tablica 2.6: Tablica zdruZene vjerojatnosti za P(G, PG, S, PA = ne). Brojevi (x, y) u tablici
oznacavaju (G = da, G = ne).

Primjer 2.4.3. Ponovno proucimo primjer[2.3.2} ”Paljenje auta”. Za zakljucivanje ¢emo
koristiti tablicu zdruZene vjerojatnosti. Nju cemo odrediti pomocu lanc¢anog pravila za
Bayesove mreZe, (2.3), P(G, PG, S, PA) = P(G)P(S)P(PG|G)P(PA|G,S). Rezultat je dan
u tablicama2.3i[2.6

Marginalizacijom varijabli PG i G iz tablice[2.6} odnosno zbrajajuci svaki redak, dobi-
vamo: P(S, PA = ne) = (0.02864,0.03965). Uvjetnu vjerojatnost P(S|PA = ne) dobijemo
dijeleci je s P(PA = ne). Kako je

P(PA = ne) = P(S =da, PA = ne) + P(S = ne, PA = ne) = 0.02864 + 0.03965 = 0.06829

te slijedi
0.02864 0.03965

0.06829” 0.06829

Ako rezultat ne bude uredeni par brojeva Cija je suma 1, tada normaliziramo dijeleci sa
SUMom.

Na analogan nacin dobivamo P(G|PA = ne) = (0.71,0.29). Zatim dobijemo informa-
ciju da je PG = pola te se racunanje svodi na PG = pola i PA = ne. Rezultat je dan u
tablici2.7

Marginalizacijom S te normalizacijom, dobijemo P(G|PA = ne,PG = pola) =
(0.999,0.001), zatim marginalizacijom G i normalizacijom slijedi P(S|PA = ne, PG =
pola) = (0.196,0.804). Vjerojatnost da je S = da se povecala uz tvrdnju PG = pola, stoga
moZemo uociti efekt objasnjavanja.

P(S|PA = ne) = ) = (0.42,0.58).
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G=da | G=ne
S=da | 0.00564 | 1.9:-10™
S=ne | 0.0233 8107

Tablica 2.7: P(G, S, PA = ne, PG = pola).

2.5 Dodavanje znanja

Bayesove mreZe se koriste za raCunanje vjerojatnosti kada dobijemo neku novu infor-
maciju, npr. A = a, gdje je A varijabla, a a je njeno stanje. Neka A ima n stanja
1 P(A) = (xy,...,x,), pretpostavimo da smo dobili novu informaciju e da A moze biti
samo u stanju i ili j. To znaci da su sva stanja osim i i j nemoguca te P(A,e) =
©,...,0,x,0,...,0,x;,0,...,0).

Definicija 2.5.1. Neka je A varijabla s n stanja. Nalaz o A je n-dimenzionalna tablica nula
i jedinica.

Nalaz e je tvrdnja da su odredena stanja od A nemoguca.

Pretpostavimo da imamo tablicu zdruZene vjerojatnosti, P(¥) te neka je e nalaz. Ta-
blica zdruzene vjerojatnosti P(F, e) je tablica dobivena iz P(¥ ) zamjenjujuéi sva stanja u
kojima A nije u stanju i i j s nulom, a ostale ostavljajuci nepromijenjenim. To je jednako
tome da smo P(F ) pomnoZili s e,

P(F,e)=P(F)-e.
Koristec¢i lanc¢ano pravilo za Bayesove mreZe, (2.5), imamo sljedeci teorem.

Teorem 2.5.2. Neka je BN Bayesova mreZa na prostorom F te neka su ey, ... ,e, tvrdnje
da su odredena stanja od A nemoguca. Tada

n

P(F,e) = | | PAlpata) - | | e

AeF i=1
te za A € F imamo
2\a P(F,e)

P(Ale) = 6
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Prepoznavanje i pracenje objekata

Proucit ¢emo pracenje objekata s pogleda Bayesovih mreza. Uz znanje iz prethodnih po-
glavlja, cilj je definirati i pribliZiti neke nacine rjeSavanja problema pracenja objekata.
Zapocet ¢emo objasnjavanjem problema pracenja objekata, a zatim prikazati kako za-
klju¢ivanjem u Bayesovim mreZama moZemo prouciti taj problem.

3.1 Problem pracenja objekata

Problem pracenja objekata ukljucuje procjenu puta nekog objekta. Pomocu raznih sprava
radimo mjerenja pozicije objekta u diskretnom vremenu, ¢ = #) < t; < ... < tg te radi
jednostavnosti uzimamo #, = 0. Ukoliko prilikom mjerenja pozicije ne bi doslo do nikakvih
greSaka, mogli bi neometano procjenjivati put objekta. Medutim, tijekom mjerenja nastaju
mnoge pogreske koje dovode do problema pracenja objekta.

Pretpostavimo da su svi podaci koje dobivamo upravo oni od samog objekta kojeg
pratimo, a ne na primjer uzrok neke greSke kao Sto je Sum na podacima. Koristeci te
podatke, Zelimo odrediti polozaj pracenog objekta u trenutnom vremenu ¢ = f¢, put objekta
od pocetnog vremena do trenutnog vremena: [0, 7¢] ili poziciju objekta u nekom vremenu
> tx.

Procjenu trenutne pozicije objekta nazivamo filtriranje, procjenu buduce pozicije na-
zivamo predikcija, a zagladivanje oznacava procjenu prosle pozicije ili proslog puta. Mi
Zelimo procjenjivati i ostale karakteristike objekta, kao Sto je brzina ili ubrzanje, stoga,
definiramo stanje objekta kao vektor komponenata koje Zelimo procjenjivati. Proces pro-
cjene stanja objekata nazivamo pracenje. Dakle, cilj pracenja objekata je procjena stanja
pracenih objekta sekvencijalno kroz vrijeme. Neki primjeri pracenja objekata su nadzorne
kamere te nadziranje tla, navodenje raketa, procjena putanje vozila te ostali problemi koji
ukljucuju pracenje ili vremensku procjenu promatranih stanja.

26
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Vremenski varijabilno stanje objekata se procjenjuje pomocu senzora kao $to su radar,
sonar, kamera, teleskop. Procjena objekata na temelju senzornih promatranja zahtijeva
neku vrstu prateeg sustava kojeg nazivamo filter. Zadaca filtera je kontinuirana procjena
stanja pra¢enog objekta, odnosno, vise njih. U vidu Bayesovih mreza, koristeci prethodne
informacije procjenjujemo trenutno stanje. PracCenje je problem statistiCke procjene te se
smatra da se taj problem moZe najbolje rijesiti u vidu zaklju€ivanja u Bayesovim mreZama.

3.2 Modeli kretanja

Kako bi proveli pracenje objekata, trebamo matematicke modele za mjerenje greske te
model za opisivanje kretanja ciljnog objekta. Model za mjerenje greske je dan u vidu
distribucije vjerojatnosti za greSku u mjerenju. Jednostavan primjer modela za kretanje
je model konstantne brzine. Za taj model moZzemo odrediti distribuciju vjerojatnosti za
poziciju objekta u vremenu ¢ = 0 te distribuciju za brzinu objekta. Ako bi poCetna pozicija
i brzina objekta bili poznati, tada bi njen kompletni put bio poznat. Opcenitije, ciljani
model gibanja je stohastiCki proces koji u vjerojatnosnom smislu opisuje kako se ciljani
objekt krece kroz svoja stanja u danom vremenu f.

3.3 Procjena puta objekata

Kod praéenja pojedinog objekta Zelimo kombinirati izmjerene podatke s mjerenjima i mo-
delima kretanja kako bi procijenili put kojim Ce se objekt kretati. Tocnije, Zelimo do-
biti optimalnu ili najbolju procjenu. To bi znacilo da Zelimo smanjiti oCekivanu kva-
dratnu pogreSku izmedu procijenjenoga i stvarnog puta objekta. Zatim, mogli bismo naci
put koji ima najvecu vjerojatnost da je tocan ili moZemo izraCunati uvjetnu distribuciju
na stanje objekta uz dana mjerenja. U ovom slucaju, pocCetna vjerojatnost bi bili sto-
hasticki procesi modeliranja kretanja objekta, a mjerenja su podaci koji nam omogucuju
izraCunavanje uvjetne vjerojatnosti. U ovom pogledu, pojam zakljucivanja u Bayesovim
mrezama oznacava izracunavanje uvjetne distribucije i procjene izvedene iz nje kao Sto je
srednja vrijednost ili maksimum uvjetne vjerojatnosti stanja. Srednja vrijednost je procjena
koja minimizira ocekivanu kvadratnu greSku izmedu procijenjenog i stvarnog ciljnog puta.

3.4 Bayesovo filtriranje i filteri

Filtriranje, u kontekstu stohasti¢kog procesiranja signala, ima za cilj izvuci najbolju
mogucu procjenu za stvarno stanje ciljnog objekta koriste¢i Sumovita promatranja obje-
kata. Drugim rije¢ima, filtriranje je matematicka operacija koja ukljucuje izvlacenje in-
formacije o objektu u nekom vremenu 7, koriste¢i senzorna promatranja dobivena prije
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vremena fx. Praceni objekt je najceSce skriven, odnosno ne znamo to¢ne podatke o sta-
nju tog objekta. Bayesovo filtriranje olakSava vjerojatnosno modeliranje ove nesigurnosti
koristeci prethodno znanje i dokaze senzora o stanju objekta. Tijekom godina, nastalo je
nekoliko Bayesovih filtera kako bi se pokrio Sto veci raspon problema pracenja objekata.
Sada ¢emo ukratko spomenuti svaki od njih.

Kalmanov filter

Kalmanov filter je najpoznatiji i naj¢es¢i nacin rjeSavanja problema pracenja na linearnim
dinamickim sustavima u diskretnim vremenskim trenucima koriste¢i funkciju prijenosa
stanja Sto je opSirnije opisno u Predstavio ga je Rudolf Emil Kélmér[[, 1960. Pruza
analiticko rjeSenje za procjenu stanja pra¢enog objekta na nacin koji minimizira pogresku
povezanu s odabirom pretpostavke o stanju objekta, stoga je ovaj filter teoretski optimalan.
Kalmanov filter se primjenjuje na situacijama gdje je proces kretanja objekata Markovljev
ili Gaussov. U slucaju Gaussovog procesa, distribucija stanja objekata u bilo kojem vre-
menu ¢ je Gaussova, a vektorska distribucija stanja objekata u bilo kojem konacnom skupu
vremena je vektorska Gaussova. Dodatno, Kalmanov filter zahtijeva da su mjerenja, line-
arne funkcije stanja objekata, u vremenu mjerenja s dodanim Gaussovim greSkama. Ovaj
skup pretpostavka nazivamo linearne-Gaussove pretpostavke.

U linearnom Gaussovom sluc¢aju, uvjetna distribucija na stanje objekta u bilo kojem
vremenu ¢ je Gaussova. Ona je okarakteriziran srednjom vrijedno$¢u i kovarijancom. Kal-
manov filter pruza jednostavnu i u€inkovitu rekurzivnu funkciju za izraunavanje srednje
vrijednosti i kovarijance Gaussove uvjetne distribucije stanja objekta u trenutnom vremenu
tx uz dana mjerenja u f¢ i srednje vrijednosti te kovarijancu uvjetne distribucije u vremenu
tx-1. U ovom slucaju, srednja vrijednost rjeSenja Kalmanovog filtera minimizira ocekivanu
kvadratnu greSku izmedu procijenjenoga i stvarnog ciljnog puta te je maksimalna uvjetna
vjerojatnost procjene stanja objekta. U linearnom Gaussovom slucaju, Kalmanov filter
nalazi uvjetnu distribuciju na stanje objekta te raCuna srednju vrijednost distribucije koja
minimizira ocekivanu gresku te maksimizira uvjetnu vjerojatnost.

Ako zadrzimo samo pretpostavke o linearnosti i neovisnosti, Kalmanov filter pruza op-
timalnu procjenu stanja pra¢enog objekta koje je linearna funkcija mjerenja. Ova procjena
je optimalna u vidu minimizacije o¢ekivane kvadratne greske.

Linearni Kalmanov filter moze raditi u stvarnom vremenu (eng. Real-time), Koristeéi na
ulazu samo mjerenje i prethodno izraCunato stanje, a na izlazu moZe estimirati i vrijednosti
koje nisu mjerene.

U slu€aju nelinearnog sustava, koristimo proSireni Kalmanov filter (eng. Extended
Kalman Filter).

ameri¢ki matematicar i elektroni¢ar madZarskoga podrijetla, (1930. - 2016.).
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Kalmanov filter se koristi u mnogim podru¢jima kao Sto su navodenje, navigacija i
kontrola raznih objekata. Takoder, Cesto se koristi u raznim procesiranjima signala i eko-
nometriji.

Filter Cestica

Za nelinerano i ne Gaussovo filtriranje, filter Cestica koji joS 1 nazivamo sekvencijalni
Monte Carlo filter, formalno razvijen 1993E], pruza rigoroznu Bayesovu okosnicu za pro-
cjenu stanja pradenog objekta. Filter Cestica djeluje na principu aproksimacije funkcije
distribucije uvjetne vjerojatnosti skupa primjera, koje nazivamo cestice.

Filter hipoteze gustoce vjerojatnosti

Filter hipoteze gustoCe vjerojatnost (eng. The probability hypothesis density filter) razvio
je Ronald P. S. Mahler, 2003. godine za pracenje visSe objekata. [[15] Ovaj filter aproksimira
funkciju distribucije uvjetne vjerojatnosti na temelju prvog trenutka. Primarno je razvijen
da bi prevladao nedostatke konvencionalno optimalnog Bayesovog zdruZenog filtera.

Multi-Bernoulijev filter

Multiobjektni multi-Bernoulijev (MeMBer) filter, razvijen je 2009. E] Temelji se na teoriji
na kojoj se temelji filter hipoteze gustoce vjerojatnosti te djeluje aproksimacijom uvjetne
vjerojatnosti skupa multi-Bernoulijevih parametara. Svi filteri osim Kalmanovog su su-
boptimalni stoga ne daju tocan rezultat.

2Gordon, N.J., Salmond, D.J., Smith, A.EM. u radu [6].
3Vo, Ba Tuong and Vo, Ba-Ngu and Cantoni, Antonio u radu [35].
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Prepoznavanje i pracenje lica

U ovom poglavlju ¢emo prikazati primjenu Kalmanovog filtera na problemu prepozna-
vanja 1 praCenja lica. Kalmanov filter smo uveli u prethodnom poglavlju, ali éemo sada
pobliZe objasniti njegovu primjenu. Potom ¢emo prikazati kako ga primijeniti na stvarnom
problemu detekcije lica.

4.1 Modeliranje prostora stanja pracenog objekta

Pristup modeliranju objekta pomodu prostora stanja ukljuCuje stanje objekta. Stanje obu-
hvaéa potpune informacije o objektu u svom prostoru te se prikazuje pomocu vektora.
Prostor stanja je skup svih stanja pra¢enog objekta. Pretpostavimo da je xx vektor stanja
objekta u vremenu tx. Ovaj vektor stanja modeliramo kao slu€ajnu varijablu. Na primjer,
za neki objekt koji se giba, neka je p pozicija, a v brzina objekta. Vektor stanja prikazu-
jemo kao xg = (p, v). Ukoliko postoji jo$ neki senzor, on nam moZe govoriti nesto o stanju
objekta, ali samo indirektno te s nekom nesigurnoScu i neto¢noséu. NaSa predikcija nam
kaze neSto o kretanju objekta, ali takoder indirektno s nesigurnoscu i neto¢noscéu.

Princip rada Kalamnovog filtera

Ukoliko uzmemo sve informacije koje su nam dane i primjenimo Kalmanov filter moZemo
dobiti bolji odgovor od samo naSe procjene. Mi ne znamo koja su stvarna pozicija i brzina
objekta, ali znamo da su neka buduca stanja vjerojatnija od drugih. Kalmanov filter pret-
postavlja da su, u ovom slucaju, pozicija i brzina slu¢ajne i Gausovski distribuirane. Svaka
varijabla ima svoju srednju vrijednost u, koja je srediste slucajne distribucije te je vrlo vje-
rojatno i stanje te ima i svoju varijancu 2. Pozicija i brzina mogu biti nekoorelirane, §to
znaci da stanje jedne varijable nam ne govori niSta o tome kakvo bi stanje druge varijable
moglo biti. Ukoliko su pozicija i brzina koorelirane, vjerojatnost zadrzavanja odredene po-

30



POGLAVLIJE 4. PREPOZNAVANIJE I PRACENIJE LICA 31

zicije ovisi o brzini koju objekt ima. Ovaj slucaj bi se mogao dogoditi ukoliko, na primjer,
procjenjujemo novu poziciju na temelju stare. Ako je brzina velika, vrlo je vjerojatno da
se objekt pomaknuo dalje te ¢e pozicija biti dalja, a ukoliko je brzina mala, objekt se nije
daleko pomaknuo. Ovakav odnos brzine i pozicije nam daje najvise informacija. Jedno
mjerenje nam govori nesto o tome kakvo bi sljedece moglo biti. To je upravo i cilj Kal-
manovog filtera. Korelaciju zapisujemo pomoc¢u matrice korelacije. Svaki element matrice
2.ij Je stupanj korelacije izmedu i-tog i j-tog stanja. Za modeliranje znanja trebamo dvije
informacije u vremenu fx. Nasu najbolju procjenu X (srednja vrijednost, inace oznacena s
() te matricu kovarijance Pg. U nasem primjeru s pozicijom i brzinom, imamo:

- _ |pozicija

YK = [ brzina ] “.1)
_ [ Zep va]

PK [va Zvv (42)

Zatim, trebamo pogledati trenutno stanje koje znamo, a to je ono u vremenu #x_; i predvi-
djeti sljedece stanje u vremenu tg. Funkcija predikcije nam daje novu distribuciju. Ovo
predvideno stanje moZemo oznaciti matricom Fg. Ona uzima svaku tocku nase originalne
procjene te je seli na novo predvideno mjesto, gdje bi se objekt nalazio da je naSa origi-
nalna predikcija bila to¢na. Kako bismo predvidjeli poziciju i brzinu objekta u sljedeCem
trenutku, koristimo sljede¢u formulu:

Pk = Pk-1 + At-vg_;

Vk = Vk-1
odnosno, matrica predikcije:
. 1 At|,
XKk = [O 1 ]x[{—l (43)
= Fx - Xx_1 (4.4)

Matrica predikcije nam dalje sljedece stanje, ali jo§ uvijek moramo aZurirati matricu ko-
varijance. Znamo da ukoliko izmnoZimo svaku toc¢ku distribucije sa matricom A, matrica
kovarijance daje identitetu:
Cov(x) =X
Cov(Ax) = AZAT 4.5)

Iz @.4) i (@.5)) slijedi:
Xk = Fx Xk

PK:FKPK_lF;( (46)
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Vanjski utjecaj

Mogu se dogoditi promjene koje nisu vezane uz samo stanje objekta, takve promjene su
pod vanjskim utjecajem. Ako znamo informaciju o vanjskim utjecajima, moZemo je dodati
nasoj predikciji kao korekciju. Vanjsku informaciju oznaCavamo vektorom ug. Pretposta-
vimo da znamo ocekivanu akceleraciju a. Znamo da vrijedi:

1
Pk = Pk-1 + Atvg_ + EaAtz

VK = V-1 +a At

u matricnom obliku:

A2

2

Xk = Fx Xp_1 + a

=Fy )?K—l + Br uy (47)

By nazivamo kontrolnom matricom, a ux kontrolnim vektorom.

Vanjska nesigurnost

Ukoliko se stanje mijenja na temelju vanjskih utjecaja, to nije problem ako znamo koji su
to utjecaji. Problem nastaje kada utjecu vanjski elementi za koje ne znamo. Na primjer da
pratimo robota koji se krece po tlu, a neravnine na tlu ga uspore. Takve stvari ne mozemo
nuzno predvidjeti te nasa predikcija zbog toga moze biti pogresna.

MoZemo modelirati nesigurnost vezanu za vanjski utjecaj tako da dodamo nove nesi-
gurnosti nakon svakog koraka predikcije. Sve nepoznate vanjske utjecaje tretiramo kao
kao Sum s kovarijancom Q. Tada imamo kompletan izraz za korak predikcije:

)%K = FK )%K—l + BK Uy (48)
PK:FKPK_lF;('FQK (49)

Drugim rije¢ima, u (4.8) nasa nova najbolja procjena i je suma predikcije Fx dobivene
od prethodne najbolje procjene Xx_; i korekcije Bx za poznate vanjske utjecaje ug. A u
(4.9) nova nesigurnost Pk je predikcija F stare nesigurnostiPg_; te dodatne nesigurnosti
zbog vanjskih utjecaja Qg. Sada imamo procjenu gdje bi se naS objekt mogao nalazit, uz
dani )2[( 1 PK.

Redefiniranje procjene s mjerenjima

Postoji moguénost da postoje senzori koji nam daju dodatne informacije o stanju naSeg
objekta. Na primjer, pretpostavimo da jedan govori neSto o poziciji, a drugi o brzini
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objekta. Dakle, dobivamo indirektne informacije o stanju, odnosno, senzor proizvodi niz
ocitanja. Jedinice i mjerilo od o€itanja sa senzora ne moraju odgovarati jedinicama i mje-
rilu stanja kojeg mi proucavamo. Stoga, modeliramo senzor s matricom Hg. MoZemo
pretpostaviti distribuciju o€itanja koje smo i ocekivali:

Hokekivano = Hg -)%K
Zneoéekivano = Hg Pk H[T( (410)

Kalmanov filter je vrlo dobar u rjeSavanju problema smetnji senzora. Senzori mogu biti
nepouzdani i svako stanje u naSoj originalnoj procjeni moZe rezultirati nizom ocitanja sen-
zora. Iz svakog ocitanja koje promatramo, mozemo pretpostaviti da je nas objekt bio u
odredenom stanju. No, buduci da postoji nesigurnost, neka stanja su vjerojatnija da su pro-
izvela Citanje koje smo vidjeli. S Rx oznaCimo kovarijancu ove nesigurnosti (na primjer
senzorni Sum). Distribucija ima srednju vrijednost jednaku ocitanju zk.

Sada imamo srednju vrijednost nase transformirane predikcije i ocitanje senzora.
Stoga, moramo pokusSati promijeniti nase pretpostavke o ocCitanjima koja smo vidjeli na
temelju predvidenog stanja, s drugacijim nagadanjem zasnovanim na ocitanjima senzora
koje smo zapravo promatrali.

Postavlja se pitanje koje je najvjerojatnije stanje. Za bilo koje ocitanje (z;,2,) imamo
dvije vezane vjerojatnosti:

— vjerojatnost da je ocitanje senzora zx zapravo pogreSno mjerenje (1, 22)

— vjerojatnost da nasa prethodna procjena smatra (z;, zp) o€itanjem koje bismo trebali
upotrijebiti.

Imamo dvije vjerojatnosti i zanima nas koja je vjerojatnost da su obje tocne. To Ce biti pre-
ciznije od prethodnih procjena. Srednja vrijednost ove distribucije je konfiguracija za koju
su obje procjene vrlo vjerojatne Sto bi bila 1 najbolja pretpostavka o stvarnoj konfiguraciji
uz sve informacije koje imamo. Stoga, trebamo povezati pretpostavke.

Povezivanje pretpostavka

Neka je A neka jednodimenzionalna Gaussova zvonolika krivulja s varijancom o i sred-
njom vrijednoscu y, definirana s:

_ -w?

T .11

1
N, u, o) =
R

Zanima nas ,
N(-x7 Ho» 0-0)'N(x’ M, O'])iN(X,/l,O-) (412)
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Substitucijom @.11)) u @.12) dobijemo:

2
H =Ho+ ————>—
o5+ 0
4
n_ 2 T
oy + 0
Oznac¢imo 5
99
k= o2 + o2
0 1

Substitucijom & u (4.13)) dobivamo:

U= o + k(i — po)

2 _ 2 2
o =05—koy
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(4.13)

4.14)

(4.15)

Zapisimo @.14) i (4.15) u matricnom zapisu. Ako je ¥ matrica kovarijance, a u srednja

vrijednost uzduz osi, tada:

K = 20 (20 + 21)_1

pio=po + K (i1 — o)
E/:ZO—KEO

K je matrica koju nazivamo Kalmanovo pojacanje (eng. Kalman gain).

Konacna estimacija

(4.16)

(4.17)

Sada imamo dvije distribucije: predvideno mjerenje s (1o, Xo) = (Hg Xk, Hx Px Hy) i

opazena mjerenja s (u, %) = (zx, Rg). Zajedno sa (4.17) imamo:

HK)%,K = Hg ik + K (zx — Hx Xk)
Hy P, H, = Hy Px Hy — K Hy Px H

Iz (@.16), Kalmanovo pojacanje iznosi:

K = Hy Px Hy(Hx Px Hy + Rg)™
Iz @.18) i (.19) dobivamo kona¢nu jednadzbu za korak aZuriranja:

/\, A

Xy = Xk + K (zx — Hy Zx)
P, = Px — K Hg Py

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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K = Px Hy(Hg Px Hy + Rg)™ (4.21)
Dakle, ch je naSa nova najbolja procjena te zajedno s P/K rade sljedecu predikciju ili

azuriranje.

Tijek informacija unutar Kalmanovog filtera

Na slici 4.1] prikazan je tijek informacija i dosad objasnjeni proces unutar Kalmanovog
filtera.

Slika 4.1: Tijek informacija unutar Kalmanovog filtera.
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4.2 Problem prepoznavanja i pracenja lica

Pracenje lica je jedan od najcesce prouCavanih tema u podrucju kompjuterskog vida. Male
varijacije u veli€ini i orijentaciji lica mogu utjecati na rezultat pracenja lica.

Lice je zakrivljena trodimenzionalna povrSina, a u videozapisima moze do¢i do pro-
mjena u ljudskom licu zbog osvjetljenja, poloZaja, frizura, kose na licu, Sminke i dobi. Sva
lica imaju u osnovi isti oblik, a ipak lice svake osobe je drugacije.

Programsko rjesenje za prepoznavanje i pracenje lica

Programsko rjesSenje za detekciju i pracenje lica napisano je u Python programskom jeziku,
koriste¢i OpenCV biblioteku. Cilj je na temelju ulaznog videa prepoznati i pratiti lice
ukoliko ono na videu zaista postoji. Za prepoznavanje lica koriStene su istrenirane Haarove
kaskade, a za pracenje je koriSten Kalmanov filter.

Biblioteka OpenCV

OpenCV - Open Source Computer Vision Library je biblioteka otvorenoga koda koja nudi
infrastrukturu za razvoj aplikacija u podrucju kompjuterskog vida i strojnog ucenja. Bibli-
oteka OpenCV je dizajnirana za razvoj aplikacija u stvarnom vremenu te daje jednostavnu
infrastrukturu kojom olakSava njihov razvoj. Biblioteka sadrzi optimizirane implementa-
cije 2500 algoritama namijenjenih kompjuterskom vidu, kao Sto je prepoznavanje i detek-
cija lica, objekata, prepoznavanje ljudskih pokreta u videu, praenje objekata te mnoge
druge. Napisana je i optimizirana u C/C++ okruZenju te uz pomo¢ OpenCL-a omogucuje
rad na heterogenim sustavima. [32]]

Ulazni podaci

Ulazni podatak je videozapis na kojem se nalazi osoba. Nisu potrebna predprocesiranja
slike, osim da je promatramo u sivim tonovima. Detaljnije ¢e biti opisano u podrucju
prepoznavanja.

Prepoznavanje

Prepoznavanje lica je postignuto koriStenjem metode temeljene na unaprijed istrenirane
Haarove kaskade za lice. Ova metoda detekcije je predstavljena od strane Paul Viola i
Michael Jones u radu [34]. Metoda Viola-Jones je jedna od prvih metoda koja postize
jako dobre rezultate u stvarnom vremenu. Uz prepoznavanje lica, metoda je primjenjiva za
prepoznavanje i drugih objekata na slici. Njena implementacija je integrirana u OpenCV
biblioteku. Algoritam ima tri vazne znacajke koje ¢emo detaljnije opisati:
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o KoriStenje integralne slike koja detektoru omogucuje brzo izraCunavanje znaCajke
slike

e Izgradnja klasifikatora - klasifikator je izgraden koriStenjem AdaBoost algoritma za
strojno ucenje koji izdvaja mali broj kriti¢nih znacajki slike od vrlo velikog broja
potencijalnih znacajki slike

e Metoda kombinacije klasifikatora u kaskadu - omoguéava da se brzo odbace suvisni
predjeli slike poput pozadine i time detaljnije provede obrada dijela slike koji
sadrzava trazeni objekt

Inicijalno, algoritam treba mnogo pozitivnih (slike lica) 1 negativnih slika (slike koje ne
sadrze lice) kako bi se istrenirao klasifikator. Stoga trebamo izvuci znacajke iz tih slika.
Za to se koriste Haarove znacajke prikazane na slici 4.2} Haarove znacajke su pravokutne
znacajke i racunaju se kao razlika sume piksela unutar bijelog podrucja i sume piksela unu-
tar crnog podrucja razlicitih pravokutnih elemenata. Translacijom 1 skaliranjem osnovnih
znacajki u prozoru veli€ine 24 X 24 se dobiva ukupan skup od otprilike 160000 znacajki,
Sto je vrlo zahtjevno ako se treba Cesto ponavljati. Za ubrzanje tog postupka moZe se
koristiti integralna slika. Svaki slikovni element u integralnoj slici S; dobije se tako da se
izracuna zbroj svih slikovnih elemenata originalne slike S lijevo i iznad traZenog slikovnog
elementa, ukljucujudi i trazeni. Pimjer takve slike je dan na slici@.3]

1=l =

Slika 4.2: Primjer Haarovih znacajki. [27]]

111 11213

1111 21416

I |11 31619
Ulazna slika Integralna slika

Slika 4.3: Reprezentacija slike u integralnom obliku.
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Unutar velikog broja znacajki koje izracunamo, mnogo ih je irelevantnih. Prou¢imo
sliku .4l Gornji red prikazuje dvije dobre znacajke. Prva odabrana znacajka se oslanja
na ¢injenicu da je regija ociju Cesto tamnija od podruc¢ja nosa i obraza. Druga odabrana
znacajka oslanja se na Cinjenicu da su oc¢i tamnije od hrbta nosa. Ali isti prozori primije-
njeni na obraze ili bilo koje drugo mjesto su irelevantni.

Slika 4.4: Primjer dobrih znacajki. [31]

Odabir najboljih znacajki se postize koristeCi Adaboost, Sto je skraenica za Adap-
tive Boosting. Kako 1 samo ime kaZe radi se o varijanti boosting algoritma. Opcenito
govorec€i boosting algoritmi spajaju slabe klasifikatore u jake klasifikatore iterativno mije-
njajudi tezine pripadnih slabih klasifikatora u procesu ucenja. Adaboost uvodi adaptivnu
komponentu u proces ucenja. Dok je tezina, odnosno vaznost svih primjera za ucenje u
klasi¢nim boosting algoritmima jednaka u svim koracima ucenja, Adaboost mijenja teZine
primjera za ucenja. ToCnije, u svakom koraku povecava tezine, odnosno vaznost primjera
koji su u prethodnom koraku bili pogresno klasificirani.

Adaboost je iterativni algoritam koji na osnovu postojec¢ih, mozda slabijih, procjenitelja
h;,t=1,...,T, konstruira uredeni procjenitelj

f) =31 wh(x). (4.22)

Pri tome se teZine w, pripadnoga slabog klasifikatora biraju na nacin da minimiziraju
ocekivanje greske na testnom skupu podataka. Adaboost algoritam se tipicno primjenjuje
rekurzivno na nacin da se procjenitelj 7., dodaje tako da se minimizira po wr,. TeZine w;,
odredujemo tako da je suma greSke E; kona¢nog klasifikatora, pri treniranju minimizirana:

E, = 3 E[ fisi (%) + why(x)], (4.23)

gdje je f;_ klasifikator konstruiran u prethodnoj fazi treniranja, a E oznacava neku funkciju
greske.
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U naSem primjeru to znaci da se svaka znacCajka primjenjuje na svim slikama seta za
treniranje. Za svaku znacajku nalazi se najbolji prag koji ¢e klasificirati lica na pozitivno
i negativno. OCcito Ce biti pogreSaka ili pogresnih klasifikacija. Odabiremo znacajke s
minimalno pogresaka, Sto znaci da su izabrane one znacajke koje najpreciznije klasificiraju
slike lica 1 slike koje ne prikazuju lica.

Konacni klasifikator je kombinacija tih slabih klasifikatora. Nazivamo ih slabima jer je
njihova to¢nost malo bolja od slu€ajnog pogadanja te sami ne mogu klasificirati sliku, ali
zajedno s drugima (primjenom Adaboost algoritma) tvore snazan klasifikator.

Na slici, veéi dio je podrucje bez lica. Stoga je bolje imati jednostavan nacin za pro-
vjeru da li prozor nije podrucje lica. Ukoliko zaista nije podrucje lica, odbacujemo ga i ne
obradujemo viSe. Umjesto toga, obrada se koncentrira samo na one regije slike gdje je veca
vjerojatnost prepoznavanja lica. Na taj nain provodimo viSe vremena provjere mogucih
regija lica. To dobivamo konceptom kaskadnih klasifikatora. Glavna ideja je sloziti klasifi-
katore u grupe, koje se primjenjuju slijedno jedna iza druge, s tim da odbacivanje primjera
od strane jedne grupe (klasifikacija kao pozadina, negativan primjer) prekida daljnji pos-
tupak klasifikacije, dok prihvacanje od strane grupe prosljeduje primjer sljedecoj grupi.
Primjer je pozitivno klasificiran ukoliko je proSao sve grupe u kaskadi. Ovakva struktura
osigurava rano odbacivanje primjera koji pripadaju negativnoj klasi te na taj nacin ubrzava
postupak detekcije.

Haarove kaskade Cini kaskadni skup Haarovih svojstva. Informacije o Haarovim ka-
skadama zapisuju se u XML datoteku. U ovom radu su koriStene ve¢ naucene kaskade za
detekciju lica koje su preuzete s OpenCV repozitorija na GitHub-u [33]]. Postoje mnoge
istrenirane kaskade za razlicite objekte no ovdje su koriStene potrebne istrenirane kaskade
za lice.

Prepoznavanje zapocinjemo ukljucivanjem potrebnih XML Kklasifikatora. OpenCV
klasa CascadeClassifier implementira funkcionalnosti za detekciju objekata na slici.
Zatim ucitavamo videozapis te uzimamo prvi okvir. Taj okvir otvaramo u sivim tonovima
te regiju lica na danom okviru detektiramo pozivom metode detectMultiScale(). Od-
nosno, koriStenjem unaprijed istreniranog Viola-Jones detektora.

Pracenje

Sada kada imamo detektirano lice na prvom okviru, za pracenje koristimo Kalmanov filter
koji je detaljno opisan u Izvodimo sljedeéih 5 koraka:

e 1. korak- inicijalizacija pocetnih vrijednosti, ovaj korak izvodimo samo na pocetku
e 2. korak- predikcija

e 3. korak- izraCunavanje Kalmanovog pojacanja
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e 4. korak- izraCunavanje estimata
e 5. korak- izraCunavanje kovarijance greske

Korake 2. do 4. ponavljamo za svaki okvir videozapisa. OpenCV klasa KalmanFilter
implementira funkcionalnosti standardnog Kalmanovog filtera, a modificirani su neki javni
atributi.

Rezultati i zakljucak

Nakon testiranja nekoliko videozapisa pracenja jednog objekta na slici, moze se zakljuciti
da inicijalno prepoznavanje radi dobro, a Kalamnov filter pravilno radi estimaciju pokreta
te se objekt kontinuirano prati. Na slici @.5] vidimo primjer jednog okvira ulaznog videa,
a primjer kontinuiranog pracenja vidimo na slici Ukoliko osoba okrene lice u suprot-
nom smjeru i dalje je prati, ali ima trenutaka kada u toj poziciji viSe ne prati lice ili ga
oznaci premalim okvirom kao $to vidimo na slici Ukoliko ovaj model primijenimo na
prepoznavanje i praenje viSe objekata, detekcijom opet odredimo inicijalne pozicije svih
osoba, a ukoliko osoba prekrije lice, vise je nece pratiti. Sto je i bilo za o&ekivati obzirom
da je koriSten prepoznavatelj lica. Primjere rezultata vidimo na slici 4.8

Algoritam za prepoznavanje i pracenje lica je uspjeSno primijenjen na ulaznim poda-
cima. Rezultati pokazuju da je algoritam uspjeSno prepoznao i pratio jedno 1 vise lica na
videozapisima.

Slika 4.5: Primjer jednog prepoznatog okvira.
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Slika 4.6: Primjer kontinuiranog pracenja.

Slika 4.7: Prepoznavanje 1 pracenje profila lica.

Slika 4.8: Prepoznavanje i praenje viSe osoba.
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Sazetak

Bayesove mreZe vazno su podrucje istrazivanja te se koriste za razliite primjene u mnogim
podru¢jima umjetne inteligencije. U ovom radu opisuje se struktura Bayesovih mrezZa te
se radi kratak pregled vjerojatnosti 1 statistike zajedno s Bayesovim teoremom. Nadalje
uvodimo problem prepoznavanja i praenja objekata te dajemo pregled Bayesovih filtera.
U prakti¢nom dijelu rada napravljena je primjena algoritma u prepoznavanju 1 pracenju lica
primjenom Viola-Jones algoritma te Kalmanovog filtera.



Summary

Bayesian Networks are an important area of research and are used for various applications
within the domain of Artificial Intelligence. This paper describes the structure of Baye-
sian networks and provides a short overview of probability and statistics together with
the Bayesian theorem. Furthermore, we introduce the problem of detection and tracking
objects and give an overwiew of Bayesian filters. In the last chapter we present case studies
that use an algorithm for recognizing and tracking faces. The algorithm was made using
the Viola-Jones algorithm and Kalman’s filter.
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