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Uvod

Statistickom zakljuc¢ivanju moZemo pristupiti na dva nacina: klasi¢nim i bayesovskim.
U klasi¢nom pristupu pretpostavljamo da su podaci realizacija slucajne varijable/vektora
Cija je distribucija indeksirana nekim parametrom 6. Taj parametar je nepoznat i fiksan te
je cilj klasi¢nog pristupa pronaci vjerodostojnu procjenu parametra od interesa ili barem
odrediti dovoljno dobro podrucje kojemu taj parametar pripada, odnosno ne pripada. U
bayesovskom pristupu situacija je drugacija. Uz navedeno, pretpostavljamo da je parame-
tar 6 sluajna veli¢ina sa poznatom, apriornom distribucijom koju zadajemo, a reprezentira
naSe prijasnje znanje o parametru. Uzimajuci u obzir podatke, tu distribuciju mijenjamo te
time dobivamo aposteriornu distribuciju koja nam opisuje parametar na temelju podataka i
naSeg apriornog znanja.

U ovom radu ¢e biti rije¢ o asimptotskim rezultatima u Bayesovoj statistici. Rad je po-
dijeljen u 4 poglavlja. U prvom poglavlju uvodimo osnovne pojmove i oznake koriStene
u daljnjem radu te ¢emo pokazat na koji nacin se konstruira aposteriorna distribucija iz
apriorne distribucije 1 danih podataka. U drugom poglavlju ¢emo uvesti pojam Bayesovog
procjenitelja, o ¢emu ovisi te na primjerima ilustrirati njegovu konstrukciju. U treCem po-
glavlju se bavimo pojmom konzistentnosti aposteriorne distribucije, pojmom koji na neki
nacin opravdava bayesovski pristup sa glediSta klasicne statistike. U zadnjem poglavlju se
bavimo asimptotskim rezultatima analognim asimptotskoj normalnosti procjenitelja mak-
simalne vjerodostojnosti u regularnim statistickim modelima. Pokazujemo asimptotsku
normalnost aposteriorne distribucije. Posljedi¢no tome, dokazujemo asimptotsku ekviva-
lenciju Bayesovih procjenitelja sa procjeniteljem maksimalne vjerodostojnosti iz cega Ce
zatim slijediti i njihova asimptotska normalnost.



Poglavlje 1

Osnovne pretpostavke

U ovom poglavlju ¢emo uvesti osnovne pojmove bayesovske statistike 1 pretpostavke vazne
za razumijevanje daljnjeg rada.

Neka je (S, S) izmjeriv prostor i ® potpun, separabilan metric¢ki prostor te B(®) pri-
padna Borelova o-algebra. ©® nazivamo parametarski prostor. Izmjerivu funkciju 6 :
S — O Cemo zvati parametar. Svaku vjerojatnosnu mjeru I na parametarskom pros-
toru (@, B(0)) zovemo apriorna distribucija parametra 6. Neka je (X, A) izmjeriv prostor
1 X : § — X sslu€ajna varijabla. Oznacimo sa P = { Py, 6 € ®} parametarsku familiju dis-
tribucija od X obzirom na parametarski prostor ®. Pretpostavljamo da je parametrizacija
injektivna, odnosno

0,0 €0,0+6 = Py + Py.

Promatramo (X,,n € N) niz sluCajnih varijabli koje poprimaju vrijednosti u X te neka
su one nezavisne i jednako distribuirane obzirom na Py za svaki 6 € ©. Sa Pj ¢emo
oznaCavati n-terostruki produkt vjerojatnosne mjere Py. Neka je P’ mjera na (X*, A%)
zadana kona¢nodimenzionalnim distribucijama niza (X,,n € N). Pretpostavljamo da je
6 — Py(A) slucajna varijabla na (®, 8(0)) za svako fiksno A € A. Uz dane pretpostavke
postojiE] jedinstvena vjerojatnost 4,y na B(0) x A" tako da vrijedi

Ahn(BXA) = fPZ(A) dll(), BeB(®), AecA", (1.1)
B

Apn(F) = ng(Fg) dl1i), F e BO)xA", (1.2)
e

'Pogledati [9]], teorem 10.15.
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gdjeje Fy :={x e X" : (6,x) € F} prerez od F u 6 € ©. Marginalna distribucija slu¢ajnog
vektora X,, := (X1, X5, ..., X,) je tada dana izrazom

An(A) = fP’;(A) dri), A e A" (1.3)
)

Analogno definiramo vjerojatnosnu mjeru Ay na B(®) X A™ 1 marginalnu distribuciju vre-
menskog niza (X, n € N) koju ¢emo oznaciti sa A. Aposteriornom distribucijom parametra
0 za dano X; = x1, X» = x3,... X, = X, nazivamo svaku uvjetnu distribuciju parametra 6 uz
dano X, = x,,. Formalizirajmo sada aposteriornu distribuciju kao funkciju na 8(®) x X".

Definicija 1.0.1.
FunkcijaTl(-|) : B(O)xX" — [0, 1] se naziva aposteriorna distribucija uz dano X,, X5, ..., X,
ako vrijedi sljedece:

1. Za svaki x, € X", TI(-|x,) je vjerojatnosna mjera na B(0),
2. Za svaki B € B(0), I1(B|) je A" izmjeriva funkcija,

3. Za svaki B € B(®), A € A" vrijedi

An(BXA) = f H(Bx,) dA,(x,).
A

Buduci da aposteriorna distribucija ovisi o realizacijama slu¢ajnog vektora X,,, sma-
trat ¢emo ju slucajnom i oznacavati ju sa II(:|X,). Pretpostavimo sada da je za svaki
0, Py apsolutno neprekidna mjera obzirom na neku o-konacnu mjeru u na (X, A) 1 sta-
vimo fxp(x|6) = ‘%(x). Tada Ce isto vrijediti za Pj obzirom na mjeru y" pa stavimo

fx,6(Xx10) = ‘ZE (x,). Nadalje, za statisticki model koji promatramo pretpostavljamo

odredeni uvjet regularnosti, a to je da je nosa¢ gustoce, supp f(:|0) := {x € X : f(x]6) > 0}
neovisan o 6 € O. Sljedeci teorem nam daje konstrukciju aposteriorne distribucije.

Teorem 1.0.2. (Bayesov teorem)

Neka je za svaki 0, Py apsolutno neprekidna mjera obzirom na o-konacnu mjeru u. Tada
je II(:|x,) apsolutno neprekidna u odnosu na Il za gotove sve realizacije x, € X" te je
Radon-Nikodymova derivacija dana sa

dIl(-|x,) Olx,) = Sx,160(x,160)

dr Jo Fato@el)TIE)

(1.4)

Nadalje,
(0 : f Feso(ealé) dIIE) € (0, 00)) = 0. (15)
®
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Dokaz.
DokazZimo prvo tvrdnju (1.5). Neka su

Co := {Xn e X" : f@fxn|0(Xn|§) dll(¢) = 0} ,

Co = {Xn eX" : ffxn|0(Xn|§) dIi¢) = 00}-
)

Po definiciji od 4, (1.3) i uz koriStenje Fubinijevog teorema, vrijedi sljedece:

/ln(CO) = f f@fX,,IO(XnE) dH(f) d/,ln(Xn) = f Od,un(xn) = 07
Co Co

An(Co) = f f o ETIE) i (%) = f oo di"(%,).
Coo VO Co

Kako je 4, konaCna mjera mora vrijediti 4"*(Cs) = 0 pa imamo 4,(Cs) = 0. Dakle, tvrdnja
vrijedi. Pokazimo sada da je I1(:|x,) dana sa (1.4) aposteriorna distribucija od 6. Svojstvo
1. iz definicije 1.0.1 je ocito, a svojstvo 2. slijedi iz Fubinijevog teorema. Pokazimo da je
zadovoljeno svojstvo 3. Uzmimo proizvoljne B € B(®), A € A" :

(L)

An(Bx A) 2 f f S )i (%,) dTIE)
B JA

Fn f f £ X lOTI(E) d" (x,,)
A JB

(1.4)

= f@ f H(BIx,) f (x,l8) dp”™ (x,,) dTI(E). (1.6)
A

Za A € A" vrijedi:

[ o [ Prane = [ [ o) o',
A (€] 0 JA
(1.7)
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Tvrdnja (1.7) se Lebesgueovom indukcijom lako proSiri na izmjerive funkcije. Kako je za
svaki B € B(®), II(B|-) nenegativna izmjeriva funkcija zakljuCujemo:

fA H(BIx,) dA,(X,) = f@ fA H(BIX,) fx,l0(Xnl) dpt” (%) dTI(E)

2 4n(B x A).

Time smo pokazali da je zadovoljeno svojstvo 3. iz definicije. O

PokaZzimo sada na nekim primjerima raCunanje aposteriorne distribucije.

Primjer 1.0.3.

(a) Neka je ® = [0,1]. Pretpostavimo da su X,,X>,...,X, nezavisne i Bernoullijeve
slucajne varijable sa parametrom 0 te neka je apriorna distribucija 11 ~ Beta(a,p)
i  gustoca od 11. Odredimo aposteriornu distribuciju. Oznacimo sa r := Y| X; i
X, = (X1, X2,...X,).
_ SO0 fx.|0)n(6)
n(Olx,) = - —
Jo FOAlOAE) [T f(x, Jon()de

L'a+h) gre1 _ pyi-r pa=1¢1 _ -1
farg? (1 =001 6y

el [ e - el (- epldg

B 901+r—1(1 _ O)B-Hz—r—]
~ Bla+rB+n-r)

Aposteriorna distribucija je beta distribucija sa parametrima @ + r i $ + n — r. Dakle,
01X, ~ Beta(e + Y7_, Xi,f+n— Y, X).

(b) Neka je ® = R i neka su X,,Xs,...,X, nezavisne slucajne varijable koje imaju nor-
malnu distribuciju sa ocekivanjem 0 i varijancom o. Stavimo da je apriorna distribu-
cija parametra 6 ~ N(u, t?). Odredimo prvo nazivnik u izrazu aposteriorne gustoce:
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j(; J(x|0)dl1(6) = fR f(xn|0)m(0) d6

— l 1 f€222?|(x19)
QO Ve Je

1
= (2r) D 2gnr

O g

fezrr S (P (7 +02) =207 T xi+o o 24T B 8 )de

—(nr2+g2 )( 2_0g-T 252

= ;6(0# +T X fe P )
(zﬂ)(n+l)/20-n7- R

2 2,2
—(ntt+o”)
) f" e (o-
R

+TZ[11

= (27T)(n+1)/2 oT ¢

(n‘r +rr
20272 2

202
n2+02 o

1
( ,lxi

e 1T XL )

(n‘r2+0'2) 2q2 (Lz n
- (27T)(n+1)/20-nT

Xi+
e 20212 \ni2402 o =1

Brojnik je jednak:

1
(27T)(n+1)/20-nT

Zi xi+,%))d9

nt2+02 ( o2

202 (
nr2+a2 o2

2
St ) gg

2noT

Vntr? + o2

)y _V2roT

—(n‘r +(r) 2_ 202 1 sn oM
(24T T8 ,)e 2022 (9 20575 ( Zi:lx’+72))'

Uvrstavanjem gornjih izraza u formulu za aposteriornun gustocu imamo.

Vot + 0?2 -or i) (g

620‘1

V2rot

Vidimo da je aposteriorna distribucija normalna sa ocekivanjem

varijancom ~% +02

Napomena 1.0.4.

202 ( 1
n2+02 o

n H 2
)
z 17 .,2) .

2
702 (n = M »
n72+0'2(07x” + T_Z) !

U primjeru 1.0.3. b) su apriorna i aposteriorna distribucija normalne, dakle pripadaju istoj
familiji distribucija. Opcenito, apriorne distribucije za koje je aposteriorna iz iste familije
distribucija kao i apriorna zovemo konjugiranim apriornim distribucijama.



Poglavlje 2

Bayesov procjenitelj

U ovom poglavlju pretpostavljamo da je ® C R*. Neka je g : @ — R¥ izmjerivo preslikava-
nje. Procjeniteljem od g(#) nazivamo svaku izmjerivu funkciju ¢ : X" — R*. Da bi imalo
smisla procjenjivati g(6) sa ¢ pretpostavljamo da je slika procjenitelja 6(X") sadrZzana u
g(®). Nadalje, zanima nas koliko smo dobro procijenili g(6). Za to ¢emo koristiti funkciju
gubitka.

Definicija 2.0.1.
Funkcija L : ® x R¥ — R koja je nenegativna i za koju vrijedi L(6, g(0)) = 0 zovemo
Sfunkcijom gubitka za g(6).

Uvodimo funkciju rizika:

R(9,9) = fL(Q, 0(X,)) dPy(x,).

Kako je u bayesovkoj statistici parametar 6 sluajna varijabla, racunamo aposteriorni rizik:

E(R(6,9)) = f R(6,6) d11(6) = f f L(8, 6(x4)) dPy(x,) dI1(6) 2.1)
= f f L(6, 6(x,)) dI1(6 | X,) dAn(Xp). (2.2)
Sada moZemo definirati Bayesov procjenitelj obzirom na funkciju gubitka L i apriornu

distribuciju I1.

Definicija 2.0.2.
Procjenitelj 6(X,) koji minimizira aposteriorni rizik (2.1) nazivamo Bayesov procjenitelj
od 0 obzirom na funkciju gubitka L i apriornu distribuciju I1.



POGLAVLIJE 2. BAYESOV PROCJENITELJ 8

Reci ¢emo da je procjenitelj 6 konacnog rizika ako je R(6,6) < oo I — g.s. Sljede(i te-
orem nam daje dovoljne uvjete za postojanje Bayesovog procjenitelja te kako ga izracunati.

Teorem 2.0.3.
Neka je g(0) slucajna varijabla te 11 apriorna distribucija od 6. Pretpostavimo da za
funkcija gubitka L(0, d) vrijedi sljedece:

1. Postoji procjenitelj 6 sa konacnim rizikom;

2. Za gotovo svaki x, postoji or(x,) koji minimizira po 6(x,) funkcional
E(L(0,6(x)) | Xy = x,) = fL(Q, 6(x,)) dII(6 | x,,). (2.3)

Tada je 611(X,) Bayesov procjenitel.

Prije dokaza teorema napomenimo da je za y(x,) = E(L(0,6(x,)) | X, = X,), ¥(X,,)
verzija uvjetnog ocekivanja za L(0®, §(X,,)) uz danu o — algebru generiranu sa X,,. Funkciju
¥(X,) ¢emo oznacavati sa L(0, 6(X,) | X,).

Dokaz.
Neka je ¢ proizvoljan procjenitelj sa kona¢nim rizikom. Zbog pretpostavke 2. 1 nenegativ-
nosti funkcije gubitka je i or; konacnog rizika. Nadalje, imamo

E(L(0,6(x,)) | X, = X,) 2 E(L(B, 6nu(x,)) | X,y = X,) Ay — g.5.

Kako su izrazi s lijeve i desne strane nenegativni, integriranjem s obzirom na mjeru 4, 1
koriStenjem monotonosti integrala slijedi tvrdnja. O

Navedimo neke primjere funkcije gubitka te odredimo pripadne Bayesove procjenitelje.

Primjer 2.0.4.

(a) Neka je ® c R i L(0,d) = (d — g(0))>. L(6,d) zovemo funkcija kvadratnog gubitka.
Pretpostavimo da postoji procjenitelj konacnog rizika. Radi kraceg zapisa stavimo x,
umjesto X,, = x,,. Imamo sljedece:
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(b)

E(L(0,6(x,)) | x,) = E ((8(0) ~ E(g(0) | x,) + E(g(0) | x,,) = 6(x,))” | xn)

E ((g(a) —E(g(6) | x,)) | xn) +E ((é(xn) —E(g(6) | x,)) | xn)

+2E ((g(a) — E(g(0) | x,))(6(x,) — E(g(0) | x,)) | xn)

(E((g(O) — E(g(0) | x,))(0(x,) — E(8(0) | x,)) | x,) = O)

E((g(0) = E(8(0) | x,))* | x,,) + E((5(x,) — E(g(0) | x,))* | x,,).

Vidimo da je regresijska funkcija E(L(0, 6(x,)) | x,) minimizirana sa regresijskom funk-
cijom 6(x,) = E(g(0) | x,,). Primjenom teorema 2.0.3 slijedi da je Bayesov procjenitelj
za g(0) obzirom na kvadratnu funkciju gubitka E(g(0) | X,).

Uzmimo sada da je L(0, d) = |d — g(0)|, funkcija apsolutnog gubitka. Isto tako, pretpos-
tavimo da postoji procjenitelj konacnog rizika. Neka je 0y, medijan uvjetne distribucije
od 0 uz dano X,, = x,,. Za ¢ > 0y imamo:

E(Ig(8) — cl | x,) — E(18(0) — Oyl | x,) =(c — Ou)(P(8(0) < Oy | x,) — P(8(0) > Oy | X))

+2E((c — 8(0)Lig,<g0)<c) | Xn)-

Zbog svojstva medijana vrijedi P(g(0) < 0y | x,) > 1/2 pa je gornji izraz veci ili
Jjednak 0. Slicno, za ¢ < 0y imamo:

E(Ig(0) —cl | x,) — E(1g(0) — Ou | x,) =(0p — )(P(g(0) = Oy | x,) — P(g(0) < Oy | X))

+ 2E((g(0) - c)ﬂ{c<g(0)<6M} | xn)-

Analogno zakljucujemo da je i ovaj izraz veci ili jednak nula. Sada za svaki ¢ € ©
vrijedi:
E(|g(0) — cl [ x4) = E(18(0) = Ouml | x,).

Dakle, 6,,(X,) je Bayesov procjenitelj za funkciju apsolutnog gubitka.
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Sada kada znamo kako izgledaju Bayesovi procjenitelji za pojedine funkcije gubitka,
izraCunajmo na primjerima Bayesove procjenitelje.

Primjer 2.0.5.

Neka su pretpostavke i oznake jednake kao u Primjeru 1.0.3.a). Imamo 0 | X,, ~ Beta(a +
1 X, B+n— Y, X)). Odredimo Bayesov procjenitelj u odnosu na funkciju kvadratnog

gubitka. Po prethodnom primjeru znamo da je procjenitelj jednak E(0 | X,,)) (r = X 5_; Xk):

E(H | xn) _ fl 4 0(l+r—1(1 _ 0)ﬁ+n—r—l 40
o Bla+rf+n-r)

_Bla+r+1,B+n-r) Tla+r+ DI'G+n—-nrl(a+pB+n)
- Bla+rB+n—-r) _F(oz+r)F(ﬁ+n—r)F(oz+ﬁ+n+1)

_ a+r
Ca+B+n

Dakle, E(0 | Xl’l) = a + Z?:I Xi

a+p+n a+f+n’

Primjer 2.0.6.

U primjeru 1.0.3 b) smo izracunali aposteriornu distribuciju u slucaju kada apriorna dis-
tribucija i uzorak prate normalnu distribuciju te smo dobili da je i aposteriorna distribucija
normalna. Tocnije, uz iste oznake kao u primjer 1.0.3 imamo

250 . 2.2
01X, ~ N[ ST (2%, 1), )

X, + £
nt? + o? o2 277 nr? + o2

Kako je rije¢ o normalnoj distribuciji, medijan je jedak ocekivanju pa je Bayesov procje-
nitelj obzirom na obje funkcije gubitka jednak

202 (n—+ﬁ

7 (Lx, .
nt? + o2 o? 72



Poglavlje 3

Konzistentnost aposteriorne distribucije

Za razliku od klasiCne statistike u kojoj je parametar od interesa fiksan i nepoznat, u Baye-
sovoj statistici nam je parametar slu¢ajna veli¢ina. Zanima nas moZemo li nekako opravdati
bayesovski pristup sa gledista klasi¢ne statistike, odnosno u slucaju da je parametar stvarno
fiksan, a ne slucajna veli¢ina. Jedan nacin je preko pojma konzistentnosti aposteriorne dis-
tribucije koji ¢emo sada definirati.

Definicija 3.0.1.

Neka je za svaki n € N, T1(-|X,,) aposteriorna distribucija uz dane X, X,, ..., X,. KaZemo
da je niz (I1(-|X,,)), aposteriornih distribucija konzistentan u 6y ako za svaku okolinu U > 6,
vrijedi:

HWUIX,) - 1 Py —g.s.

Konzistentnost nam garantira da ¢e se aposteriorna distribucija sa poveéanjem uzorka
koncentrirati oko prave vrijednosti parametra. Intuitivno, aposteriorna distribucija ¢e uciti
iz podataka i koncentrirati teZinu oko pravog parametra 6.

Pogledajmo na primjeru kako izgleda konzistentnost niza aposteriornih distribucija.

Primjer 3.0.2.
Uzmimo X1, Xy, . .., X, i apriornu distribuciju parametra kao iz primjera 1.0.3.b). Znamo
da je aposteriorna distribucija I1(:|X,) ~ Beta(a + ;- Xi, S + n — X1 X;). PokaZimo da
Jje niz aposteriornih distribucija konzistentan u 6, , 6y € (0, 1). Uvjetno ocekivanje je dano
sa:

n _

a
E@O| X, = + X,..
@1X.) a+pB+n a+pB+n

Po jakom zakonu velikih brojeva gornji izraz konvergira ka 6y Py, g.s. Izracunajmo uvjetnu
varijancu (r := )i X;):

11
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0a+r 1 1 - +n—r—1
E@ |x,) = f (L-6f do
0

Bla+r,f+n—r)

_Bla+r+2,B+n-r) Tla+r+2)I(B+n—nrl(a+p+n)
B Bla+r,B+n—r) _F(a+r)r(ﬂ+n—r)F(a+ﬁ+n+2)

3 (@+r+1)(a+r)
(@+B+n+Da+B+n)

(@+ X, XDB+n—-Y5,

2
Var@i) <@ | X~ B0 137 = SEREECEE A

Vidimo da uvjetna varijanca konvergira k 0 Py -g.s. Neka je sada € > 0i U = (6p—¢€,6p+€)
okolina od 6y. Vrijedi sljedeca nejednakost:

H(|0 — B > €] X) < H(|0 —E@1X,) > €/2| X) + H(lE(O 1X,) — 6o > €/2 | X)

Sada iz kovergencije uvjetnog ocekivanja i primjenom Cebisevljeve nejednakosti iz gor-
nje nejednakosti slijedi tvrdnja o aposteriornoj konzistentnosti.

Kako smo konzistentnost definirali za aposteriornu distribuciju koja ovisi o apriornoj
distribuciji, moZzemo se pitati kako ¢e biti asimptotski odnos izmedu dvije konzistentne
aposteriorne distribucije dobivene iz razli€itih apriornih distribucija. Sljedeci rezultat nam
govori da ¢e uz odredene uvjete za veliki uzorak naSe zakljuCivanje biti neosjetljivo na
izbor apriorne distribucije

Teorem 3.0.3.

Neka je 6y sadrZan u interioru parametarskog skupa ®. Oznacimo sa m, m, apriorne
gustoce obzirom na mjeru u i pretpostavimo da su pozitivne i neprekidne u 6y. Ako su
pripadne aposteriorne gustoce m1(6 | X,,) i m2(0 | X,,) konzistentne u 6, tada vrijedi

lim f (0] X,) - a0 | X,)| du®) =0 P — g.s.

Dokaz.
Pokazat ¢emo da vrijedi sljedece:

hm f

(01 X,)
m(0 1 X,)

du(0) =0 Py — g.s.
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Nekasu o >0, n > 0, € > 0. Po pretpostavci su 7y 1 7, neprekidne u 6, pa postoji otvorena
okolina U od 6, tako da za svaki 8 sadrzan u U vrijedi:

mi(6)  mi(6o)
m(0)  ma(6o)

Kako su (6 | X,,), m,(6 | X,,) konzistente u 6, imamo

<0 1 |m(0)—-m(6y) <o i=1,2. (3.1)

ILW X, —>1 P;Z -g.s i=1,2.

Oznacimo sa x,, realizaciju slucajnog uzorka X,,. Zbog konzistentnosti postoji n, takav da
za svaki n > ng vrijedi:

LU |x)>1-5 i=1,2. (3.2)

Prisjetimo se, formula za aposteriornu gustocu je m(6 | x,,) = % pa je:
G)A N

@) m©) Jo Sl mE) du(@)

= . 33
(0%, 70) [0 f(xlE) m1(€) du(é) .
KoriStenjem nejednakosti (3.1) 1 (3.2) zan > ny 1 6 € U slijedi:
(m(eo) B 5) 1 Jy Tl 72(8) da(€)
72(6) Jo F&alé) 11 (&) dp(é)
BEAGPI. I, F&lé) ma(€) dp(é)
m(0) fU F X&) 1 (€) du(é)
_m@,, _ Uk Jo F®ulé) (&) du(€)
@ " LUK [ (0 1@ dié)
_ 7r1(9lxn)(1 B )Hz(len)
k) P TL(UK,)
L M%) 3.4

2 (01%,)
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Prva nejednakost slijedi iz (3.1), a sljedece dvije jednakosti primjenom (3.3). Nejed-
nakost (3.4) je posljedica relacije (3.2). Koristeci slicne argumente prethodno opisanima
dobivamo gornju ogradu za =%

m(01%p) *
(01, (m1(6o) o Falé) 1a(é) du(é)
< o|(1 - . 3.5
me»<wa+y D Tl m© @) )

Iz neprekidnost apriornih gustoéa zakljucujemo:
) =) [ 70010 du®) < [ fxierm(©) due
U U
<(7:(6o) + 96) L J&l) du(©) i=1,2. (3.6)

Koristeci (3.6) zakljuujemo

(m%yﬂ<Lﬂm&M$W@<(m@+ﬂ
1100) +6) [ fxE) m(€) dp@) ~ \mB0) = 6]

Primjenom dobivenog rezultata na nejednakosti (3.4) 1 (3.5) vezane za % zaf € U
imamo:

(7T1(90) N 6)(1 3 n)(ﬂz(go) - 5) < m1(01x,,)

m2(6o) mi(6p) +06)  m(0x,)
1(6o) . (71'2(90) + 6)
ol(1 - — . 3.7
= (ﬂz(eo) " )( " mi(6p) — 6 -7

Primijetimo da za 6 — 0 in — 0 lijeva i desna strana od (3.7) teze ka 1. Dakle, za zadani
€ > 01 dovoljno male ¢ i 7 vrijedi:

7T1(0|Xn) _ 1'

3.8
7T2(0|Xn) ( )
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Konacno, za n > n vrijedi:

flm(H | X)) = ma(6 | X)| dpa(6)

= fﬂz(G | X)
U

Sefﬂz(HIXn)d,u(@Hf m (0] X,) d,u(9)+f (0 | X,,) du(6)
U .

c

| _mOIX,)

0 X,) du@ + | |m@1X,) =m0 | X,)| du(6)

U(‘

<e€e+2n.
Prva nejednakost slijedi (3.8), a posljednja nejednakost slijedi iz (3.2). O

Jedan od najvaznijih rezultata vezanih za konzistentnost je Doobov teorem. Teorem
nam govori da ¢e uz odredene uvjete, za proizvoljan odabir apriorne distribucije, aposte-
riorna distribucija biti konzistenta na skupu @, C @ ¢ija je vjerojatnost I1(®,) = 1. Prije
iskaza 1 dokaza Doobovog teorema iskazimo rezultate koji Ce biti koriSteni u dokazu. Do-
kazi sljedeca dva teorema mogu se naci u [1] 1 [8].

Teorem 3.0.4.
Pretpostavimo da je X € L' (Q, F, P). Definirajmo X, := E[X|F,], n € N, gdje je {F,,n €
N} filtracija i stavimo Fo, = o(U;—o Fn)- Tada je

limX, = EXX | Fo) g.5. i u LYQ, F, P).

Teorem 3.0.5.

Neka su U i 'V potpuni, separabilni metricki prostori i E\ C U, E, C 'V, gdje je E| Borelov
skup. Ako je ¢ : U — V izmjerivo preslikavanje takvo da je @|g, bijekcija i p(E,) = E,
tada je E, Borelov skup i ¢Ia : Ey — U izmjeriva funkcija.

Teorem 3.0.6. (Doob)

Neka su © i X potpuni,separabilni metricki prostori te B(®) i A pripadne Borelove o-
algebre. Zatim, neka je 11 apriorna i (11(-|X,,)),, niz aposteriornih distribucija. Tada postoji
0y C 0, [I(®y) = 1 takav da je (I11(-|X,,)), konzistentan u 6 za svaki 6 € ©.

Dokaz.
Neka je Ay vjerojatnosna mjera B(0) X A definirana u poglavlju 1. Za proizvoljni C ¢ ®
iz Teorema 3.0.4 za 7, = (X1, X2, ..., X,) , X, = E(1¢ | F,) slijedi

(C | X1, X2y .., X)) — E(Lc | X1, Xa,...) =: f Ay g.5.



POGLAVLIJE 3. KONZISTENTNOST APOSTERIORNE DISTRIBUCIJE 16

Napomenimo samo da, obzirom da je rije¢ o produktnoj vjerojatnosnoj mjeri, funkcije 1
1 f promatramo kao funkcije dvije varijable (6, x). Dakle, 1¢ je zapravo 1cxx=, a f(x) je
f(6, x). Neka je A, prebrojiva algebra koja generira A. Definirajmo skup

1 n
E := {(9, x) € ®xX”: lim - Z Ta(x;) = Po(A),VA € ﬂo}.
n—oo N
i=1
Za fiksan A € Ay je skup E4 = {(6,x) € © x X™ : lim,—lz >y Ta(x) = Pg(A)} izmjeriv
kao praslika razlike dviju izmjerivih funkcija pa je E izmjeriv skup kao presjek prebrojivo
mnogo izmjerivih skupova. Za svaki 6 € ® oznaCimo sa E, prerez skupa E po 6. Nadalje,
vrijede sljedeée dvije tvrdnje:

(1) YO,Py(Eg) =1,
(i) 66 = E;NEy = 0.

Prva tvrdnja slijedi iz €injenice da je za fiksan A po jakom zakonu velikih brojeva Py (E4) =
1, paje Py(Ey) = P;"(Ar;{ EjJ) = 1. Ako je 6 # ¢ tada je po pretpostavci Py # Py pa
€Ao

postoji B € A, takav da Py(B) # Py (B) (u suprotnom bi se podudarale na m-sustavu A
koji generira A pa time i na cijeloj A). Dakle, (ii) vrijedi. Promotrimo sljedecu funkciju:

1, x € UyecE
frag=q 0t e
O’ X ¢ UQGCEQ'

PokaZimo da je f* izmjeriva funkcija. Za to je dovoljno pokazati da je UyccEy izmjeriv
skup. Definirajmo preslikavanje ¢ : E — X sa ¢(6, x) = x. Primjenom teorema 3.0.5 na
funkciju ¢ slijedi da je (¢~1)"'(C x X* N E) = Ugec Ey izmjeriv skup. Dakle, f* je izmjeriva
funkcija. KoriStenjem svojstava (7) 1 (ii) zakljuCujemo :

l.OeC= f"=1 Py —g.s.
2.0¢C= f*=0 Py —g.s.

Stoga je za svaki 6 f* = 1c(0) f* Py — g.s. Pokazimo sada da je f* verzija od E(l¢ |
X1,X>,...). Za proizvoljan B € A* imamo:



POGLAVLIJE 3. KONZISTENTNOST APOSTERIORNE DISTRIBUCIJE 17

E(f*Ly) = f 1,f"dA, = f L) 1e(O) f (P (HII(E)

Q]
= f@ 1c(6) P (B)dI1(6)

= An(C X B) = E(lcxx> Loxa)-

Kako je f verzija od E(1¢ | X1,X>,...), slijedi da je f = f* Ay — g.s., odnosno ako je
N :={f # f*}, tada je

/1n(N)=fPZ°(Ne)dH(9)=0
(©]

pa slijedi da je Py(Ny) = 0 II — g.s. Dakle, postoji O , II(®y) = 1 takav da je f =
f* Py —g.s. zasvaki 6 € ©y. Time smo pokazali da za svaki 6 € C N Qg vrijedi

II(C | X1, X, ..., X,) —> 1 PY — g.s.

Oznacimo sada sa U = {U;, U,, ...} prebrojivu bazu topoloSkog prostora . Po prethod-
nom dokazanom za svaki i € Ni C = U; € U postoji Oy, takav da je I1(®,) = 1 i za svaki
0 €Oy NU;vrijedi f =1Py g.s.

Sada za @) := (); 0, vrijedi II(®y) = 1. Za proizvoljan 6, € ©, i proizvoljnu okolinu
B > 0, postoji U; € U takavdaje 6, € U; C B. Kakoje 15 > 1,16, € ©y C Oy, slijedi

E(lp| X1, Xa, ..., X)) 2 E(Ly, | X1, Xa,..., X,) = 1 Py — g.s.

Dakle,
T(B| X1, Xa, ..., X,) = 1 Py —g.s.

O

U poglavlju 2. bavili smo se Bayesovim procjeniteljima, odnosno pitanjem kako pro-
cjeniti slucajnu varijablu, parametar 6, na temelju zadane apriorne distribucije i funkcije
gubitka. U klasi¢noj statistici se isto postavlja pitanje kako procjeniti parametar, koji je
u ovom slucaju fiksan i nepoznat, na temelju realizacije sluajnog uzorka. Jedan pristup
procjenjivanja parametra je metoda maksimalne vjerodostojnosti, koju ¢emo sada opisati.
Prvo definirajmo funkciju parametra 6 koju ¢emo zvati funkcijom vjerodostojnosti.
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Definicija 3.0.7.
Neka je x,, = (x1, x2, ..., X,) realizacija slucajnog uzorka (Xy,X>, ..., X,). Funkcija vjero-
dostojnosti je funkcija L, : ® — R definirana sa:

Ly(01%,) = Lo(0) := | | £xud6).
k=1

ObrazloZzimo malo zaSto nam je od interesa ovakva funkcija. Pretpostavimo da je
X1, X, ..., X, sluCajan uzorak koji prati neku diskretnu razdiobu. Tada funkciju vjero-
dostojnosti za danu realizaciju slucajnog uzorka mozemo zapisati na sljedeci nacin:

L) = | | Fl6) = [ | PoXic = x0) = Po(X,, = x,).
k=1 k=1

Dakle, tom sluc¢aju nam je funkcija vjerodostojnosti zapravo vjerojatnost da je realiza-
cija slu¢ajnog uzorka X, jednaka x, uz pretpostavku da je 6 prava vrijednost parametra.
To moZemo protumaciti kao mjeru koliko je “vjerodostojno” da je upravo 6 prava vrijed-
nost parametra koji odreduje distribuciju slu¢ajnog uzorka. Stoga je prirodno parametar
procjenjivati sa procjeniteljem 6, koji ¢e maksimizirati funkciju vjerodostojnosti. Takav
procjenitelj éemo zvati procjeniteljem maksimalne vjerodostojnosti.

Definicija 3.0.8.
Izmjerivu funkciju 9,,(X X2, ..., X,) =: 0, nazivamo procjeniteljem maksimalne vjerodos-
tojnosti ako vrijedi:
Ly(8,) = sup L,(6).
0c®

Napomenimo da takva funkcija opéenito ne mora postojati. Jedan od primjera kada
postoji je u slucaju kada je ® kompaktan skup i kada je 6 — f(x|6)) neprekidna za svaki
x. Ilustrirajmo procjenu parametra metodom maksimalne vjerodostojnosti na jednom pri-
mjeru.

Primjer 3.0.9.

Neka je X1, X, ..., X, ~ U(0, 0) niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli i
neka je ® = (0, 1). Definirajmo X,y := max(X;, X,...,X,), Xy =: min(X;, X, ..., X,).
Funkcija vjerodostojnosti za realizaciju slucajnog uzorka (xi, x,, . . ., x,) je dana sa:

= 1
L,,(H) = l—lf(xk, |9) = @ 0< X(1) < X(n) <é.
k=1

Racunanje maksimuma funkcije L,(0) je ekvivalentno racunanju maksimuma log funkcije
vjerodostojnosti [,(0) := log L,(6).

ln(e) = log(g‘”) =-n log(e)
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Bududi da je [,(0) = —an < 0, funkcija I,(0) je padajuca za 6 > x,, pa zakljucujemo da
poprima maksimum u x. Dakle, procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti za 0 je 0, =

Xn)-

Sada kada imamo procjenu parametra, zanima nas kako ¢e se ta procjena ponasati
sa povecCanjem veli¢ine uzorka. U klasi¢noj statistici takoder imamo pojam konzistent-
nosti koji nam govori o asimptotskom ponaSanju procjenitelja. Naime, htjeli bi da nam s
povecanjem veliCine uzorka nas procjenitelj na neki nacin bude Sto blizi pravoj vrijednosti
parametra. Nama Ce od interesa biti jaka konzistentnost.

Definicija 3.0.10.
Niz procjenitelja (T,), je jako konzistentan za parametar 6 ako vrijedi:

n—oo

T,— 60 P, —g.s.

U nastavku ¢emo opisati pod kojim uvjetima nam ja istodobno garantirana jaka konzis-
tentnost procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti i konzistentnost aposteriorne distribu-
cije. Za pocetak iskazimo teorem o uniformnom jakom zakonu velikih brojeva koji ¢emo
koristiti u dokazivanju daljnih teorema.

Teorem 3.0.11.
Neka je x — U(x,0) izmjeriva funkcija za svaki 0 € ©. Fiksirajmo 6, € O i stavimo
7(0) := Eq,(U(X, 0)). Pretpostavimo da vrijedi sljedece:

(i) ® je kompaktan skup,
(ii) 8 — U(x,0) je neprekidna za svaki x ,

(iii) postoji izmjeriva funkcija x — K(x) takva da Eq,(K(X)) < 00 i |U(x, 0)| < K(x) za sve
xié.

Tada je :

lim sup
=% ge@

=0 Py —gs.

LS Ut )~ 70)
n k=1

Definirajmo sada Kullback-Leibler informaciju i rezultat vezan za taj pojam koji ¢e
nam uz prethodni teorem biti klju€an za dokazivanje konzistentnosti procjenitelja.

Definicija 3.0.12.

Neka su fy, fi gusto¢e obzirom na o-konacnu mjeru u. Broj K(fy, fi) := Eo log(foﬂ) =

SiX)

f log % Jo(x)du(x) zovemo Kullback-Leibler informacijom od f, obzirom na f;.

Dokaz prethodnog teorema i1 naredne leme moze se naci u [4].
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Lema 3.0.13.
Neka su fy, f1 gustoce obzirom na o-konacnu mjeru u. Tada je

K(fo. f1) 2 0.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je fy = fi u— g.s.

Definicija 3.0.14.
Neka je (S, F, P) vjerojatnosni prostor. Najmanji zatvoreni skup B € F takav da je P(B) =
1 nazivamo nosacem vjerojatnosne mjere P i oznacavamo sa supp(P).

Sada iskazimo i dokaZimo rezultat koji nam govori uz koje uvjete ¢emo imati jaku kon-
zistentnost niza procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti i konzistentnost apriorne distri-
bucije.

Teorem 3.0.15.
Neka je © kompaktan metricki prostor, 6y € ©® zadan i

f(x16)
f(x160)’

Ako U(x, 0) zadovoljava uvjete teorema|3.0.11| tada vrijedi sljedece:

U(x,0) :=log x € supp f(-|6).

(i) svaki niz procjenitelja maksimalne vierodostojnosti (6,), je jako konzistentan za 6y,

(ii) ako je 11 apriorna distribucija na ® i ako je 6, € supp(®), tada je aposteriorna
distribucija konzistentna u 6.

Dokaz.

(i) Neka je x € X*. Pokazimo da za proizvoljnu otvorenu okolinu S od 6, postoji
n(x) € N takav da je za svaki n > n(x), 6, € S. Kako je 8 — U(z, 0) neprekidna za
svaki z € X 1 dominirana nekom integrabilnom funkcijom zbog uvjeta (iii) teorema
primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji lako se pokaze da je 7(6) =
Ey,(U(X, 0)) neprekidna funkcija. 1z leme 3.0.13 slijedi da je 7(6) = —K(6y,60) < 0
za sve 6 # 6. S¢ je zatvoren podskup kompaktnog skupa ® pa je kompaktan te
7(0) postize maksimum na S¢, supy.s. 7(f) < 0. Po teoremu 3.0.1T]za 0 < € <
| supyege T(0)| postoji n(x) € N tako da je za n > n(x)

sup <E.

feSc

L3 U ) - 7(0)
n k=1
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(ii)

Kako je € proizvoljno malen, za 8 € S€ je % Do Ulxe, 6) < 0. Stovise, zbog uvjeta na
€, % et U(xk, 6) ne moze biti nula za neki 6 € S¢. Naime, kada bi postojao 6, € S¢
takav da je 1 Y7, U(xi, 6;) = 0 imali bi

inf |7(0)| < |7(6;)] < sup <e.
eS¢

eS¢

LS Ut ) - =0)
n k=1

Zbog negativnosti funkcije 7(0) vrijedi sljedece:
Izgsg (@) =|- elgsff (=7 =1|- ;gsﬁ 7O = elgsli IT(6)].

Odnosno, vrijedi

|sup 7(6)| = inf|T(0)| < €
gesc 0eSc

$to je u kontradikciji sa izborom €. S druge strane, (6,), je niz procjenitelja maksi-
malne vjerodostojnost pa je % Dy Ulxg, 6,) > 0. Dakle, 6, € S za svaki n > n(x).

Neka je U okolina od 6y i 6 > 0 proizvoljan. Oznacimo sa Us kuglu radijusa ¢ sa
srediStem u 6. Uvedimo sljedece oznake:

Ay =inf 7(0) <0 , A;:=sup () <O0.

0eUs felUc

Kako je 7(6) < 0 te poprima vrijednost 0 u 6y, zbog neprekidnosti vrijedi:

0N 0 = inf 7(6) /0.
o

EU(;

Dakle, moZemo izabrati dovoljno malen 6 > 0 tako da vrijedi Us C U i |A;| < |A3|.
Uzmimo sada € > 0 tako da je A} — € > A, + €. Primjenom teorema[3.0.11] na skup
U° U Us slijedi da postoji n(x) tako da za n > n(x) vrijedi:

<e Ve U UUs.

LS Ut ) - 7(0)
n

k=1

Iz prethodne nejednakosti zakljuCujemo da vrijedi:

7(0) — € < %Z U(x, 0) < € + 7(0)
k=1

pa vrijede sljedece nejednakosti:

1 <& )
Al —e< -~ Z Ux,,6), VOeU,s (3.9)
n
k=1

1 n
- E U(xp,0) <e+ Ay, VOeU“. (3.10)
n

k=1
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Primjenom (3.9) i (3.10) te zbog Cinjenice da je Us C U imamo

HWU | x1, x2, ..., xn)

fU f(x,|0) dI(0) [ o= loelfXxnlfo))
) fgf (x,16) dI1(6) (.e—log(ﬂxnwo)))

|, ¥ VerOdTI(6)
[, e VOdII@G) + [, eTim VO dTI(G)

[, eXie Ve gri(6)
> %
Jo, €¥ir VD dTNG) + [, eXin Ve dTI(g)

N [1(T;) "4~
- H(U(s)e"(Al_f) + H(Uc)en(A2+s)

[I(U¢)e" A2+ -1
= (14 DO
II(Uy) e(A1—€)

Buduci daje A; — Ay + 2€ < 0, desna strana teZi ka 1 zan — oo te je stoga

ImII(U | x1, %, ..., x,) = 1.

n—oo
Time smo dokazali konzistentost aposteriorne distribucije u parametru 6.
O

Pokazali smo da uz odredene pretpostavke imamo istovremeno jaku konzistentnost pro-
cjenitelja maksimalne vjerodostojnosti i konzistentnost aposteriorne distribucije na cijelom
nosacu od I1. No, to ne mora uvijek vrijediti. Slijedi primjer u kojemo aposteriorna distri-
bucija nije konzistentna na cijelom nosacu, ali je procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti
jako konzistentnan.

Primjer 3.0.16.

Stavimo ® = (0,1] U (2,3) i neka je Xi,X>,...X, i U(0,0). Dakle, imamo slucajan
uzorak koji prati uniformnu distribuciju. Pretpostavimo da je stvarna vrijednost parame-
tra 6y = 1. Apriorna gustoéa n zadana je na (0,1) sa 7(6) = e /% Buduéi da je
fol n(0)d(6) = 0.089 < 1, postoji apriorna gustoca koja je tako zadana na (0, 1) i pozitivna
na ©\ (0, 1).
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Kako bi pokazali da aposteriorna distribucija nije konzistentna u 6y = 1 dovoljno je poka-
zati:
.

(2,3)) | X,) — 1. 3.11)

Objasnimo zasto je to dovoljno. Za svaku okolinu U koja sadrZi 6y = 11 koja je sadrZana
u komplementu od (2, 3) vrijedi:

7
MU | X,) — 0,

pa po definicije konzistentnosti zakljucujemo da aposteriorna distribucija nije konzistentna
u 6y. DokaZimo sada (3.11). Stavimo X,y := max(X,, X, ..., X,). Slijedi:

3 n
fz 07" [ =1 Lio,o(Xi)m(6) d6

I1((2,3)) | X,,) =
((2,3) 1 X,) I, 67 Ty Low(Xo)n(6) d6

3
7 6071 0.6)(X)m(6) d6
B ! 3 .
by O Lo Xe)r(©) do + [, 67 Lo.p(Xi)r(6) d6

Znamo da je 0 < X,y < 1 Py — g.s. pa je brojnik u gornjem izrazu jednak f; 67" (6) de.
Nadalje, ako je 6 < X, onda je 1 g(Xw)) jednako nula pa gornji izraz moZemo zapisati
na sljedeci nacin:

[ 66y d6 !

[ enm@ydo+ [ 6m6) do Jiy @0
® £ om0y do

1+

Radi jednostavnijeg zapisa stavimo I! := fxl( [ 07"m(6) doi I? := f; 07"n(0) db. Vrijedi
sljedece:

| ' - X pol-X
I <n(X, 07"do = n(X,) ———— = 1(X,) —— .
n <7 ())Lm) K)o = ") 5 o

Prva nejednakost slijedi iz Cinjenice da je n(6) padajuca na (0, 1). Logaritmirajmo gornju
nejednakost i pomnoZimo sa %

log(n—1) n-1
n

1 1 1
p log(I}) < log X,y + p log(1 - Xz’n_)l) + p log m(X)). (3.12)
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Prvi izraz sa desne strane teZi u nulu. Za € > 0 vrijedi:

(G €e<90
Po(Xy =12 0= P X2 1+ + PS Xy <1-€)={
o0 UXy — 11 = €) = Py (Xn) €) + Py, (X €) 0, e€>6.

POO
. H—e)" . . . fo ..
Kako je zae < 6, % < 1 imamo }1_{210 Py(IXw — 112 €) =0. X,y — 1 pa drugi izraz u

(3.12) teZi ka log(1) = 0 po vjerojatnosti. PokaZimo da vrijedi:

00

1 g
—log(1 - X/;1) — 0.
n

Neka je e >0 :

(n)
= Py (—log(1 — X(”_)l) > ne)

n

= Pr(l - X! <e™)

=1-PRX(,' <1-¢e")

= 1= PY(Xgy < (1 —e)i)

1 _ . o
Py (| - log(1 - X("n)l) 1> €) = Py (|log(1 - X, N > ne)

= 1 _P;Z(Xl < (1 —e—ne)ﬁ’.”’Xn < (1 _ e—nf)ﬁ)
=1-PyX; <(1- e )T )"
=1—(1=-e"m.

Druga jednakost je zbog (0 < Xy < 1 Py —g.s.). Tvrdnja slijedi jer je lim (1 —e)mT = 1.

Konacno, za zadnji ¢lan u relaciji (3.12), koristeci Cinjenicu da je na (0, 1) funkcija gustoce
n(0) = e V00 slijedi:

1 1 -1
—logn(X() = — .
n gﬂ.( ( )) I’lX(n) - 90
Za proizvoljni M > 0 je
P°°(1—_1 <-M) P°°(—1 +02Xm) =1 X <60 P )
—_ < - = > n) = n = — 2.5.).
BOHX(n)—Q() o'y T 0 (n) m =00 Fg—§

Py P®
Time smo pokazali da je ilog (X)) N —o0. Dakle, % log I,i -, —00,
Za I vrijedi:

1 3 1
—I1(2,3) < f 07"'n(0)do < —T11(2, 3).
3rz ) 2n
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Logaritmirajmo gornji izraz i podijelimo ga sa n. Dobivamo sljedece nejednakosti :

1 1
—(log 3) < —(log 3) + - log(T1(2,3)) < - log I2

< —(log 2) + %log(H(Z, 3))
< —(log 2) +T1(2, 3).

Pokazali smo da je niz (% log 12), uniformno i apsolutno omeden. Zbog toga vrijedi

log(1,) "
—

log(12)
Imamo:
I! log I! —log I? log(1!)
log 2 =logI! —log I’ = —=" = ""]og |* = " _1)log I°.
Py P

.. T I . . % v
Iz gornje jednakosti slijedi log » —> —o0, a to je ekvivalentno % — 0. Konacno, sada
imamo : ' ’

1
I(@2.3) | Xp) = ————— — L
fx(m 0~"7(60) dO
—+

7 om0 do

Time smo pokazali da niz aposteriorni distribucija nije konzistentan u 6y = 1. S druge
strane, pokaZimo da je (6,), = (X)), jako konzistentan za 6. Ekvivalentno je pokazat
da za svaki € > 0 vrijedi

lim Py ((_J1Xw — 60l = €}) = 0. (3.13)
k=n

Neka je € > 0 proizvoljan. Za svaki k € N je

Py, (1Xwy — 6ol > €) =Py (X 2 € + 6) + Py (X < 0 — €)
= (X(n) <0 Py —g.s = Py(Xp>e+6)= ())

:PZZ(X(IC) <6 — 6).

"Pogledati [9], propozicija 10.16.
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Odredimo funkciju distribucije od X, :

Fx,, () = PY(X < 1) =Py (max(X, Xa, ..., X,) < 1)

=PpXi<t, X, <t,...,X, < 1)

n t\n Xn 0’6
:nPZE(XkSt):{(Ho) m € 10,601
k=1

0 inace

Pokazimo da (3.13) vrijedi:

Py( U {IXw — 6ol = €}) < Z Po (X — 0ol > €)
k=n

Oy—€
0o

kljucujemo da je (8,), jako konzistentan niz procjenitelja za 6y = 1.

k
Konvergencija u zadnjem retku vrijedi jer je Y., ( ) ostatak konvergentnog reda. Za-

Napomena 3.0.17.

U primjeru 3.0.16 naveli smo primjer u kojemu je procjenitelj maksimalne vjerodostoj-
nosti konzistentan, a aposteriorna distribucija nije konzistentna na cijelom nosacu. Za
primjer kada je aposteriorna distribucija konzistentna na cijelom nosacu, a procjenitelj
maksimalne vjerodostojnosti nije konzistentan pogledati [5], stranica 29.



Poglavlje 4

Asimptotska normalnost

4.1 Asimptotska normalnost aposteriorne distribucije

Jedan od standardnih rezultata u klasicnoj statistici je asimptotska normalnost procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti. U ovom poglavlju éemo se prisjetiti tog rezultata. ToCnije,
govorit éemo o asimptotskoj normalnosti konzistentnih korijena jednadZzbe vjerodostoj-
nosti

"
D 508 fulo) = 0.
k=1

Iz tog rezultata Ce slijediti asimptotska normalnost procjenitelja maksimalne vjerodostoj-
nosti u slu¢aju da je 6 — f(x|6) diferencijabilna i niz procjenitelja konzistentan za neki 6, €
Int ® jer Ce tada niz procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti biti i rjeSenje jednadzbe vje-
rodostojnosti. Nadalje, pokazat ¢emo da vrijede analogni rezultati vezani za aposteriornu
distribuciju te bayesovske procjenitelje obzirom na kvadratnu i apsolutnu funkciju gubitka.

Uvedimo sada neke osnovne pojmove i iskazimo teoreme potrebne za dokaz asimptot-
ske normalnosti konzistentnih korijena jednadZzbe vjerodostojnosti. U nastavku pretpostav-
ljamo da je ® otvoren i konveksan podskup of R¥.

Definirajmo funkciju ¥ : X x ® — R* sa:

W(x,6) = (3 log f00).
Fisherova informacija je funkcija ¥ : @ — R** definirana sa:
F(0) = Es¥(X,0)¥(X,0)".
Uz pretpostavku da je f a% f(x16) du(x) = 0 imamo sljedece:

2 f(x16)
f(x16)

0
E¥(X,0) = SO du(x) = | =5 f(x10) du(x) = 0.

27
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ZakljuCujemo da je u tom slucaju Fisherova informacija zapravo matrica kovarijance od ¥:
F(0) = Vary(Y(X, 0)).

Ako vrijedi f % f(x160) du(x) = 0, tada imamo:

. o L f(xlo
E,(¥(X,0)) = f [8—9 5;{;;;) )] F(x0) da(x)

J(x16) dp(x)

B ff(xlé') L F(10) = L ()T £ £(x16)
- f(x16)?

=0 - f Y (x, 0)¥(x,0)" f(x10) du(x)
=—-F(0).
Dokazi sljedeca dva teorema mogu se naci u [4] i [10].

Teorem 4.1.1. (Slutsky)
Neka su (X,,n € N) i (Y,,n € N) nizovi slucajnih varijabli takvi da X, 2, XiY, 4 c, gdje
je ¢ konstanta. Tada vrijedi sljedece:

(i) X, +Y, 2> X +¢,

(i) X, Y, > cX

x, D
Y_n —>
Teorem 4.1.2. (Scheffé)

Neka je (f,, n € N,) niz funkcija gustoce (obzirom na neku mjeru u) i f funkcija gustoce.

Vrijedi sljedece:

(iii) ako je c # 0, onda %

lim f, = f - g.s. = f () = FOO] du(x) — 0.

Navedimo jednu posljedicu teorema[4.1.2]

Korolar 4.1.3.
Neka je (S, F, P) vjerojatnosni prostor te (X,), i X slucajne varijable na zadanom pros-
toru. Oznacimo sa (f,), i f pripadne funkcije gustoce (obzirom na neku mjeru ). Ako je

lim f,,(x) = f(x) u—g.s., tada vrijedi:

sup|P(X,, € A) - P(X € A)| — 0. 4.1)
AeF
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Dakle, korolar 4.1.3 nam govori da tockovna konvergencija niza gustoca povlaci kon-
vergenciju slucajnih varijabli u smislu relacije (4.1.). Upravo ovakav tip konvergencije
¢emo susresti u teoremu vezanom za asimptotsku normalnost aposteriorne distribucije. Pri-
mijetimo da (4.1.) povlaci konvergenciju po distribuciji (obrat ne vrijedi openito). Dakle,
pokazat ¢emo jacu tvrdnju u odnosu na rezultat o asimptotskoj normalnost procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti koji nam garantira samo konvergenciju u distribuciji.

Teorem 4.1.4.

Neka su X,,X>,...,X, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable sa gustocom
f(x10) ( obzirom na mjeru u) te neka je 6y stvarna vrijednost parametra. Pretpostavimo da
su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

(1) druge parcijalne derivacije od f(x|6) obzirom na 0 postoje i neprekidne su za svaki x
te vrijedi: .
al

o' .
s f S(x10) du(x) = @f(xw) du(x) i=1,2,

(2) postoji funkcija K(x) takva da je Eq, K(X) < oo i svaka komponenta funkcije [¥(x, 0)|
Jje uniformno omedena sa K(x) na nekoj okolini od 6,

(3) F(6) = —EQO‘I’(x, 6y) je pozitivno definitna matrica.

Tada postoji jako konzistentan niz (8,,), korijena jednadzbe vjerodostojnosti za koji vrijedi:

Vi (B, - 66) = N©,F(6)™).

Dokaz.
Prvo ¢emo dokazati egzistenciju konzistentnih korijena, a potom asimptotsku normalnost.

1. Postojanje konzistentnih korijena
Neka je 6 > 0 takav da je S5 := {0 : d(6,6y) < ¢} sadrZzan u otvorenoj okolini od 6, iz
uvjeta (2). Primijetimo da je S s kompaktan skup. Zbog uvjeta (1) je funkcija 6 — f(x|0)
neprekidna za svaki x. Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu postize maksimum,
dakle postoji 8, takav da vrijedi

L,6,) = max L,(0). (4.2)

Jaka konzistentnost tako konstruiranog niza Ce slijediti primjenom teorema 3.0.15 na
skup S s nakon Sto pokaZzemo da su zadovoljene sve pretpostavke teorema|3.0.11] Uvjeti
(i) — (ii) teorema [3.0.11| su automatski zadovoljeni. Buduci da je Ss konveksan skup,
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S(xl6)
S (xlfo)

primjenom Taylorovog teorema srednje vrijednosti na funkciju U(x,6) := log
imamo:

U(x,0) =U(x,0p) + ¥(x, 0" (0 — )
1l
+(0—6y)" (f f AP (x, 60 + A6 — 6y)) dAdn ) (6 —6p). 4.3)
0 Jo

Funkcija x — W¥(x, 6y) je integrabila, U(x, 6y) = 0 1 zadnji ¢lan u gornjoj jednakosti
je ogranicen zbog pretpostavke (2) pa je zadovoljen uvjet (iii). Time je dokazana jaka
konzistentnost.

Zbog konzistentnosti niza (8,), za okolinu Int (S;) > 6, postoji n tako da je za svaki
n > ny, 6, €Int (Ss). Sada zbog (4.2) slijedi da je za svakin > ny, 0, korijen jednadzbe
vjerodostojnosti, odnosno vrijedi:

0 A =~ 9 "
=g loe Lu@,) = ; =g log fCuld) = 0.

2. Asimptotska normalnost
Za funkciju log-vjerodostojnosti £,(6) := log L,(6) vrijedi [,(6) = 3;_, ¥(X;, 6). MoZemo
ju zbog Taylorovog teorema zapisati na sljedeci nacin :

1 n
1,(0) = [,(60) + f D WX, o + A0 = 60)) dA (6 ).
0

k=1

Neka je (8,), jako konzistentan niz korijena jednadZbe vjerodostojnosti, dakle za do-
voljno veliki n je I,(d,) = 0. Stavimo 6 = 6,, uvrstimo u gornji izraz te ga potom
podijelimo sa /n:
1
v

.. 1 0 R
gdje je B, == — [| L 34, W(Xi, 6 + A6, — 6p)) dA.
Kako je Eq¥Y(X,0y) = 01 Varg¥(X,60)) = ¥ (6y), primjenom centralnog grani¢nog
teorema slijedi:

[,(60) = B, Vn(8, — 6p),

1, 1 ¢ D
o = — ; W(Xi. 6o) = N0, F (60)).

Da bi dokazali tvrdnju teorema dovoljno je pokazati da B, ¥ (6p). Naime, po
pretpostavci je F () regularna pa e za dovoljno veliki n postojati B;'. Preslikavanje
A A", A € GL,(R) je neprekidno, pa primjenom teorema zakljuéujemo:

i@y — 00) = B, —=1,(00) 2 N©O,F @)™,
W7
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Neka je € > 0. Koristeci pretpostavku (2), primjenom teorema o dominiranoj konver-
genciji lako se pokaze da je Eg,W(X, 6) neprekidna u @ u okolini od 6, pa postoji § > 0
tako da vrijedi:

d(9,60) < 6 = |E¢P(X, 0) — Eq¥(X, 00)| = |Ea, P(X.0) + F(60)| < €.

Sada, koriste¢i uniformi jaki zakon velikih brojeva zakljucujemo da postoji n, takav da
je:

Vn > ny sup
0eSs

< €.

1 v, .
= ) VX 0) ~ Ey (X, 6)
k=1

Zbog jake konzistentosti postoji n; takav da je za n > ny, d(8,,6,) < 6. Kona¢no, za
svaki n > max{ng, n;} imamo :

I
1B, = F (6o)ll < f da
0

1
Sf sup
0 6eSs

< 2e. 4.4)

IS 5
- Z W(Xy, 80 + A6, — 60)) + F(6p)
k=1

dAa

1 v, . .
© WX 6) — B YO0 + [E VX0 + T (60
k=1

O

Napomena 4.1.5.
U drugom dijelu prethodnog teorema ny, n| ovise o realizaciji slucajnog uzorka X,X>,. ..,
X,

Napomena 4.1.6.

Tvrdnja teorema nam nece uvijek osigurati asimptotsku normalnost procjenitelja
maksimalne vjerodostojnosti. Naime, pod uvjetima teorema procjenitelj maksimalne
vjerodostojnosti uopée ne mora zadovoljavati jednadzbu vjerodostojnosti. Nadalje, moZe
zadovoljavati jednadZbu vjerodostojnosti no ne mora biti konzistentan. Isto tako, u slucaju
da korijen jednadzbe vjerodostojnosti nije jedinstven, teorem nam ne odgovara na pitanje
koji korijen izabrati.

Neka je x1, xa, . . ., x, realizacija slu¢ajnog uzorka i (6,), konzistentan niz korijena jed-
nadZbe vjerodostojnosti. Ozna¢imo uvjetnu funkciju gustoce slucajne varijable \n(6—6,)
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sa f,(v| x1, X2, ... x,). Primjenom [9, Tm 11.9.] na funkciju g(6) = vn(4 — 9,,) obzirom na
aposteriornu funkciju gustoce slijedi:

1 A v
fn(lel,xb---xn) :_ﬂ(9n+ = |Xn)

Vn Vn

Vi [LOrde

L Ln(en + \/L;l)ﬂ'(en + \/L;l) B |:§=@”+5; ]
Vnd{=d¢

1 Ln(en + Tﬁ)ﬂ'(en + Tﬁ)

VL [ L@+ )0, + 5 de

Ln(en + Tﬁ)n(gn + W)

L@+ )0, + 5y de

Dakle, uvjetna gustoéa od v = /n(@ — 6,) uz danu realizaciju slu¢ajnog uzorka je:
L6, + 2)mb, + )
J LB+ Smb, + &) dé

SaVx, X0, 00 X,) = 4.5)

Pogledajmo sljedeci primjer kao motivaciju za asimptotsku konzistentnost aposteriorne
distribucije.

Primjer 4.1.7.
U primjeru 1.0.3 b) smo pokazali da, ako je sluc¢ajan uzorak X\, X,,...,X, ~ N(,0?) i
0 ~ N(u, 1), da je aposteriorna distribucija takoder normalno distribuirana:

252 i 2.2
01%,~ v DT Ly, T )

nt2+o02 02" 27 2+ o2
Procjenitelj maksimalne vjerodostojnosi za parametar 0 je 6, = X,,.. Sada je aposteriorna

distribucija od \n (0 — X,):

2
i 2.2
— Vi — ot
0-X)| X, ~N|=—"— (u-X,),————|.
Vi )| 0'2/n+T2('u ) 7'2+0'2/n]

Pretpostavimo sada da je 6y prava vrijednost parametra 0. Po jakom zakonu velikih brojeva

je X, LN 6y. Oznacimo sa f, funkciju gustoée aposteriorne distribucije od \n (0 — X,,).
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Radi jednostavnosti uvodimo oznake za parametre:

o2

R 2.2
N = 5 o°T
a, = _X )$ = .
8 <72/n+‘r2('u w P 2+ 0?%/n
Vrijedi lima, = 0 g.s. i imB2 = o2 g.s. te iz toga slijedi:
n—oo n—o00
1 Lo 1 _2
fu(v) = »oo— e 27 g.s.

e
V2r, Varo

Vidimo da niz (f,), konvergira ka gustoéi f ~ N(0, ). Teorem nam govori da vrijedi
i vise. Tocnije, vrijedi:

1 _2 -
flfn(v) - mge 2 |dv — 0 Py —g.s.

Pokazuje se da je F(6y) = (% pa vidimo da imamo slican rezultat kao u prethodnom te-
oremu za procjenitelje maksimalne vjerodostojnosti.

Htjeli bi imati takav rezultat kada apriorna distribucija ili slu¢ajan uzorak ne prate nor-
malnu distribuciju. Pokazat ¢emo da takva tvrdnja vrijedi u opéenitijem slucaju, ali uz
nekoliko pretpostavki. U nastavku poglavlja pretpostavljamo da je parametarski prostor ®
otvoren i konveksan podskup od R.

Teorem 4.1.8. (Bernstein-von Mises)
Neka su zadovoljene pretpostavke teorema te neka je (8,), konzistentan niz korijena
jednadZbe vjerodostojnosti. Pretpostavimo da jos vrijedi:

(4) apriorna gustoca n(0) je neprekidna i strogo pozitivna na ©,

(5) za svaki 616 > 0 postoji €(6,60) > 0i N takav da za svakin > N

sup l(zn(t) - zn(e)) <—€6.0) PT—g.s.

[t—6>6 1

J

gdje je ¢ funkcija gustoce slucajne varijable Y ~ N(O, F(6)™").

Tada imamo:

Fl1x) = pO|de — 0 Py —g.s.
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Dokaz.
Neka je 6y € O fiksna vrijednost (prava vrijednost parametra). Dokaz provodimo u dva
dijela. Prvo dokazujemo da vrijedi:

LG, +%) . 2
Téﬂ)fn(en + %) £ exp {—%T(@o)} 7(6o) (4.6)

a potom da vrijedi:

Ln(@n + %) R g s 52
fmﬂ'(@n + %) dé — fexp {‘3?(90)} dé n(6y). “4.7)

KoriStenjem gornjih tvrdnji rezultat teorema lagano slijedi. Naime, iz relacija (4.6) 1 (4.7)
slijedi

L)~ 2
a0+ ) exp{-5F 00} (@)

o
L(G+S) . G
[, 4 £yae [P (5T @) dé x)

ﬁl(§|xl’ X2y ey Xn) =

_exp {—%77(90)} ~
V21 / \JF (60)

Dakle, vrijedi f,({|x1, x2, . . ., X,) LA #({). Tvrdnja teorema sada proizlazi iz teorema4.1.2
DokazZimo (4.6). Primjenom Taylorovog teorema srednje vrijednosti imamo:

¢(D).

1,(0) = 1,(8,) + [,(8,)(0 - ,) + %(9 — 0,16, 6 € B,,0).

Kako je za dovoljno veliki n £,(6,) = 0, imamo:

L6 PO SO,
o = Pl = @) = expl3(0 - 0T, 0). (4.8)

n n

Ako u (4.8) stavimo 6 = 0, + £/ /n tada ée (6;) biti konzistentan niz za 6. Naime,

16, = 6ol < 16}, = Bl + 16, — 6ol < Ly 16, = 6o = 0. (4.9)

v
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Sada kada imamo (4.9), kao u dokazu druge tvrdnje teoremad.1.4](relacija|d.4) se pokazuje
konvergencija

1. .
~1(6)) 5 Eg WX, 6).
n
Pokazali smo da je Eg,W(X, 6p) = —F (6y). Dakle,
Ly (B + £/ /)
L, (é,,)

m(@, + £/ \n)

2
:ww{%ﬁw%ma+yva

‘ 2

2 exp {—%7—‘(00)} 7(6p). (4.10)

Preostaje nam dokazati tvrdnju 4.7. Neka je 6 > 0 takav da je zatvorena kugla oko 6y
)‘l ) ~

radijusa ¢ sadrZana u okolini iz uvjeta (2) teorema . 1.4, ZapiSimo f 70 ‘)f (6, + %) dc

na sljedeci nacin:

L8, + %) X i
TN v L LI NI ) 4 S
— (0, + —=) d :fe" " "6, + —=) d
=% i v

— ln(én'*‘g/ ‘/ﬁ)_ln(gn) ) { f ln(én'*‘g/ ‘/ﬁ)_ln@n) ) {

= e n(8, + d’ + e m(8, + dc. 4.11

f ( \/ﬁ) ¢ ( \/ﬁ) . ( )
216 v 1£1>6

Drugi ¢lan u gornjoj sumi zamjenom varijabli ¢ = 6, + == - mozemo zapisati kao:

ﬁl\

f Ot CIND=LB) 7y 4 < ) d¢ = \n f e O=h@) 7py gy,
Vi
11>6 n t=Bul>6
Isto tako, kako je 0, £ 6y, za dovoljno veliki n Ce biti 16, — 6| < 6/2. Zasvakit € {t :

It —8,] > 6} je
lt=00| >t —0,]—10,— 0] >5—-5/2=25/2.

Zbog pretpostavke (5) za dovoljno veliki n je

R e (4.12)
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a zbog neprekidnosti funkcije 8 — [,(6) za C > 0 postoji ¢ > 0 takav da vrijedi:

|t = 6ol < 8¢ = [1.(1) = L(6o)] < C.

Sada, zbog konzistentnosti niza O, za 6¢ dovoljno veliki n ¢e vrijediti

16, — 6ol < dc.

Za dovoljno veliki n iz (4.12),(4.13) i (4.14) slijedi:

eln(l)_ln(én ln(t)_ln(HO)+ln(90)_ln(§n) Seln(eo)_ln(én) e_”f(6/2 ,00)

)= e
SeCe—nE(é/Z ,90).

Dakle,
Vn f el 0= () dr < \fn eCe /200 0.

|t=0,>6

Promotrimo prvi sumand u (4.11). Kao u prvom dijelu dokaza imamo

L@ +i)—l 6, = §—2'1' @), 16, -6 < £
n\Un \/ﬁ n\Un Zn” n ’ n n \/;l

Zbog ¢ < 5+ je |6, — 050 < % < § pa imamo

162(2) — 60l < 16:() = B, + 16, — 6ol < 6 + 16, — 60| < 6.

36

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Posljednja nejednakost ée vrijediti za dovoljno veliki n. Sada, kao u prvom dijelu dokaza

zakljucujemo

1.. )
(6,0 2 —F(00).

pazan = 3 (6) i dovoljno veliki n imamo

1.. 1 1. 1
—1,(6,(D) + F(6p) <n==F () = —1,(6,(0) < —=F (6).
n 2 n 2

(4.16)

Po pretpostavci je apriorna gusto¢a neprekidna i m(6y) > 0 pa ¢e za dovoljno veliki n

vrijediti:

7B, + %) _ x(00)] < (60).

4.17)
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Konac¢no, za dovoljno veliki n iz relacija (4.16), (4.17) imamo:

ln én _ln én Fa — ﬁln 9* o)
O NI @, + £ N Ly gy = €D 7B, + £/ V)L g5 i

< 21(fp)e” 7T, (4.18)

Pokazali smo da je funkcija pod integralom prvog sumanda u (4.11) dominirana integra-
bilnom funcijom pa primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji imamo

1 In ?)n —ln @" fa g — . 1, én -1, FA},, Ve g
,}1_{2) PUCAL DA )ﬂ(0n+ W) dé«_f}l_{ge O+ ] N~ ( )ﬂ(9n+ ﬁ)l{ms&\/ﬁ} d¢

1Z1<6 Vn

- f (00 -5 ar. 4.19)

Objedinjavanjem gornjih rezultata slijedi:

. Ln(én + %) A g
| g @

“tim [ MO 1(f, 4 Sy g tim [ OO 1f, 4 ) ag
\z z

n—00 n—oo

I¢1<6 v I£1>6 v

(teorem o dominiranoj konvergenciji i relacija (4.15))

f limeln(9n+§/ V) —=1,(6,) ﬂ.(@n + i) dc+0
n—oo \/ﬁ

1£1<6 Vn

=76y
=f7r(00)e T dL.
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[lustrirajmo na primjeru primjenu teorema |4.1.8

Primjer 4.1.9.

Nekaje X1, X5, ... X, ~I'(1,1/6) slucajan uzorak, pa je funkcija gustocée zadana sa f(x|0) =
Oe™" 1 0.c0)(x). Apriorna distribucija parametra 8 je takoder T sa parametrima (1, 1), to jest
() = e‘ell(o,oo)(e). Lako se pokaZe da su zadovoljeni uvjeti teorema te da je Fishe-
rova informacija jednaka F(0) = ;. Nadalje, procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti za
parametar 6 je +. PokaZimo da su zadovol]ena dodatna dva uvjeta teorema @ Apri-
orna gustoca je oczto neprekidna i strogo pozitivna na ® = (0, ). Preostaje nam uvjet
(5). Neka su 816 > 0 proizvoljni. Imamo sljedece:

1 1 v
~(1(1) = 1,(8)) = = > (log f(xilr) — log f(xel6)
n n =1

:—Zlog

7txk t —tX

— Eqflog =) Py (4.20)

Izracunajmo Eg(log 2 Lol

te~1X co te .
Eg(log HeTOX) = ‘[O\ log Q0% Oe 0 dx
= f (logt — xt — log 6 + x6)0e " dx
0

t
:logt—10g9—5+1. (4.21)

Ako promotrimo Eg(log ;X) kao funkciju po t, lako se pokaZe da poprima jedinstveni

globalni maksimum u 6 i on je jednak 0. Time smo pokazali da je sgpéEg(log o ;X) <0. Za
—€(0,0) := sup Ey(log é%);) Ce zbog relacije (4.20) za dovoljno \Ltell!;i n, odnosno za sve n
osim konacvlrtl_oe;inogo njih vrijediti

sup l(ln(z) - ln(Q)) OO e

lt-gl>6 1 2

Dakle, zadovoljeni su uvjeti teoremad.1.8| Ako sa f(v|x,) oznacimo aposteriornu gustocu
od \n(0 — )_Ci), primjenom teorema E.].S slijedi:

f FO1%) = dldy 555 0,
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4.2 Asimptotska normalnost Bayesovog procjenitelja

Na pocetku poglavlja smo iskazali i dokazali rezultat vezan za asimptotsku normalnost pro-
cjenitelja maksimalne vjerodostojnosti. U jednom od prethodnih poglavlja smo definirali
Bayesove procjenitelje za apsolutnu 1 kvadratnu funkciju gubitka. Sada nas zanima vrijedi
li isti asimptotski rezultat i za takve procjenitelje te u kakvom su odnosu sa procjeniteljem
maksimalne vjerodostojnosti. Pokazuje se da vrijedi te da su zapravo asimptotski ekvi-
valentni sa procjeniteljem maksimalne vjerodostojnosti. Ti rezultati su zapravo posljedica

teorema [4.1.§]

Teorem 4.2.1.
Pretpostavimo da uz uvjete teorema vrijedi i f 6> m(0) dO < oo. Neka je 6y medijan
aposteriorne distribucije od 0. Tada za svaki 6y € ® imamo:

(i) Vn(Oy—06,) =0 Py —g.s.
(ii) Vn(E@|Xy) —6,) >0 Py —g.s.
Prije dokaza teorema iskazimo i dokaZzimo neke pomoc¢ne tvrdnje.

Teorem 4.2.2. (Polya)

Neka niz (X,, n € N) realnih slucajnih varijabli konvergira po distribuciji prema sluc¢ajnoj
varijabli X. Oznacimo sa F, i F pripadne funkcije distribucije od X,,, X. Pretpostavimo da
Jje F neprekidna funkcija. Tada vrijedi:

sup|F,(x) — F(x)] = 0.

xeR

Dokaz prethodnog teorema moze se naci u [2].

Lema 4.2.3.

Neka niz (X,, n € N) realnih slucajnih varijabli konvergira po distribuciji prema slucajnoj
varijabli X. Oznacimo sa F, i F pripadne funkcije distribucije od X,, X. Pretpostavimo da
je F neprekidna i strogo rastuca funkcija distribucije. Tada za svaki 0 < a < 1 vrijedi:

IF-'(a) - F'(a)] — 0, (4.22)
gdje je F;'(a) = inf{x e R : F,(x) > a}.

Dokaz.
Definirajmo zan € N skup S, = {x e R : F,(x) > a}. Budu¢ida je F;'(a) = inf S, za
svaki n postoji z, € S, takav da je

1
= < F (@) < z,. (4.23)
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Iz toga slijedi da z,, — % nije element skupa S, pa zakljuCujemo:

nm—§<asnm> 4.24)

Da bismo dokazali (4.22), dovoljno je pokazati da je limz, = F~!(a). Ako to pokaZemo,

tvrdnja leme Ce slijediti iz (4.23) primjenom teorema o sendvicu. Zbog neprekidnost i
strogog rasta funkcije F postoji jedinstveni x € R takav da je F(x) = a. Pokazimo da je
lim F,,(z,) = F(x). Ako za sve osim najviSe konacno mnogo »n vrijedi x > z,, tada postoji

ng takav da za svaki n > ny (uz primjenu relacije (4.24)) vrijedi
F(x) < Fu(zn) < Fu(x).

Iz pretpostavke konvergencije po distribuciji i koriStenjem teorema o sendvicu slijedi da je
lim F,(z,) = F(x). Ako je za beskona¢no mnogo n, z, > x tada imamo podniz (z,, ), takav
n—o0

da za svaki k vrijedi z,, > x. Za dovoljno veliki & slijedi z,, — r:—k > x paiz (4.24) slijedi
1
Fnk(x) < Fnk(znk - _) < F(-x)
ny
ZakljuCujemo da je ]}imF,,k(znk - i) = F(x). Pokazimo sada da je ]}iank(an) = F(x).
Vrijedi sljedece:

|Fnk(an) - F(X)l S| Fnk(znk) - F(an)l + |F(an) - F(an - 1/nk)|

+ | F (2 = /) = F (2, = 1/l + | F (2o, = /i) = F(3).

Prvi i tre¢i sumand u nejednakosti teze ka nuli zbog teorema a zadnji sumand
po prethodno dokazanom. F je neprekidna funkcija distribucije pa je stoga uniformno
neprekidna. Zbog toga drugi sumand u nejednakosti teZi k nuli. Prema tome, imamo
]}1_210 Fp (zy,) = F(x). Time smo dokazali da za cijeli niz vrijedi 31_)n30 F,(z,) = F(x). Primje-

nom te Cinjenice i teorema 4.2.2slijedi lim F'(z,) = F(x). Naime, vrijedi sljedece:

|F(Zn) - F(X)l < |F(Zn) - Fn(Zn)l + |Fn(Zn) - F(X)l

Funkcija F je neprekidna i strogo rastuéa pa postoji inverzna funkcijaod F, F~' : (0,1) —
R, koja je neprekidna. 1z neprekidnosti funkcije F~! slijedi

lim 2, = limF™(F(z,)) = F7'(F() = x = F™(@).

Time je dokazana tvrdnja leme. O
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U nastavku slijedi dokaz teorema4.2.1

Dokaz.

(i) Oznacimo sa F, funkciju distribucije od vn(0 — 6,) uvjetno na X,, = X,. Iz teorema

i slijedi:
sup [Fy(x) = ®(x) > 0 Py —g.s.
xeR

gdje je @ funkcija distribucije slu¢ajne varijable Y ~ N(0, F(6)~!). Koriste¢i Lemu

za @ = 3 dobivamo:
1 1
Fli(=)-ol(= .
|F, (2) (2)| -0
Kako je ®7'(3) = 0, slijedi
-1 1 00
F G0 Py -gs. (4.25)

Opcenito za slucajno varijablu X je F;(‘(%) upravo medijan od X. Pokazimo da je
medijan aposteriorne distribucije od vn(6 — 8,) upravo \n(6y — 6,,).

P(Vn(@ - 8,) < Vn(6y —6,) 1X,) = PO < 6y | X,) >

P(Vn(@ - 8,) > Vn(Oy —6,) | X,) = P(0 > 6y | X,) >

N = N =

paiz (4.25) imamo
V(Oy —6,) >0 Py —g.s.

(i1) Da bi dokazali (i1) dovoljno je pokazati da vrijedi

ftf,,(t | X1, X0+ -5 X,) dE - 0. (4.26)

Naime, vrijedi sljedece:

E(Glxn):fen(elxn)de = [l

- L f (8, + 1t/ \n) 7B, + t/ \Vn | x,) dt. (4.27)
Vn
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Raspisimo 7(6, + t/ \n | x,,):

L6, + )n(@, + 1) A
A n\rn \n mon =0, +v/ \n
7By + 1/ V7 | %) = L) do =[]

0 _t i I3
L@, + Ly, + )

= _ _ . (4.28)
%f@@+%m@+pm
Dakle:
1 (. L0, + m(@, + 1)
E(9|Xn) i f(en + t/ \/ﬁ) ~ ~
Vn 5 J L@+ 2)m6, + ) dv
=f(9n+t/\/ﬁ)fn(tle,xz,...,xn)dt-
1z toga, pod pretpostavkom da vrijedi (4.26), slijedi:
WMMW—%=ﬁﬁMnqummﬁﬂl (4.29)

Dokazimo sada (4.26). Neka su M € N, ¢,€ > 0 proizvoljni. Rastavimo f tfu(t |
X,) dt na sljedeéi nacin:

ftfn(tlxn)dt: ftfn(tlxn) dt + f t fu(t]x,) dt+ftfn(tlxn) dt. (4.30)

=M M<|t|<6yn [t|>6 Vn

f tp(t) dt
<M

= (t — t¢(1)) je neparna funkcija)

Za prvi sumand u (4.30) vrijedi sljedece:

f tfu(t] x,) dt
<M

< +

f (T | %) — (1)) dit
lt|<M

Sf ] 1fa(2 | X0) = ¢(0)] dr + 0
<M

SMf |f:(2 | x,) — @(2)] dt. (4.31)
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Po teoremu izraz (4.31) tezi ka nuli Py’ — g.s. Prema tome, postoji ny € N takav
da za je za svaki n > ng:

<e. (4.32)

f tf(t]x,) dt
lti<M

Pogledajmo tre¢i sumand u (4.30):

L0, + )0, + 5 o
f tfn(t | Xn) dt :f t A £ A I3 dt = [ dt:\jﬁdg ]
6 it 6 [ Lu(B, + V)70, + ) dE

1 A 3
= " z " fn(s — Hn)eln(s)_ln(en)n-(s) ds
fen( n+%)_ n( n)n_(gn + %) d§

|5=0u|>6

-ne(6/2,0p)
< ne fsn(s)ds— anﬂ(s)ds .

ln (&1"’ £ )_ln (9n) ) f
Vn —
f ¢ 7(6n + \/ﬁ) d¢ Is=0al>6 [s—6,|>6

Nejednakost u treéem retku vrijedi jer na skupu {s : |s — 6,| > 6} za dovoljno veliki n
vrijedi eh® @ < gne@20) pe _ o g
- 0

Po pretpostavci je | fs n(s) ds| < co. Zbog jake konzistentnosti niza (6,), postoji
C, > 0 takav da je |6,] < C, za svaki n € N. Iz teorema imamo

f B % ) dé VF (6o)
n

V2r
pa postoji C, > 0 takav da je za dovoljno veliki n
1
ln(én"' in)_ln(én) 0 ‘f
J e T R, + ) dé

Konacno, za dovoljno veliki n vrijedi

ne—n6(6/2,00)
f t fu(t]x,) dts—(f sn(s)ds+C1)—>O.
6 v G,

Dakle, postoji n; € N takav da je za svaki n > n;
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<e (4.34)

f tfu(t | x,) dt
[t1>6n

Sada su za svaki n > max{ng, n;} izrazi (4.32) i (4.34) strogo manji od €. Preostaje

nam pokazati da je fM<|t|<6 i ! Jfu(t | xu) dt proizvoljno malen. Kao u drugom di-

jelu teorema [4.1.8} jer je |t| < 6 +/n, koristeéi relaciju (4.18) zakljuujemo da je za
dovoljno veliki n

R —_ R 2
Ot EINI=lO) 7 4 £/ \/ﬁ)ﬂ{Mqaséﬁ} < 21(6p)e” 7@ 1ipraqy(0).

Uz relaciju (4.33) imamo
2
f tf(t]x,) dt < f 2Cy m(6p) te” 77 1y () dt. (4.35)
M<|t|<6\n

Funkcija unutar integrala s desne strane nejednakosti je integrabilna i ({M < |&]})y je
padajuci niz dogadaja pa postoji M takav da je desna strana u (4.35) strogo manja od
€. Konacno, za n > max{ny, n,} vrijedi

ftfn(tlxn) dt=f tfat | Xn) dt+f £ fu(t | X,) dt+f tfa(t ] X,) dt
<M M<|f|<6 n t>6 Vi

< 3e.

O

Teoremom smo zapravo pokazali da uz uvjete teorema i jaka kon-
zistentnost procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti ekvivalentna jakoj konzistentnosti

Bayesovih procjenitelja obzirom na kvadratnu i apsolutnu funkciju gubitka. Dodatno, taj
rezultat tada povlaci 1 asimptotsku normalnost Bayesovih procjenitelja. O tome nam govori
sljedeci teorem.

Teorem 4.2.4.
Neka su zadovoljene pretpostavke kao u teoremu Tada je:

(i) VA (E® X)) - ) = NO,F(60)™).

(ii) V(O — 60) = N(O,F(60)™).
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Dokaz.
Obje tvrdnje slijede iz prethodnog teorema. Naime,

Vi (E@O | Xy) - 60) = Vi (E@ | Xn) — 6,) + Vn (6, — 6p).

Po teoremu 4.2.1|je Vi (E@ | Xu) — 6,) 2500, a po teoremu 4.1.4{ Vn (6, — 6) 2
N(0, F(6p)~"). Primjenom teorema na nizove (Vn (E0 | Xp) — 6,)), 1 (V1 (6, — 6))n

slijedi tvrdnja. Analogno se pokazuje tvrdnja (ii). O

Primjer 4.2.5.

Neka su X1, X, ... X, nezavisne i Bernoullijeve slucajne varijable sa parametrom 6 te neka
Jje apriorna distribucija 11 ~ Beta(a,B). U primjeru 2.0.5 smo pokazali da je Bayesov
procjenitelj obzirom na kvadratnu funkciju gubitka jednak

a + Z?:] X;

E@| X, = .
©@1X.) a+p+n a+p+n

Pokazuje se da je Fisherova informacija jednaka ¥ (6y) = 9(1 5 > 0. Opet, uvjeti teorema
su zadovoljeni [ apriorna gustoca je strogo pozitivna na ® = (0, 1). PokaZimo da je
zadovoljen uvjet (5) teoremad. 1.8}

1 JXl
;(ln(t) — 1,(8)) — Eglog 7X10) Py — g.s.
f( L = Xlogr+ (1 —X)log(l —1) — Xlog6— (1 —X)log(l —6).
f(XIH)
Sada imamo:
f( ) = 0(logt —log0) + (1 — O)(log(1 — 1) — log(1 — 6)).
f(XIH)

Lako se pokazuje da gornji izraz kao funkcija po t poprima jedinstveni globalni maksimum

ut = 0teje jednak 0. Sada se kao u primjeru 4.1.9 pokazuje da postoji €(6,6) > 0 takav

da vrijedi:

—€(9,0)
2

1
sup —(ln(t) - z,,(e)) < P -
le-g1>6 T
Sada primjenom teorema 4.2.4 zakljucujemo da je E(6|X,) asimptotski normalan, od-
nosno

VI (E@B | X,) - 6) 2 N, 61 - 0)).
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Svi asimptotski rezultati do sada iskazani su vrijedili u regularnom statisti¢kom mo-
delu, to jest modeleu koji zadovoljava uvjete teorema Na sljedecem primjeru ¢emo
pokazati da je varijanta teorema moguca i za neregularne modele, ali uz neke modi-
fikacije.

Primjer 4.2.6.

Neka je Xy, X5, ... X, slucajan uzorak iz uniformne distribucije na intervalu (0,0), 6 € ® =
(0, 00). Pretpostavimo da je apriorna gusto¢a parametra 6, n(0), neprekidna, omedena i
pozitivna na ©. Neka je 0y stvarna vrijednost parametra i 6, := Xy procjenitelj maksi-
malne vijerodostojnosti za 6. PokaZimo da aposteriorna gustoé¢a od v = n(6—6,) konvergira
ka gustoci eksponencijalne distribucije sa ocekivanjem 6.

Analognim izvodom kao za \Jn(0 — 6,) se pokazuje da je gustoéa od n(0 — 8,):

Lo, + D6, + 1)
xn):fL(9+§)(9+§)d
o Ln(0n + 2)m(0, + %) d§

fn(V|X1,X2, cee

B+ 57" 2@, + 1)

TR0+ 5 (B, + S e

0,"(1 + Ly 76, + ¥)

O [T+ Ly (@, + £ de

(1 + Uayn 7, + 1)

= : . (4.36)
o+ ) 28, + &) de

U primjeru 3.0.16 smo pokazali da je 8, jako konzistentan procjenitelj za 6,. PokaZimo
sada da vrijedi

Xy, x2, .00, X,) LA eloe_"; L(0.00)(¥).
Zbog jake konzistentnosti niza (8,), i neprekidnosti funkcije m(6) u 6, vrijedi
(B, + g) - (6. (4.37)
Isto tako, vrijedi

0, v
1+ %)_” — e %, (4.38)
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PokaZimo da je funkcija v — (1 + %9”)‘”71(@,, + ) dominirana integrabilnom funkcijom.
Zbog omedenosti funkcije n(0) postoje konstante M,m > 0 tako da je m < n(0) < M za
svaki 0 € . Iz toga imamo

6 6
1< m =>Mc< M@.
m m
Konacno, R
v/0,
n

(1 Loy nno Yy < 1w < u™2
n m
Sada, primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji na funkciju v — (1+ @)‘”ﬂ(@n +2)

i iz relacija (4.37) i (4.38) slijedi

lim (1 + L) (8, + 1)

n—oo

lim [7(1+ £L)n 2@, + £)de

lim f,(Vlx1, x2, ..., %) =
n—oo

¢ 71(6p)

4. g/én -n o §
o im(1+E2) " 2B, + £) dé

_ a1 .
7r(90)foooe_% dv 6
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Sazetak

U ovom radu smo se bavili asimptotskom teorijom u bayesovskoj statistici. Uveli smo
osnovne pojmove bayesovske statistike te dali metodu konstruiranja aposteriorne distri-
bucije. Opisali smo Bayesove procjenitelje obzirom na kvadratnu i apsolutnu funkciju
gubitka. Zatim smo uveli pojam konzistentnosti aposteriorne distribucije koji nam na neki
nacin daje opravdanje bayesovskog pristupa sa glediSta klasi¢ne statistike. U sklopu kon-
zistentnosti smo promatrali kako se asimptoski ponaSaju dvije konzistentne aposteriorne
distribucije koje su proizasle iz razlicitih apriornih distribucija. Pokazali smo da su, uz
neke pretpostavke, asimptoski ekvivalentne. Zatim smo iskazali i dokazali Doobov teorem
koji nam govori da je aposteriorna distribucija konzistentna na cijelom nosacu apriorne
distribucije. Takoder smo opisali jednu metodu procjene proizasle iz klasicne statistike:
metodu maksimalne vjerodostojnosti. Pokazali smo da uz odredene uvjete imamo isto-
vremeno jaku konzistentnost procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti i konzistentnost
aposteriorne distribucije, ali smo i naveli primjer kada to ne vrijedi.

Nakon toga, bavili smo se asimptotskim svojstvima aposteriorne distribucije 1 Baye-
sovih procjenitelja. Teoremom Bernstein-von Mises opisali smo asimptotsko ponaSanje
aposteriorne distribucije u regularnim statistickim modelima, rezultatom koji je zapravo
analogon teorema o asimptotskoj normalnosti procjenitelja maksimalne vjerodostojnosti.
Posljedi¢no tome, dokazali smo asimptotsku ekvivalenciju Bayesovih procjenitelja sa pro-
cjeniteljem maksimalne vjerodostojnosti, odnosno dokazali smo njihovu asimptotsku nor-
malnost. Rezultati i razmatranja su potkrijepljeni primjerima. Na kraju, primjerom smo
ilustrirali asimptotsku normalnost aposteriorne distribucije i u jednom neregularnom mo-
delu.



Summary

In this thesis we dealt with large sample theory in Bayesian statistics. We introduced some
basic concepts in Bayesian statistics and described how the posterior distribution is con-
structed. Then we described the Bayes estimator under the square error and absolute loss
functions. Furthermore, the posterior consistency was introduced, a sort of frequentist vali-
dation of the Bayesian approach. We observed the asymptotic behaviour of two consistent
posteriors that arose from different priors and showed that, under some assumptions, they
are asymptotically equivalent. Next, we proved Doobs theorem that states that the poste-
rior is consistent on the support of the prior. We also described one frequentist estimation
method: maximum likelihood estimation. Then we showed that under certain conditions
the strong consistency of the maximum likelihood estimator and the consistency of the
posterior distribution occurs.

However, we showed in an example that the previous statement is not valid in general.
Afterwards, we dealt with the asymptotic properties of the posterior distribution and Bayes
estimators. We stated the Bernstein-von Mises theorem about the asymptotic normality of
the posterior when the regularity conditions hold. It is an analogous result to the asymptotic
normality of the maximum likelihood estimator. Moreover, the asymptotic equivalence of
the Bayes estimators and the maximum likelihood estimator was proven. Consequently,
the asymptotic normality of the Bayes estimator was obtained. We provided examples that
illustrate the main results described in the thesis. Lastly, we gave an example of a result in
asymptotic normality of the posterior when the distribution is nonregular.
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