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Uvod

U ovom diplomskom radu dane su osnovne definicije, svojstva i teoremi o nizovima i re-
dovima realnih brojeva. Budu¢i da je naglasak rada na kriterijima konvergencije redova,
u prvom dijelu rada spomenuta je teorija potrebna za razumijevanje brojevnih nizova i re-
dova, a nakon toga su obradeni razni kriteriji pomocu kojih se moZe ispitati konvergencija
nekog reda. Posebno su obradeni redovi s pozitivnim, a posebno redovi s proizvoljnim
¢lanovima. Kod redova s pozitivnim ¢lanovima naveli smo neke od najvaznijih kriterija
za ispitivanje konvergencije, kao §to su d’ Alembertov kriterij, Cauchyjev kriterij i kriterij
usporedivanja redova, koji se obi¢no proucavaju u okviru predmeta Diferencijalni i inte-
gralni raCun. Osim njih, naveli smo jo$ nekoliko kriterija te smo na primjerima ilustrirali
kako se primjenjuje svaki od njih. Kod redova s proizvoljnim ¢lanovima spomenuli smo
jednu vrlo vaznu klasu redova, a to su alternirajuci redovi. Za ispitivanje konvergencije
takvih redova koristi se Leibnizov kriterij, koji smo takoder naveli u radu i ilustrirali nje-
govu primjenu na razli¢itim primjerima. Druga klasa redova s proizvoljnim ¢lanovima koje
spominjemo, su redovi kod kojih je op¢i ¢lan oblika a,b,. Ovdje smo ponovno naveli dva
vazna kriterija za ispitivanje konvergencije, Dirichletov kriterij i Abelov kriterij te nekoliko
karakteristi¢nih primjera.



Poglavlje 1

Pojam niza i reda

U ovom poglavlju iznosimo osnovne pojmove 1 svojstva nizova i redova. KoriStena je
literatura [3]]).

Funkcija a sa skupa prirodnih brojeva N u neprazni skup S zove se niz u skupu S.
Umjesto a(n) redovito piSemo a, te za a, kaZzemo da je op¢i ¢lan niza a. Takoder, umjesto
a: N — § piSemo (a,),qy 1li krace (a,), a takoder i ay,a, ..., a,,...

Definicija 1.0.1. Za niz (a,,n € N) realnih brojeva kaZemo da je konvergentan ako postoji
realan broj ay, sa sljedecim svojstvom: Za svako € > 0 postoji prirodni broj ny takav da
je la, — ag|l < € za svaki prirodni broj n za koji je n > ny. Taj broj ay zovemo granicna
vrijednost ili limes niza (a,), a za niz (a,) kaZemo da konvergira broju ay. Za ay koristimo
oznaku lim a,,.

Teorem 1.0.2. (/3)]) Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi realnih brojeva. Tada vrijedi:
(1) Nizn w— a, + b, je konvergentan i

lim(a, + b,) = lima, + limb,;
(2) Nizn w— a, — b, je konvergentan i
lim(a, — b,) = lima, — limb,;
(3) Za svako ¢ € R nizn v c - a, je konvergentan i
lim(c - a,) = ¢ -lima,;
(4) Nizn — a, - b, je konvergentan i

lim(a, - b,) = (lima,) - lim b,);

2



POGLAVLIJE 1. POJAM NIZA I REDA 3

(5) Ako je b, # 0 za svako n € N ilimb, # 0, onda je i nizn — Zﬁ konvergentan i

i a, lima,
im|—|= ;
b, limb,’

(6) Niz n — |a,| je konvergentan i
lim |a,| = |lim a,|;

(7) Svaki podniz k — ap,y) niza (a,) konvergira i lim apyy = lima,;
(8) Ako je a, < b, za svako n € N, onda je lima, < limb,,.

Teorem 1.0.3. (/3)]) Ako je a kompleksan broj i |a| < 1, onda niz (a") konvergira i lima" =
0.

Dokaz. Ako je a = 0, onda je a® = 0 za svaki n, pa tvrdnja slijedi. Ako je a # 0, onda
je skup A = {|a"| : n € N} ograniCen odozdo, dakle infA = @ > 0.1z 0 < a < |d"| za

. o o y . . ) .a
svaki n € N slijedi 0 < @ < |a"*!|, $to daje |—| < |a"| za svaki n. Ovo pokazuje da je —
a

lal

minoranta skupa A, pa je ﬁ <a,t. a(l —la]) <0.Budu¢idajel —|a] >0ia >0iz
a

a(l —al) < 0, zaklju¢ujemo da je @ = 0. Iz inf A = 0 i Cinjenice da niz |a"| strogo pada
dobivamo |a"*| — 0. |

Za zadani niz (a,) moZemo definirati takozvani niz parcijalnih suma (s,) na sljedeci
nacin:
S, =a;+a+..+a,.
Takoder, poznavajuci niz (s,) moZzemo dobiti i niz (a,):

ap = 85

a = 85— 8

as =853 — 85

a, = S, — Sy_1.

Definicija 1.0.4. Neka je (a,) niz realnih ili kompleksnih brojeva. Red, u oznaci

S



POGLAVLIJE 1. POJAM NIZA I REDA 4

ilia;+ay+...+a, + ... je ureden par ((a,), (s,)). Za a, kaZemo da je opci ¢lan reda, za s,
da je n-ta parcijalna suma reda, dok red

(o]
Z Apvk
k=1

zovemo n-ti ostatak reda.

Primjer 1.0.5. Primjeri nekih redova.

n = 1+2+3+..+n+... (aritmeticki red)
n=1
Zx"fl = l+x+x>+...+x"+.. (geometrijski red)
n=1
— 1 1 1 1 S
Z— = 1+ =+ =+..+—+ .. (harmonijski red)
“—in 2 3 n
il 1+1+1++1+ (hiperh jiski red)
— = — + — + ...+ — + ... (hiperharmonijski re
i np 20 3p np P /
& -1 t+1 1 1 1 -1 n+1
Z( ) = 1——+———+...+( ) +
~ n 2 3 4 n
L_ ] + ! + ! +o.+ ! +
k 2 4 8 T n

Definicija 1.0.6. KaZemo da je red Z b, majoranta reda Z a, ako postoji ny € N takav
da je a, < b,, Yn > ny.
Istovremeno kaZemo da je red Z a, minoranta reda Z b,.

Primjer 1.0.7. Pogledajmo sljedece redove:

0,
2 2

n=1 n=1 n

Mg
-

Il
—_

Buduci da za svaki n > 1 vrijedi:
1

<
5 hS

IA
S | =

sl -
-

n

[Se]

zakljucujemo da je red Z — minoranta reda Z , zatim red Z Jje majoranta reda
n

n=1 n=1
(o)

Z i minoranta reda Z \j_

n=1



Poglavlje 2

Konvergencija reda

U ovom poglavlju definiramo konvergenciju reda 1 navodimo osnovna svojstva konver-
gentnih redova. Takoder definiramo apsolutno konvergentne redove te navodimo kriterij
usporedivanja redova. KoriStena je literatura [3]]).

2.1 Definicija konvergencije reda

Definicija 2.1.1. Za red Z a, realnih ili kompleksnih brojeva kazemo da je konvergentan
ako je niz (s,) parcijalnih suma tog reda konvergentan, odnosno ako postoji limes lim s, =

n—oco

s. Broj lim s,, = s se zove suma reda i oznacava sa

n—o0o

Red Z a, je divergentan ako je niz (s,) divergentan. Red Z a, realnih brojeva divergira k
+00, odnosno k —oo ako niz (s,) divergira k +oo, odnosno k —oo i tada pisemo Z a, = +oo,

odnosno Z a, = —oo.

Nakon Sto smo definirali konvergenciju reda, postavlja se pitanje je li proizvoljan red
>, a, konvergentan ili nije te ako je konvergentan kako moZemo odrediti njegovu sumu.
Najprije ¢emo pokazati kako se moZe ispitati konvergencija reda pomocu definicije ko-
nvergencije, tj. formiranjem niza parcijalnih suma, a zatim ¢emo navesti i nuZan uvjet
konvergencije pomocu kojega moZemo odmah odrediti divergira li zadani red.

Primjer 2.1.2. Ispitajmo konvergenciju reda

(o8]

Z 1 1 1 1
= + + +...
nn+1) 1-2 2.3 3-4

n=1




POGLAVLIJE 2. KONVERGENCIJA REDA 6

Primijetimo najprije da opci ¢lan zadanog reda moZemo zapisati u obliku:

1 1 1

“an+ ) n on+l

an

Koristeci se tim zapisom formirajmo sada niz pripadnih parcijalnih suma:

S =

1 1 1 1 I 1 I 1 1
§3 = + + =(1-=z|+|{z—-=]+|z—--]=1--
1-2 23 3-4 2 2 3 3 4 4

Il
p— P
—_
|
| =
N —
+
—_
| =
|
W =
~—————
+

Dokazimo metodom matematicke indukcije da vrijedi:

1 N 1 N 1 - 1 B 1
1-2 23 3.4 nn+1) — n+l
) 1 11 ) o o
Zan =1 imamo T35 - 1- a1 4. 3= pa baza indukcije ocito vrijedi.
Pretpostavimo sada da traZena jednakost vrijedi za neki k € N, tj. da je:
1 N 1 N 1 - 1 B 1
1-2 2.3 3.4 k(k+1) k+1

U koraku indukcije pokazujemo da tada jednakost vrijedi i za prirodni brojn = k + 1, .
da je:
1 1 1 1 1 1

+ + +-- 4+ + =1 .
1-2 2-3 3-4 k(k+1) (k+1)k+2) k+2

Dobivamo:




POGLAVLIJE 2. KONVERGENCIJA REDA

11 1 1
12 23 32" Ty T ks Dk +2)
1 1
K+l (k+ Dk+2)
., k=241
T Tkt Dk +2)
k+1

(e + D(k+2)
1

Ck+2

= (po pretpostavci)

=1

Sada je

lims,,:lim(l— ! ):1,

n—o0 n—o00 n -+ 1

= 1
dakle red konvergira i ima sumu 1.
; n(n+2)

Primjer 2.1.3. Ispitajmo konvergenciju reda
= 1
D (1 + —).
n=1 n

Opci ¢lan zadanog reda moZemo zapisati u obliku:

1 1
a, :ln(l + —) :1n(”+ ):ln(n+ ) —1Inn.
n n

Ponovno formiramo niz pripadnih parcijalnih suma:

si=In2—-Inl1=1In2
s =(In2-In1)+(In3-1n2)=1n3
s3=(In2-In1)+(In3-1In2)+ (In4 —1n3) = 1n4

S, =(In2-In1)+(In3-In2)+---+(nn—-In(n—-1)) + (In(n + 1) — Inn)
=Inn+1)-Inl =Inn+1).

Matematickom se indukcijom dokazuje da za svaki n € N vrijedi s, = In(n + 1).
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Sada je
lim s, = lim In(n + 1) = +oo0.

n—oo

Dakle, niz parcijalnih suma ne konvergira pa ne konvergira niti promatrani red, ali zbog

1
toga $to je lim s, = +oo pisemo Z ln(l + —) = +o00.
n
Teorem 2.1.4. ([3|])NuZan uvjet konvergencije reda
Ako red Z a, konvergira, onda niz (a,) konvergira nuli, tj. lim a, = 0.

—00

Dokaz. Neka je )’ a, konvergentan red te neka je s njegova suma i (s,) pripadni niz parci-
jalnih suma. Kako limes niza ne ovisi o pomicanju indeksa za konaCan broj mjesta, vrijedi
lim s, = s1 lim s,_; = 5. Prema definiciji parcijalnih suma znamo da vrijedi a, = s, — 5,1
n—oo n—oo

zan = 2,3,... pa grani¢nim prijelazom dobivamo:
lim g, = lim(s,, — 5,-1) = lim s, — lim s,_; = s — s = 0.
n—o00 n—-o0o n—-oo n—00

O

Napomena 2.1.5. Prethodni teorem govori o nuZnom uvjetu konvergencije nekog reda.
No, taj uvjet nije i dovoljan, dakle obrat teorema ne vrijedi. To lako moZemo vidjeti pro-

n—oo

) 1

matrajuci Primjer 2.1.3.. Vidimo da vrijedi lim In (1 + —) = 0, ¢j. da je zadovoljen nuZan
n

uvjet konvergencije, ali pokazali smo da red nije konvergentan. Pogledajmo sada jos jedan

primjer.

Primjer 2.1.6. Harmonijski red

takoder ispunjava uvjet nuznosti jer je lim — = 0, no taj red je divergentan. Da bismo to
n—oo 1

pokazali, potrebno je pokazati da niz parcijalnih suma (s,) divergira. U tu svrhu, dovoljno

Jje pronaci podniz niza (s,) koji divergira, pa ¢e i sam niz (s,) divergirati. Neka je taj podniz

sastavljen od svih ¢lanova niza (s,) s indeksima oblika 2". Sada imamo:
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—1+1>3

MEITSE)

_1+1+1+1>3+1+1_4

A T T I S )
1 11 1 1 1 1_4 1 1 1 1_4 1 1 1 1 5

sp=l+-+=-4+-+-F+-F+-+-Z2+ -+ -+ -+ -2+ -+ -+t -+ - ==
2 3 4 5 6 7 8 2 5 6 7 8 2 8 8 8 8 2
I 1 1 _n+2

Sp=l4+-+=-+--+=2 — 400,
2 3 21 2

Gornja nejednakost se takoder dokazu]e matematickom indukcijom. Dakle, pokazali

smo da je lim s, = +oo, odnosno da red Z divergira.

n—oo

2.2 Osnovna svojstva konvergentnih redova
Teorem 2.2.1. ([3l]) Neka su Z a, i Z b, bilo koja dva konvergentna reda sa sumama

Zan:s ian = s . Tada su redovi

n=1 n=1
Z(an +by), Z(an = by), Z ady

konvergentni za svako a € C i imaju sume:

(o8]

Z(an+b):i
n=1 n=1 n=1
2=

Z(an—m:

Zaan = a/Zan =as.
n=1 n=1
Dokaz. Stavimo:
S; =a +a2+"-+an,s;’ =bi+by+---+b,,
te neka je

lims, =+

n—oo
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lims, =s .

n—oo

Ako sa s, oznaCimo n-tu parcijanu sumu reda Z(an + b,) tada imamo:

lim s, = im((a; + b)) + (a, + b)) +--- + (a, + b,))
=lim({(a; +a,+..+a,)+ by +by+---+b,))
= lim(s, + s,)

. ’ . ”
= lim s, + lim s,

n—oo n—oo
=5 +s5.
oo ) o
Analogno se dokazuje 1 da je Z(a,, -b,) = Z a, — Z by=s -5 .
n=1 n=1 n=1

Neka je ponovno s;, =a +ay+---+a, lims,=s inekaje S, = aa; +aar + ... + aa,.

n—0oo

Tada imamo:

lim S, = lim(aa; + aa, + --- + aa,)

n—oo n—oo

. ’
=« lim s,
n—oo
’

=as.
O

U prvom poglavlju smo pod primjere nekih redova nabrojali i geometrijski red. To je
red
Zq” =l+qg+q +...
u kojem je kvocijent susjednih ¢lanova konstantan, tj.
a an+l

= :q, (I’l:2,3,4,)

an-1 a,

Sljedeci teorem reci ¢e nam nesto vise o konvergenciji geometrijskog reda.

Teorem 2.2.2. ([3)]) Ako je g € Ci|q| < 1, onda geometrijski red

Zq”:1+q+q2+...

konvergira i ima sumu I Ako je |q| > 1, onda red divergira.
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Dokaz. Pogledajmo prvi sluéaj, kadaje|gl < 1.1z1-¢"= (1 —g)(1 + g+ @* +---+g"")
dobivamo:

1—q" 1 n 1 1
s=ligtd+rqg=-—9 . S -
l-g 1-qg 1-qg 1l-q 1-g¢

n

q .

Sada je prema Teoremu 1.0.3. lim,. ¢" = 0, pa dobivamo da je suma s geometrijskog

reda jednaka
1
s=lims, = ——.
n—co 1 - q
Nadalje, ako je |g| > 1, tada je |¢"| > 1, dakle op¢i ¢lan reda Z I =l+g+q +...
ne tezi k nuli, dakle nije zadovoljen nuZan uvjet konvergencije pa taj red divergira. O

2.3 Usporedivanje redova. Apsolutno konvergentni
redovi.

Kod ispitivanja konvergencije reda ), a, (a, € C) Cesto promatramo red }’ |a,|, tj. red s
pozitivnim ¢lanovima. Zatim taj red s pozitivnhim ¢lanovima usporedujemo s nekim od
redova za koje znamo konvergiraju li ili ne, kako bismo odredili konvergenciju pocetnog
reda.

Specifi¢nost redova s pozitivnim ¢lanovima je u tome S§to je niz (s,) parcijalnih suma
tih redova rastudi, tj. vrijedi

Spel = Sp + Ape1 > 5, Yn € N,

Dakle, da bismo pokazali konvergenciju niza (s, ), dovoljno je pokazati njegovu ogranic¢enost
(jer je svaki monoton i ogranien niz konvergentan). Takoder, ¢lanove konvergentnog reda
s pozitivnim ¢lanovima moZemo po volji permutirati, a da se suma reda ne promijeni.

Definicija 2.3.1. Za red ), a, kaZemo da je red s pozitivnim ¢lanovima ako je a, > 0 za
svakin € N.

Definicija 2.3.2. Za red ), a, (a, € C) kaZemo da je apsolutno konvergentan ako je red
> |a,| konvergentan. Red ) a, je uvjetno konvergentan ako je red Y. a, konvergentan, ali
red ) |a,| je divergentan.

Teorem 2.3.3. ([3]) 1.) Ako je niz parcijalnih suma reda )’ a, s pozitivnim clanovima
ogranicen, onda taj red konvergira i vrijedi

(o)

Zak =sup(a; +a + -+ a,).
=1 neN
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11.) Ako red ) a, s pozitivnim clanovima konvergira, onda njegova suma ne ovisi o poretku
Clanova. Preciznije, tada konvergira red )’ a,(, i vrijedi

za svaku bijekciju o s N na N.
Dokaz. 1.) Budu¢i da je
Spr1 =ar+ay + -+ a4y + Appr = Sy F Ayt = Sy,

zakljuCujemo da niz (s,) raste, a jer je odozgo ogranicen, on konvergira te vrijedi s =
lim s, = sup{s, : n € N}.

II.) Niz (s;l) parcijalnih suma reda ), a;, a;l = ay(, takoder raste. Uzmimo sada za
prirodni broj n prirodne brojeve p 1 g takve da je

oll)<p,oc)<p,...,on)<p

(1)< q,72)<q,...,7(n) <q,

gdje je T = o' bijekcija s N na N. Buduéi da su brojevi a, ..., a, medu brojevima
ai,...,ap, toje ,
S,=a;+:-+a,<a+---+a,=s,

1isto tako je
Sp=a1r+ Ay = Aoey F ot Qoo = Qpy t o Ay S ap o+ a, =S

Sada iz s, < s, < s slijedi da je niz (s,) konvergentan te da za njegovu sumu s~ vrijedi
s < 5. Nadalje, s, < s; < s povlatidaje s < 5, dakle 5" = s. O
Teorem 2.3.4. (/3] )Kriterij usporedivanja redova
Neka su ) a, i ), b, redovi s pozitivnim ¢lanovima i neka postoji K > 0 takav da je
a, <K-b,, n=1,2,...).

Tada vrijedi:
(i) Ako red ), b, konvergira, onda konvergira i red } a, te vrijedi:

(ii) Ako red ) a, divergira, onda divergiraired ), b,.
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Dokaz. Neka je
Sp=ay+---+a,, S,=b+---+Db,

Nizovi (s,) 1 (s:z) su rastuci. 1z a, < K - b, slijedi s, < K - s'n. Ako niz (S;,) konvergira k
broju s', onda je s = sup s, panam s, < K - s daje ogranienost niza (s,). Sada, prema
Teoremu 2.3.3. taj niz konvergira prema sup s, < K - s .
Ako niz (s,) divergira, onda je lirlzn §, = sups, = +oo pa je tim vise i lign s, =sups, =
n n

+00. O

Napomena 2.3.5. Uvjeta, < K-b,, n=1,2,... moZe se oslabiti u smislu da za konacno
mnogo n taj uvjet ne mora vrijediti, tj. moZemo ga zamijeniti ovim uvjetom “postoji ny € N
takav da je a, < K - b, za svaki n > ny.”

Gore spomenuti teorem nam govori da ako Zelimo pokazati da neki red ) a, konvergira,
dovoljni je svaki ¢lan niza a, odozgo ograniciti ¢lanom niza b,, Ciji red ) b, konvergira. S
druge strane, ako Zelimo pokazati da neki red )’ b, divergira, dovoljno je svaki ¢lan niza b,
odozdo ograniciti ¢lanom niza a, ¢iji red ) a, divergira. Dakle, zadani red usporedujemo
s nekim drugim redom. NajceScée se za usporedivanje koriste sljedeci redovi:

1) Harmonijski red ) % koji divergira,

2) Hiperharmonijski red ), ni, koji konvergira za p > 1, adivergiraza p < 1,

3) Geometrijski red }’ ¢" koji konvergira za |g| < 1, a divergira za |g| > 1.

Konvergenciju harmonijskog i geometrijskog reda ve¢ smo razmatrali, dok ¢emo hiper-
harmonijski red promatrati u sljedecem dijelu teksta.

1
Primjer 2.3.6. Red Z — Je konvergentan.
n

Da bismo pokazali da izreCena tvrdnja zaista vrijedi, koristit cemo kriterij usporedivanja
redova, tj. ogranicit cemo sve clanove niza a, = n% ¢lanovima nekog niza za koji znamo da
Jje konvergentan.

Buduéi da je (n + 1)* > n(n + 1), slijedi:

1 1 © ©
o+ 1) <n(n+1):>;(n+1)2 SZn(nﬂ)'

n=1

1
nn+1)

U Primjeru 2.1.2. smo pokazali da red Z konvergira, pa prema usporednom

1
(n+1)>2

kriteriju slijedi da red Z takoder konvergira.

1
Primjer 2.3.7. Ispitajmo konvergentnost reda Z 7
n
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1
U ovom primjeru cemo c¢lanove niza a, = 7 ograniciti odozdo ¢lanovima niza za koji
n

znamo konvergira li ili divergira.

Buduci da vrijedi nejednakost — < — za sve n € N i da smo u Primjeru 2.1.6.
n n

1
pokazali da je harmonijski red Z — divergentan, po usporednom kriteriju slijedi da je i
n

1
red Z — divergentan.
i

n
(n+ 1)

Primjer 2.3.8. Ispitajmo konvergentnost reda Z

Znamo da vrijedi
n n 1

—_— <= ==
m+1P nd n?
Ovime smo zadani red usporedili s hiperharmonijskim redom u slucaju kada je p = 2, za

koji smo u Primjeru 2.3.6. dokazali da konvergira. Dakle, prema usporednom kriteriju
zakljucujemo da i zadani red konvergira.

(o)

Teorem 2.3.9. (/3]) Neka su Z a, i Z b, redovi takvi da je a, > 0, b, > 0 za svaki
n=1 n=1

prirodan broj n. Ako postoji ny € N takav da je

aptl < bn+1

a, b,

za svaki prirodan broj n > ny, onda iz konvergencije reda ), b, slijedi konvergencija reda
>, ay,, a iz divergencije reda ), a, slijedi divergencija reda ), b,.

Dokaz. Ako je

. . A+l . . .y . v . ay,

zan > ng, tj. niz ( z ) pada i odozgo je ograniCen s prvim ¢lanom, tj. s — = K. Dakle,
n+1

za svaki n > ny imamo:

no
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tj.

a, < Kb,.
Ako red )] b, konvergira, onda prema kriteriju o usporedivanju konvergira i red )’ a,. Ako
red ) a, divergira, tada divergiraired ) b,. O

Teorem 2.3.10. (/3]) Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva.
i) Ako red ) |a,| konvergira, onda konvergira i red } a, i vrijedi

ii) Ako konvergira red ) \a,| i ako je o bijekcija sa N na N, onda konvergira i red
2. Aoy 1 vrijedi

Dokaz. 1. Uzmimo najprije da je (a,) niz realnih brojeva i definirajmo nizove

+_ | a, akojea, >0
“n 0 akojea, <0

- 0 akojea,>0
S ako je a, <0

Sada su (a}) i (a;,) nizovi s pozitivnim ¢lanovima i
—
a,=a, —a,, neN.
Buduci da po pretpostavci red )’ |a,| konvergira i da je

a, <la,l, a, <la,l, neN,

n —

to prema Teoremu 2.3.4. redovi ) a, 1 }; a, konvergiraju. Neka su s* i s~ njihove sume.
Prema Teoremu 2.2.1. je

(o)

[ (o) (o)
+ - _ + - _ + -\ _
sT—s —Zan—Zan—Z(an—aH)— E y,

n=1 n=1 n=1 n=1

Sto nam pokazuje da je red ), a, konvergentan te da je njegova suma jednaka razlici zbroja
svih pozitivnih i zbroja svih negativnih ¢lanova toga reda. Prema Teoremu 2.3.3. imamo

[ee) [ee)

+ _ § + - _ § -

s = aa'(n)’ s = aa’(n)’
n=1 n=1
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Sto povlaci

Z ap = S+ - Z O'(n) a'(n)) = Z Ao (n)-
n=1 =1 n=1
II. Neka je sada (a,) niz kompleksnih brojeva tj. neka je a, = @, + i, (@,,5, € R). 1z

|l < (Ja? + B2 = |ay|

slijedi da je ) |a,| < D la,l|, dakle, red } |a,| konvergira. Prema I. konvergencija reda
> la,| povlaci konvergenciju reda ) @,. Isto tako |8,| < |a,| povlaci konvergenciju reda
> |B.l, a time i konvergenciju reda )’ 8,. Sada iz konvergencije redova ), «, i 2. 8, slijedi
konvergencija reda ) (a, + i3,) = 2, a,.

Za svako k € N vrijedi:

Sto za k — oo daje

Budu¢i da red )’ a, konvergira, to je:

k
lim Z

k—oo

Dakle,
S0l < S
n=1 n=1
Nadalje je:
Z a, = Z @, + lZﬁn = Z Q) + ZZIBO'(n) = Z(aa'(n) + iIBO'(n)) = Z Ao(n)-
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

O

Napomena 2.3.11. Teorem 2.3.10. moZemo iskazati i na sljede¢i nacin: Apsolutno ko-
nvergentan red je konvergentan. Clanove apsolutno konvergentnog reda mozZemo po volji
permutirati, a da se suma reda ne promijeni.
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Teorem 2.3.12. ([3|]) Neka su ), a, i ), b, redovi s ¢lanovima iz skupa C. Neka postoji
K > 0 takav da je:

za svakin € N.
Ako red Y, b, apsolutno konvergira, onda i red )’ a, apsolutno konvergira, dakle, red } a,
konvergira.

Dokaz. Ako red )’ b, apsolutno konvergira, tada konvergira red ) |b,|. No, za red } |a,|
vrijedi da je |a,| < K - |b,| za svaki n € N pa prema teoremu o usporedivanju redova slijedi
daired )] |a,| konvergira. To znaci da red ), a, apsolutno konvergira. m|



Poglavlje 3

Kriteriji za konvergenciju reda

3.1 Redovi s pozitivnim ¢lanovima

U prethodnom smo poglavlju vidjeli kako mozemo ispitati konvergentnost nekog reda ko-
risteci se kriterijem usporedivanja. Osim tog kriterija, postoje mnogi drugi, a u ovom ¢emo
poglavlju navesti neke od njih. Kriterije ¢emo 1 dokazati, a nakon svakog od njih sta-
vili smo i primjere koji ilustriraju primjenu odgovarajuéeg kriterija. Primjere smo dijelom
preuzeli iz literature ([3]), ([2]), ([4]) 1 [6]) ili smo ih sami osmislili.

Teorem 3.1.1. (/3])D’Alembertov kriterij , Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva.
1.) Ako postojem e Nig e R, 0 < g < 1 takvi da je

an+l

<g<l,

n

za svaki n > m, onda red ), a, apsolutno konvergira.
11.) Ako postoji m € N takav da je

anp+1
a

> 1,

za svaki n > m, onda red ) a, divergira.

Ap+l

Dokaz. 1.) 1z < g < 1 dobivamo sljedece:

n
2 3
|am+l| < q- |am|a |am+2| < q- |am+1| < q - |(lm|, |am+3| < q- |am+2| < q - |am|» cee

tj.
il < " - lanl, (k=1,2,...).

18
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Dakle, red )’ |a,,+x| moZe se usporediti s geometrijskim redom. Buduc¢i da geometrijski red
> ¢* apsolutno konvergira za g € [0, 1) slijedi da red 3 a,,.« apsolutno konvergira, pa stoga
ired ) a, apsolutno konvergira.

IL) 1z |a,4+1| = |a,|, za svaki n > m dobivamo:
0< |am| < am+1| < |am+2| <--- < |am+k| <.

Sto znaci da nije ispunjen nuZan uvjet konvergencije (op¢i ¢lan reda )’ a, ne konvergira),

pa prema Teoremu 2.1.4. zakljuCujemo da taj red divergira. O
. nt4
Primjer 3.1.2. Red Z je konvergentan.
3n
n=1 4
+
Opci ¢lan reda je a, = n7 Promotrimo omjer:
G| |57 | 453 | _n+5 3 _a+5 11 n+5
a, md) 3 (4| 3 n+d 3 n+d4 3 n+d

1 n+
Razl k= -
aztoma 3 n+4

1
Jje strogo manji od 3 za svaki n € N, tj.

Apyl 1
—|<==¢g<1,

an
pa red konvergira prema d’Alembertovom kriteriju.

Teorem 3.1.3. (/3])Prvi Cauchyjev kriterij
Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva.
L) Ako postojem e Nig e R, 0 < g < 1 takvi da je

Vla, < g <1
za svaki n > m, onda red ), a, apsolutno konvergira.

11.) Ako je
V0aal > 1

za beskonacno indeksa n, onda red ) a, divergira.

Dokaz. 1.)1z V|a,| < g < 1 dobivamo da je |a,| < ¢" za n > m, pa je dakle
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Buducdidajered }; ¢" konvergentan (jer je ¢ < 1), prema usporednom kriteriju zaklju¢ujemo
da jeired )] a, apsolutno konvergentan.

I1.) Ako V|a,| = 1 vrijedi za beskonacno indeksa n, tada op¢i ¢lan reda }’ a, ne konver-
gira k nuli, dakle nije zadovoljen nuzan uvjet konvergencije, pa red ), a, divergira. O

Primjer 3.1.4. Red Z (%) je konvergentan.
p— n+

n
U ovom primjeru je opci ¢lan reda a, = ( ) . Promotrimo sada:

n
2n+1

)llal_ n( n )n_ n
VTN 1) T+ 1
1

Jje manji od > dakle

1
Vn|an|S§:q<1’

pa red konvergira prema Cauchyjevom kriteriju.

n
n+1

Razlomak
azlomak >

Teorem 3.1.5. (/l/\/)Drugi Cauchyjev kriterij
Red ) a, konvergira ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki
n > ng i za svaki p € N vrijedi:

Sn+p — Sn Qpi1 tApip + -+ Apip <é.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je red )’ a, je konvergentan. Tada je niz parcijalnih suma
(s,) konvergentan, tj. postoji s takav da za svaki € > 0 postoji n; € N takav da za svaki
n > ny vrijedi

ls, — s| < &.

To znaci da za 3 postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi
P>
ls, — 8| < 7
Sume s,., gdje je p € N su isto sume za koje vrijedi ta nejednakost, pa i za njih vrijedi

&
Sl’H—p - S| < —.

2

Znaci, zan > ny i1 p € N imamo:

<

e ¢
Spep— S+ 85—, sn+p—s|+|s—sn|<§+§:s.

sn+p — S
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DokaZimo sada drugi smjer. Iz pretpostavke teorema slijedi da vrijedi ova Cinjenica: za
svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki p € N je

Snopel = Snps1| < & (3.1)

Pretpostavimo da red } a, divergira, tj. da niz (s,) nije konvergentan. To znaci da za
svaki realni broj L postoji € > 0 takav da za svaki n; € N moZemo naci n > n; takav da je

ls, — L| > &.

Konkretno, za broj L = s,,,; postoji & > 0 takav da za svaki n; € N, a time 1 za np + 1
mozemo nacéi n > ny + 1 takav da je

Sp— sn0+1| > g

Bududi da je n > ny + 1, to znaci da ga moZemo pisati u obliku n = ny + 1 + p gdje je p
neki prirodni broj pa gornja nejednakost postaje

sn0+l+p - Sn0+l| > &,

Sto je u kontradikciji s (3.1). Dakle, pretpostavka da je red ), a, divergentan nije istinita,
tj. red ) a, konvergira.

O
e .. , N COS 71
Primjer 3.1.6. DokaZimo da je red Z 5— konvergentan.
n
n=1
Odredit cemo broj ng takav da za svaki n > ng i svaki p € N vrijedi |s,., — S,| < &.

Imamo:

_|cos(n+1) cos(n+2) cos(n + p)
e TG D mr2r T Tty
cos(n+1) cos(n+2) cos(n + p)
| (n+1)? n+2?2 | | (m+p?
< ! + ! 4+ .00+ ;
T (m+1)2 (n+2)? (n + p)?
1 1 1

< + +oet
nn+l1l) m+1Dn+2) n+p-1Dn+p)
1 1 1

n n+p n

Dakle,

1 1 1
Sn+p — Sn| < —. Pitamo se kada je — < &, tj. kada je n > —. Vidimo da je
n n e

dovoljno uzeti ny = EJ + 1.
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Primjer 3.1.7. DokaZimo da je red Z divergentan.
n=1

1
vu(n+ 1)

Ponovno ¢emo iskoristiti Drugi Cauchyjev kriterij. Za broj € cemo uzeti ik pokazati

da ne postoji takav ny sa svojstvom da je |G, + Qpin + - + an+I,| <& zan>ny peN.
Izracunajmo najprije razliku parcijalnih suma:

1 1 1
T Vi D2 Noxdnxd T amanr 1)

Kakojem+ k)Y (n+k+1)<n+k+1)n+k+1), keN,slijedi:

(3.2)

|S2n - sn|

1 1
Vin+k)(n+k+1) g No+k+ Dn+k+1)

t.
1 1

> )
Vo+k(n+k+1) n+k+1

k € N.

Iz slijedi:

1 1 1 1 1
+ ot > -
n+2 n+3 2n+1 2+% 4

|S2n - Snl >

i time smo dokazali da je red divergentan.

Da bismo ispitali konvergentnost zadanog reda, mozemo koristiti viSe razlicitih krite-
rija, no odabiremo uvijek onaj najprikladniji. Ukoliko se u opfem ¢lanu reda ) a, nalazi
indeks n istovremeno u bazi i u eksponentu, tada je prakti¢no koristiti Cauchyjev kriterij.
Takoder, Cauchyjev kriterij je jaci od d’Alemberovog tj. ako d’Alembertov kriterij daje
odluku o konvergentnosti nekog reda, tada odluku daje i Cauchyjev kriterij. D’ Alembertov
kriterij se koristi gotovo uvijek kada se u opéem Clanu reda ) a, pojavljuje indeks n u
obliku faktorijele.

No, Cesto se za ispitivanje konvergentnosti redova koriste i slabije varijante d’ Alem-
bertova i Cauchyjeva kriterija, tzv. kriteriji u formi limesa o kojima nam govori sljedeci
korolar.

Korolar 3.1.8. (/3)]) Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva i neka postoji m € N takav da je
a, # 0zan > m. Ako bar jedan od nizova

n a}’H—l

(Vial). ( . )
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konvergira k L € R, onda red }, a, konvergira ako je L < 1, odnosno divergira ako je
L>1.

Dokaz. Pretpostavimo da niz (\/" Ianl) konvergira k L. Ako je L < 1, onda postoji € > 0
takvo da je L + € < 1. Za taj & postoji ny € N takav da
(n>ny) = (L—g < y|a,) < L+é¢).

Ako sada primijenimo Cauchyjev kriterij za ¢ = L + &, zakljucujemo da red }; a,
apsolutno konvergira. Analogno se dokazuje divergencija u slucaju kada je L > 1.

an

Takoder, analogno se provodi dokaz ako niz ( “"—*") konvergira. O

Primjer 3.1.9. Ispitajmo konvergenciju reda T
Koristit cemo upravo opisanu varijantu d’Alembertovog kriterija.
Promotrimo omjer:

(n+1)!

Qn1| ot (m+ D3 (m+1)-n!-3" n+1
ap | o a3l T opl3n.30 3
Sada je
n ) +1
L:limaJr1 :hmn =o00>1,
n—oo an n—oo 3

pa prema d’Alembertovom kriteriju zakljucujemo da zadani red divergira.

3"+ 1
Primjer 3.1.10. Ispitajmo konvergenciju reda T
Imamo:
(/ 3+1] V3 +1
|2
pa je
; 1+ L
3n+1 1 3
L= lim —lim~—— = =251,
n—oo n—o0 = = 2
3 3

dakle prema Cauchyjevom kriteriju red je divergentan.

Primijetimo da u d’ Alembertovom i Cauchyjevom kriteriju u formi limesa, ako je L =
1, kriterij ne daje odluku. U tom slucaju se za ispitivanje konvergencije koristimo nekim
drugim kriterijima.
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Teorem 3.1.11. ([4])Integralni kriterij

Neka je f neprekidna, pozitivna i padajuca funkcija na [a,+o0) za neki a > 0 i neka
je a, = f(n). Tada su fa e f(x)dx i ), f(n) ekvikonvergentni (oba su ili konvergentna ili
divergentna).

Dokaz. Neka je zadan red ) f(n), gdje je f neprekidna, pozitivna i padajuca funkcija
na [a, +00). Pogledajmo bez smanjenja opcenitosti slucaj kada je @ = 1. Iz monotonosti
funkcije f slijedi
flk+1) < f(x) < fk)
zaxe€lk,k+1],k=1,2,... Integracijom u granicama od k do k + 1 dobivamo:
k+1

fle+1) < f(odx < flk,k=1,2,...
k

Sumiranjem ovih nejednakosti za k = 1,2,...,n — 1 dobivamo:

f(2)+f(3)+-'-+f(n)ﬁf fdx < f()+ f2) +---+ f(n—1). (3.3)

Ako postoji konacan flm f(x)dx = I, onda iz lijeve nejednakosti u (3.3)) zakljucujemo
da su parcijalne sume reda ogranic¢ene odozgo sa f(1) + I, pa red konvergira.
Ako je integral divergentan, onda je

1

lim f(x)dx = +o0,

n—+oo Jy

pa iz desne nejednakosti u (3.3)) slijedi da je red divergentan.
Napomenimo jos da u slu¢aju konvergencije suma reda ne mora biti jednaka vrijednosti
integrala. |

Primjer 3.1.12. Primijenimo integralni kriterij na red

|
;nlnn'

1 Inx+1
Ovdje je f(x) = ——. Njena derivacija je f'(x) = A < 0za x > 2, dakle f je
xIlnx x21n* x

padajuca na [2, +00). Sada je

+00 R
) dx t=Inx 2-—>1n2
j; f(x)dx - Rl—lgloo 2 xInx N [ dt = d—; R—>InR |

In R

= lim — = lim In|f|
Ro+too Jiio 1 R—+c0

InR
= lim (InInR —InIn2) = +oo.

In2 R—o+eo

Buduci da integral divergira, zakljucujemo da i zadani red divergira.
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1
Primjer 3.1.13. Ispitajmo konvergentnost hiperharmonijskog reda Z - koristeci inte-
n

gralni kriterij.

1
U ovom primjeru je f(n) = —, pa imamo f(x) = — = x?.
n’ xP

Sada racunamo:

00 00 x_p+] R
f f(x)dx = f xPdx = lim '
1 1 R—oo -p +1h

. RP*1 1 1 . 1
= lim — = Iim(———-1].
Roo\—=p+1 —-p+1 1 — p R\ RP7!

1 1
Zap=1,red Z — je harmonijski red Z — za koji znamo da divergira.
n? n { |
. . _ . p—l ve _ ve _
Ako je p > 1tadajep—1>0i R\~ — oo, pa R T teZi k 0, dakle = 1 teZiu—1,

4. Ill_r)n (—_1 - 1) postoji i jednak je —1. Ukupni limes je sada:

o \ RP
1 1 1 1
lim -1|=—-(-1)= —.
1 — p R\ RP! 1-p p-1

oo 1
Dakle, integral fl f(x)dx konvergira, pa i red Z - konvergira.
n

1 1
Akoje p < 1tadajep—1<0iR" — 0, pa =) teZi u beskonacno, dakle = 1

teZi u beskonacno. Ukupni limes je:

1 1
lim —1] = oo.
1 — p R—> Rp—l
Dakle, i [ [~ f(x)dx divergi i red ld' '
akle, integra fl f(x)dx divergira, paire Zn—p vergira.

Teorem 3.1.14. ([4])Logaritamski kriterij
Red 3 a,, a, > 0 konvergira ako postoji ny € N i a > 0 takav da je:

-1

Ina,

>1+a,
Inn

za svaki n > ny, a divergira ako je:

Ina,’
<1

Inn
za svaki n > ny.
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Dokaz. Ako postoji @ > 0 imamo:

Ing' > Inn(l +a)
Ina,' > Inn'*
-1 1+a
a, =2n

1

nl+a’

a, <

za svaki n > ny. Ovime smo red ) a, usporedili s hiperharmonijskim redom Z —— 74
n

koji znamo da konvergira kada je 1 + @ > 1, tj. @ > 0. Dakle, red }’ a, konvergira.

S druge strane, imamo:

Ina;!
<1

Inn

Ina,' <Inn

a, >

b

S | =

1
pa smo u ovom slucaju red }’ a, usporedili s harmonijskim redom ), — za koji znamo da
n
divergira, dakle red }’ a, takoder divergira. O
1

Primjer 3.1.15. Neka je opci ¢lan reda }, a, dan sa a, = —————, n > 2. PokaZimo
[In (Inn)]™"

da je red ) a, konvergentan.
Najprije racunamo:
a;' = [In(Inn)]"™"
Ina,' = In[In(In n)|m”
Ing,' =Inn-1n[In(nn)]

Ina;!
= In[In(Inn)].
Inn
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Red )’ a, konvergira ako je In[In(Inn)] > 1 + a. Neka je @ = 1, tada imamo:

In[In(Inn)] > 2
In(Inn) > €

Inn > e
2
nz e(e )
) . g .
Za ny = |e + 1 vrijedi da za svaki n > ny je ] > 2, tj. prema logaritamskom
nn
kriteriju red konvergira.
1
Primjer 3.1.16. Neka je opci clan reda ), a, dan sa a, = W, n > 1. PokaZimo da
nn

tada red ) a, divergira.
Racunamo:
a' = (Inp)"0n
Ina;' = In (In n)"™?
In a;l = In(Inn) - In(In n)
Ina;' = [In(In n)]?

Ina;'  [In(Inn)]?

Inn Inn

Tvrdimo da je
2
[In(In n)] <1

—_ b

Inn

4.
[In(Inn)]* < Inn.

Stavimo Inn = z, kada n — oo, onda i 7 — oco. Sada imamo [Inz]* < z. Promatramo
funkciju f(z) = z— (In2). Sada imamo:

1
f)=1-2Inz--=0
Z

21
iz ¢ega slijedi 1 = ﬁ, 1. % = Inz. Pitamo se je li % > Ingz, za svaki z > 1. U tu svrhu,
1 1 1 1
definirajmo funkciju k(z) = % — Inz. Tada je k'(z) = 5T 0, iz Cega slijedi 5= 4.
Z Z



POGLAVLIJE 3. KRITERI1JI ZA KONVERGENCIJU REDA 28

1 1
z=2.Zaz>2je— < > = k’(2) > 0, dakle funkcija k raste i
Z

2
k(2) = §—1n2: 1-In2=0.31>0.
Dakle, za z > 2, zbog rasta funkcije k imamo da je k(z) > k(2) iz cega slijedi

%—lnz>0.31 >0,

tj. k(z) > 0 za z > 2. Znaci da je % > Inz tj. f'(z) > 0 pa f raste. Za z = 2 je

f(2) =2—-(n2)?> = 1.52. Za 7 > 2 zbog rasta od f vrijedi f(z) > f(2), tj. f(z) je pozitivna,
odnosno:
z—-(nz)*>0

-1
a,

<1,
Inn

7> (Inz) =
dakle promatrani red divergira.

Teorem 3.1.17. ([7])Kummerov kriterij
1
Neka je red Z o divergentan, b, > 0. Ako postoji

lim (bni _ bn+1) =L,
an+1

onda red ), a, konvergira za L > 0, a divergira za L < 0.
Za L = 0 kriterij ne daje odluku.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji lim (b,, I _ b, +1) =L
api]

L
Ako je L > 0 onda postoji g > O (npr. g = 5) takav da za skoro svaki n vrijedi da je
an

b, — by+1 = q. Odavde slijedi da je

An+l

anbn - an+1bn+1 2 qany1 > 0. (34)

Prema tome, niz (a,b,) je padajuéi, a kako je pozitivan, slijedi da je konvergentan.
Bududi da je

(a1by — axby) + (ayby — aszbs) + - - - + (apb, — api1byi1) = a1by — Ay 1bpy,
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zakljuCujemo da je red }; (a,b, — a,.1b,+1) konvergentan, a onda iz (3.4), prema kriteriju
usporedivanja redova, slijedi i konvergencija reda )’ a,.
Neka je sada L < 0. To znaci da za skoro svaki n vrijedi:

ay

by—— = bpt1 £ 0,
ap+
.
1
Apyl > bn+1 )
a, 1
by

1
Kako je prema pretpostavci red Z o divergentan, iz posljednje nejednakosti primjenom

kriterija o usporedivanju redova, premla Teoremu 2.3.9. slijedi da je i red ), a, divergentan.
O

1:3-5--Q2n-1)

Primjer 3.1.18. Ispitajmo konvergenciju reda Z 2 1.6..2
. . ... n

U ovom primjeru ¢emo iskoristiti upravo spomenuti Kummerov kriterij. Promotrimo
najprije omjer:
1-3-5---2n—-1)
an 2.4.6---2n _2n+2
apyy 1:3:5-Q2n-1)-Q2n+1) 2n+1
2:4:6---2n-(2n+?2)

1
Neka je b, = 2n + 1. Tada je red Z o divergentan i imamo:

2n+2
2n+1—(2n+3))——1<0,

lim (bni _ bn+1) - lim ((Zn +1)
Ap+1 n—oo

n—oo

dakle promatrani red divergira.

Teorem 3.1.19. ([7])Raabeov kriterij
Ako postoji

limn( I 1) =L,

an+1

tada red ) a, konvergira ako je L > 0, a divergira ako je L < 0.
Za L = 0 kriterij ne daje odluku.
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C L . N N o
Dokaz. Budu¢i da je red Z — divergentan, u Kummerovom kriteriju mozemo staviti da je

b, = n. Tada red ), a, konvergira ako niz ¢iji je op¢i ¢lan dan sa

n2n —(n+1):n(“” —1)—1

an+l Ap+l

ima pozitivnu grani¢nu vrijednost, a divergira ako je grani¢na vrijednost negativna. Kako
je
. a ) a
hm(n( . —1)—1)>0©hmn( . —1)>1
Ayl Aptl

lim(n( Gn —1)—1)<0<:>1imn( Gn —1)<1,
Ap+l Qn+1

tvrdnja je dokazana. O

1
nn+Dn+2)---(n+k)

Primjer 3.1.20. Ispitajmo konvergenciju reda Z

Promotrimo omjer:

1
a,  nn+1Dm+2)n+3)---(n+k) n+k+1
an+1_ 1 - n ‘

m+Dn+2)---(n+k)n+k+1)

Primjenom Raabeovog kriterija imamo:

limn( @ —1):limn(w—l):limn~k+l

n—oo apiq n—oo n n—oo n

=k+1.

1
Dakle, ako je k > 1, red je konvergentan. Za k = 0 dobiva se harmonijski red Z — koji je
n
divergentan.
1-3-5---2n-1)
2:4-6---2n

Primjer 3.1.21. Promotrimo ponovno red Z iz Primjera 3.1.18. i

primijenimo Raabeov kriterij.

Imamo:
limn(a" —1):limn(§n+2—l):lim 1

<1,
n—oo Api n—o0 n+1 n—oo 21 + 1 2

dakle i primjenom Raabeovog kriterija moZemo zakljuciti da red divergira.
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Teorem 3.1.22. ([5l])Bertrandov kriterij

Ako postoji
limlnn(n( I _ 1)— 1) -1,
(2

tada red )’ a, konvergira ako je L > 1, a divergira ako je L < 1.
Za L = 1 kriterij ne daje odluku.

Dokaz. Neka je u Kummerovom kriteriju b, = nlnn. Tada je prema Primjeru 3.1.12. red

1
Z o divergentan. Imamo da je:

n

b by = nlnn - 2 —(n+ Dln( + 1)
Ap+1 Apt1

a, 1

=nlnn- —(n+1)(lnn+ln(1+—))
an+1 n
a, 1

=nlnn- —(n+l)-1nn—(n+l)-1n(1+—)
Apyl n
a 1 n+l

:lnn(n z —(n+1))—ln(1+—)
apt n

a 1 n+1
:lnn(n( L —1)—1)—ln(1+—) )
An+l n

n+1
Kada n — +o0, tada ln(l + —) — 1, tako da je
n

ap1 Apyl

lim(lnn)(n( n —1)—1):L<:>lim(bn n _bn+l):L_1

1 tvrdnja slijedi iz Kummerovog kriterija.

Primjer 3.1.23. Definirajmo (:) za svaki n € N i svaki a € R formulom:

n n! 0

(a)_a(a—l)(a/—2)---(a—n+1) (a)_l

te ispitajmo konvergenciju reda Z ‘(Q)‘ .
n

o

Buduci da je

|a| =

_Jata-D)a=-2)---(@—n+1)
_' n!
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a ala—-1)(a-2)---(a—n+1)(a-n)
la,| = l( )‘ :’

n+1

(n+1)!
dobivamo da je omjer:
a, n+1 n+1
ane la—n| n-a’

jer za jako velike n izraz a — n postaje negativan pa je modul |\a — n| jednak n — «. Sada
imamo:

limlnn(n-( an —1)—1): limlnn(n~(n+1 —1)—1)
n—o0 Ayl n—o0

n—
1+
:limlnn(n~( “)—1)
n—oo n—a«a
—limnn- 2% D s
n—oo n—-ua

Dakle, promatrani red konvergira prema Bertrandovom kriteriju.

Teorem 3.1.24. ([5])Gaussov kriterij

a,
Neka se
Api1

moZe napisati u obliku:

D :a+§+7—;, (3.5)
ap+1 n n

gdje su a i B konstante, a za vy, vrijedi |y,| < M za svaki n. Tada vrijedi:

red Z a, konvergira ako jea > lilia=1i8> 1,

n=1

redZa,, divergiraakojea < lilia=1iB < 1.

n=1

Dokaz. Ako vrijedi li onda je lim el _ —, 1z ¢ega primjenom d’ Alembertovog krite-
a a

n
rija dobivamo da je red ) a, konvergentan za @ > 1 i divergentan za @ < 1.
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Ako je @ = 1, d’Alembertov kriterij ne daje odluku. Primjenom Raabeovog kriterija,
iz (3.5) za @ = 1 dobivamo:

limn( n_ _ 1) :limn(l B 1)

Qi1 no n?
= hmn(é + LZ)
n o n
= lim (,B + —")

pa je red konvergentan zaa = 118 > 1, adivergentan zaa = 118 < 1.
Akojea =11p =1, tada se (3.5) svodi na:

e n n?

Sada primjenom Bertrandovog kriterija imamo:

1imlnn(n(1 + ﬁ)— 1) - limlnn(l My 1)

n n?

n
=limlnn - &.
n
Bududidaje |y,| < M, tj. —-M <y, < M, slijedi da je
Inn  Inn Inn
-M— < —y, < M—
n n n
... Inn N .« . . (Inn e
i lim — = 0, pa prema teoremu o sendvicu, budu¢i da je niz [ —v, | ukljeSten izmedu
n n

dva niza ¢iji su limesi 0, slijedi da je i limes tog srednjeg niza jednak 0. Dakle, 1 u ovom
slucaju je red )’ a, divergentan. O

Primjer 3.1.25. Ispitajmo primjenom Gaussovog kriterija konvergenciju reda

i 1:3-5--2n-1DJ
2-4-6---2n |-

n=1

Imamo:
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a (2n+2)2_4n2+8n+4

ey \2n+1)  4n2+4n+1
= (4n” + 8n+4): (4n* + dn + 1)
1
1 1 4n?
= T T a1
:1+l—i-—l+ ! )
n n? 4 4@n>+4n+1)

Sada vidimodajea =1,=11

1 1 1
1y <g
47 42 +dn+1)| T 4 4@ +4n+ 1)

il = <ity=s=M
e 2371727

dakle red je divergentan.

3.2 Redovi s proizvoljnim ¢lanovima

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo redove €iji ¢lanovi nisu samo pozitivni brojevi, nego
bilo kakvi realni brojevi. Prvo ¢emo razmotriti red u kojem predznaci ¢lanova alterniraju.

Definicija 3.2.1. Red ) c, ¢iji ¢lanovi naizmjence mijenjaju predznak naziva se alterni-
rajuéi (izmjenicni) red. Opci oblik alternirajuceg reda je:

Cil—Cr+C3—Cq4+:-+Cyp—1—Copnt+ ...,

pri cemu je c, >0, Vn € N.

Teorem 3.2.2. (/3])Leibnizov kriterij
Ako niz (c,) realnih pozitivnih brojeva strogo pada i ako on konvergira k nuli, onda red

Ci—Ct+cCcz3—Cq4+ -+ Cyp1 —Copp + ...
konvergira nekom broju C za koji vrijedi 0 < C < c;.

Dokaz. U svrhu dokaza napisat ¢emo parcijalnu sumu C,,, parnog indeksa za red ¢; — ¢, +
€3 —C4+ -+ Cyp_1 — Coy + ... natri nacina. NapiSimo je najprije u obliku:

Con =(c1 — )+ (c3—c4) + -+ (Come1 — Com)-
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Bududi da niz (c,) strogo pada, svaka zagrada u gornjem zapisu je pozitivan broj. Dakle,
C»,n je zbroj pozitivnih brojeva, tj. C,, > 0, pa zaklju¢ujemo da niz C,,, raste. S druge
strane, ako C,,, napiSemo u obliku:

Con =c1—(c2) —c3) =+ = (Com—2 — Com-1) — Coms

tada vidimo da se C,,, dobiva na nacin da se od ¢; oduzme pozitivan broj, pa je oigledno
Con < c1. Bududi da niz Cy,, raste i da je ogranien s ¢y, on konvergira i za njegov limes C
vrijedi C < ¢y.

Nadalje, znamo da vrijedi C,,, = Cy,—1 — 2 , Sto zajedno s pretpostavkom da ¢, — 0

povlaci lim C,,,_; = C. Znadi, niz (C,) konvergira k C.
Iz C2m+1 = C2m—1 - (sz - C2m+1) uocavamo da je C2m+1 < C2m—1’ tj. da C2m_1 tezik C
padajuéi. Odavde je C,,, < C < Cy,—1 , Ym € N i posebno je 0 < C < Cj. O
- o =D
Primjer 3.2.3. Red Z je konvergentan.
n=1 n
Opdi ¢lan reda je a, = - pajela,| = —
n
Vidimo da je |ai| > lay| > --- > la,| > ..., tj. niz (la,|) strogo pada. Ujedno je
lim |a,| = lim — = 0. Dakle, red konvergira prema Leibnizovom kriteriju.

n—00 n— 00 \/ﬁ
- . . w1
Primjer 3.2.4. Ispitajmo konvergenciju reda Z(—l) tg —.
n
1
U ovom primjeru je |a,| = tg — i vidimo da vrijedi:
n

lai| > laz| > - -+ > lan| > ...,

tj. da niz (|a,|) strogo pada i teZi u nulu. Dakle, uvjeti Leibnizovog kriterija su zadovoljeni
i promatrani red konvergira.

Sada ¢emo navesti joS dva kriterija koji se koriste pri ispitivanju konvergencije redova
kojima je op¢i Clan oblika a,b,. No, najprije navodimo lemu kojom ¢emo se koristiti u
jednom od dokaza.

Lema 3.2.5. Abelova lema i
Neka su (a,) i (b,) nizovi realnih brojeva i neka je s, = Z ay parcijalna suma reda
k=1

[ee)
Z a,. Tada za svaki m > n vrijedi:
n=1
m m—1

Z aiby = by — $pbps + Z Sk (bx = bs1) -

k=n+1 k=n+1
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Teorem 3.2.6. (/|I)/)Dirichletov kriterij
Neka su (a,) i (b,) nizovi realnih brojeva koji zadovoljavaju uvjete:

1) niz parcijalnih suma s, = Z ay je omeden,
k=1

2)by2by>2b3;>---20,

3) lim b, = 0.

n—oo

Tada je red Z a,b, konvergentan.
n=1
Dokaz. Buduci da je (s,) omeden, postoji M > 0 takav da je |s,| < M za svaki n. Kako je
lim b, = 0, za dani € > 0 postoji ny takav da je b, = |b, — 0] < ﬁ za svaki n > ngy. Prema

n—oo

Abelovoj lemi, za m > n > ny slijedi:

i apbi| =

Smbm — Spbpi1 + Z Sk (bk = brs1)

k=n+1

m—1

< Isul - bl + 1,1 1bnstl + " Isel i = by
k=n+1

m—1
<M-by+M-b,,, + Z M - (b — bry1)
k=n+1

=M- [bm + bn+1 + (bn+1 - bn+2) + (bn+2 - bn+3) +...+ (bm—Z - bm—l) + (bm—l - bm)]
=2M - b,
<E&.

Dakle, prema nuZznom i dovoljnom uvjetu konvergencije, red Z a,b, konvergira. O

n=1

cos(mr)

Primjer 3.2.7. Red Z konvergira.

(o)

Promotrimo niz (s,) parcijalnih suma reda Z cos(nn) :
n=2
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sp =cos2mr =1
s3=cos2mr+cos3tr=1-1=0
sS4 =cos2mr+cos3r+cosdn=1-1+1=1

ss =cos2m+cos3m+cosdn+cosSn=1-1+1-1=0

1

Vidimo da je niz (s,) ogranicen. Niz (1—) Jje padajuci i teZi u nulu. Dakle, promatrani red
nn

konvergira prema Dirichletovom kriteriju.

= 221p2 1

Primjer 3.2.8. Pokazimo da red - —— konvergira.
~ en!  In? n
22nn2 s
Neka je (a,) = ( ) i(b,) = ( > ) Neka je (A,) niz parcijalnih suma reda Z a,.
e"n! In“n o

Tvrdimo da je (A,) ogranicen. Jedan od nac¢ina na koji moZemo to pokazati je da pokazemo

da je red Z a, konvergentan. Primijetimo da je:

n=2
2211+1 . (n + 1)2
. |Qns .oemlo(m+1)! . 4dn+ 1)
lim || = lim # = lim =0.
n—o | A, n—o0 2 n., n n—oo @ - nZ
e - n!

Dakle, red Z a, konvergira prema d’Alembertovom kriteriju, pa i niz (A,) konvergira.

n=2
Svaki konvergentni niz realnih brojeva je ogranicen, pa je i (A,) ogranicen. Niz (b,) je
o 222 1
padajuci niz i lim b, = 0. Dakle, prema Dirichletovom kriteriju red Z - —— ko-
00 ~ em! In‘n
nvergira.
COs na

Primjer 3.2.9. Neka je a # 2kn, k € Z. Ispitajmo konvergenciju reda Z .
\Vn
1
Definirajmo najprije nizove (a,) = (cosna) i (b,) = (—) . Za ogranicenost niza par-

Vi

cijalnih suma od (a,) koristit cemo se formulom

n+1
cos 10
2 . na
cosa +cos2a +cos3a+---+cosna = —a/-sm?
sin —

2
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koja se moZe dokazati metodom matematicke indukcije. Buduci da je

n+1
cos > @ g 1
-sin —| < 1k
sin — sin —
2 2

1
i lim — = 0. Dakle, nizovi (a,) i (b,) zadovoljavaju uvjete Dirichletovog kriterija, pa

n—sco \/ﬁ

slijedi da je red } a,b, konvergentan, a taj red je upravo red zadan u zadatku.

Teorem 3.2.10. (/1]])Abelov kriterij

Neka je (b,) monoton i omeden niz realnih brojeva i neka je red Z a, konvergentan.

n=1

Onda je i red Z a,b, konvergentan.

n=1
Dokaz. Niz (b,) je monoton i omeden, dakle konvergentan s nekim limesom b. Red Z a
n=1

je konvergentan pa je konvergentan i red b Z a, = Z ba,. Ako je niz (b,) rastuci, stavimo

n=1 n=1

cn=b-b, (3.6)
Tada je niz (c,) padajuci. Ako je niz (b,) padajudi, stavimo

cn=b,—b (3.7

pa je (c,) ponovno padajudi niz. Budu¢i da je red }; a, konvergentan, tj. niz (s,) njego-
vih parcijalnih suma je konvergentan, dakle i omeden, primjenjiv je Dirichletov kriterij na
red )’ c,a,, tj. red ) c,a, konvergira.

U slucaju da je niz (b,) rastudi vrijedi (3.6) i moZemo pisati:
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Buducdi da se konvergentni redovi mogu zbrajati i oduzimati ¢lan po ¢lan, dobiveni red je
konvergentan.

U slucaju da je niz (b,) padajuéi zbog (3.7) vrijedi:

i dobiveni red je konvergentan.

« n’n!cos —
n

Primjer 3.2.11. Ispitajmo konvergenciju reda —
HZ:; e(n+2)!

koristec¢i Abelov kriterij.

3.1

Red ; % konvergira prema d’Alembertovom kriteriju jer je:
tim 9] 2 g n+1P? -+ - n+2)! 1 (n+1)* 1 <1
im = lim . =-lim ———=-<1,
n—oo | a, n—co  e"tl.(n+3)! n3 - n! enbond-(n+3) e

1
a niz (cos (—2)) je rastuci i omeden. Dakle, zadani red konvergira prema Abelovom
n

kriteriju.

[Se] 1 n
Primjer 3.2.12. Ispitajmo konvergenciju reda Z(—l)" (1 + —) - tg —.
n n
n=1

1y 1
Niz ((1 + —| | je rastuci i ogranicen, a red Z(—l)" tg — konvergira na osnovu Leibni-
n n

zovog kriterija (Primjer 3.2.4.). Dakle, prema Abelovom kriteriju zadani red konvergira.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu iznesena je osnovna teorija o nizovima i redovima brojeva.
Obradeni su redovi brojeva, konvergencija redova te neka osnovna svojstva konvergent-
nih redova. Naglasak je stavljen na razliCite kriterije za ispitivanje konvergencije redova.
Posebno su promatrani redovi s pozitivnim i posebno redovi s proizvoljnim ¢lanovima.
Takoder, za svaki od spomenutih kriterija konvergencije dani su karakteristicni primjeri
zadataka.



Summary

In this thesis we analyze the basic theory of sequences and series of numbers. We have been
analyzing series of numbers, their convergence and some basic properties of convergent
series. The accent is on different criteria of convergence. Series with positive terms and
series with arbitrary terms have been analyzed separately. Also, for each of criterion of
convergence the typical examples are given.



Zivotopis

Zovem se Lucija Kolacko. Rodena sam 2.12.1989. u Varazdinu. Osnovnu Skolu pohadala
sam u Varazdinu u Cetvrtoj osnovnoj §koli, nakon &ega upisujem Prirodoslovno-matematic¢ku
gimnaziju u Varazdinu. Nakon zavrSetka srednje Skole, 2008./2009. akademske godine
upisujem Prirodoslovno-matematicki fakultet na Matematickom odsjeku u Zagrebu. Pred-
diplomski studij nastavnickog smjera matematike zavrSavam 2012./2013. godine. Nakon
toga 2015./2016. godine upisujem Diplomski studij matematike, nastavnicki smjer.
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