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Uvod

U ovom diplomskom radu proucavamo polje kompleksnih brojeva kao jednu apstrak-
tnu algebarsku strukturu. U prvom poglavlju definirali smo neke osnovne pojmove
kao Sto su binarne relacije i operacije te proucavali koncepte razlicitih algebarskih
struktura. U drugom poglavlju definirali smo skupove prirodnih, cijelih i racionalnih
brojeva kao podskupove jednog potpuno uredenog polja te proucavali neka zanimljiva
svojstva operacija nad njima. Takoder smo definirali i potpolja. U tre¢em poglavlju
definirali smo polje kompleksnih brojeva, zatim izomorfizam polja te smo promatrali
prosirenje polja realnih brojeva do polja kompleksnih brojeva.



Poglavlje 1

Uredeni prsteni

1.1 Binarne relacije i operacije

Neka je S skup te neka je ~ podskup Kartezijevog produkta S x S. Tada za ~
kazemo da je binarna relacija na S. Ako je ~ binarna relacija na skupu S te ako
sux,y € S takvi da je (z,y) €~ onda pisSemo x ~ y, a ako su z,y € S takvi da
(z,y) ¢~, onda pisemo x ~ y. Npr. ako je S bilo koji skup te ~= S x S, onda je
~ binarna relacija na S te za sve x,y € S vrijedi x ~ y. Ako je S bilo koji skup te
~= (), onda je ~ binarna relacija na S te za sve z,y € S vrijedi z = y.

Neka je ~ binarna relacija na skupu S. Kazemo da je ~ refleksivna relacija na
skupu S ako je

T~

za svaki x € S. Kazemo da je ~ antisimetri¢na relacija na S ako za sve x,y € S
vrijedi: x ~yiy~z=2=1y.

Kazemo da je ~ tranzitivna relacija na S ako za sve x,y, z € S vrijedi:x ~ y i
y ~ z = x ~ 2. Kazemo da binarna relacija ~ ima svojstvo usporedivosti na S
ako za sve x,y € S vrijedi x ~ y ili y ~ x. Za binarnu relaciju na skupu S koja je
refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna te ima svojstvo usporedivosti kazemo da je
uredaj na skupu S.

Primjer 1.1.1. Neka je S skup svih podksupova od R te neka je ~ binarna relacija
na Sdefinirana sa

A~B

ako je A C B. Za svaki skup A vrijedi A C A pa je relacija ~ refleksivna na S.
Nadalje, ako su A i B skupovi takvi da je A C B i B C A, onda je A = B, dakle
relacija ~ je antisimetricna.
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Ako su A, B,C skupovi takvi da je A C B i B C C, onda je A C C, §to znaci da
je relacija ~ tranzitivna. No, ~ nije uredaj na S jer nema svojstvo usporedivosti.
Naime, za A = {1,2,3} i B={4,5,6} vrijedi A,B € S, no A= B i B » A.

Neka je G skup te neka je x : G x G — G funkcija. Tada za * kazemo da je
binarna operacija na skupu . Ako je * binarna operacija na skupu G onda ¢emo
za x,y € G umjesto *(x,y) pisati i x * y. Za binarnu operaciju * na skupu G kazemo
da je asocijativna ako za sve z,y, z € G vrijedi

wx(y*z)=(x*ry) =z

Neka je * binarna operacija na skupu G te neka je e € G. Kazemo da je e neutralni
element za x ako za sve x € G vrijedi

r*xe==x

exx =x.

Uoc¢imo sljedece: neutralni element, ako postoji, je jedinstven. Naime, pretpostavimo
da su ei f neutralni elementi za x. Tada za svaki x € G vrijedi e x x = x pa posebno
za x = f dobivamo e x f = f. Nadalje, za svaki x € G vrijedi x x f = x pa posebno
za x = e dobivamo e x f = e. Dakle

exf=f

exf=e

pajee=f.

Ako je x binarna operacija na skupu G takva da je * asocijativna te da ima
neutralni element, onda za uredeni par (G, %) kazemo da je monoid. Ako je (G, %)
monoid onda ¢emo sa e oznacavati neutralni element za *. Neka je (G, *) monoid te
r € G. Za y € G kazemo da je inverzni element od z u (G, %) ako vrijedi z xy = e i
yxT=e.

Propozicija 1.1.2. Neka je (G, *) monoid te neka je x € G. Pretpostavimo da su
Y,z € G inverzni elementi od x u (G, *). Tada je y = .

Dokaz. Po definiciji inverznog elementa znamo da vrijedi x x y = e. Iz ovoga slijedi

zx (xxy)=2zx*e.
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Primjenom asocijativnosti i definicije neutralnog elementa dobivamo
(zxx)xy =2z

Kako je z inverzni element od x vrijedi da je z *x x = e. Stoga je e xy = z, tj.
Yy =2z. L]

1.2 Grupe i prsteni

Za monoid (G, *) u kojem svaki element ima inverzni element kazemo da je grupa.
Za binarnu operaciju * na skupu G kazemo da je komutativna ako za sve x,y € GG
vrijedi
THkY =1 *T.
Ako je (G,*) grupa takva da je binarna operacija * komutativna, onda za (G, %)
kazemo da je komutativna (Abelova) grupa.
Neka je P skup te neka su + i - binarne operacije na P takve da vrijedi sljedece:

1) (P,+) je Abelova grupa;

2) - je asocijativna operacija na P;

3) za sve z,y,z € P vrijedi:
r-(y+z2)=x-y+az-z
(x4y) - z=x-24+y-z

Tada za (P, +,-) kazemo da je prsten. (Pri tome u gornjim jednakostima koristimo
standardni dogovor da - ima veli prioritet od +, tj. x -y + x - z zapravo znaci
(x-y)+ (x-2).) Ako je (P,+,-) prsten takav da je binarna operacija - komutativna
onda za (P, +,-) kazemo da je komutativan prsten. Ako je (P, +,-) prsten onda
neutralni element za operaciju + obi¢no oznacavamo sa 0. Nadalje, za x € P inverzni
element od x u (P,+) oznacavamo s —z. Dakle, za svaki € P vrijedi z + (—x) =0
i(—z)+2=0.

Propozicija 1.2.1. Neka je (P, +,-) prsten.Tada za svaki x € P vrijedi 0-x =0 i
x-0=0.

Dokaz. Neka je x € P. Tada je
0-2=(0+0)-2=0-2+0-2x.

Uvedimo oznaku z = 0- 2. Imamo da je z = 2+ 2. Slijedi 2z + (—2) = (2 + 2) + (—2)
pa koristeci asocijativnost operacije + dobivamo da je 0 = z. Prema tome 0 -z = 0.
Analogno dobivamo da je x - 0 = 0. O
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Ako je (P,+,-) prsten takav da postoji neutralni element za operaciju -, onda
kazemo da je (P,+,-) prsten s jedinicom. U tom sluc¢aju neutralni element za
operaciju - oznacavamo sa 1. Za komutativan prsten s jedinicom (P, +,-) kazemo da
je polje ako je 0 # 1 te ako za svaki x € P takav da je x # 0 postoji inverzni element
od x u (P,-)(tj. postoji y € P takav da je x-y =1). U tom slucaju za x € P, x # 0,

inverzni element od z u (P,-) oznacavamo s z~'. Za prsten (P, +,-) kazemo da je

integralna domena ako za sve x,y € P takve da je x # 01y # 0 vrijedi x - y # 0.
Propozicija 1.2.2. Neka je (P,+,-) polje. Tada je (P,+,-) integralna domena.
Dokaz. Neka su x,y € P takvi da je x # 01y # 0. Pretpostavimo da je z -y = 0.

Tada je

st (x-y) =210

pa koristeci asocijativnost operacije - i propoziciju dobivamo

No,z7'-z=1pajel-y=0,tjy=0,sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je
y # 0. Prema tome, x -y # 0. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O]

Neka je (P, +, ) prsten te neka je < uredaj na P takav da vrijedi sljedece:
1) ako su z,y € P takvi da je x < y onda za svaki z € P vrijedi x + 2z < y + z;
2) akosuz,y € Ptakvidaje 0 <zxi0<yondajel<x-y.
Tada za (P, +, -, <) kazemo da je uredeni prsten.
Propozicija 1.2.3. Neka je (P, +,-) prsten te neka su x,y € P. Tada vrijedi:
1)z (~y)=-zy;
2) (—x)-y=—x-y
3) (—x) - (—y) =x-y (pri tome —x -y znaéi —(x - y)).
Dokaz. Imamo, koriste¢i propoziciju [1.2.1
- (—y)+x-y=z-(—y+y)=x-0=0,

tj.
r-(—y)+x-y=0
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pa kada lijevoj i desnoj strani jednakosti "dodamo” —x -y dobivamo

v (~y)=—z-y.

Analogno dobivamo (—z) -y = —x - y. Koristeéi upravo dokazane tvrdnje dobivamo

(—z) - (=y) = =(z-(=y) = =(=(z-y)) =z -y,
dakle
(—z) - (—y) =z-y.
Ovdje smo koristili da za svaki z € P vrijedi —(—z) = 2. Naime, to je posljedica

sljedeceg: ako je y inverzni element od x u nekom monoidu onda je x inverzni element
od y (u istom monoidu). O

Ako je (P,+,-) prsten onda ¢emo za x,y € P umjesto x + (—y) pisati i © — y.
Napomena 1.2.4. Neka je (P,+,-) prsten te neka su x,y,z € P. Tada je
z-(r—y)=z-x—2z-y.
Naime, koristeci propoziciju[1.2.5 , dobivamo
zo(v—y)=z-(z+(~y)=z-z+z-(—y)=z-x+(—2z-y)=z-x—2-y.

Analogno dobivamo,
(x—y) z=x-2—y- 2

Propozicija 1.2.5. Neka je (P, +,-, <) uredeni prsten. Neka su z,y,z € P takvi da
jex <y tel <z Tada je
zx < 2y

rz < yz.

Dokaz. 1z x < y i definicije uredenog prstena slijedi
z+(—2) <y+(—x),

tj. 0 <y —x. Iz ovoga te 0 < z i definicije uredenog prstena slijedi 0 < (y — z) - z.
Iz ovoga i napomene, slijedi
0<y-z—x-z

Zbrajajuci lijevoj i desnoj strani ove nejednakosti zz, dobivamo xz < yz. Analogno
dobivamo zx < zy. O
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Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Kazemo da je (P, +, -, <) uredeno polje ako
je (P,+,-) polje.

Neka je S skup te neka je < uredaj na skupu S. Tada za uredeni par (5, <)
kazemo da je ureden skup.

Neka je (S, <) ureden skup sa sljede¢im svojstvom: Ako su A i B neprazni pod-
skupovi od S takvi da za svaki z € A i za svaki y € B vrijedi x < y, onda postoji
z € Stakavdajexr < ziz <y, zasvaki x € Aizasvaki y € B. Tada za (S, <)
kazemo da je potpuno ureden skup.

Za uredeno polje (P, +,-, <) kazemo da je potpuno uredeno polje ako je (P, <)
potpuno ureden skup. Za potpuno uredeno polje kazemo jos i da je polje realnih
brojeva.

Propozicija 1.2.6. Neka je (P, +,-, <) uredeni prsten, pri éemu je (P,+,-) prsten
s jedinicom. Tada je
0<1.

Dokaz. Buduéi da je < uredaj na P, vrijedi 0 < 1ili 1 < 0. Pretpostavimo da ne
vrijedi 0 < 1. Tada je 1 < 0. Slijedi 14+ (—1) <04 (—1), tj 0 < —1. Prema svojstvu
(2) iz definicije uredenog prstena vrijedi

" (~1)-(-1)=1-1=1

prema propoziciji [1.2.3] pa je 0 < 1, kontradikcija. Prema tome,

0<1.

]

Neka je (S, <) ureden skup. Za z,y € S piSemo = < y ako je x < y iz # y.
Nadalje, pisemo z £ y ako ne vrijedi © < y. PiSemo z £ y, ako ne vrijedi z < y.

Propozicija 1.2.7. Neka je (S, <) ureden skup. Neka su x,y,z € S.
1) Akojex <y iy <z ondajex < z.
2) Ako jex <y iy <z, onda jex < z.
3) Ako jex <y iy <z, onda je x < z.

{)rtyeye
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5)rtyesy<ua

6) Ako je x # vy, onda je x <y ili jey < x.
7) v & x

Dokaz. 1) Izx < yslijedi x < y. Ovo zajedno say < z daje x < z. Pretpostavimo
da je z = z. Stoga je y < x (jer je y < z) pa zbog = <y imamo x = y. Ovo je
u kontradikciji s x < y. Prema tome x # z. Zakljucak: x < z.

2) Iz y < z slijedi y < z, $to zajedno sa z < y povlaci x < z. Pretpostavimo da je
x =z. Tada je x <y iy < x pa iz antisimetricnosti relacije < slijedi x = y sto
je u kontradikciji s y < . Prema tome x # z pa zaklju¢ujemo da je = < z.

3) Iz y < zslijedi y < z. Dakle, z < y iy < z, pa prema 1) vrijedi z < z.

4) Pretpostavimo da x &£ y. Zelimo dokazati da je y < z. Pretpostavimo suprotno.
Zmnamo da je x < y ili y < x pa zakljucujemo da je x < y. Iz x £ y slijedi x =y
pa posebno vrijedi y < z, a to je u kontradikeiji s pretpostavkom da y £ .
Prema tome y < x.

Uzmimo sada da je y < z. Zelimo dokazati da = # y. Pretpostavimo suprotno,
tjdajex <y. Iz x <y iy < ziantisimetricnosti relacije < slijedi x = y sto
je u kontradikciji s z < y. Prema tome = £ y.

5) Pretpostavimo da z £ y. Znamo da je x < y ili y < z pa zaklju¢ujemo da je
y < x. Kada bi vrijedilo y = x onda bismo imali x < y sto je u kontradikciji s
pretpostavkom. Prema tome y # x pa je y < x.

Uzmimo sada da je y < x. Zelimo dokazati da z £ y. Pretpostavimo suprotno,
tj da je x < y. Iz ovoga i y < x kao i maloprije dolazimo do kontradikcije.
Prema tome z £ y.

6) Pretpostavimo da je z # y. Znamo da je x < y ili y < . U prvom slucaju
(x < y) vrijedi z < y a u drugom y < x.

7) Ovo je otito.
[

Napomena 1.2.8. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje. Znamo da je tada 0 # 1, a
prema propoziciyi vrijedi 0 < 1. Stoga je 0 < 1.

Propozicija 1.2.9. Neka je (P, +,-, <) uredeni prsten.

1) Neka su x,y,z € P takvi da je x < y. Tada je x + z < y + 2.
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2) Pretpostavimo da je (P, +, ) integralna domena te da sux,y € P takvi da 0 < x
10<vy. Tada je 0 < x - y.
Dokaz. 1) Iz x < y slijedi z < y pa je
r+z<y+z.
Pretpostavimo da je 4+ 2z = y + z. Tada je
(z4+2)+(—2) = (y+2) + (—2)
pa je x = y. Ovo je u kontradikciji s pretpostavkom da je z < y. Prema tome
r+z£y+z
pa zakljucujemo da je v + z < y + 2.
2)Iz0 < xslijedi0 <zxi0#z Iz0< yslijedi 0 < yi0 #y. Iz definicije
uredenog prstena slijedi 0 < z-y. Iz definicije integralne domene slijedi 0 # x-y.

Prema tome, 0 < x - y.
O]

Napomena 1.2.10. Neka je (P,+,-) polje te neka su z,y € P, x # 0,y # 0. Tada
je (x-y)~t =yt x7t. Naime, vrijedi,

(@y) (e )=y y ) e = (yy ) =@ =zal =1

Dakle, (z-y) - (y~' 271 =1 pa mnoZenjem ove jednakosti sa (z -y)~' dobivamo
s ea = (@)

Nadalje ako su x,y € P onda na analogan nacin dobivamo —(z +vy) = —x + (—vy).

Propozicija 1.2.11. Neka je (P,+,-, <) uredeni prsten takav da je (P,+,-) inte-
gralna domena. Neka su x,y,z € P takvi da je v <y 10 < z. Tada je

T-2<Y -z

2 x < 2.
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Dokaz. 1z propozicije slijedi
z-z2<y-z.

Pretpostavimo da je z - z = y - 2. Tada je 0 = yz — x2z pa iz napomene slijedi
O0=(y—2) -2 Iz0< zslijjedi 2 #0, aiz z < y slijedi 0 < y —x pajey —x # 0.
Ovo je u kontradikeiji s ¢injenicom da je 0 = (y — z) - z te da je (P, +, ) integralna
domena. Zakljucujemo da je

xz < Yz.

Analogno dobivamo da je
zx < 2y.

Propozicija 1.2.12. Neka je (P, +,-, <) uredeni prsten. Neka su x,y € P.
1) akoje 0 <z 1y <0 ondaxy <0
2) ako jex <010 <y onda jexy <0
3) ako jex <0 iy <0 onda je 0 < zy

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je 0 < z iy < 0. Iz definicije uredenog prstena i
y < 0 slijedi

y+(-y) <0+ (-y),

tj. 0 < —y. Iz definicije uredenog prstena sada zakljuéujemo da je 0 < z - (—y).
Iz propozicije [1.2.1] (1) slijedi 0 < —(z - y) pa zakljutujemo da je

-y <0.
2. Ovu tvrdnju dokazujemo posve analogno kao tvrdnju (1.)

3. Pretpostavimo da je z < 0iy < 0. Tada je

0< —x
i

0< -y
pa je

a ovo zajedno s propozicijom daje

0<x y.



POGLAVLJE 1. UREDENI PRSTENI 11
Propozicija 1.2.13. Neka je (P, +,-, <) uredeni prsten pri cemu je (P,+,-) inte-
gralna domena. Neka su x,y € P.

1) ako je 0 <z iy <0 onda je xy <0

2) ako jex <010 <y onda je xy <0

3) ako jex <0 1y <0 onda je 0 < xy

Dokaz. 1) Pretpostavimo da je 0 < z iy < 0. Tada je 2 - y < 0 prema propoziciji
1.2.12 te je = - y # 0 prema definiciji integralne domene. Dakle, z -y < 0.
Tvrdnje 2) i 3) se dokazuju posve analogno.

O

Propozicija 1.2.14. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje. Neka je x € P.
1.) ako je 0 < x onda je 0 < z~*
2.) ako je x < 0 onda je x™* < 0

Dokaz. Uocimo sljedeée: ako je # # 0, onda je 27! # 0. Naime, u slucéaju da je
r~! =0, imamo
l=z-27'=2-0=0,

dakle 1 = 0 sto je nemoguce.

1.) Pretpostavimo da je 0 < x. Tada je x71 # 0. Stoga je 0 < z7!ili z71 < 0.
Pretpostavimo da je 7! < 0. Prema propoziciji [1.2.13| (1) imamo

7 lr <0, tj. 1<0,
Sto je u kontradikciji s napomenom Prema tome, 0 < x71.

2.) Ovu tvrdnju dokazujemo analogno.



Poglavlje 2

Potpuno uredena polja

Neka je (R, +, -, <) jedno fiksirano polje realnih brojeva.

2.1 Skup prirodnih brojeva

Neka je S C R. Kazemo da je S induktivan skup ako vrijedi sljedece:
1) 1e8
2) akojex € Sondajex+1€S

Ocito je R induktivan skup. Definirajmo
N={z eR|z €S, zasvaki induktivan skup S}.

Imamo 1 € N (jer je 1 € S za svaki induktivan skup S). Ako je x € N, onda je z € S,
za svaki induktivan skup S pa je x +1 € 5, za svaki induktivan skup S, prema tome
x + 1 € N. Zakljucak: N je induktivan skup.

Napomena 2.1.1. Ako je S induktivan skup, onda za svaki x € N, prema definiciji
od N, vrijedi x € S. Prema tome, N C S, za svaki induktivan skup S.

Propozicija 2.1.2 (princip indukcije). Neka je S C N takav da vrijedi sljedece:
1)1eS
2) akojex € S, ondajex+1€ S

Tada je S = N.

12
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Dokaz. Ocito je S induktivan skup pa je prema napomeni N C S. No, prema pret-
postavci propozicije vrijedi S C N pa slijedi S = N. O

Propozicija 2.1.3. Za svaki x € N vrigedi 1 < x.

Dokaz. Neka je
S={reN|1<z}

Ocito je S C N. Nadalje, ocito je 1 € S. Pretpostavimo da je x € S. Iz 0 < 1 slijedi
r+0<z+1L,tjr<z+1 Izz e Sslijedix € Nil < z. Stoga je

1<x+1

z+1eN.

Prema tome x + 1 € S. Dakle, za svaki z € S vrijedi x + 1 € S. Prema propoziciji
slijedi S = N. To znaci da za svaki x € N vrijedi 1 < . O

Napomena 2.1.4. Vriedi 0 < 1 pa iz propozicije 1 propozicije slijeds
0 <z, za svaki x € N. Posebno, 0 ¢ N.

Propozicija 2.1.5. 1) Za svaki x € R,z # 0 vrijedi = = 1
1°) Za svaki v € R vrijedi § =

2) Neka su z,y,k € R,y # 0,k # 0. Tadajegzki

ky
8) Neka su a,b,c,d € R,b#0,d #0. Tada je § -5 = &<
4) Neka sux,y,2 € R,z #0. Tada je & + ¥ =t
5) Neka su a,b,c,d € R,b#0,d # 0. Tada je & + & = 4dtbe

6) Neka sux,y € R,x # 0,y # 0. Tada je (%)_1 =i
Dokaz. 1) Neka je x € R,z #0. Vrijedi 2 =z 27! = 1.

17) Ocito vrijedi.

3) Koristeéi napomenu dobivamo:

‘—.:(a,-c)-(b~d)_1:(a-c)-(b_l-d_l)z(a~b_1)-(c-d_1):

Sl RS
alo
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2) Koristedi 3) i 1) dobivamo:

4) Vrijedi ® = (z+y) -z =z 27y 2t =2+ L

5) Koriste¢i 2) i 4) dobivamo:

6) Ovo slijedi iz napomene [1.2.10,

Propozicija 2.1.6. Za sve x,y € N vrijedi x +y € N.
Dokaz. Neka je x € N fiksan. Definirajmo skup
S={yeN|x+yeN}
Imamo 1 e Niz+ 1€ NpajeleS. Pretpostavimo da je y € S. Tada je

yeN

r+yeN

Slijedi y + 1 € N te
r+y+1)=(x+y)+1eN.

Stoga je y +1 € S. Ocito je S C N pa prema principu indukcije vrijedi
S=N.
To znaci da za svaki y € N vrijedi
r+yeN.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O]

Propozicija 2.1.7. Za sve x,y € N vrijedi x - y € N.
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Dokaz. Neka je x € N fiksan. Definirajmo skup
S={yeN|z -yeN}L

Imamo 1 e Niz-1=x € NpajeleS. Pretpostavimo da je y € S. Tada jey € N
iz-y e N. Imamo
y+1eN

r-(y+1)=xz-y+ax-l=x-y+xzeN.
(ovdje smo koristili prethodnu propoziciju). Dakle,
r-(y+1)eN

pa slijedi da je y +1 € S. Prema principu indukcije vrijedi S = N. To znaci da za
svaki y € N vrijedi
x-yeN.

Propozicija 2.1.8. Vrijedi N ={1}U{x + 1|z € N}.

Dokaz. Oznacimo
S={1}u{z+1|zeN}

Ocitoje SCNile S. Nekajexr e S. Tadajex € Npajex+1 € S. Prema
principu indukcije vrijedi S = N. Time je tvrdnja propozicije dokazana. [

Definirajmo 2 =1 + 1.
Korolar 2.1.9. Neka je y € N takav da je 1 #y. Tada je 2 < y.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji imamo y = = + 1 za neki z € N. Prema
propoziciji vrijedi 1 < z. Slijedi

1+1<2+1,
tj. 2 <. 0

Lema 2.1.10. Ako je x € N onda ne postoji y € N takav da je v <y <z + 1.
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Dokaz. Neka je
S={recN|fyecNtakavdaz <y <z +1}.

Pretpostavimo da postoji y € N takav da 1 <y < 2. Iz 1 < y slijedi 1 # y pa iz
korolara slijedi 2 < y, sto je u kontradikciji s y < 2. Prema tome ne postoji y € N
takav da 1 < y < 2 pa zakljucujemo da je 1 € S. Pretpostavimo da je z € S. Zelimo
dokazati da je

r+1eb.

Ocito je
r+1eN.
Pretpostavimo da postoji y € N takav da je

r+l<y<(z+1)+1.
Kad bi vrijedilo y = 1, tada bismo imali x + 1 < 1 pa bi iz propozicije slijedilo
r+1+(-1) <1+ (-1),

tj x < 0, a ovo bi zajedno sa 0 < 1 povlacilo da je x < 1 a to je u kontradikciji s
propozicijom [2.1.3] Dakle, y # 1 pa iz propozicije 2.1.7] slijedi y = z + 1, za neki
z € N. Stoga je

r+l<z4+1l<(z+1)+1

pa iz propozicije dodavanjem (-1) slijedi
r<z<xz+1

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je x € S. Prema tome ne postoji y € N takav
da
r+l<y<(r+1)+1.

To znaci da je x +1 € S. Prema principu indukcije

S=N.
Time je tvrdnja leme dokazana. O]
Lema 2.1.11. Neka su x,y € N takvi da je v < y. Tada je x +1 < y.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Prema propoziciji vrijedi y < x + 1. Ovo je
zajedno s x < y u kontradikciji s lemom [2.1.10, Prema tome vrijedi x +1 <y. [
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Lema 2.1.12. Neka je y € N. Tada je
{reN|jz<ytU{y+k|keN}=N.
Dokaz. Oznacimo
S={reN|z<ylU{y+k|keN}

Ocito je S C N. Iz 1 <y (propozicija[2.1.3)) slijedi 1 € S. Pretpostavimo da je x € S.
Zelimo pokazati da je
r+1elb.

Imamo dva slucaja:

1) zeNiz <y. Vrijedi z =y ili x <y. Ako je

rT=y
onda je
r+1l=y+1
pajex+1€S. Ako je
T <y,
tada iz leme slijedi
r+1<y,

tjr+1ebf.
2) © =y+k, zaneki k € N. Sada je
r+1=y+k)+1=y+(k+1)

pajex+1€S.

U oba slucaja vrijedi z + 1 € S. Prema principu indukcije imamo
S=N.
Time je tvrdnja leme dokazana. O
Teorem 2.1.13. Neka su z,y € N takvi da y < x. Tada je
r—yeN

Dokaz. 1z prethodne leme slijedi da je x = y + k , za neki k € N. Slijedi x —y = k
pa je time tvrdnja teorema dokazana. O]
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2.2 Skup cijelih brojeva

Definirajmo
Z={-n|neN}Uu{0}UN.

Za elemente od 7Z kazemo da su cijeli brojevi. Za x,y € R, y # 0 definiramo
T —1

Z =7x- y .

y

Propozicija 2.2.1. Neka su z,y € Z. Tada je x +y € Z.

Dokaz. Ako je x = 0 ili y = 0, tvrdnja je ocita. Pretpostavimo stoga da je x # 0 i
y # 0. Imamo nekoliko slucajeva:

1) z,y € N. Prema propoziciji vrijedi
r+yeN

Stoga je
r+y € L.

2) z,y € {—n | n € N}. Tada postoje n,m € N takvi da je z = —n iy = —m.
Koristec¢i napomenu [1.2.10] dobivamo

r4+y=(—n)+(—m) =—(n+m).

Vrijedi
n+méeN

(propozicija E-1.6) pa jo
r+y € L.

3) z€Niye{—n|neN} Tada postoji n € N takav da je y = —n. Imamo
rT+y=r—n.

Znamo da vrijedi n < x ili x < n pa zakljuéujemo da je n = x ili n < x ili
x <n. Ako je n =z onda je x —n =0 pa je

T +y € L.
Ako je n < x onda je prema teoremu [2.1.13

z—n€N
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pa je
T4y € L.

Pretpostavimo da je x < n. Prema teoremu [2.1.13| vrijedi n — x € N. Koristeci

napomenu [1.2.10[ dobivamo

—(n—z)=—Mn+(—z))=-n—(—z)=-n+(—(—z)) =—n+z=z—n.

Dakle, © — n = —(n — x) pa je ocito
xr—nec .
Dakle,
x+y € L.

4) x € {—n | n € N} iy € N. Analogno kao u slucaju 3) dobivamo da je z+y € Z.
O
Propozicija 2.2.2. Neka su z,y € Z. Tada je x -y € 7.
Dokaz. Ako je x = 0 ili y = 0 tada prema propoziciji vrijedi z -y = 0 te je stoga
ocito
x-y € L.

Pretpostavimo da je x # 0 i y # 0. Imamo nekoliko slucajeva:
1) z,y € N. Prema propoziciji vrijedi x - y € N. Stoga je

x-y € L.

2) z,y € {—n | n € N}. Tada postoje n,m € N takvida je x = —niy = —m.
Koriste¢i propoziciju [1.2.1] (3) dobivamo

z-y=(=n)-(=m)=n-m,

n-méeN

prema propoziciji [2.1.7] pa je
x-y € L.
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3) z€Niye {—n|ne N} Tada postoji n € N takav da je y = —n. Koristeéi
propoziciju [1.2.] (1) dobivamo

pa je
x-y €l

jer jex -n € N.

4) x € {—n|n € N} iy € N. Analogno kao u slu¢aju 3) dobivamo da je z -y € Z.

O
Propozicija 2.2.3. Neka je x € Z. Tada je —x € 7.
Dokaz. ITmamo tri slucaja:
1) = € N. Tada je ocito —z € Z.
2) =0. 1204 0 =0 je ocito da je —0 = 0. Stoga je —z =0 pa je —z € Z.
3) z € {—n|n € N}. Tada postoji n € N takav da je x = —n. Iz
n+(—n)=0
odmah slijedi da je —(—n) = n. Stoga je —xr = —(—n) = n pa je o¢ito
—x € 4.
O

2.3 Skup racionalnih brojeva

Definirajmo
m
@:{g|m€Z,n€N}.

Neka je m € Z. Imamo 1 € N pa je T € Q, tj m € Q. Prema tome Z C Q.

Propozicija 2.3.1. Neka sux,y € Q. Tadajex+y € Qiz-y € Q.



POGLAVLJE 2. POTPUNO UREDENA POLJA 21

Dokaz. Imamo v = 7 iy = § gdje sum,p € Z1in,q € N. Koristeci propoziciju m
slijedi

m mq+n
noq nq
Iz N C Z i prethodne dvije propozicije slijedi
mq + np € Z.
Iz propozicije slijedi ng € N. Stoga je
r+yeqQ.

Nadalje, prema propoziciji [2.1.5] vrijedi

pa zakljucujemo da je

r -z
) Y

Nadalje vrijedi (—y)™' = —y~! te —4 ==, Takoder vrijedi
T —x
Y Y

Dokaz. Koristeci propoziciju [1.2.1] (1) dobivamo

_g = —(z-y ) = (-a) -y = —

Dakle, ¢ = . Koristeci propoziciju m (1) i (3) dobivamo

(—y)-(—y H=y-y ' =1,

dakle
(—y) - (=y ) =1
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pa mnozenje ove jednakosti s (—y)~! slijedi

—y = (-y)™
Slijedi
x x
ey =r () = (= L
Y )
dakle 5 = %y Koriste¢i dobivene jednakosti dobivamo
—x x x x
i
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.3.3. Neka je x € Q. Tada je —x € Q. Ako je v # 0 onda je x~! € Q.

Dokaz. Znamo da postoje m € Z in € N takvi da je x = ™*. Tada, prema propoziciji

2.3.2] vrijedi
m  —m

- = - = —
n n
a prema propoziciji 2.2.3] —m € Z. Stoga je —x € Q. Pretpostavimo da je x # 0.
Tada je m # 0. Imamo

Y

-1_ Mg _n
=)=

pri ¢emu smo koristili propoziciju [2.1.5] Ako je m € N, onda je ocito
n
— € @7
m
dakle 77! € Q. Pretpostavimo da m ¢ N. Tada iz m € Z i m # 0 slijedi
m e {—p|peN}

pa je —m € N. Iz propozicije slijedi

n__ -n
m  —m
paje o+ € Q, tj
1t eQ.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O]
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2.4 Potpolja

Neka su (P',+,-") i (P, +,-) dva polja. Kazemo da je (P’,+’,-") potpolje od
(P,+,-) ako je P' C P te ako za sve x,y € P' vrijediz+ y=ax+yiz'y=a-y.

Propozicija 2.4.1. Neka je (P',+',-") potpolje od (P,+,-). Neka je 0 neutralni
element za +', neka je 0 neutralni element za +, neka je 1 neutralni element za - te
neka je 1 neutralni element za -. Tada je:

1) 0=0i1=1.

2) Nadalje neka je x € P', x # 0. Neka je y' inverzni element od x u (P',-) te

neka je y inverzni element od x u (P,-). Tada je

Yy =9

3) Neka je a € P'. Neka je b inverzni element od a u (P',+') te neka je b inverzni

element od a u (P,+). Tada je
v =hb.

Dokaz. 1) Uzmimo bilo koji z € P/, z # 0. Vrijedi 2+ 0 = 2z, tj 2+ 0 = 2.

2)

Dodavanjem (—z) lijevoj i desnoj strani ove jednakosti (pri cemu je —z inverzni
element od z u (P, +)) dobivamo

0’ =0.

Imamo z'1"=2z,tj z-1" = 2. Iz z # 0/ slijedi z # 0 pa z ima inverzni element
u (P, -); oznacavamo ga sa z~'. Kada jednakost z - 1’ = z pomnozimo sa 2~
dobijemo

'=1.

Imamo a +' b = 0, tj a +b = 0. S druge strane vrijedi a +b = 0 pa je
a+b =a+biz cega slijedi
b =0b.

Imamo z-'y =1/, tj x-y = 1. S druge strane vrijedi z-y = 1l pajex-y =x-y
Sto povlaci
y =y
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Neka je (P, +-) polje te neka je P’ C P. Kazemo da je P’ potpolje od (P, +,-) ako
postoje binarne operacije +' i - takve da je (P',+',-") potpolje od (P, +,-). Uo¢imo
sljedece: ako je P’ potpolje od (P, +,-) onda postoje jedinstvene binarne operacije
+ 1 na P’ takve da je (P',+',"") potpolje od (P,+,-). Naime, ako su +', 4", -,
binarne operacije na P’ takve da su (P’,+',") i (P',4",-") potpolja od (P, +,-) onda
za sve x,y € P’ vrijedi

e+ y=z+"y,
t]
+(z,y) = +"(x,y)

Sto znaci da su funkcije +', +" : P’ x P’ — P’ jednake. Analogno zaklju¢ujemo da je
R

Propozicija 2.4.2. Neka je (P,+,-) polje te neka je P' C P. Pretpostavimo da P’
ima bar 2 elementa. Tada je P’ potpolje od (P,+,-) ako i samo ako za sve x,y € P’
vrigedi:

r—yeP,x-yeP
te za svaki x € P’ takav da je x # 0 vrijedi x=* € P'.

Dokaz. Pretpostavimo da je P’ potpolje od (P, +,-). Tada postoje binarne operacije
+" 1 takve da je (P, +,-") potpolje od (P,+,-). Neka su x,y € P'. Iz propozicije

slijedi
—y e P
Stoga je
r—y=x+(-y)=z+ (—-y) e P,

dakle

r—yePr.
Nadalje, x -y =z - y € P'. 1z propozicije (3) slijedi da je

rte P,
za svaki z € P’ takav da je x # 0.

Pretpostavimo da za sve x,y € P’ vrijedi x —y € P', x -y € P’ te da za svaki
x € P’ takav da je x # 0 vrijedi 27! € P’. Odaberimo neki z € P’. Tada je

r—x€ P,

tj 0 € P’. Stoga za svakiy € P’ vrijedi0—y € P’, tj —y € P'. Sada, akosuz,y € P,
imamo z,—y € P' pajex — (—y) € P' tj x +y € P'. Dakle,

r+yer,



POGLAVLJE 2. POTPUNO UREDENA POLJA 25

za sve x,y € P’. Definiramo binarne operacije +' i - na P’ na sljede¢i nacin:

cty=z+y

xly=z-y,
zasve z,y € P'. Tvrdimo da je (P’,+',-") potpolje od (P, +, ). Dovoljno je provjeriti
da je (P',+,-") polje. Dokazimo da je (P’,+") Abelova grupa.
Neka su z,y,z € P'. Koristeéi ¢injenicu da je binarna operacija 4+ asocijativna
na P dobivamo

s+ (y+H 2)=rv+y+2)=(+y)+z=(+y + =z

Prema tome, binarna operacija +’ je asocijativna na P’. Znamo da je 0 € P’ te za
svaki x € P’ vrijedi
r+ 0=2+0=u.

Isto tako
0+'z=0+z==x

za svaki x € P'. Prema tome 0 je neutralni element za binarnu operaciju +' na P’.
Neka je z € P'. Znamo da je —z € P’ te imamo

r+ (—x)=z+(—2)=0

te je analogno (—z)+'x = 0. Prema tome, (P’,+') je grupa. Komutativnost binarne
operacije +' slijedi iz komutativnosti binarne operacije +. Stoga je (P’,+') Abelova
grupa. Asocijativnost binarne operacije - slijedi iz asocijativnosti binarne operacije
Distributivnost operacije - u odnosu na +' slijedi iz distributivnosti operacije
- u odnosu na +. Prema tome, (P',4',-) je prsten. Komutativnost operacije -’
slijedi iz komutativnosti operacije -. Prema tome, (P’,+',) je komutativan prsten.
Odaberimo x € P’ takav da je z # 0 (a to mozemo jer P’ sadrzi bar dva elementa).
Prema pretpostavci vrijedi 71 € P’. Dakle, z,2~! € P’ pa iz pretpostavke slijedi

x-x teP.

Dakle, 1 € P’. Sada je jasno da je 1 neutralni element u (P’,”). Prema tome,
(P',+,"") je komutativan prsten s jedinicom. Ako je x € P',x # 0 tada je 7! € P’
te je

xlrx =g =1

pa zakljucujemo da je (P’,+',-) polje. O
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Primjer 2.4.3. 1. Q je potpolje od (R,+,-). To slijedi iz propozicije [2.3.5

2. 7 nije potpolje od (R, +, ).

Naime to slijedi iz propozicije[2.4.3 jer je2 € Z, a 271 ¢ Z. Dokazimo da 27" ¢ 7.

I0 < 1 slijedi 1 < 141, tj 1 < 2 pa slijedi 0 < 2. Prema propoziciji
vrijedi 0 < 271, Podsjetimo se da je Z = {—n | n € N} U{0} UN. Za svakin € N
vrijedi 0 < n pa je —n < 0. Stoga 27 ¢ {—n | n € N}. Takoder, 271 #£0. Iz 1 < 2
i 0 < 271 te propozicije slijedi 271 < 1. S druge strane za svaki n € N vrijedi
1 <n. Stoga 27 ¢ N. Prema tome 27 ¢ 7.

Uocimo da iz istog razloga ni N nije potpolje od (R, +, ).

Ako je (P, +,-) prsten i x € P onda umjesto x - x piSemo z?.

Korolar 2.4.4. Neka je (P,+,-, <) uredeni prsten. Tada za svaki x € P wvrijedi
0 < 22

Dokaz. Neka je x € P. Tadaje 0 < zilixz < 0. Akoje 0 <z ondaje( < z-=x
prema definiciji uredenog prstena (2), tj 0 < z2. Ako je z < 0 tada iz propozicije
1.2.12slijedi 0 < x - x. Dakle,

0< 22



Poglavlje 3

Polje kompleksnih brojeva

Napomena 3.0.1. Od sada vise ne smatramo da je (R, +, -, <) jedno fiksirano polje
realnih brojeva.

3.1 Polje kompleksnih brojeva

Neka je (C,+,-) polje. Kazemo da je (C,+,-) polje kompleksnih brojeva ako
vrijedi sljedece:

1) Postoji polje realnih brojeva (R,+',”, <) takvo da je (R,+’,-") potpolje od
(C,+, ).

2) Postoji i € C takav da je
2
17 =—1

te takav da za svaki z € C postoje x,y € R takvi da je
z=x+1y.

U tom sluéaju kazemo da je (R, +',) realno potpolje od (C, +, -).

Propozicija 3.1.1. Neka je (P,+,-) polje te neka je R potpolje od (P,+,-). Pret-
postavimo da je i € P takav da i ¢ R te da su x,y,2’,y € R takvi da je

x+iy =12+,

Tada je x =2 iy =1y

27
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Dokaz. 1z x + iy = ' + iy slijedi

z—a' =y —y)i

Pretpostavimo da je ¢ # y. Tada je 3/ — y # 0 pa mnoZenjem prethodne jednakosti
s (v —y)~! dobivamo

/ 1

(x—2)-(y —y)~ =i
Iz z, 2’ € R i propozicije slijedi z — 2’ € R. Analogno y' —y € R pa prema istoj
propoziciji vrijedi (y —y)~! € R. Stoga je

(z—2)-(y—y) €R

sto je u kontradikeiji s tim dai ¢ R. Zakljuujemo da jey' = y paiz (z—2') = (v —y)i
slijedi z = 2’ $to smo i htjeli dokazati. O

/

3.2 Izomorfizam polja

Nekasu (P, +,-) i (R,+',-") polja. Za bijekciju f : P — R kazemo da je izomorfizam
ovih polja ako za svaki z,y € P vrijedi sljedece:

1) flz+y) = fla)+ f(y)
2) f(z-y)=flz)" fy).
Za dva polja kazemo da su izomorfna ako postoji izomorfizam izmedu njih.

Lema 3.2.1. Neka su (P,+,-) i (R,+',-") izmorfna polja. Pretpostavimo da postoji
uredaj < na P takav da je (P, +,-, <) potpuno uredeno polje. Tada postoji uredaj <'
na R takav da je (R,+',",<") potpuno uredeno polje.

Dokaz. Neka je f : P — R izomorfizam. Definirajmo binarnu relaciju <’ na R sa:
a <'bako je f~!(a) < f71(b). Dakle,

<= {(a.b) e Rx R| f'(a) < ' (B)}.

Dokazimo da je <’ uredaj na R. Uzmimo a € R. Vrijedi a <’ a zato $to je f~'(a) <
f~Ya), sto je posljedica toga da je relacija < refleksivna na P. Prema tome <’ je
refleksivna na R.

Neka su a,b € R takvida jea <'bib<'a. Tadaje f~'(a) < f71(b) 1 f71(b) <
f~Ya) paje f1(a) = f71(b) jer je < antisimetri¢na relacija na P. Stoga je a = b.
Time smo dokazali da je <’ je antisimetri¢na relacija na R.
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Neka su a,b,c € R takvi da je a <" bib < ¢. Tada je f~l(a) < f71(b) i
7o) < f7Y(c) paje f71(a) < f(c) zbog tranzitivnosti relacije <. Stoga je a <’ c.
Prema tome <’ je tranzitivna relacija na R.

Neka su a,b € R. Buduéi da je < uredaj na P vrijedi f~'(a) < f71(b) ili
f7Y0) < f~Y(a) paslijedi a <" bili b <" a. Prema tome <’ je uredaj na R.

Neka su a,b,¢ € R takvi da a <’ b. Dokazimo da je a +' ¢ <" b+’ ¢. Imamo
f~Ya) < f71(b). Iz ¢injenice da je (P,+,-) uredeni prsten slijedi

FHa)+ o) < F7H )+ 7 o).

Prema lemi /7' R — P je izmorofizam polja pa je f~'(a+"¢c) < f71(b+'¢).
Stogajea+'c <" b+ c.

Neka su a,b € R takvi da je 0 < a1 0 <’ b. Dokazimo da je 0 <" a - b. Imamo
F7H0) < f~Ha) i f7H0) < f7H(b). Iz leme 3.2.4] slijedi 0 < f~Y(a) i 0 < f1(b).
Koristeéi ¢injenicu da je (P, +, -) uredeni prsten dobivamo 0 < f~!(a)- f~!(b). Kako
je f izomorfizam polja slijedi 0 < f~!(a-b), tj f~1(0) < f~(a-b). Stogaje 0 < a-b.
Dakle, (R, +',-",<’) je uredeno polje.

Neka su A, B C R, A # 0,B # 0 takvi da za svaki a € A i za svaki b € B vrijedi
a <'b. Tvrdimo da onda postoji ¢ € R takav da jea <'cic<'bzasvakia € Aiza
svaki b € B.

Definirajmo skupove C' = {f~(a) |a € A} i D = {f~(b) | b € B}. Ocito su C'i
D neprazni podskupovi od P. Nekasuxz € C'iy € D. Tada postojea € Aibe B
takvi da je f~1(a) = x i f~1(b) = y. Prema pretpostavci vrijedi a <’ b pa iz definicije
od <’ slijedi f~(a) < f71(b), tj * < y. Bududi da je (P, <) potpuno ureden skup
postoji z € P takav da je

r<ziz<y (3.1)

za svaki x € C'izasvakiy € D. Definiramo ¢ = f(z). O¢ito je ¢ € R. Neka je a € A.
Tvrdimo da je a <’ ¢. To je ekvivalentno sa f~'(a) < f(c), tj sa f~!(a) < 2.
Zadnja nejednakost vrijedi premajer je f71(a) € C. Dakle, a <’ ¢ za svaki a € A.
Analogno dokazujemo da je ¢ <’ b za svaki b € B. Time smo dokazali da je (R, <)
potpuno ureden skup. Dakle, (R, +’, ", <) je potpuno uredeno polje,tj. polje realnih
brojeva. O

Teorem 3.2.2. Neka je (R, +,-, <) neko polje realnih brojeva. Tada postoje polja
(C,+',") i (R, +",-") takva da vrijedi sljedece:

1) (C,+4',) je polje kompleksnih brojeva.
2) (R,+","") je realno potpolje od (C,+',").
3) Polja (R,+,-) i (R,+",-") su izomorfna.
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Dokaz. 1) Definirajmo C = R x R. Definiramo na C binarne operacije +' i -’ na
sljeded¢i nacin:
(1, 91) + (22, 92) = (21 + @2, 41 + 92),
(x1,01) " (w2, 92) = (122 — Y12, T1Y2 + T2y
za T1, T2, Y1, Y2 € R. Dokazimo da je (C, +, -) polje. Neka su (z1,v1), (2, y2), (x3,y3) €
C. Koristeci ¢injenicu da je binarna operacija + asocijativna na R dobivamo
(@1, 1) + (@2, 42) +' (3, 93)] = (21, 51) +' [(w2 + 3,92 + ¥3)] =

= (214 (w2 +23), 51 + (v2 + ¥3)) = ((T1 + 22) + 23, (V1 +y2) +y3) =
= (21 + 22,91 + yo) + (23,43) = [(w1,y1) +' (22, 92)] + (3, 93)-
Prema tome, binarna operacija 4+’ je asocijativna na C.

Znamo da je 0 € R te za svaki (z,y) € C vrijedi
(z,y) +'(0,0) = (z + 0,y +0) = (z,y).

Isto tako,
(0,0) + (x,y) = 0+ 2,0+ y) = (z,y)

za svaki (z,y) € C. Prema tome (0, 0) je neutralni element za binarnu operaciju
+' na C.

Neka je (z,y) € C. Znamo da je (—x,—y) € C te imamo
(x,y) +/ (—Z', _y> = (:E + (-l‘), Y+ <_y)) = (07 O)

te je analogno (—xz, —y) +' (z,y) = (0,0). Prema tome, (C,+’) je grupa.

Komutativnost binarne operacije + slijedi iz komutativnosti binarne operacije
+ na R. Stoga je (C,+') Abelova grupa.

Neka su (z1,y1), (22, y2), (z3,93) € C. Imamo
(9€1ay1) ! [(9172,?/2) ! (333, 93)] = (901,91) ! ($2l’3 — Y2Ys3, Tays + y2$3) =

= (21(woxs — y2y3) — y1(T2ys + Yoxs), 1(@2ys + yo3) + y1 (T2 — Yoys)) =
= ($1$2I3 — Z1Y2Y3 — Y1T2Y3 — Y1Y2T3, T1T2Y3 + T1Y2T3 + Y1ToX3 — y1y2y3)-

S druge strane,
[(531, 3/1) ! (1’2>y2)] ! (96’37y3) = (351562 — Y1Y2, T1Y2 + y1332) ! (333,93) =

= [(z122 — 11y2) - T3 — (T1y2 + Y122) - ¥, (122 — Y1Y2) - Y3 + (T1Y2 + Y1 T2) - 23] =
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= (212223 — T1Y2Y3 — Y122Y3 — Y1YaT3, T122Ys + T1YaT3 + Y1T2Ls — Y1Y2Ys3)-

Prema tome,

(z1,91) d (2, y2) d (z3,y3)] = [(z1,11) ! (72,92)] ! (73, Y3).

pa je binarna operacija -" asocijativna na C. Komutativnost operacije -’ slijedi
iz komutativnosti operacije - na R.

Imamo
(z1,01) " (w2, 92) + (23,93)] = (21, 01) " (22 + 23,92 + y3) =

= (21 - (2 +23) —y1- (Y2 +y3), 21 - (Y2 + y3) +y1(22 +23)) =
= (122 + T123 — Y12 — Y1Y3, T1Y2 + T1Y3 + Y1T2 + Y123).

S druge strane,

[(z1,91) " (w2, 92)] + (21, 91) ' (23,93)] =

= ($1$2 — Y1Y2, T1Y2 + 3/1@) +' ($1903 — Y1Ys3, T1Ys + y1$3) =
= 1%y + T12T3 — Y1Y2 — V13, T1Y2 + T1Ys + Y122 + Y1 T3).

Prema tome,

(z1,11) < (@2, y2) +' (x3,93)] = [(21,91) ' (22, 92)] + [(1,91) - (w3, 3)].

pa vrijedi distributivnost operacije -’ u odnosu na +’ na C. Dokazali smo da je
(C,+', ") komutativan prsten.

Neutralan element za mnozenje je par (1,0), tj za svaki (z,y) imamo

(z,y) " (1,0)=(z-1—y-0,2-0+y-1) = (z,y)

(1,0)' (z,y)=(1-2—0-y,1-y+0-2) = (x,y).

Dakle, (C,+',-") je komutativan prsten s jedinicom. Za svaki (x,y) # (0,0), tj
2% + y? # 0 definiramo a = ( —4). Vrijedi

x
22 4y2 ) 22 4y2

x —y z-x—y-(-y) z-(-y) +y-=
s . g R . s = y — 1,0
(m y) a (l‘ y) (l'2+y2 $2+y2 ( $2+y2 I’2+y2 ) ( )

Dakle, (C,+',) je polje. Uoc¢imo da za sve z,y € R vrijedi:
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1) —(l',y) = (—ZE, _y)
2) ako je (z,y) # (0,0) onda je (z,y)" ! = (ﬁ, ﬁ)

2) Definirajmo R = {(z,0) | = € R}. Tvrdimo da je R potpolje od (C,+',).
Neka su u,v € R. Tada je u = (z,0) i v = (y,0) gdje su z,y € R. Imamo

u—v=u+(—v)=(2,0)+ (—y,0) = (z — y,0).
Dakle, u — v € R. Vrijedi
w-v=(2,0)"(y,0)=(z-y—0,2-0+0-y) = (z-y,0).
Dakle, u - v € R. Pretpostavimo da je u # (0,0). Tada je = # 0 pa je
0

u'= (@07 = (5, 5) =0

jerje 5 =x-(2*) ' =z (z-x) =x-27'-27" = 27, Prema propoxziciji[2.4.2]
zakljucujemo da je R potpolje od (C,+',-). Stoga postoje binarne operacije
+” 1 " na R takve da je (R,+","”) potpolje od (C,+',-"). Tvrdimo da su
polja (R,+,-) i (R,+",-") izomorfna. Definirajmo funkciju f : R — R sa
f(z) = (2,0). Ako su z1,x9 € R takvi da je x1 # x5, onda je (z1,0) # (x9,0),
tj f(x1) # f(x2). Dakle, f je injekcija. Neka je y € R. Tada postoji z € R
takav da je y = (z,0). Stoga je y = f(x). Prema tome, f je surjekcija. Dakle,
f je bijekcija. Neka su z,y € R. Imamo

flx+y)=(r+y,0)=(z,0)+ (y,0) = (z,0) +" (y,0) = f(x) +" f(y).

Dakle,
flx+y) = flx) +" f(y),

za sve x,y € R. Neka su z,y € R. Imamo

f(@)" f(y) = (2,0)"(y,0) = (2,0)'(y,0) = (v-y—0,2-0+0-y) = (2-y,0) = f(x-y).

Dakle,

flx-y) = flx) " f(y),
za sve x,y € R. Prema tome, f je izomorfizam polja (R,+,-) i (R,+",-").
Prema lemi postoji uredaj <’ na R takav da je (R,+",-”,<”) potpuno
uredeno polje, tj polje realnih brojeva. Definiramo i = (0,1). Vrijedi i* =
(0,1)(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —(1,0). Dakle, i = —(1,0),
a (1,0) je jedinica u polju (C,+',-") (tj neutralni element za operaciju -').
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Neka je z € C. Imamo z = (z,y), gdje su z,y € R. Definiramo u = (z,0) i
v = (y,0). Ocito su u,v € R. Vrijedi

ut'i-'v = (2,0)+'(0,1)'(y,0) = (z,0)+'(0-y—1-0,0-04+1-y) = (z,0)+'(0,y) = (x,y) =

Dakle, za svaki z € C postoje u,v € R takvi da je 2 = u+' 1 - v. Zaklju¢ujemo da je
(C,+',") polje kompleksnih brojeva te da je (R, +",-") njegovo realno potpolje koje
je izomorfno sa (R, +, ). O

Lema 3.2.3. Neka su (P,+,-) i (R,+',-") polja te neka je f : P — R izomorfizam
tih polja. Tada je f~': R — P izomorfizam polja (R,+',") i (P,+,").

Dokaz. Jasno je da je f~! bijekcija. Treba jos dokazati da je
fHa+"0) = f~H(a) + f7H(b) (3.2)

fHa"b) = fHa) - f7H(D) (3.3)
za sve a,b € R. )
Neka su a,b € R. Definiramo v = f~'(a +'b), v = f~'(a) + f~*(b). Zelimo
dokazati da je u = v (dakle da vrijedi (3.2).) U tu svrhu dovoljno je dokazati da je
f(u) = f(v). (jer je f injekcija) Imamo

f(u)=a+"b,
a koristeci ¢injenicu da je f izomorfizam dobivamo

f)=f(fHa)+ f7H0) = f(fHa) + f(f(B) =a+"b.

Prema tome f(u) = f(v), tj v = v. Analogno dokazujemo da vrijedi i jednakost

(3-3)- 0

Lema 3.2.4. Neka su (P,+,-) i (R,+',"") polja te neka je f : R — P izomorfizam tih
polja. Neka je Op neutralni element za operaciju + te neka je Og neutralni element
za operaciju +'. Tada je f(0p) = Og.

Dokaz. Uocimo prvo sljedeée: ako je © € R takav da je x = x +' x tada je x = Op.
Naime, iz x = z +' x slijedi

(=) +'w = (—2) +' (z + 2)

sto povlaci Og = x. Iz ¢injenice da je f izomorfizam slijedi f(0p+0p) = f(0p)+'f(0p),
tj f(0p) = f(0p) +" f(0p) pa prema dokazanom imamo da je f(0p) = Og. O
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Lema 3.2.5. Neka su (P,+,-) i (R,+',"") polja te neka je f: P — R izomorfizam
ovih polja. Neka je 1p neutralni element s obzirom na operaciju - te neka je 1g
neutralni element s obzirom na operaciju -'. Tada je f(1p) = 1g. Nadalje neka je

x € P. Tada je f(—x) = —f(x).
Dokaz. Buduéi da je f bijekcija postoji = € P takav da je 1 = f(x). Imamo

fp)=f(1p) " 1r = f(1p) ' f(x) = f(1p - x) = f(x) = 1&.

Dakle f(lp) == 1R

Imamo Op = x+ (—x) paje f(0p) = f(z+ (—x)). Iz leme slijedi f(0p) = 0g
paje Og = f(x) 4+ f(—x). Kad ovoj jednakosti dodamo — f(z) s lijeve i desne strane

dobivamo —f(z) = f(—x). O

3.3 Prosirenje polja realnih brojeva do polja
kompleksnih brojeva

Propozicija 3.3.1. Neka su (A,+,-), (B,+',"), (D,+",") polja. Neka je C skup
takav da je A C C te neka je f : C — D bijekcija takva da je f(A) C B. Pretpos-

tavimo da za sve x,y € A vrijedi f(x +y) = f(x)+ fly) i f(x'y) = f(z) f(y).
Nadalje pretpostavimo da je (B,+',"") potpolje od (D,+",-"). Tada postoje binarne

operacije & i * na C takve da je (C,®,*) polje te da je (A, +,-) potpolje od (C, B, *)
i da je f izomorfizam polja (C,®,x*) i (D,+",-").

Dokaz. Za x,y € C' definiramo
v @y =f"(fx) +" f(y)) (3.4)

wxy=f(f(x)" f(y)). (3.5)
Tvrdimo da je (C, @, %) polje te da je f izomorfizam polja (C, &, ) i (D,+",-"). 1z

i slijedi da je
fla®y) = flz)+" f(y) (3.6)

flzxy) = fz)" f(y) (3.7)
za sve z,y € C. Stoga je dovoljno dokazati da je (C, @, *) polje. Neka su z,y,z € C.
Definirajmo u = (z @ y) ® ziv =2 ® (y ® z). Tvrdimo da je u = v. Dovoljno je u
tu svrhu dokazati da je f(u) = f(v) (jer je f injekcija). Koristeéi (3.6 dobivamo

flw)=f(zoy)@2) = fledy) +" f(2) = (f(2) +" f(y)) +" [ (2).
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S druge strane

fw)=fleeez)=F(a)+" flydz) = flz)+" (f(y) +" f(2)).

Iz ¢injenice da je +” asocijativna binarna operacija na D slijedi f(u) = f(v). Stoga
je u = v. Dakle, @ je asocijativna binarna operacija na C. Analogno dobivamo
da je binarna operacija & komutativna te da je binarna operacija * asocijativna i
komutativna na C. Neka je 0 neutralni element za operaciju -”. Tvrdimo da je
/71(0) neutralni element za .

Neka je x € €. Imamo

v @ f7H0) = [T (f (@) +" F(FH0) = F(f(2) +70) = f7H(f(2)) = 2.

Dakle, x @ f~}(0) = z, a zbog komutativnosti operacije @ vrijedi f~1(0) ® z = .
Prema tome, f~1(0) je neutralni element za operaciju @®. Analogno dobivamo da je
f7Y(1) neutralni element za binarnu operaciju * pri ¢emu je 1 neutralni element za
binarnu operaciju -”. Neka je x € C. Definirajmo y = f~(—f(z)). Vrijedi

2@y = [ (f@)+ f (W) = F(f @)+ f(FH (= f(2) = F(f(@)+"(=f(2)) = F70).

Dakle, z ® y = f~1(0). Zakljucujemo da je (C,®) Abelova grupa.
Neka su z,y,z € C. Nekajeu=(x @ y)*xziv=1x%2z®yx*z Tvrdimo da je
u = v. Koristedi 3.6 i dobivamo

fw)=flzoy)«z)=flaay) " f(z) = (f2)+" fy) " f(2) =
=f@) " fER) A" W) " f2) = flaxz2) " flyx2) = f(z*2) @ (y+2)) = f(v).

Dakle, f(u) = f(v) pa je u = v. Zakljuéujemo da je operacija * distributivna u
odnosu na operaciju @.

Neka je # € C takav da je x # f~1(0). Tada je f(z) # 0. Derfiniramo y =
f7H(f(z)™"). Imamo

wry = [T (@) f(y) = (@) FUf@)) = (@) (f@)™h) = F7H(1).

Dakle, x x y = f~'(1). Prema tome, za svaki x € C takav da je x # f~'(0) postoji
y € C takav da je x xy = f~1(1). Zakljutujemo da je (C,®,*) polje. Preostaje jos
dokazati da je (A, +,-) potpolje od (C,®, x). Neka su x,y € A. Ozna¢imo u =z +y
iv=x®y. Tadaje f(u) = flz+y) = f(2)+ fy) i f(v) = fzDy) = fl2)+" f(y).
Zbog f(A) C B vrijedi f(x), f(y) € B pa iz ¢injenice da je (B,+',) potpolje od
(D, +7, ) slijedi da je f(z)+ f(y) = F(x)+" f(y). Stogaje f(u) = f(v) pajeu =1v.
Dakle, z +y = x @ y. Analogno se dokaze da je x -y = x * y. Zakljucujemo da je
(A, 4+, ) potpolje od (C,®, x). ]
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Lema 3.3.2. Neka su A i B skupovi te neka je f : A — B bijekcija. Pretpostavimo
da je D skup takav da je B C D. Tada postoji skup C' takav da je A C C' i bijekcija
g:C — D takva da je g(x) = f(x), za svaki x € A.

Dokaz. Definirajmo A’ = {y | 3z takav da je (z,y) € A}. Odaberimo z takav da
z ¢ A. Tvrdimo da su skupovi (D \ B) x {z} i A disjunktni. Pretpostavimo
suprotno, tj. da ovi skupovi nisu disjunktni. Dakle, postoji a € ((D\ B) x {z}) N A.
Slijedi da je a € (D \ B) x {2z} ia € A. Slijedi a = (z, 2), gdje je x € D\ B. Stoga
je (z,2) € A paslijedi z € A’. To je u kontradikeiji s ¢injenicom da z ¢ A’. Dakle,
skupovi (D \ B) x {z} i A su disjunktni.

Definirajmo C' = ((D\ B) x{z})UA. Definiramo funkciju b : (D\B)x{z} — D\B
na sljede¢i nac¢in: h(d, z) = d. Ako su x1,29 € (D \ B) x {z} takvi da je z1 # x9,
onda imamo x; = (dy,2) 1 z3 = (dg, 2) gdje su dy,dy € D\ B. 1z x1 # x4 slijedi
dy # da, tj. h(x1) # h(xs). Stoga je h injekcija. Ako je d € D\ B, tada je h(d, z) = d
pa je ocito h surjekcija. Dakle, h je bijekcija.

Definirajmo funkciju g : C' — D na sljede¢i nacin:

o) — flz), z€A
9(@) {h(x), r € (D\ B) x {z}

Ocito je g(z) = f(x) zasvaki z € A. Tvrdimo da je g bijekcija. Neka su xq, 29 € C
takvi da je x; # x5. Imamo nekoliko slucajeva:

1) 21 € (D\B)x{z}izy € A. Tadaje g(x1) = h(x;) € D\ Big(zs) = f(x2) € B
paje otito g(ar) # g(z2)
2) 1 € Aixg € (D\ B) x{z}. Analogno dobivamo g(z1) # g(xs).

3) x1 € Aixy € A Imamo g(z1) = f(z1) 1 g(x2) = f(22), a f(21) # f(2) jer je
f injekcija. Stoga je g(x1) # g(x2).

4) 1 € (D\B) x{z}ixzy € (D\ B) x {z}. Iz ¢injenice da je h injekcija slijedi da
je g(x1) # g(x2).

Zakljucujemo: g je injekcija. Neka je y € D. Promotrimo 2 slucaja:

1) y € D\ B. Buduéi da je h surjekcija postoji x € (D \ B) x {z} takav da je
y = h(z). Slijedi y = g(x).

2) y € B. Bududi da je f surjekcija postoji z € A takav da je y = f(z). Slijedi
y = g(x).
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U oba slucaja postoji x € C takav da je g(z) = y. Prema tome g je surjekcija.
Zakljucujemo: ¢ je bijekcija. O

Teorem 3.3.3. Neka je (R, +, -, <) polje realnih brojeva. Tada postoji polje komplek-
snih brojeva (C,+',-") takvo da je (R,+,-) realno potpolje od (C,+',-).

Dokaz. Prema teoremu [3.2.2 postoje polja (C,+', ') i (R, +", ") takva da je (C, 4/, )
polje kompleksnih brojeva, (R, +",-") njegovo realno potpolje te postoji funkcija f :
R — R takva da je f izomorfizam polja (R, +,-) i (R, +",-"). Posebno, f je bijekcija i
vrijedi R C C. Prema lemi|3.3.2| postoji skup C takav da je R C C te postoji bijekcija
g : C — C takva da je g(z) = f(x), za svaki x € R. Uoc¢imo da je g(R) C R(naime
ako je x € R, onda je g(z) = f(x) € R).

Nadalje, ako su x,y € R onda je

g(x+y) = flr+y) = flo)+" fly) = g(x) +" g(v),

dakle, g(x+y) = g(x)+"g(y). Analogno dobivamo da je g(z-y) = g(z)-" g(y). Prema
propoziciji |3.3.1| postoje binarne operacije @ i * na C takve da vrijedi sljedece:

1) (C,®, %) je polje
2) g je izomorfizam polja (C, @, *) i (C,+',")
3) (R,+,) je potpolje od (C, P, )

Tvrdimo da je (C, @, %) polje kompleksnih brojeva te da je (R, +, -) njegovo realno
potpolje. Znamo da je (C,+’, ") polje kompleksnih brojeva te da je (R, +",-") njegovo
realno potpolje. Stoga postojii € C takav da je > = —1¢ te da za svaki w € C postoje
u,v € R takvida je w =u+"4-"v. Imamo i /i = —1¢ paje g (i /i) = g} (—1c).
Koriste¢i lemu [3.2.3] i lemu dobivamo ¢g71(i) * g71(i) = —1¢c. Oznacimo ic =
g~'(i). Dakle, i¢ xic = —1¢. Neka je z € C. Zelimo dokazati da postoje z,y € R
takvi da je z = = @ ic * y. Imamo g(z) € C pa postoje u,v € R takvi da je
g(z) = u+'i"v. Bududi da je f : R — R bijekcija postoje z,y € R takvi da je
u= f(x)iv= f(y). Koristedi ¢injenicu da je g~! izomorfizam dobivamo:

z=g (ut'i'v) = g7 (f() i f(y) = g7 (f(2) @97 ()97 (f(y)) = zDic*y.

Dakle, z = x @ ic x y.
Zakljucak: (C,@®,x*) je polje kompleksnih brojeva i (R, +,-) je njegovo realno
potpolje. O
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijelili smo na tri poglavlja. U prvom poglavlju definiraju se
osnovni pojmovi kao §to su binarne relacije i operacije te grupe i prsteni. U drugom
poglavlju smo se bavili skupovima brojeva; skupom prirodnih, cijelih i racionalnih
brojeva te smo uveli pojam potpolja. U tre¢em smo poglavlju definirali polje komplek-
snih brojeva te prikazali jedno prosirenje polja realnih brojeva do polja kompleksnih
brojeva.



Summary

This diploma thesis is divided into three chapters. In first chapter we define basic
notions; binary relations and operations and also some basic algebraic structures;
groups and rings. In second chapter we examine sets of numbers; natural numbers,
integers and rational numbers and we define subfield. In third chapter we define field
of complex numbers and we represent one extension of real numbers field to the field

of complex numbers.
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