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Uvod

Tijekom 5. stoljeca prije Krista starogrcki matematicari poceli su zahtijevati da se sve
geometrijske konstrukcije provode isklju¢ivo ravnalom i Sestarom. To je dovelo do postav-
ljanja niza zadataka, od ¢ega su najpoznatija takozvana tri klasi¢na problema. Medu njima
nalazi se 1 problem trisekcije kuta, odnosno problem konstruktivnog nalazenja treCine za-
danog kuta. Ovaj problem razlikovao se od preostalih jer ga je bilo moguce rijesiti za neke
posebne slucajeve.

U ovom radu proucavat ¢emo klasu trokuta ¢ije su duljine stranica cijeli brojevi, a sva tri
kuta su trisektibilna. Naglasak ¢e biti na uvjetima koji trebaju biti ispunjeni da bi kutovi u
trokutu s cjelobrojnim stranicama bili trisektibilni. Dokazuje se da je kut 6 trisektibilan ako
i samo ako vrijedi cos = 4¢°> — 3¢ za neki racionalni broj iz intervala (—1, 1). No, radi pot-
punosti, rad ¢emo zapoceti s teorijskom osnovom konstruktibilnih i trisektibilnih kutova,
a kao rezultat prvog dijela rada, navest ¢emo listu prvih tridesetak vrijednosti kosinusa
trisektibilnih kutova.

trani¢ni trokuti s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima. Osim navodenja neko-
liko konkretnih primjera, o pravokutnim trokutima s cjelobrojnim stranicama i trisektibil-
nim kutovima nesto vise ¢e se govoriti na samom kraju rada. U ovom dijelu, prikazat ¢emo
R. A. Gordonovu jednostavnu metodu za pronalazenje nekih posebnih, ali beskona¢nih
klasa trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima.

U treCem poglavlju definirat ¢emo rezidual, pozitivan cijeli broj koji je pridruzen svakom
kutu s racionalnom vijednosti kosinusa. Jednakost reziduala pokazat ¢e se kao nuZan i
dovoljan uvjet da bi se dva Siljasta kuta nasla u jednom trokutu s cjelobrojnim stranicama.

U pretposljednjem poglavlju izveden je oblik opée formule za stranice promatranih trokuta.
Na temelju te formule moze se pokazati da za svaki kvadratno slobodan pozitivan cijeli
broj r postoji beskona¢no mnogo razlicitih trokuta s cjelobrojnim stranicama Ciji su kutovi
trisektibilni 1 zajednicki im je rezidual jednak r.

Na samom kraju rada, prikazat ¢emo rezultat W. D. Changa i R. A. Gordona koji poka-
zuje da su kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta trisektibilni ako i samo ako je njegova
hipotenuza potpuni kub.



Poglavlje 1

Konstruktibilni i trisektibilni kutovi

Prije nego Sto ¢emo istraziti trokute s trisektibilnim kutovima, moramo definirati Sto znaci
da je kut trisektibilan. Da bismo to mogli, najprije moramo definirati konstruktibilan kut,
odnosno konstruktibilne brojeve.

1.1 Konstruktibilni brojevi

U geometriji postoje razli€ite vrste konstrukcija, s obzirom na raspoloZiva sredstva i dopu-
Stene postupke. Ovdje razmatramo samo konstrukcije pomocu Sestara i ravnala bez mjernih
oznaka. Dakle, pomocu Sestara moze se konstruirati kruznica ili luk kruznice sa zadanim
srediStem 1 zadanim polumjerom. Pomocu ravnala moze se nacrtati bilo koja duZina koja
pripada pravcu zadanom dvjema tockama. Takoder, podrazumijeva se da se primjenom
Sestara i ravnala moZe konstruirati sjeciSte dvaju neparalelnih pravaca, dva sjeciSta kruZnice
1 pravca te dva sjeciSta dviju kruZnica. Tako ¢e pojam konstruktibilnosti znaciti moguénost
konstrukcije iz nekih zadanih elemenata, primjenom samo ravnala i Sestara.

Klju¢nu ulogu imat ¢e konstruktibilnost duzine zadanog mjernog broja, to jest duljine, uz
pretpostavku da je zadana duzina koja se uzima kao jedini¢na (tj. mjernog broja 1). Krace,
govorit ¢emo o konstruktibilnosti pozitivnog realnog broja p u smislu sljedece definicije.

Definicija 1.1.1. Realan broj p je konstruktibilan ako se, za danu duZinu duljine x, duZina
duljine |p| x moZe konstruirati sa Sestarom i ravnalom bez mjernih oznaka.

Odsad ¢emo pretpostavljati da je zadana samo jedini¢na duZina, a konstruktibilnost e se
odnositi na sve realne brojeve.

Sada kada imamo definiciju, moZemo utvrditi koji realni brojevi su konstruktibilni.
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Teorem 1.1.2. Svi racionalni brojevi su konstruktibilni.

Dokaz.

Ako je zadana duZina AB duljine 1, jasno je da moZemo nanoseéi n puta tu jedini¢nu duZinu
(pomocu Sestara), na pravcu konstruirati duzinu ¢ija je duljina zadani pozitivan cijeli broj
n. Stoga, zakljucujemo da je svaki cijeli broj konstruktibilan.

Preostaje nam pokazati da su i pozitivni racionalni brojevi koji nisu cijeli, takoder kons-
truktibilni. Neka je r pozitivan racionalan broj takav da nije cijeli broj. Prema definiciji
znamo da postoje pozitivni cijeli brojevi pig, g # 1, takvida je r = 5. Pretpostavimo da
je ¢ > p. Buduéi da su p i g pozitivni cijeli brojevi, moZzemo konstruirati duzine AC i AE
takve da je |AC| = p i |AE| = g. 1z sli¢nih trokuta AABC i1 AADE, gdje je |AD| = 1, slijedi
|AB| : |AD| = |AC| : |AE|. Odnosno |[AB| : 1 = p : g, iz ¢ega dobivamo da je |AB| = 5 =r,
Sto smo 1 trebali dokazati.

Slika 1.1: Dokaz teorema 1.1.2

U slucaju kada je p > ¢, moZemo napraviti istu konstrukciju gdje je |AC| = ¢, |AE| = p i
|AB| = 1.

Buducdi da je r bilo koji pozitivan broj iz skupa Q\Z, znamo da su svi pozitivni racionalni
brojevi iz skupa Q\Z konstruktibilni. Kako smo na pocetku dokazali da su svi cijeli brojevi
konstruktibilni, slijedi da su i svi racionalni brojevi konstruktibilni.

m]

Kako bismo odredili skup svih konstruktibilnih brojeva, istrazit ¢emo algebarske operacije
s obzirom na koje je taj skup zatvoren.
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Teorem 1.1.3. Skup konstruktibilnih brojeva je zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja,
oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja i vadenja drugog korijena.

Dokaz.

Ako su zadane, odnosno konstruirane duZine AB duljine a i BC duljine b, jasno je da
mozemo, nanoSenjem (pomocu Sestara) odgovarajucih duZina, na jednom pravcu konstru-
irati duzine duljine a + b, odnosno |a — b|.

DuZinu duljine a - b moZemo konstruirati koriste¢i jednakost » : 1 = ab : a i pomocu
sliénih trokuta. Na slici 1.2 imamo da je [AD| = 1, |AE| = b, |AB| = a, iz Cega zbog
sli¢nosti trokuta AADE i AABC slijedi da je |AC| = ab.

o

B C

Slika 1.2: Dokaz teorema 1.1.3 za mnoZenje

Sli¢no, pomocu jednakosti a : b = ¢ : 1 sli¢nih trokuta AADE i AABC, gdje je |AB| = a,
|AD| = b, |AE| = 1 dobivamo |AC| = ¢. (Na slici 1.3 je prikazan slucaj a > b.)

B C

Slika 1.3: Dokaz teorema 1.1.3 za dijeljenje
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Preostaje konstruiranje duZine duljine v/a za zadanu |AB| = a. Primijenit éemo poznatu
¢injenicu da u pravokutnom trokutu duljina visine v iz vrha C pravog kuta iznosi v = 4/pq,
pri éemu su p i ¢ duljine odsje¢aka AN i NB na hipotenuzi, a N noZiste visine iz vrha
C. Stoga, ako konstruiramo duZinu AB i na njoj tocku N tako da je |JAN| = a i [INB| = 1
(ili obrnuto), bit ée |[CN| = +a. Vrh C dobivamo tako da konstruiramo polukruZnicu nad
promjerom AB i zatim sjeciste te polukruZnice s okomicom na AB u to¢ki N. Po Talesovom
teoremu <ACB je pravi kut.

Slika 1.4: Dokaz teorema 1.1.3 za vadenje drugog korijena

O

Sada moZemo dokazati glavni teorem o konstruktibilnosti pozitivnih realnih brojeva. 1z
prethodnih teorema znamo da skup konstruktibilnih brojeva sadrzi skup pozitivnih raci-
onalnih brojeva i njihove kvadratne korijene, kao i sve brojeve koji se iz njih mogu dobiti
primjenom operacija zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja i vadenja drugog kori-
jena. Sljedeci teorem pokazat ¢e da se svaki konstruktibilni broj moZe dobiti na opisani
nacin.

Teorem 1.1.4. Broj je konstruktibilan ako i samo ako moZe biti dobiven u konacno mnogo
koraka zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja i kvadratnih korijena racionalnih bro-
jeva.

Dokaz.

Uvedimo u euklidsku ravninu Kartezijev koordinatni sustav kako bismo pravce i kruZnice
mogli prikazati jednadZzbama i analiticki izraziti rezultate primjene osnovnih konstruk-
cija. Tada sjeciSte pravaca odgovara rjeSenju dviju linearnih jednadzbi s 2 nepoznanice, a
sjeciste pravca i kruznice svodi se na rjeSavanje kvadratne jednadzbe. Odredivanje sjecista
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dviju kruZnica takoder se svodi na odredivanje sjeciSta kruZnice i pravca. Kako su rjeSenja
kvadratnih jednadzbi, ¢iji su koeficijenti konstruktibilni brojevi, takoder konstruktibilna,
vidimo da se svaki konstruktibilni broj doista moZe dobiti primjenom kona¢no mnogo ope-
racija zbrajanja, oduzimanja, mnozenja, dijeljenja i vadenja kvadratnih korijena.

O

Sada ¢emo dokazati teorem o konstruktibilnosti brojeva koji su korijeni kubne jednadzbe.
To ¢e zahtijevati neke leme 1 definicije.

Lema 1.1.5 (Bézoutov teorem). r je korijen polinoma p(x) ako i samo ako (x — r) dijeli
p(x).

Dokaz.
= Neka je r korijen polinoma p(x). Po teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom, slijedi
da p(x) moZemo zapisati i kao p(x) = (x —r)q(x) + R, gdje je g(x) kvocijentni polinom, a R
ostatak. UvrStavanjem x = r u gornju jednakost, dobivamo R = 0 §to znaci da (x — r) dijeli
p(x).
< Pretpostavimo da (x — r) dijeli p(x), tada postoji g(x) takav da je p(x) = (x — r)g(x).
UvrStavanjem x = r dobivamo p(r) = 0, tj. r je korijen polinoma p(x).

O

Lema 1.1.6. Ako su ry, ry, r3 korijeni kubne jednadzbe x* + bx* + cx +d = 0, onda je
b= —(I’l + 7 +I"3).

Dokaz.

Prema Bézoutovom teoremu i ¢injenici da je koeficijent od x* jednak jedan, znamo da svaki

od (x —r}), (x —r2) i (x — r3) dijeli na§ polinom p(x) = x> + bx> + cx + d. Stoga, jednadzbu

x® + bx? + cx +d = 0 moZemo zapisati kao (x — r)(x — r)(x — r3) = 0. MnoZenjem tih

faktora dobivamo da je koeficijent od x? jednak —(r; +r, +r3) i stoga je b = —(r| + 15 +13).
O

Definicija 1.1.7. Za n € N kaZemo da je kvadratno slobodan ako ne postojim € N,m > 1,

takav da je n djeljiv s m>.

Drugacije receno, u rastavu n na prim faktore, nema prim faktora s eksponentom vecéim od

1, $to znaci da je kvadratno slobodni n jednak umnosku nekih razlicitih prim brojeva
n=pipr

Svaki n € N moZe se napisati u obliku n = m* - ny, pri cemu je ny kvadratno slobodan ili 1.

Po dogovoru se broj 1 uzima kao kvadratno slobodan.

Za pozitivan racionalni broj q = ¢, pri cemu je M(a,b) = 1, kaZemo da je kvadratno

slobodan ako su a i b oba kvadratno slobodni.
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Definicija 1.1.8. Neka je x element iz skupa {a +b+r|a,b,reQirkvadratno slobodan}.
Konjugat od x, oznacen kao x, dan je kao a — b+[r, gdje je x = a + b \/r.

Lema 1.1.9. Konjugat sume dvaju elemenata iz skupa
{a +b+r|a,b,reQirkvadratno slobodan}

jednak je sumi konjugata. Konjugat umnoska dvaju elemenata iz tog skupa jednak je
umnosSku konjugata.

Dokaz.
Neka su a, b, ¢, d € Q. Promotrimo:

(a+bVF)+(c+dVr)=(a+c)+(b+d) Vr=(a+c)- (b+d) (V)
:(a—b\/i_')+(c—d\/i_’):a+b\/;+c+d\/;

Ovime je dokazan slucaj za zbrajanje.

Kako bismo dokazali tvrdnju za mnoZenje, raspiSimo sljedeca dva izraza

(a+bvr)-(c+dr) i (a+bvr)-(c+dVr):
(a+b+F) - (c+dVF) = (ac + rbd) + (ad + bc) N = (ac + rbd) - (ad + be) r
(a+b+r)-(c+dr)=(a-bvr)-(c—dVr) = (ac + rbd) - (ad + bc) \F

Usporedbom dobivenih izraza uoCavamo da je

(a+b\/;)-(c+d\/;):(a+b\/r_”)-(c+d\/i_’).

O

Lema 1.1.10. Neka je R = a + b+\Jr gdje sua, b, r € Qir je kvadratno slobodan. Ako je
R korijen polinoma s racionalnim koeficijentima, onda je konjugat R = a — b+[r takoder
korijen tog polinoma.

Dokaz.
Pretpostavimo da imamo polinom

P(x) = a X"+ a X+t aix+ag
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gdje je a; € Q za svaki 0 < i < n takav da

p(a+b\/;):an(a+b\/;)n+an_1(a+b\/;)n_l+...+a1(a+b\/;)+a0:0.

Buduci da konjugat od 0 iznosi 0, odredivanjem konjugata obje strane prethodne jedna-
kosti, dobivamo:

an(a+b\/1_’)n+an_1(a+b\/1_’)n_l+...+a1(a+b\/1_’)+a020.

Iz prethodne leme koja kaze da je konjugat sume jednak sumi konjugata, slijedi da lijevu
stranu jednakosti moZemo zapisati kao

an(a+b\/;)n+an_1(a+b\/;)n_l+...+a1(a+b\/1_’)+ao.

Buduci da je konjugat svakog racionalnog broja sam taj broj, a koeficijenti naSeg polinoma
su racionalni brojevi, oni ¢e nakon konjugacije ostati nepromijenjeni. Sada znamo da je
konjugat od a + b +/r korijen naseg polinoma.

O

Sada slijedi glavni teorem ovog dijela.

Teorem 1.1.11. Kubna jednadZba s racionalnim koeficijentima ima konstruktibilni korijen
ako i samo ako ta jednadZba ima racionalni korijen.

Dokaz.

= Neka je p(x) = ax® + bx* + cx + d polinom treéeg stupnja s racionalnim koeficijentima.
Dijeljenjem polinoma p(x) s vode¢im koeficijentom, ako je potrebno, dobivamo polinom
kojemu je vodecéi koeficijent jednak jedan (kako bi se mogla primijeniti lema 1.1.6). Pret-
postavimo da p(x) ima konstruktibilni korijen R, = m + n+/r gdje su m,n, r € Q. Tada po
lemi 1.1.10 znamo da postoji drugi korijen R, takav da je R, = R, = m — n+/r. Neka je
treci korijen nase kubne jednadzbe s. Po lemi 1.1.6 vrijedida je Ry + R, + s = —b, gdje je b
racionalan koeficijent naSe kubne jednadzbe. Stoga je zbroj triju korijena kubne jednadzbe
m+n+\r+m—n+r+s = 2m+ s racionalan broj. Budu¢i da je m racionalan broj, s takoder
mora biti racionalan broj (jer s = 2m + s) —2m, a 2m, 2m+ s € Q). Stoga nasa kubna
jednadzba s racionalnim koeficijentima ima racionalni korijen s kada ima konstruktibilni
korijen.

< Ako p(x) ima racionalan korijen r, tada po teoremu 1.1.2 slijedi da p(x) ima konstruk-
tibilni korijen.
O



POGLAVLJE 1. KONSTRUKTIBILNI I TRISEKTIBILNI KUTOVI 9

1.2 Konstruktibilni kutovi

Uz opcu teoriju o konstruktibilnim brojevima, zapo¢injemo razmatranje konstruktibilnih
kutova. Buduéi da su duljine i kutovi dobro povezani trigonometrijskim funkcijama, zapo-
¢injemo nasu teoriju s njima.

Teorem 1.2.1. Kut 0 je konstruktibilan ako i samo ako je cos 8 konstruktibilan broj. Po-
sebno, ako je cos 6 racionalan broj tada je 6 konstruktibilan.

Dokaz.

= Neka je 0 konstruktibilan kut takav da mu se krakovi nalaze na pravcima a i b, a tocka C
koja je presjek tih dvaju pravaca je vrh kuta. Na kraku a po volji odaberimo tocku A i u njoj
konstruiramo pravac ¢ okomit na a. Presjek pravaca b i ¢ oznaCimo tockom B. Rezultat
je pravokutni trokut gdje je kosinus kuta 6 kvocijent stranica CA i CB. Po teoremu 1.1.3

slijedi da je == | C B A konstruktibilan broj i stoga je cos 6 konstruktibilan broj.

& Neka je cos6 konstruktibilna duljina, tada po teoremu 1.1.3 znamo da je duljina
V1 = cos? 6 takoder konstruktibilna. Neka je duZina AB AB duljine cos 6. Buduci da je cos 6
konstruktibilna duljina, moZemo konstruirati duZinu BC duljine V1 — cos? 6 koja ée biti
okomita na AB. Spajanjem duZine AC vidimo da imamo pravokutni trokut &ija je duljina
hipotenuze 1. Stoga, ako promatramo kosinus kuta @ s vrhom u toc¢ki A, vidimo da je
jednak %9. Dakle, cosa = cos 6. Sada, buduc¢i da smo konstruirali taj trokut, moZemo
konstruirati sukladan trokut koji dobivamo osnom simetrijom trokuta AABC s obzirom na
stranicu AB. Slijedi da je kut « ili kut dobiven dodavanjem kuta e na kut izmedu dvije
hipotenuze jednak 6. Stoga je 6 konstruktibilan.

]

1.3 Trisektibilni kutovi

Definicija 1.3.1. Kut 6 je trisektibilan ako je kut g konstruktibilan.

Napomena 1.3.2. Uocimo da ako je 3 Y konstruktibilan, onda je i  konstruktibilan. Npr
kut 5, odnosno 60° je konstruktibilan, alz kut 5, odnosno 20° nije konstruktibilan. Kut §
(45° ) Jje konstruktibilan, a i trisektibilan jer je 7 (tj. 15°) konstruktibilan.

Budu¢i da smo u ovom radu zainteresirani za trokute s cjelobrojnim stranicama, iz kosinu-
sovog poucka koji kaze da je ¢* = a* + b* — 2ab cos y, uoavamo da ¢e nas zanimati samo
unutarnji kutovi koji rezultiraju racionalnim vrijednostima kosinusa. Imajuéi to na umu
dolazimo do sljedeceg vaznog teorema.

Teorem 1.3.3. Neka je kut 8 takav da je cos 6 racionalan broj. Kut 0 je trisektibilan ako i
samo ako postoji racionalan broj t € (—1, 1) takav da je cos 6 = 41> — 3t.
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Dokaz.
Neka je kut 6 takav da je cos 6 racionalan broj. Po prethodnim teoremima slijedi da je 6
konstruktibilan kut. Formulu za kosinus trostrukog kuta cos 36 = 4 cos® 6—3 cos § moZemo

zapisati kao cos@ = 4 cos’ %’ — 3cos g. Uocavamo da je cosg korijen kubnog polinoma
0 = 4x* — 3x — cos 6.

Po teoremima 1.1.11 1 1.2.1 dobivamo sljedeci niz ekvivalencija:
Kut 8 je trisektibilan

& kut § je konstruktibilan

& cos g je konstruktibilan broj

& polinom 4x* — 3x — cos § ima racionalan korijen

& postoji racionalan broj t € (-1, 1) takav da je cos 6 = 41> — 3¢
Oznacimo taj racionalni korijen s ¢ i pokaZzimo da vrijedi t € [-1, 1].
Kako je 4> — 3t = cos 6, vrijedi =1 < 4 -3t < 1.

Za|t] > 1 imamo 41> — 3 > 1 pajei [t(41> — 3)| > 1.

Zbog 41> — 3t = cos # mora vrijediti |¢(4t> — 3)| < 1, dakle nuzno je da je |¢| < 1.
Cinjenica da r moZemo ograni¢iti na interval (1, 1) proizlazi iz sljedeceg:
Za funkciju f(x) = 4x* — 3x — cos 0 vrijedi

f(—l):—4+3—c050:—1—c050:%—%—cos@zf(%) i

f(l):4—3—0059:1—0050:—%+%—0059:f(—%).

Stoga, radije umjesto da domenu f(x) zapisujemo kao [—1, 1], moZemo samo zapisati
(-1, 1).

Takoder,
cosf0= 1 za8=0ili 27
cosd=-1 zaO=m,

a ti slucajevi su trivijalni pa ih ne trebamo posebno razmatrati.
O

Za nas$ rad bit ¢e koristan sljedeci teorem koji povezuje trisektibilnost dvaju unutarnjih
kutova i tre¢i unutarnji kut u trokutu.

Teorem 1.3.4. Ako su dva kuta u trokutu trisektibilna, onda je i treci kut trisektibilan.

Dokaz.
Neka su «, 81y kutovi trokuta te neka su « i 8 trisektibilni. Znamo da je a+8+y = 180° =«

iy X

istogaje y = m— a — . Buduci da je cos§ = %, po teoremu 1.1.2 slijedi da je cos 3
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konstruktibilan broj te je po teoremu 1.2.1 5 konstruktibilan kut. S obzirom da su « i

B trisektibilni, po teoremu 1.3.3 i njegovim ekvivalencijama slijedi da su 5 i 5 takoder

konstruktibilni. Buducidaje £ = - ¢ - g, po teoremima 1.1.3 — 1.2.1 zakljuujemo da je
£ konstruktibilan kut. Konac¢no, po teoremu 1.3.3 zakljucujemo da je i kut y trisektibilan.

]
Takoder, moZemo izvesti sli¢an rezultat za kut 6 i njegov suplementarni kut.

Teorem 1.3.5. Kut 6 je trisektibilan ako i samo ako je njegov suplementarni kut trisektibi-
lan.

Dokaz.

= Neka je 6 trisektibilan kut. Po teoremu 1.3.3 i njegovim ekvivalencijama slijedi da je g
konstruktibilan kut. Buduci da je § konstruktibilan kut (vidi dokaz prethodnog teorema),
slijedi da je razlika £ — ¢ takoder konstruktibilna. Iz konstruktibilnosti razlike £ — £, po
teoremu 1.3.3 1 njegovim ekvivalencijama slijedi da je kut 7 — 6 trisektibilan.

< Obrnuti smjer o€ito vrijedi zbog 7 — (7 — 6) = 6.

Ovo nas dovodi do moguénosti saZzimanja jednog dijela teorema 1.3.3.

Teorem 1.3.6. Kut 6 je trisektibilan ako |cos 6| = |4t> —3t| za neki racionalan broj t € {0, 1).

Dokaz.
Uocimo da se funkcija |[cos 6] moZe zapisati po dijelovima kao
cos @ :0<60< 3%
- =V =3
lcos 6l { cos(m—6):5<6=<m.

Iz prethodnog teorema kojim smo pokazali da je 6 trisektibilan ako i samo ako je 7 — 6
trisektibilan, slijedi da je |cos 6| trisektibilan ako postoji racionalan broj r € (0, 1) takav da
je [cos 6] = |48 — 3.

O

Kako bismo sastavili popis konstruktibilnih vrijednosti kosinusa, uveli smo racionalnu vri-
jednost % gdje su y 1 z relativno prosti brojevi takvi da je 1 < y < z. Slijedi da racionalne
vrijednosti kosinusa moZemo opisati u tri razlicita slucaja:

1. zje neparan,
2. zje paran, z = 2w pri ¢emu je w neparan,

3. zje paran, z = 2w pri ¢emu je w paran.
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Analizom ova tri slu€aja dolazimo do toga da moZemo opisati trisektibilne kosinuse na
nacin kako slijedi.

Teorem 1.3.7. Kut 0 je trisektibilan ako i samo ako cos € = ™, gdje su m i n relativno prosti
brojevi te poprimaju jedan od sljedecih oblika:

1. m=y|4?-32|,n =2 zjeneparan, M(y,z) = 1il <y<z

L =w, wiysuneparni, M(y,w)=1i1 <y <2w

2.m=1y |yZ—3w2
3. m=y|y2—3w2|,n:2W3, w je paran, M(y,w) = 1i1 <y < 2w.

Dokaz.
UvrStavanjem % umjesto ¢ u |cos 6] = |4¢* — 31, dobivamo

=} (2

Svaki od triju slucajeva ispitat ¢emo pojedinacno.

4y -3z

|
23 ’

1. Bududi da su z i y relativno prosti, tj. M(z,y) = 1, zakljucujemo da je M(z%,y) = 1.
Kada bi M(Z, y) bila veca od 1, tada bi 1 M(z,y) bila veca od 1, Sto je nemoguce jer su
z i y relativno prosti. Sada jo§ trebamo provijeriti je li z relativno prost s 4y* — 372, 1z
¢injenice da su z i y relativno prosti, proizlazi da je M(z>,y*) = 1. Nadalje, M(z>,4) = 1
jer je z neparan pa je i z°> neparan. Stoga, M(z>,4y?) = 1. Iz toga slijedi zakljulak da je
M3, 4y* - 3z%) = 1.

Dakle, u slucaju kada je z neparan, M(y,z) =111 <y <z

m:)’|4y2—322|, n=z, zneparan, M(y,z)=1il<y<z.

2. Neka je z paran, a w neparan takvi da je z = 2w. Tada imamo:

yl4y* =327 yldy* —12w?  yly* - 3w
2 B w3 s
Bududi da su z i y relativno prosti, tj. M(z,y) = 11z = 2w, slijedi da je M(2w,y) = 1.
ZakljuCujemo da je y neparan, inace bi M(2w,y) bila barem 2. Nadalje, zakljucujemo da
je M(w,y) = 1 te daje M(2,y) = 1. Stoga slijedi, M(w, y*) = 1 te M(w?,¥*) = 1. Konacno,
MW, y* = 3w?) = 1.
Dakle, u slu¢aju kada je z paran i w neparan broj takvida je z = 2w, M(y,z) = 1lil <y <z,

’|

1
m:§y|y2—3w2|, n=w, wiysuneparni, M(y,w)=111<y<2w.



POGLAVLJE 1. KONSTRUKTIBILNI I TRISEKTIBILNI KUTOVI 13

3. Neka su z i w parni brojevi takvi da je z = 2w. Tada imamo:

yl4y* =322 yldy* —12w?  yly? — 3w?|
2 B w3 2w
Budu¢i da su z 1 y relativno prosti, tj. M(z,y) = 11z = 2w, slijedi da je M(2w,y) = 1.
Nadalje, zakljuujemo da M(w,y) = 1i stoga je M(2w?,y) = 11 M(2w?,y?) = 1.
Kona¢no, brojnik i nazivnik ovog razlomka su relativno prosti brojevi, odnosno M(2w?,
vy —3w?) = 1.
Dakle, u slucaju kada su z i w parni brojevi takvi da vrijedi z = 2w, M(y,z) = 111 <y < g,

m:y|y2—3w2|, n=2w, wjeparan, M(y,w) =111 <y <2w.
O

Uoc¢imo da je nazivnik 7 ili neparan kub ili dvostruki paran kub. Tako je moguce navesti
sve moguée pozitivne racionalne vrijednosti za |cos 6| kad je @ trisektibilan. Navodimo
prvih tridesetak takvih vrijednosti, u poretku s rastu¢im nazivnikom do uklju¢eno nazivnik
n=2-6%

1,
9 11
16°16°
5 13 22 23

27 37 44 71 91 99 117 118
125712571257 1257 1257 1257 1257 125’
7 47 115 117
12871287 1287 128°
18 73 143 207 235 262 297 305 332 333
343° 3437 3437 343’ 343’ 343’ 3437 3437 343’ 343’
107 143 413 415
4327 432743274327
Kako bismo pronasli trokut s cjelobrojnim stranicama (a, b, c¢) s tri trisektibilna kuta «, 8,
v, moramo odabrati stranice a, b 1 ¢ tako da se sva tri broja |cosal, |cos S| 1 |cosy| po-
javljuju negdje u proSirenom popisu mogucih vrijednosti (zajedno s vrijednoscu 0, ako je
trokut pravokutni).

Imajudi, za nase potrebe, dostatno iscrpnu teoriju trisektibilnosti, kreCemo na glavni dio
ovog rada.



Poglavlje 2

Trokuti s c¢jelobrojnim stranicama i
trisektibilnim kutovima

Koristit ¢emo pojam primitivni trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima
kada su stranice trokuta relativno prosti brojevi.

2.1 Pravokutni trokut

Prirodno je postaviti pitanje postojanja pravokutnih trokuta s cjelobrojnim stranicama i
trisektibilnim kutovima jer ih dosad nismo razmatrali. Kao nuzan i dovoljan uvjet posto-
janja primitivnog pravokutnog trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima
pokazuje se da hipotenuza takvog trokuta mora biti kub neparnog broja ¢iji su svi prim
faktori oblika 4k + 1. Prvi takav primjer koji se pojavljuje koristeéi vrijednosti kosinusa na
nasem popisu je (44, 117,125), za koji je hipotenuza duljine 5°. Dva sljedeca primjera su
(828,2035,2197) (za koji je hipotenuza duljine 13°) i (495, 4888, 4913) (za koji je hipote-
nuza duljine 17%). U poglavlju 5 bavit éemo se detaljnije pravokutnim trokutima na temelju
Clanka [3]. Potraga za trokutima s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima bez
pravog kuta bila je motivacija za rezultate prikazane u ovom radu.

2.2 Jednakokracni trokut

Bududi da je kut od 60° tipican primjer kuta koji nije trisektibilan, znamo da ne postoji
jednakostranian trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima. Nadalje, V2
je iracionalan pa ne postoje niti trokuti s cjelobrojnim stranicama koji su jednakokracni
pravokutni. S obzirom na prethodno navedeni popis vrijednosti kosinusa, mozemo lako
pronaci primitivne trokute s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima koji su jed-

14
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nakokracni. Ako je ™ racionalan broj s naseg popisa (pri cemu je M(m,n) = 1), tada je
trokut (n, n,2m) trokut s cjelobrojnim stranicama za koji su kutovi uz osnovicu trisekti-
bilni, a time taj trokut ima tri trisektibilna kuta. Ako je n neparan, stranice n i 2m nemaju
zajednickih faktora, a ako je n paran, moZzemo izluciti 2 (i samo 2) iz svakog ¢lana i dobiti
trokut (%, % m) ¢ije stranice nemaju zajednickih faktora. Na primjer,

9 11 5 13
— 8,8 — 8,8,11 — 27,27,10 — 27,27,26
16H( 2 ’9)’ 16H( 2 2 )’ 27H( 2 2 )’ 27_>( 2 2 )7
1 tako dalje. Pogled na gore navedeni popis vrijednosti kosinusa otkriva da je jednakokracni
trokut ove vrste s najmanjim opsegom (8, 8,9). Govoreci o naSim op¢im formulama za m
1 n, vidimo da dvije jednake stranice primitivnog jednakokracnog trokuta s cjelobrojnim
stranicama i trisektibilnim kutovima moraju biti potpuni kubovi.

Nakon $to smo vidjeli primjere pravokutnog i jednakokracnog trokuta s cjelobrojnim stra-
nicama i trisektibilnim kutovima, ostaje nam pitanje mozemo li pronaéi raznostranic¢an
trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima koji nema pravi kut. Na prvi
pogled, moze se Ciniti malo vjerojatno da poucak o kosinusima moZe dati dozvoljene vri-
jednosti kosinusa za svaki od tri kuta, ali kao Sto ¢emo vidjeti, takvi trokuti postoje.

U sljedeéem dijelu predstavljamo jednostavan pristup za pronalaZenje nekih od njih, a kas-
nije ¢emo razmotriti opéi pristup.

2.3 Jednostavan pristup za pronalaZenje trokuta

U ovom dijelu, razmotrit ¢emo trokute s kutovima 61 26 i trokute s kutovima 7 — 6 i 7 — 26.
Neka je ¢ trisektibilan kut takav da je 0 < 6 < 5§ icosf = = gdje su m i n relativno prosti
pozitivni cijeli brojevi. Razmotrimo trokut s kutovima 6, 26 i 7 —36. Uz malo razmiSljanja,
vidimo da takav trokut moZe biti konstruiran i da su sva tri njegova kuta trisektibilna. Osim
toga, identiteti za kosinus dvostrukog ili trostrukog kuta otkrivaju da je kosinus svakog od
tih kutova racionalan broj. Buduci da je cos 6 racionalan, kut 6 ne moZe poprimiti nijednu
od vrijednosti %, £ ili 7. Slijedi da odgovarajuci trokut nije ni pravokutan ni jednakokracan.
Oznacimo li s a, b, ¢ stranice nasuprot kutova 6, 26, © — 36, poucak o sinusima pokazuje da

sinf  sin26  sin(7r—360) sin30
a b c e

Primijenimo li da je cos ¢ = © i uvrstimo li da je a = n?, §to je prikladan izbor kako bi se
dobile cjelobrojne vrijednost b i ¢, dobivamo
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in 260
b:SI,n -a =2acos0 =2mn;
sin 6
in 360 in 260 + sin 260 0
c:SI.n .a:sm cos - SN 2008 -a:(2cos20—1+200$29)a:4m2—n2.
sin 0 sin @

UoCimo da je ¢ pozitivan jer uvjeti na 6 povlace da je = > % Nije tesko provjeriti da je
M(a, c) = 1kada je nneparani M(a, c) = 4 kada je n paran. Slijedi da je (n?, 2mn, 4m*—n?)
primitivni trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima kada je n neparan i
(%, = #) je primitivni trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima kada
je n paran.

Sada pretpostavimo da je 6 trisektibilan te zadovoljava § < 6 < Jicosf = 7 gdjesumin
relativno prosti pozitivni cijeli brojevi. Razmotrimo trokut s kutovima 7 —6, 7 —261 36 — 7.
Kao i prije, takav trokut moze biti konstruiran, sva tri kuta su mu trisektibilna 1 kosinus
svakog kuta je racionalan broj. Buduci da odgovarajuci trokut ima tupi kut, to ocito nije
pravokutan trokut. Nadalje, cos 25—” nije racionalan pa kut 6 ne moZe poprimiti vrijednost
25—” Sto nam pokazuje da odgovarajuci trokut nije jednakokracan. Nastavljajuci kao gore,
pronalazimo da je oblik trokuta sada (n?, 2mn, n> — 4m?), odnosno po potrebi primijenimo

faktor }‘ kako bismo dobili primitivni trokut. Tako smo dosli do sljedeceg rezultata.

Teorem 2.3.1. Ako su m i n relativno prosti pozitivni cijeli brojevi i ™ je kosinus trisek-
tibilnog kuta, onda (n?,2mn, |4m> — n?|) je primitivni trokut s cjelobrojnim stranicama i
trisektibilnim kutovima kada je n neparan, a (é, =, W) Jje primitivni trokut s cjelo-
brojnim stranicama i trisektibilnim kutovima kada je n paran broj. Svaki od tih trokuta je
raznostranic¢an i nema pravi kut.

Lako je provjeriti da je stranica n” ili ’2—2 uvijek Sesta potencija nekog cijelog broja. Za
ilustraciju te formule, uo¢imo

9 11
~ 5 (64,72, 1 — (64
6 (64,72,17), 6 (64,88,57),

5 23
— 729,270, 629), — 729, 1242, 1387).
77 ) 77 )

Moze se pokazati da razliciti kutovi 8 1 ¢ odreduju razlicite (nesukladne) trokute. Postoji
beskonacno mnogo razliitih primjera tih vrsta trokuta.

Ova metoda moZze se prosiriti na druge kombinacije kutova. Na primjer, moZemo razmotriti
trokut s kutovima 6, 360, m — 46 pod pretpostavkom da je 0 < 6 < 7 i trokute s kutovima 6,
46, m— 56126, 36, 7 — 56, pod pretpostavkom da 0 < 6 < £. Buduci da identiteti za kosinus
viSestrukog kuta postaju zapetljaniji s viSestrukim povecanjem, formule za stranice trokuta
takoder postaju sve kompliciranije.
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Reziduali

Neka su 6 1 ¢ dva Siljasta kuta u trokutu s cjelobrojnim stanicama te neka su kosinusi tih
kutova racionalni brojevi. Buduci da su 6 1 ¢ Siljasti, vrijedi 0 < 6 < ¢ < 5. ZapiSemo li

cos(f) = T+ icos(¢) = 5, tada moZemo izraCunati kosinus treceg kuta u trokutu na nacin:

(0 + ¢)) = —cos(6 + ¢) = sinfsing — cos fcos ¢ = R G

cos(m — ”

Kako bi ta vrijednost kosinusa bila racionalna, /(n2 — m?) - (¢2 — p%) mora biti racionalan
te stoga (n*>—m?)-(g* — p*) mora biti potpuni kvadrat. Prema osnovnom teoremu aritmetike,
svaka od ovih razlika moZe se zapisati u obliku umnoSka potpunog kvadrata i kvadratno
slobodnog broja. Zapisujemo to kao n*> —m? = j*r i ¢*— p* = k*s gdje su r i s kvadratno
slobodni. Slijedi da ée (n> — m?) - (g* — p?) biti potpuni kvadrat kada je r = s.

Ovaj rezultat je vrlo vaZzan 1 o njemu ovise nasi trokuti s cjelobrojnim stranicama, a mi
¢emo stoga preciznije definirati i uvesti poseban naziv za takve kvadratno slobodne brojeve
pridruZzene odredenoj racionalnoj vrijednosti kosinusa.

= m

Definicija 3.0.1. Neka je 6 € (0, m) kut iji je kosinus racionalan, pisemo cos 6 = =, gdje
sum i n cijeli brojevi. Izrazimo broj n*> — m? kao j*r gdje su j i r pozitivni cijeli brojevi i r
je kvadratno slobodan broj. Broj r nazivamo rezidual kuta 6.

Nakon definicije reziduala, moZemo u saZetom obliku iskazati prethodno dokazanu tvrd-
nju.

Teorem 3.0.2. Ako su 0 i ¢ dva kuta u trokutu s cjelobrojnim stranicama, tada 0 i ¢ imaju
Jednaki rezidual r.

Sljedecih nekoliko lema dokazat e nam da trokut (a stoga i njegovi unutarnji kutovi) mogu
biti karakterizirani jednim rezidualom.

17
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Lema 3.0.3. Ako je cos@ racionalan (gdje je 6 € (0,7m)) i rezidual od 6 je r, onda je
sin@ = wA\/r, gdje je w pozitivan racionalan broj. Obrnuto, ako je cos 6 racionalan broj i
sin@ = wr (gdje je r kvadratno slobodan cijeli broj) za neki pozitivan racionalan broj w,
onda je rezidual kuta 0 jednak r.

Dokaz.

= Neka cos 6 = 2 i rezidual od 6 neka je r. Slijedi da je cos’f = ’:—22 = 1 —sin? 6 i stoga
sinf = - ’:—22 = —'”zn""z Po prethodnoj definiciji znamo da postoji cijeli broj j takav da
je n® —m? = j*r. Slijedi da je sin@ = £ v/r = w\/r, gdje je w racionalan broj jednak .

& Neka je sin @ = w+/r. Slijedi da je sin® @ = w?r = 1 — cos? 6, odnosno cos? 6 = 1 — w?r.
Bududi da je cos 6 racionalan broj, za relativno proste cijele brojeve m i n moZemo zapisati

.. . . 2 v
cosf = 2. Iz toga slijedi da je 1 — w?r = ., odnosno n? — n*w?r = m?*. Konacno,

n* — m?> = (nw)*r. Prema osnovnom teoremu aritmetike rastav broja na prim faktore je
jedinstven i stoga je zapis u obliku produkta kvadratno slobodnog broja i potpunog kvadrata
jedinstven i zakljuCujemo da r mora biti rezidual kuta 6.

O

Lema 3.0.4. Neka su 0 i ¢ kutovi s racionalnim kosinusima i zajednickim rezidualom r.
Tada kut m — 0 — ¢ ima rezidual r.

Dokaz.

Uocimo da je kut 7 — 6 — ¢ iz intervala (0, ). Iz trigonometrijskih identiteta slijedi da
sin(mr—60—¢) = sin(0+ ¢) = sinfcos¢ + cosfsing. Buduci da su 6 i ¢ kutovi s raci-
onalnim kosinusima i zajedni¢kim rezidualom r, postoje m, n, p, g takvi da je cosf = %
icos¢ = 5. Po prethodnoj lemi znamo da postoje racionalni brojevi w; i w, takvi da je

sin@ = wy \/risin¢ = w, v/r. Nadalje, sin (7 — 6 — ¢) moZemo zapisati kao

: m  wipnN\r+wymgNr  npw; +mqw
Sln(ﬂ—9—¢):w1\/?-£+w2\/?._: 1PN+ W ‘1‘/_: i q 2 V7

Stoga je po prethodnoj lemi rezidual kuta 7 — 6 — ¢ jednak r.
O

Teorem 3.0.5. Ako su 0, ¢ iy tri kuta u trokutu s cjelobrojnim stranicama onda oni imaju
isti rezidual.

Dokaz.

Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da su 6 1 ¢ Siljasti kutovi. Buduéi da
su duljine stranica trokuta cijeli brojevi, slijedi da kosinusi svih triju kutova moraju biti
racionalnih vrijednosti. Po teoremu 3.0.2 slijedi da 8 1 ¢ imaju isti rezidual r. Budu¢i da je
v =1 — 6 — ¢, po prethodnoj lemi slijedi da y ima isti rezidual r kao 1 61 ¢. m|
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Nakon §to smo otkrili da se na$i trokuti mogu prikazati pomocu jedinstvenog reziduala, za-
nima nas obrnuti smjer. Ako su nam dana dva kuta s racionalnim kosinusima i zajednickim
rezidualom, postoji li trokut koji ih sadrzi?

Teorem 3.0.6. Neka su 6 i ¢ kutovi s racionalnim kosinusima takvi da je 0 < 6 < ¢ < 7.
Ako 0 i ¢ imaju isti rezidual, onda postoji trokut s cjelobrojnim stranicama koji sadrZi

kutove 61 ¢.

Dokaz.

Neka su 6 i ¢ kutovi s racionalnim kosinusima takvi da je 0 < 6 < ¢ < 7 i neka imaju isti
rezidual. Tada moZemo zapisati cos 0 = 2, n*> —m* = j*r, cos ¢ = i g* — p* = k*r gdje su
svi cijeli brojevi pozitivni 1 r je kvadratno slobodan.

Razmotrimo trokut s kutovima 6 i ¢ i sa stranicama kao Sto je prikazano na sljedecoj slici.

[

Slika 3.1: Dokaz teorema 3.0.6

Koristeci poucak o sinusima dobivamo:
sin g B sin ¢ B sin (6 + ¢)
1 b c

1z toga slijedi da je

- sing _ n+g*> —p*  nk
~sing qVn?> —m? Caq)
_sin(@+¢) n m\/clz—pz_l_p\/nz—m2 _mk+pj

sin @ 2 — m2 ng nq qj

Dakle, trokut (g j, nk, mk + pj) ima cjelobrojne stranice i sadrzi kutove 61 ¢.

Prethodna dva teorema zajedno nam daju zavrSni teorem.

Teorem 3.0.7. Siljasti kutovi 6 i ¢ s racionalnim kosinusima imaju isti rezidual ako i samo
ako postoji trokut s cjelobrojnim stranicama koji sadrZi ta dva kuta.



Poglavlje 4

Opca formula za trokute s cjelobrojnim
stranicama i trisektibilnim kutovima

Kombinirajuéi teorem 3.0.6 i nase poznavanje vrijednosti kosinusa potrebnih za trisektibil-
nost kutova, dobivamo sljedece rezultate. Ovaj teorem pruza opéi odgovor na pitanje koje
se postavlja na pocetku.

Teorem 4.0.1. Neka su 0 i ¢ trisektibilni kutovi s racionalnim kosinusima takvi da 0 < 6 <
¢ < 5. Pretpostavimo da 6 i ¢ imaju jednaki r i zapisimo cos 0 = 2, n*—m* = jr, cos¢ = y
i g* — p* = k*r, gdje su svi cijeli brojevi pozitivni. Onda je svaki od trokuta (q j, nk, mk + p j)
i (g, nk,mk — pj) trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima.

Dokaz.
Formula (qj, nk,mk + pj) je utvrdena u dokazu teorema 3.0.6. Uzimajuéi u obzir §iljaste
kutove 61 ¢ — 6 1 koristeci isti pristup, dobivamo formulu (g j, nk, mk — pj). UoCimo da ovaj
drugi trokut sadrzi tupi kut.

O

Raspolazuéi spoznajom da kutovi 6 i1 ¢ trebaju imati isti rezidual, vraéamo se na popis

mogucih racionalnih vrijednosti kosinusa za trisektibilne kutove te raCunamo rezidual za

svaki od njih. Nakon Sto smo pronasli dvije vrijednosti s istim rezidualom, moZemo upotri-

jebiti formulu (g j, nk, mk + pj) za dobivanje odgovarajucih kutova. Na taj nacin otkrivamo
.o 5 . 37

da kutovi Ciji su kosinusi 5> i 75z oba imaju rezidual 11, a time dobivamo trokute

(972,1000,476) = 4 - (243,250,119) 1 (972,1000, 116) = 4 - (243,250, 29).

20
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Sljedeée smo otkrili da kutovi &iji su kosinusi % i -5= oba imaju rezidual 7 i time dobivamo

16 128
trokute

(640,720,640) = 80-(8,9,8) 1 (640,720,170) = 10- (64,72, 17).

Takoder smo otkrili da vrijednosti kosinusa % i 117 doprinose potpunim kvadratima (rezi-

125 7 125
dual je 1) i na taj nacin dobivamo trokute

(5500, 14625, 15625) = 125 - (44,117,125) 1 (5500, 14625, 11753).

Trokut (44,117, 125) je pravokutni trokut koji je spomenut ranije. Tupokutan trokut
(5500, 14625, 11753) pokazuje da zajednicki rezidual kutova moZe biti 1 ¢ak i kada trokut
nije pravokutan. Pogledamo li tih Sest trokuta koje smo otkrili, uo¢avamo da ova metoda
ponekad generira jednakokracne ili pravokutne trokute. Jedan od nacina kako izbjeci takve
trokute je zapoceti s dvije vrijednosti kosinusa koje imaju relativno proste nazivnike.

Kao $to vidimo u ovim primjerima, katkad je potrebna primjena odredenog faktora da bi
se dobio primitivni trokut. Uz pretpostavku da je 0 < 6 < ¢ < 7 i usvajanjem notacije
iz teorema 4.0.1, pretpostavimo da je M(m,n) = 1, M(p,q) = 11 M(n,q) = 1. Neka je
g = M(j,k)ipiSemo j = gj ik = gk’. Tada je osnovni zadatak dokazati da svaka od
formula (¢, nk’,mk’ + pj')i(qj’,nk’,mk’ — pj") daje primitivni trokut s cjelobrojnim stra-
nicama i trisektibilnim kutovima.

Sada imamo dvije metode za pronalazenje trokuta s cjelobrojnim stranicama 1 trisektibil-
nim kutovima. Iako je vrlo malo vjerojatno da su jednake, jesmo li sigurni da su te dvije
metode zapravo razlicite? Prva (i jednostavnija) metoda predstavljena u teoremu 2.3.1 re-
zultirala je trokutima ¢iji kutovi su racionalni viSekratnici jedni drugih modulo 7. Neka su
0, ¢ 1 ¢ tri kuta u trokutu s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima. Ima li cijelih
brojeva n, r i s takvih da je 6 = nrr + ¢ ili 6 = n + “¢? Prvu jednadZbu moZemo zapisati
u obliku s6 = nsm + r¢, a drugu

sO=nst+r(m—0—¢) ili (r+s5)0 = (ns+r)ymr—ro.

U svakom slucaju, moZzemo pronaci pozitivne cijele brojeve r 1 s takve da je cos(sf) =
+ cos(r¢).
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Cebisevljevi polinomi 7} su korisni u ovoj fazi procesa.

Definicija 4.0.2. Cebisevijevi polinomi prve vrste jedinstveni su polinomi koji zadovolja-

vaju
cos (k arccos x) , x| <1
Tw(x) =3 cosh(karccoshx), x>1
(=1)* cosh (k arccosh (-x)), x < -1

Jedno od brojnih svojstava ovih polinoma je ¢injenica da cos(kf) = Ty(cos#) za svaki
pozitivan cijeli broj k pri ¢emu je cos (kx) realni dio de Moivreove formule'.

Osim toga, polinom T} ima stupanj k s vodeéim koeficijentom 2!, Ako pretpostavimo da
jecosf = 2 icos¢ = §, gdje su n i g relativno prosti neparni brojevi i M(m,n) = 1 =
M(p, q), tada vidimo da

s 2s—1 S+ nX
cos(sf) = T(cosf) = 27! (ﬂ) ... = #,
n ns
' 2 1p" + gY
cos(rf) = T,(cos @) = 2! (2) + ... = A,
q q

gdje su X 1 Y cijeli brojevi. Buduéi da su ova dva rezultata jednaka, vidimo da je
q (23_1ms + nX) = +n’ (2r_1pr + qY)

$to nam otkriva da jedan od neparnih prim brojeva koji dijeli g takoder mora dijelitii 2" p",
a to nas dovodi do kontradikcije. Slijedi da metoda teorema 4.0.1 generira trokute koji se
ne pojavljuju metodom teorema 2.3.1.

Uz prethodni teorem, u moguénosti smo generirati beskona¢no mnogo trokuta s cjelo-
brojnim stranicama 1 trisektibilnim kutova. Medutim, dokazi o rezidualima tih kutova 1
njihovim trisekcijama su potrebni kao teorijska podloga za nase istrazivanje. Ti teoremi i
njihovi dokazi slijede ispod.

Lema 4.0.3. Neka je 0 kut s racionalnim vrijednostima kosinusa. Tada kut 30 ima jednaki
rezidual kao i kut 6.

Dokaz.
Prema formuli za sinus trostrukog kuta slijedi da je

sin360 = 3sin @ — 4 sin’ 6. 4.1)

L(cos x + isin x)" = cos (nx) + i sin (nx)
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Po lemi 3.0.3 slijedi da ako je r rezidual kuta 6, tada postoji racionalan broj w takav da
sin@ = w y/r. Uvodenjem toga u (4.1) dobivamo

sin30 = 3wr —4wlrvr = (3w—4w3r) \r.

Buduéi da su w i r racionalni brojevi, slijedi da je 3w — 4w?r racionalan broj i po lemi 3.0.3
kut 36 ima rezidual r.
]

Za ucinkovito dobivanje tih vrsta trokuta, trebamo bolju metodu od nasumic¢nog pretraZiva-
nja za pronalazenje zajednickih reziduala. Podsje¢amo da nas$ popis racionalnih vrijednosti
kosinusa moZe biti generiran brojevima oblika |47> — 3¢| gdje je ¢ racionalan broj iz intervala
(-1, 1). Kao §to sljedeci teorem pokazuje, kutovi povezani s ¢ i [4#> — 3¢ imaju isti rezidual
jer su kutovi povezani s 41> — 3t i —(41> — 3¢) suplementarni.

Teorem 4.0.4. Neka je t racionalan broj iz intervala (—1, 1). Ako su kutovi 6 i ¢ iz intervala
(0, ) takvi da je cos @ = t i cos ¢ = 4> — 3t, onda 0 i ¢ imaju isti rezidual.

Dokaz.
Prema formuli za kosinus trostrukog kuta slijedi da je

cos 30 = 4 cos® 6 — 3 cos 6. 4.2)

Neka su 6 i ¢ iz intervala (0, 7r) takvi da je cos @ = ti cos ¢ = 41> — 3t. Uvodenjem toga u
(4.2) dobivamo
cos 30 = 4> — 3t = cos ¢.

ZakljuCujemo je kut 36 jednak ili ¢ ili 27 + ¢ ili 27 — ¢. Bududi da su vrijednosti kosinusa
jednake, slijedi da ¢ mora imati isti rezidual kao 36. Po lemi 4.0.3 slijedi da 61 ¢ imaju isti
rezidual.

O

Neka je r kvadratno slobodan broj 1 (kako bismo pojednostavili notaciju) neka je f defini-

. |x2 —ry2

rano s f(f) = 41> — 3t. S obzirom na dva pozitivna cijela broja x i y, racionalan broj pev
lezi u intervalu (0, 1). Neka je 6 Siljasti kut za koji cos 6 ima tu vrijednost. Onda je lako
provjeriti da je r rezidual od 6 i po teoremima 1.3.3 1 4.0.4, Siljasti kut ¢ koji zadovoljava

x* —ry?
X2+ ry?

cos¢:‘f(

je trisektibilan i ima rezidual r. Nas zanimaju brojevi koji se mogu izraziti u obliku x> +ry?,
za danu vrijednost r. Zelimo li napraviti korak dalje, moZemo se pitati koji se prim brojevi
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p mogu izraziti na taj nacin. Poznato je da jednadzba p = x*> + ry* ima beskonacan broj
rjeSenja kada r ima bilo koju od vrijednosti 1, 2, 3 ili 7. Takoder, poznato je da su u sva-
kom slucaju potrebni prim brojevi odredenog oblika. Konkretno, teorija algebarskih cijelih
brojeva ukazuje da se jednadZba mozZe rijesiti u sljedecim slucajevima:

r = 1 odgovara prim brojevima oblika 4k + 1;

r = 2 odgovara prim brojevima oblika 8k + 1 ili 8k + 3;

r = 3 odgovara prim brojevima oblika 3k + 1;

r = 7 odgovara neparnim prim brojevima oblika 7k + 1, 7k + 2 ili 7k + 4.

Prvih nekoliko primjera svakog tipa su sljedeci.

5=12422 3=12+2-12 7=22+3-12 11=2>+7-1%
13=22+32 11=3*+2-1% 13=12+3-22 23=4*+7-12
17=17+4> 17=3>+2-2> 19=4>+3-1> 29=12+7-2
20=22+5% 19=12+2-3% 31=224+3.32 37=324+7.22
37=1°+6> 41=32+2-4> 37=52+3.22 43=6*+7-17
41 =4%>+5% 43=5242-3%2 43=424+3-3> 53=524+7.2?

Da bismo ilustrirali kako se te jednadzbe mogu koristiti za generiranje trokuta s cjelobroj-
nim stranicama, promatramo slucaj u kojem je r = 2. Pomocu izraza za 11 i 3 u drugom
stupcu, dobivamo kutove 61 ¢ (6 < ¢ kao Sto se koristi u teoremu 4.0.1) kako slijedi:

1169

cos@- — ‘f(9+2 ‘ 331 ~ (0.8783
i
23
= — ~ 0.8519.
cos¢ = ‘f 1+2| 7 0.8519

Primjenom formula (qj,nk,mk + pj) iz teorema 4.0.1, dobivamo dva trokuta
(1215,1331,2204)1 (1215, 1331, 134). Koristeci gore navedene jednadZbe, moZemo dobiti
mnogo viSe takvih trokuta za vrijednosti r = 1, 2, 3 ili 7. Takoder je zanimljivo istraziti Sto
se dogada za druge vrijednosti r, ukljucujuéi 1 vrijednosti r koje nisu prim brojevi. Npr.

neka je r = 57, primijetimo da vrijednosti kosinusa ﬁ 1 @ 5 imaju rezidual 57. Vidimo da

)= ()

i te vrijednosti dovode do trokuta (22627,24389,31716) 1 (22627,24389,2612).

17164

24389

856
1331



POGLAVLIJE 4. OPCA FORMULA ZA TROKUTE S CJELOBROJNIM
STRANICAMA I TRISEKTIBILNIM KUTOVIMA 25

Jesmo li sigurni da postoji trokut s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima u ko-
jem je zajednicki rezidual kutova r, za dani kvadratno slobodan cijeli broj r?

Zar = 1, znamo da postoji beskonacan broj razli¢itih moguénosti na temelju nasih rani-
jih komentara o pravokutnim trokutima. Zapravo, koristeci Siljaste kutove tih pravokutnih
trokuta i1 primjenom druge formule iz teorema 4.0.1 (koji daje trokut s tupim kutom) do-
bivamo beskonacan broj raznostrani¢nih trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim
kutovima bez pravog kuta ¢iji je zajednicki rezidual 1. Sljedeci teorem nam pokazuje da
se taj rezultat proteZe na sve druge vrijednosti od r. Pridjev ,razli¢it* koji se koristi u is-
kazu teorema odnosi se na trokute koji nisu slicni. Navedimo teorem bez dokaza koji daje
odgovor na postavljeno pitanje.

Teorem 4.0.5. Za svaki kvadratno slobodan cijeli broj r postoji beskonacan broj razlicitih
raznostranic¢nih trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima za koje je za-
Jjednicki rezidual kutova r.

Napomenimo da se dokaz temelji na promatranju niza racionalnih brojeva a, = |jzz;:|.
Pokazuje se da je taj niz rastuci te da se izborom kutova 6, takvih da je cos(6,) = f (a,),
uz f(t) = 4 — 3t moZe dobiti beskonatno mnogo trokuta s cjelobrojnim stranicama i
trisektibilnim kutovima ¢iji je rezidual jednak r.




Poglavlje 5

Pitagorini trokuti s trisektibilnim
kutovima

Kao $to smo ve¢ u poglavlju 2 najavili, u ovom posljednjem poglavlju detaljnije éemo se
osvrnuti na pravokutne trokute s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima.

Budu¢i da znamo da u svakom pravokutnom trokuti vrijedi Pitagorin poucak, dolazimo do
sljedece definicije.

Definicija 5.0.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (a, b, c) zovemo Pitagorina trojka ako
su a, b katete, a c hipotenuza nekog pravokutnog trokuta, tj. ako vrijedi

a’ +b* =

Ako su a, b, c relativno prosti, onda kaZemo da je (a, b, c) primitivna Pitagorina trojka.

Definicija 5.0.2. Pravokutni trokut sa stranicama a, b i ¢, pri Cemu su a, b i c relativno
prosti brojevi, nazivamo primitivni Pitagorin trokut.

Lako se uoci da u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojci ¢ mora biti neparan broj te da a i
b moraju biti razli€ite parnosti, odnosno to¢no jedan od « ili b je neparan broj. Mi ¢emo
uzimati da je prvi broj u trojci paran.

Sve primitivne Pitagorine trojke zadovoljavaju sljedece svojstvo (vidi [4]).

Teorem 5.0.3. Sve primitivne Pitagorine trojke (a, b, c) u kojima je a paran, dane su for-

mulama

a=2mn, b=m*-n*, z=m’+n’

gdje je m > n i m, n su relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosti.

26
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Kako bismo dokazali rezultat koji slijedi, koristit cemo Gaussove cijele brojeve.

Gaussovim cijelim brojevima nazivaju se kompleksni brojevi kojima je i realni i imaginarni
dio cijeli broj. Skup svih Gaussovih cijelih brojeva {a + bi : a, b € Z} obi¢no se oznacava
sa Z[i] i to je komutativni prsten s obzirom na operacije zbrajanja i mnozenja u polju C. U
tom prstenu invertibilni su za mnoZenje samo brojevi 1, -1, i, —i. Takoder, Z[i] je integralna
domena, dakle nema djelitelja nule.

Nadalje, prsten Z[i] je euklidska domena s obzirom na normu N(a + bi) = a* + b?, §to znaci
da u njemu vrijedi poopéenje svojstva o dijeljenju s ostatkom u prstenu cijelih brojeva Z.
Naime, za u, v € Z[i], pri ¢emu je v razli¢it od 0, postoje g, r € Z[i] takvi da je u = vq + r,
gdje je N(r) < N(v). Ovdje g i r openito nisu jednoznacno odredeni, kao kod dijeljenja
cijelih brojeva, ali se jednoznacnost moZze posti¢i uz neke dodatne pretpostavke.

Vazno je svojstvo prstena Z[i] da je to faktorijalni prsten ili domena s jednozna¢nom fak-
torizacijom u ireducibilne (proste) faktore, to jest da vrijedi analogon osnovnog teorema
aritmetike za cijele brojeve. Opcenito, element p prstena R naziva se prostim ako p nije 0
i nije invertibilan element, a vrijedi da ¢im p dijeli umnozak uv elementa u, v iz R onda p
dijeli barem jedan od tih elemenata.

Primjerice, cijeli broj 2 je prost u prstenu Z, ali ne i u prstenu Z[i] jer vrijedi (1+i)(1-i) = 2,
a niti jedan od brojeva 1 +1i, 1 —i nije djeljiv s 2, to jest ne moZe se napisati u obliku 2w za
neki w € Z][i].

U faktorijalnom prstenu vrijedi teorem:

Teorem 5.0.4. Svaki element razlicit od 0 koji nije invertibilan moZe se napisati kao umno-
Zak prostih elemenata i jednog invertibilnog elementa.

Posebno, za prsten Z[i] vrijede sljedeca svojstva:

Pozitivni cijeli broj p je prosti element u tom prstenu ako i samo ako je p prim broj oblika
p = 3(mod4).

Opcenito, Gaussov cijeli broj z = a+bi je prosti element prstena Z[i] ako 1 samo ako vrijedi
jedno od sljedeceg:

N(z) = a*+b? je prim broj koji pri dijeljenju s 4 daje ostatak 3 ili je z umnoZak invertibilnog
elementa (dakle, jednog od 1, -1, i, —i) s prim brojem p takvim da je p = 3(mod4).
Pojedinosti se mogu naci u [2].

Jednakosti kao Sto su

37 =1 +6i)(1 -6i), (1+6i)*=-35+12i, 12%>+35*=37>

pokazuju vezu izmedu Gaussovih cijelih brojeva i primitivnih Pitagorinih trojki.
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Teorem 5.0.5. Ako je (A, B, C?) primitivna Pitagorina trojka, onda postoji primitivna Pi-
tagorina trojka (a, b, C) takva da je A = |a® — 3ab?| i B = |b® — 3a°b|.

Dokaz.
Po svojstvima Pitagorine trojke, postoje relativno prosti pozitivni cijeli brojevi s i ¢ takvi
daje s <t t—sjeneparani A = 2st, B = > — s°, C* = > + 5°. Slijedi da je

C3=(t+si)(s—si) i (t+si)> =B+ Ai.

Nije previse tesko pokazati da su Gaussovi cijeli brojevi ¢ + si i ¢ — si relativno prosti (bitna
nam je Cinjenica da je ¢ — s neparan jer 2 nije Gaussov prim broj) 1 svaki od ta dva broja
mora biti potpuni kub. Neka je v + ui Gaussov cijeli broj takav da je (v + ui)® = ¢ + si te
neka je a = |2uv| i b = v* — u?|. Tvrdimo da a i b imaju Zeljena svojstva. 1z

3 3
(@ +0?) = (0 +ui)® v = uiy?) = (¢ + si) (¢t - 50))” = C°,
vidimo da je (a, b, C) Pitagorina trojka. Osim toga, iz sljedeéeg izraza

B+ Ai = (t+siy = ((v+ i)
= ((v2 - uz) + 2uvi)3
- ((v2 ~i2) =3(v - ) (2uv)2) n (3(\12 — ) Quy) - (2uv)3)i
= (v =) (p* - 3a%) + 2uv (30 - &) i

dobivamo da je B = |b(b*> — 3a®)| i A = |a(a* — 3b*)|. Konacno, Cinjenica da su A i B
relativno prosti povlaci da su i a i b relativno prosti.
O

Sada smo u moguénosti dokazati glavni teorem ovog poglavlja. Spomenuli smo veé da
ako je jedan Siljasti kut u pravokutnom trokutu trisektibilan, tada je i preostali $iljasti kut
takoder trisektibilan. Kako bismo to pokazali, neka su « i 8 dva §iljasta kuta u pravokutnom
trokutu te neka je § konstruktibilan. Buduci da je lako konstruirati kut od 30° (prepolo-
vimo jedan od kutova u jednakostranicnom trokutu), slijedi da se kut § = 30° — § moZe
konstruirati i stoga je S trisektibilan.

Teorem 5.0.6. Siljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta (a, b, c) su trisektibilni ako i
samo ako je c potpuni kub.

Dokaz.
= Neka su $iljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta (a, b, ¢) trisektibilni. Po teoremu
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1.3.3, polinom 4x* — 3x — % ima racionalni korijen. Neka je % takav korijen da su y i z
relativno prosti, z > 0. Slijedi da

3 42_ 2
4(y) _3(y):é g YW =3 b
Z

Z c z3 c

Ako je z neparan broj, onda su oba razlomka u drugoj jednakosti potpuno skraéeni. Kako
bismo to vidjeli, pretpostavimo da je p prim broj koji dijeli y(4y> — 3z%) i z°. Slijedi da
je p neparan te dijeli z i 4y> — 3z°. To povladi da p dijeli 4y?, a stoga i y, §to dovodi do
kontradikcije s &injenicom da su y i z relativno prosti. Slijedi da je ¢ = z°.

Ako je z paran broj (znamo da je y neparan jer su z iy relativno prosti), tada je z = 2w. U
tom slucaju,

b y(4y*—12w?)  y(* —3w?)

c 8w3 2w
Ako je w paran, onda je (kao u prethodnom slucaju), posljednji razlomak potpuno skracen
i ¢ = 2w’ $to dovodi do kontradikcije s ¢injenicom da je ¢ neparan. Ako je w neparan,
onda na sli¢an na¢in dolazimo do toga da je 2 jedini zajednicki faktor od y(y* — 3w?) i 2w?
te vidimo da je 2b = y(y* — 3w?) i ¢ = w*. ZakljuCujemo da je ¢ potpuni kub.

& Neka je ¢ = C? potpuni kub te neka je (A, B, C?) odgovarajuca primitivna Pitagorina
trojka. Po teoremu 5.0.5, postoje primitivne Pitagorine trojke (a, b, C) takve da vrijedi
A =|d® - 3ab* i B = b’ - 3d%b|.

1z

3 2 a2
4 2 _3 2 :b(4b 3C9)
C C c3
B b(4b* - 3(a* + b?))
= e
_ b(b* — 3a?)
==
B
i_
c3’

uoCavamo da je ili % ili —% racionalni korijen od 4x* — 3x — (%) Po teoremu 1.3.3 slijedi
da su Siljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta (A, B, C?) trisektibilni.
O

Primitivni Pitagorin trokut (44, 117, 125) je najmanyji takav trokut ¢iji su kutovi trisektibilni.
Kada je ¢ kub prim broja, postoji samo jedna moguca trojka, tako da su ove vrste primjera
relativno jednostavne.
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Sazetak

Trokuti s cjelobrojnim stranicama i trisektibilnim kutovima posebna su klasa trokuta. Ko-
sinusi kutova takvih trokuta su racionalni brojevi s dodatnim svojstvom da se mogu izraziti
pomocu stanovitog polinoma 3. stupnja. Pokazuje se da ne postoje jednakostranicni i jed-
nakokracni pravokutni takvi trokuti. U ovom radu naglasak smo stavili na raznostrani¢ne
trokute s cjelobrojnim stranicama 1 trisektibilnim kutovima, no osvrnuli smo se i na posto-
janje jednakokracnih koji nisu pravokutni te pravokutnih takvih trokuta.

Pokazuje se da klju¢nu ulogu za postojanje razmatrane vrste trokuta ima tzv. rezidual, a
to je pozitivni cijeli broj koji je na jednostavan nacin povezan s racionalnom vrijednosti
kosinusa. Preciznije, dva Siljasta kuta s racionalnim kosinusima imaju isti rezidual ako 1
samo ako postoji trokut s cjelobrojnim stranicama koji sadrzi ta dva kuta. Nadalje, pomocu
reziduala dolazi se do opCe formule za stranice promatranih raznostrani¢nih trokuta koji ne-
maju pravi kut. Glavni rezultat ovog rada otkriva da za svaki kvadratno slobodan pozitivan
cijeli broj r postoji beskona¢no mnogo razlicitih trokuta s cjelobrojnim stranicama i trisek-
tibilnim kutovima kojima je zajednicki rezidual jednak r. U radu su izloZzene jednostavne
metode za generiranje takvih trokuta te niz primjera za odgovarajuce duljine triju stranica.
Konacno, pokazuje se da su Siljasti kutovi primitivnog Pitagorinog trokuta su trisektibilni
ako 1 samo ako je hipotenuza potpuni kub.



Summary

Integer-sided triangles with trisectible angles are a special class of triangles. Cosines of
angles of such triangles are rational numbers with the additional property of representation
by a specific third degree polynomial. It is shown that no equilateral triangles and no right
angled isosceles triangles belong to that class. In this paper, the emphasis is placed on
scalene integer-sided triangles with trisectible angles, but the existence of right triangles
with these properties is thoroughly investigated, too, as well as the inclusion of isosceles
triangles without a right angle in that class.

It is shown that the key feature for the existence of the considered triangle type is the
so-called residual. Residual is a positive integer that is in a simple way associated to the
rational value of the cosine. More precisely, two acute angles with rational cosines have the
same residual if and only if there is an integer-sided triangle containing these two angles.
Furthermore, a general formula based on residuals is derived for the sidelengths of the
observed scalene triangles without a right angle. The main result of this paper reveals that
for each square-free positive integer r there exist infinitely many distinct scalene integer-
sided triangles with trisectible angles and with r as their common residual. Some simple
methods for generating such triangles are presented and examples for the corresponding
sidelengths are given. Finally, it is shown that the acute angles of primitive Pythagorean
triangles are trisectible if and only if their hypotenuse is a perfect cube.
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