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UVvOD

U danasnje vrijeme s modernizacijom tehnologije dolazi do promjena poZzeljnih vjestina
na trzistu rada. Tako se prema World Economic Forum 2016 reports, The Future of Jobs® kao
najpozeljnije vjestine isti¢u kompleksno rjesavanje problema, kriticko misljenje i kreativnost
koje ¢e biti od velike vaznosti u buducnosti. U tome vaznu ulogu imaju $kole koje trebaju
ucenike pripremiti za takvo trzite. Zato se u modernom $kolstvu ucenik stavlja u prvi plan
koji kao aktivan sudionik u nastavi otkriva, samostalno uci te istrazuje kako bi postao

sposoban za rjeSavanje problema i donosenje odluka u svakodnevnom zivotu.

U nastavi matematike izmedu brojnih materijala pogodnih nastavnicima kako bi
pripremili kvalitetan nastavni sat u kojem ¢e ucenici do novih znanja dolaziti otkrivanjem i
istrazivanjem, istice se program GeoGebra. Razvio ju je Markus Hohenwarter na Sveucilistu
u Salzburgu za poucavanje matematike u Skolama, a GeoGebra kao besplatni ra¢unalni
program dobitnik je mnogih europskih nagrada kao FASA 2002, Learnie Award 2003, Digita
2005, Comenius 2004, Learnie Award 2005, Trophées du Libre 2005. U nastavku rada bit ¢e
opisano kako se GeoGebra koristi, koje su njene prednosti, §to je € — udzbenik, GeoGebra
grupa te kako ih primijeniti prilikom proucavanja matematickih sadrzaja u skoli 1 izvan nje.
Takoder ¢e biti prikazan primjer nastavnog sata uz koristenje e — udzbenika izradenog

posebno za taj sat.

U ovom radu bit ¢e naglasak na proucavanju trigonometrije pomocu GeoGebre. S
trigonometrijom se ucenici susrecu u drugom razredu srednjih skola kada uce
trigonometrijske omjere $iljastog kuta, a u treCem razredu proSiruju znanje o trigonometriji
tako da ih definiraju kao realne funkcije. Tada proucavaju njena svojstva, trigonometrijske
identitete, crtaju grafove trigonometrijskih funkcija te je koriste u modeliranju situacija i
rjeSavanju problema iz matematike 1 svakodnevnog Zivota. Stoga je u radu stavljen fokus na
obradu trigonometrije tre¢eg razreda tako Sto je za potrebe ovog rada izraden e — udzbenik s
raznim animacijama i interaktivnim aktivnostima koje sluze nastavnicima za lakse
poucavanje, a ucenicima za samostalno ucenje te bolju predodzbu trigonometrije koja inace
slovi kao problemati¢no gradivo brojnim ucenicima srednjih Skola. Pri kraju rada je dodan e —

udzbenik Trigonometrijske funkcije kako bi se dobio okvirni pregled izradenog.

! Dostupno na stranici http://www3.weforum.org/docs/WEF Future of Jobs.pdf (Pristupljeno: kolovoz,
2018.)
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1 TRIGONOMETRIJA I GEOGEBRA U SKOLAMA

1.1 Kurikulum — postojeci i predstojeci

Trigonometrija je sastavni dio gradiva svih srednjih §kola, osim trgovackih skola 1 onih
koje imaju po dva sata matematike tjedno. Tako se prema postoje¢em nastavnom planu i
programu trigonometrija pojavljuje u 2. razredu srednje Skole u cjelini Trigonometrija
pravokutnog trokuta. Tada se obraduju definicije trigonometrijskih funkcija Siljastoga kuta,
vrijednosti funkcija kutova 30°, 45°, 60°, tablice vrijednosti trigonometrijskih funkcija,
osnovne relacije medu trigonometrijskim funkcijama te primjena trigonometrije na pravokutni

trokut i u planimetriji.

Vise o trigonometriji se radi u 3. razredu srednjih $kola. Tako u gimnazijama u cjelini
Trigonometrijske funkcije uéenici definiraju trigonometrijske funkcije kao realne funkcije
koriste¢i brojevnu kruznicu, svojstva tih funkcija (periodi¢nost, parnost i neparnost)
proucavaju na grafu te ih kasnije primjenjuju u rjeSavanju trigonometrijskih jednadzbi i
nejednadzbi. Takoder se ovdje od u¢enika ocekuje da dokazuju trigonometrijske identitete te
ovladaju sposobnoséu rjesavanja planimetrijskih i stereometrijskih zadataka primjenjujuci

svojstva trigonometrijskih funkcija kuta te sinusova i kosinusova teorema. [2]

U Prijedlogu kurikuluma bi se trigonometrija pravokutnog trokuta obradivala u 1.
razredu srednje Skole, u 2. razredu poucak o sinusu 1 kosinusu uz primjenu dosad nauc¢enog u
planimetriji, stereometriji i problemskim zadacima, a u 3. razredu bi se obradio preostali dio
trigonometrije. Uz svaku od cjelina je preporuceno koristenje programa dinamicke

geometrije. [8]

1.2 Trigonometrija kroz povijest

Trigonometrija je nastala jo$ u anti¢ko doba, u vrijeme znacajnog razvoja geografije i
astronomije kada su tadasnji znanstvenici izmedu ostalog htjeli odrediti polozaj zvijezda i
planeta, izracunati njihov razmak i kutove. Primjerice, zeljeli su odrediti udaljenost od Zemlje
do nekog planeta metodama nalaZenja veza izmedu stranica i kutova trokuta ¢ija se dva vrha
nalaze na Zemlji, a tre¢i vrh predstavlja planet ili zvijezdu. Takvi se meduodnosi mogu izvesti

proucavanjem razli€itih trokuta i njihovih svojstava te se iz toga javila potreba za



trigonometrijom. Rije¢ trigonometrija (gr¢. trigonon — trokut, metreo — mjerim) tako se odnosi
na mjerenje trokuta.

Stari Grei su nastojali rijesiti zadatak pravokutnog trokuta u kojem je bilo potrebno
odrediti njegove elemente ako su poznata dva clementa. Za rjeSavanje takvog zadatka prvo su
sastavili trigonometrijske tablice duzina tetiva koje odgovaraju razli¢itim sredisnjim kutovima
kruga konstantnog polumjera. Njih je sastavio astronom i matematic¢ar Hiparh, a njegove ideje
su ostale zapisane u Ptolomejevu djelu Almagest, klasi¢nom djelu koji sadrzi elemente
ravninske i sferne trigonometrije, tablicu tetiva sastavljenu u Sezdeseticnom sustavu
izraCunavanja s polustupnjevima za kutove od 0° do 180° koja je imala ulogu tablice sinusa ili
polutetiva, jer je sinus polovica tetive.

Trigonometrijom su se takoder bavili indijski i arapski znanstvenici pa se tako ve¢ u 4. i
5. stoljecu u indijskim radovima navode pojmovi sinusa i kosinusa, dok su znanstvenici
islamskih zemalja uveli nove trigonometrijske veli¢ine: tangens i kotangens, sekans i
kosekans. Njihovi radovi su uvelike utjecali na europske matematicare, Regiomontanusa,
Kopernika, Viétea, Keplera i druge. Regiomontanusovo djelo Pet knjiga o trokutima svih
oblika imalo je veliki utjecaj na daljnji razvoj trigonometrije. U njemu je bilo zapisano sve
dotad poznato o trigonometriji, a zasnivalo se na djelima pisanim na arapskom jeziku te je u
njemu trigonometrija bila razmatrana kao samostalna grana matematike, odvojena od
astronomije.

Euler je u svojim radovima trigonometriji dao oblik kakav ima i danas. Razvio ju je kao
znanost o trigonometrijskim funkcijama shva¢enim kao omjer odgovarajuc¢ih

trigonometrijskih linija i polumjera. Neke od njegovih zasluga su:

1. Izlozio je pitanje o predznacima u svakom kvadrantu, ustanovio je formule
pretvorbe trigonometrijskih funkcija, istrazio domene tih funkcija te ih oznacio
sljede¢im simbolima: sin x, cos x, tg x, ctg x itd. Uveo je oznake za stranice
trokuta malim slovima te oznake za nasuprotne vrhove pisane velikim slovima.

Istih se oznaka pridrzavao 1 u trigonometriji.

2. Zarazliku od njegovih prethodnika koji su u formulama uzimali polumjer kruZnice

R — cijeli sinus, Euler je pojednostavio zapis i racunanje tako $to je uzeo da je R=1.

3. U djelu Uvod u analizu beskonacnosti ( 1748.), Euler je prikazao sinus, kosinus i

ostale funkcije ne kao trigonometrijske linije koje su obavezno povezane sa



trigonometrijskom kruznicom, ve¢ kao trigonometrijske funkcije koje on promatra

kao omyjer stranica pravokutnog trokuta, tj. kao brojevne veliCine.

4. Promatrajuci argument trigonometrijskih funkcija kao svaku drugu brojevnu
veli¢inu ( ne samo kao kut ili luk), Euler je prvi po¢eo sustavno izlagati
trigonometriju analitickim putem. Eulerovi prethodnici su svaki trigonometrijski
poucak dokazivali pojedina¢no na osnovi odgovaraju¢eg geometrijskog crteza za
svaki slucaj, dok je Euler poucke izvodio polaze¢i od malog broja osnovnih

relacija.

5. Do Eulera su se rijetko razmatrale trigonometrijske funkcije lukova koje su
premasivale m. Tek u svojim radovima Euler pocinje razradivati ucenje o

trigonometrijskim funkcijama svakog argumenta. [6]

1.3 Poucavanje trigonometrije dosad

Jo§ donedavno u srednjim Skolama prilikom proucavanja trigonometrijskih funkcija i
njihovih primjena, vrijednosti trigonometrijskih funkcija su se Citale iz tablica® na slici 1.3.1.
Radilo se o standardnim tablicama prirodnih vrijednosti koje su sadrzavale vrijednosti
trigonometrijskih funkcija sinus, kosinus, tangens i kotangens s najvise pet decimala te za

kutove koji su bili zadani u stupnjevima i minutama.

2 Slika tablice preuzeta iz B. Daki¢, N. Elezovi¢, Matematika 2, udzbenik i zbirka zadataka za 2. razred
tehnickih sSkola, Element, Zagreb, 1998.
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Danas se vrijednosti trigonometrijskih funkcija za dani realni broj odreduju puno brze
upotrebom dZepnog racunala te kalkulatorima koji su danas neizostavan dio svakog mobilnog
uredaja, osobnih i prijenosnih racunala. Upravo iz razloga Sto postoje razliciti kalkulatori,
dobro je pripaziti u kojem se nacinu rada (modu) nalazi kalkulator. Kut kojim se odreduje
vrijednost moze biti zadan u stupnjevima, radijanima i sve rjede u gradima. Takoder je dobro
obratiti pozornost da se prilikom odredivanja tangensa broja rabi tipka na kojoj piSe tan, a ne
tg. Kada zelimo odrediti kotangens broja, uoc€it ¢emo da na vecini kalkulatora tipka za

kotangens broja ne postoji ve¢ se prvo izraCuna vrijednost funkcije tangens, a zatim se pritisne

tipka % :

1.3.1 Primjer trigonometrijske tablice




Osim dzepnih racunala, danas se u Skolama nude razne aplikacije te programi koji bi
olaksali ucenje, potice se na ucenje otkrivanjem te na istrazivanje. Jedan od takvih programa

koji se u Skolama najvise istaknuo i Cija je upotreba sve veca jest GeoGebra.

1.4 O GeoGebri

Tehnologija je danas neizostavan dio nase svakodnevnice te kako bi se zadovoljile
potrebe trzista rada, neophodno je bilo tehnologiju uvesti u skolstvo. Tako se danas upotreba
tehnologije u nastavi matematike bazira na edukativnom koriStenju racunala sa
specijaliziranom softverskom podr§skom koja se odnosi na programe koje podrzavaju graficke,
tabelarne i simbolicke matemati¢ke prikaze poput tabli¢nih kalkulatora, grafickih alata,
sustava racunalne algebre (engl. Computer Algebra System, kratica CAS) te programa

dinamicke geometrije (engl. Dynamic Geometry Software, kratica DGS). [10]

Dok sustavi ra¢unalne algebre (CAS) omogucavaju rjeSavanje jednadzbi, sredivanje i
faktorizaciju algebarskih izraza te analitiCku obradu geometrije, u programima dinamicke
geometrije (DGS) mogu se konstruirati geometrijski objekti te mijenjati njihovi polozaji bez
da se matematicki odnosi medu tim objektima promijene. Program koji sadrzi elemente CAS-

a i DGS-a je GeoGebra. [10]

GeoGebra je besplatni racunalni program dinamicke matematike, naziva nastalog
spajanjem pojmova geometrija i algebra, koji osim §to povezuje algebru i geometriju,
omogucuje tri razli¢ita matematicka prikaza - graficki, tabelarni 1 simbolicki. Primarno se
koristi u osnovnom i srednjoSkolskom obrazovanju, medutim zbog svoje jednostavne
upotrebe je postao Siroko primjenjiv na svim razinama obrazovanja. Danas GeoGebra nudi
interaktivnu obradu analize, algebre, vjerojatnosti, statistike, prora¢unskih tablica te 3D
geometrije. Prevedena je na mnoge jezike ukljucujuci i hrvatski, a sam program je podrzan na
viSe uredaja 1 operacijskih sustava §to omogucéava njegovu Siroku primjenu. Osim §to ga se
moze koristiti kao mreZnu aplikaciju, moze se preuzeti sa interneta

(https://www.geogebra.org/download) na osobna racunala, tablete te na pametne telefone u

obliku samostalnih aplikacija na uredajima. Tako su za operacijske sustave 10S, Android,
Windowse, MacOS, Chromebook i Linux dostupne izvanmrezne GeoGebrine aplikacije poput
aplikacija Graficki kalkulator, 3D grafovi, Geometrija, ProSirena stvarnost, Klasi¢na

GeoGebra5i 6.


https://www.geogebra.org/download

Za koristenje programa GeoGebra potreban je uredaj s instaliranom aplikacijom
GeoGebre koji ima pristup internetu te mrezni preglednik koji je azuriran na posljednju
verziju. U ovom radu koristit ée se mrezna aplikacija GeoGebre® kojoj je moguée pristupiti i
bez prijave, ali otvaranjem vlastitog profila mogu¢ je uvid u materijale koji postavljaju drugi
registrirani korisnici GeoGebre ( na stranicama GeoGebraTube?), izrada e — udzbenika i
raznih radnih materijala koje je moguce dijeliti javno, pristup omoguciti samo korisnicima
koji imaju poveznicu na odredeni radni materijal ili vidljivost postaviti na razinu privatno gdje
jedino autor moze vidjeti materijal. Isto tako, prijava korisniku daje moguénost komunikacije,

postavljanja eventualnih upita te razmjenu ideja s postoje¢im korisnicima. [9]

Stoga, preporuceni prvi korak rada na GeoGebri jest otvaranje korisnickog ra¢una za
koje je potrebno navesti adresu e-poste, korisni¢ko ime i lozinku, a kasnije se moguce

prijaviti putem Google, Facebook, Twitter i ostalih za korisnika pogodnih racuna.

Nakon prijave, korisnik moze otvoriti karticu Profil ¢iji je prozor prikazan na slici 1.4.1
te su u njemu ponudene ikone Ucitavanje (omogucuje postavljanje ve¢ izradene datoteke sa

raCunala), Nova aktivnost te Novi e — udzbenik.

GeOGebrO Q  Trazi materijale za ucionicu Y

MATERUALI VREMENSKI PREGLED LJUDI GRUPE

ﬁ Naslovnica
E Novosti
B Materijali
2 Profil : -
2% Ludi M dja UREDI PROFIL
@ Grupe
2 UCITAVANIE.. ® NOVA AKTIVNOST @ NOVIE-UDZBENIK
3 Preuzimanje aplikacija
Vasi materijali POKAZI SVE
O GeoGebri &
Kontaktirajte nas: office@geogebra.org E
Uvjeti koristenja - Privatnost - Licenca
@ Jezik: Hrvatska
f v o : -
TRIGONOMETR... TRIGONOMETR... Bez naslova Trigonometrijsk...
© 2018 GeoGebra Knjiga : Knjiga : Aktivnost : Aktivnost

1.4.1 Profil korisnika

3 GeoGebra, dostupna na stranici https://www.geogebra.org/ (Pristupljeno: kolovoz 2018.)
4 GeoGebraTube, dostupna na stranici https://www.geogebra.org/materials ( Pristupljeno: kolovoz
2018.)



https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/materials

Ikona Nova aktivnost nudi umetanje naslova aktivnosti, teksta, GeoGebra apleta
( zadatka ), weba, pitanja, videa, slika te PDF datoteka kao §to se moze vidjeti na slici 1.4.2,
gdje su takoder ponudene Postavke aplikacije koje omogucuju prilagodbu slike, dob ciljane
skupine te jezika.

= Tekst Video
O GeoGebra aplet g Slika
€3 Web PDF datoteka

? Pitanje

Vidljivost | Dijeljeno poveznicom QO

QOznake

1.4.2 Nova aktivnost

Klikom na Novi e — udzbenik korisnik ureduje naslovnu stranicu kao na slici 1.4.3 u
kojoj upisuje naslov 1 opis te odreduje jezik, ciljanu skupinu, vidljivost i oznake koje
olaksSavaju pretragu. Kao naslici 1.4.3, pod opcijom lIzradi novo nude se moguc¢nosti kreiranja
aktivnosti, izrade radnog lista, knjige, postavljanje materijala sa racunala te izrade ili

pridruzivanja grupi ( GeoGebra grupa ) o kojoj ¢e u nastavku rada biti vise rijeci.

lzradite naslovnu stranicu Magja + Q¢
Ovdje moZete izraditi knjigu s Geogebrinim materijalima, koje moZete dodati u
sljedecem koraku. O Pokreni GeoGebru
W 1zradi knjigu

Naslov

TRIGONOMETRIJA X Postavijanje ..
Jezik Izradi grupu

Croatian / Hrvatska v

2% Pridruzi se grupi

1.4.3. Novi e - udzbenik



1.4.1 E —udzbenik

Odabirom novog e — udzbenika, nakon $to je naslovna stranica uredena i spremljena,
automatski se otvara sljedeca stranica prikazana slikom 1.4.4 u kojoj se nude kartice Sadrzaj
te Naslovna stranica kako bi se vratili na dodatno uredenje naslovnice.

U kartici Sadrzaj je potrebno dodati poglavlje na kartici Dodaj poglavlje. Moguce je
izraditi novo poglavlje ili umetnuti postojece. Pri izradi novog poglavlja, nudi se unos naslova
poglavlja te po izboru opis kojeg je moguce uredivati pomocu alata za formatiranje teksta kao
I dodavanja poveznica i LaTeX — a . Nakon dodavanja Zeljenih poglavlja, u svako poglavlje je
moguce dodati aktivnosti klikom na Dodaj aktivnost, gdje se takoder nudi moguénost

dodavanja ve¢ izradenih aktivnosti kao 1 izrada potpuno novih prikazanih na slici 1.4.2.

¢ Uredi knjigu: TRIGONOMETRIJA

Sadrzaj Naslovna stranica

Ova knjiga jos ne sadrzi materijale.

Poglavlja

Dodaj aktivnost

[ Dodaj poglavlje ]

Izradi novo poglavlje

Umetni postojece poglavlje

1.4.4 Uredivanje e - udzbenika



Kao §to je navedeno, kada se zeli dodati nova aktivnosti, ponude se brojne opcije, poput
opcije Pitanje ili GeoGebra aplet. Prva opcija nudi moguénost da uc¢enik odgovori svojim
rijeCima na pitanja koja su tekstualna, visestrukog izbora ili esejskog tipa. Druga opcija,
GeoGebra aplet, trazi konstrukciju ili izra¢un. Primjerice, ako nastavnik u ¢ — udzbenik doda
GeoGebra aplet, on ne¢e moci vidjeti kako je uCenik rijesio pojedini zadatak. RjeSenja i
rezultate ucenika moguce je vidjeti tek kad se izradi GeoGebra grupa odnosno virtualni

razred.

1.4.2 GeoGebra grupa

GeoGebra grupa ( razred ) je osmisljena kako bi olakSala medusobnu komunikaciju
korisnika, naj¢es¢e izmedu nastavnika i ucenika ili kolega nastavnika. Povezivanjem c¢lanova

grupa omogucuje:

¢ dijeljenje obrazovnih sadrzaja ( npr. dinamicki radni listovi, € — udZbenici )
e pisanje objava i komentara

e zajednicku izradu i uredivanje GeoGebrinih materijala

e postavljanje 1 upravljanje zadacima za druge clanove ( npr. ucenike )

e vrednovanje izvrSenih zadataka 1 davanje povratne informacije

e pracenje rada ucenika ( npr. domace zadace )

GeoGebra grupa se moze koristiti u dva razli¢ita smjera:

e suradnja — osmisljena kao grupa za kolege koji zajednicki rade na stvaranju,
prikupljanju ili dijeljenju digitalnih obrazovnih sadrzaja

e virtualni razred — formiranje razreda s nastavnikom i uc¢enicima kako bi se ostvarila
Sto bolja suradnja, podijelile ideje, potaknula rasprava o njima te vrednovali ucenicki

radovi da se dobije povratna informacija za daljnji napredak ucenika, ali i nastavnika

Pridruzivanje GeoGebra grupi moguce je na mreZnim stranicama

https://www.geogebra.org/groups ili ulaskom na GeoGebraTube u izborniku Grupe. Korisnik

moze izraditi vlastitu grupu ¢iji je onda on vlasnik ili se moze pridruziti postojecoj grupi

upisivanjem zaporke grupe kao naslici 1.4.5 te tako postati njen clan.
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GeaGebra Grupe

Da bi se pridruzili grupi upisite zaporku grupe.

[ Izradi grupu ] ili [ Moje grupe ]

1.4.5 PridruZivanje GeoGebra grupi

Na slici 1.4.6 su prikazane Postavke u kojima vlasnik grupe moze odrediti:
e naziv i opis grupe
e dozvole ¢lanovima o moguénosti postavljanja materijala i objava u grupi
e dozvole ¢lanovima o uredivanju materijala — ovdje je moguce ukljuciti provjeru
odgovora kako bi u¢enik odmah mogao provjeriti to€nost svojih odgovora

e zeli li primati obavijesti na adresu e-poste te koliko Cesto ih zeli primati

Postavke

Naziv grupe

Opis B I Iix) = www  : . [ |

Dozvole Materijale i poruke mogu postavljati:

Samo vlasnici "

Zadane postavke Zadane postavke uredivanja:

Samo autori v

[J Ukljuci provjeru odgovora kao zadano

Obavijesti grupe Koristite zadane postavke svog profila. MoZete ih promijeniti u svojim postavkama Postavke raduna.

1.4.6 Postavke grupe
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Grupe su organizirane u etiri kartice naziva Objave, Clanovi, Materijali i Vrednovanje

[ Zadaci kao naslici 1.4.7 koje skupljaju sav sadrzaj i objave vezane uz pojedinu grupu.

f@ Objave g Clanovi ) Materijali / Vrednovanje o
L]
Unesitet: KSYMM u www.geogebra.org/groups da biste se prikijucili @ Sto su GeoGebra Grupe?
) Napisi obavijest ¢ lzradi zadatak

#| Krajnji rok 13. srp

Maja 9.srp10:36 (O)
¢ Graf funkcije sinus

. ) r 9 D L 1
Nacrtajte graf f(x) = 2sin (-‘-’ t 3)

Upisite komentar...

1.4.7 Objave - glavna stranica GeoGebra grupe

Kartica Objave je glavna stranica grupe koja sluzi za komunikaciju medu ¢lanovima
grupe. Ovdje je vlasniku grupe omoguceno postavljanje zadataka za ¢lanove grupe u obliku
pitanja ili GeoGebra apleta kojem je moguce odrediti krajnji rok izvrSenja. Nakon $to se
zadatak objavi, on se ¢lanovima prikazuje u kartici Zadaci ( koju vlasnik vidi pod karticom
Vrednovanje ) u rubrici Zaduzenja. Svaki od ¢lanova grupe samostalno radi na postavljenom
zadatku kojeg moze spremiti. Ovisno o razini rijeSenosti, ¢lanu se kraj svakog zadatka pojavi
poruka nezapoceto, u izradi ili zavrseno. Vlasnik moze svakom ¢lanu grupe poslati poruku
koju ée on vidjeti u obliku ikone pisma uz odgovarajuéi zadatak. U kartici Clanovi naveden je
popis ¢lanova grupe kao i njihova uloga u grupi ( viasnik, ¢lan ) dok u kartici Materijali
¢lanovi mogu vidjeti te uredivati podijeljene materijale ovisno o dozvolama koje je postavio

vlasnik grupe.

Karticu Vrednovanje vidi samo vlasnik te u njoj u retcima ima popis ¢lanova grupe, a u
stupcima su navedeni zadaci. U svakoj ¢eliji ispod zadatka se nalaze ikone uz pojedinog ¢lana

grupe te njegov status izvrSenja zadatka: nije zapoceto, u tijeku, izradeno i zavrseno.
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Kod prvog susreta s GeoGebra grupom dobro bi bilo njene ¢lanove upoznati s radom
GeoGebre na pametnim uredajima, tabletima ili osobnim racunalima, no njeno koristenje je
vrlo jednostavno jer prilikom rada na GeoGebra apletu se kraj svakog alata pokaze tekst
pomoci koji objasnjava cemu koji alat sluzi. Isto tako, clanovima grupe nije potreban
instalirani program GeoGebra kako bi se pridruzili grupi i rjeSavali zadatke, ve¢ je dovoljno

na uredajima imati pristup internetu $to znatno olaksava koriStenje GeoGebre.

13



2 TRIGONOMETRIJA U GEOGEBRI

2.1 Trigonometrija pravokutnog trokuta

Kao §to je jos u pocetku navedeno, ucenici se tek u drugom razredu srednjih skola prvi
puta susrecu sa pojmom trigonometrijskih funkcija. Tada trigonometriju upoznaju preko
pravokutnog trokuta kojeg povezuju s Pitagorinim pouckom nauc¢enim u osmom razredu
osnovne Skole. Prvo se prisjecaju karakteristika pravokutnog trokuta, da ima jedan pravi kut i
dva $iljasta kuta te da mu je najdulja stranica ona nasuprot pravog kuta koja se naziva
hipotenuza, a preostale dvije su katete. Same trigonometrijske omjere u pravokutnom trokutu
dobro je uvesti motivacijskim primjerom. Za to nam mo¢ posluziti proucavanje nagiba ceste,

raCunanje nagiba ljestava prislonjenih o zid, nagiba $kolskih stepenica itd. [3]

Ovdje je GeoGebra od velike koristi jer primjerice koriStenjem klizata moZemo
obuhvatiti puno vise slu¢ajeva nego prilikom crtanja na plo¢i. U programu GeoGebra graficki
kalkulator prikazani su sli¢ni trokuti s kliza¢ima, tekstom i potvrdnim okvirima te je cilj
pokazati da su omjeri stranica sli¢nih pravokutnih trokuta jednaki te ovise jedino o $iljastom

kutu. Napravljena je sljedeca animacija dana slikom 2.1.1:

o
|AC'| =24.85 4
a=31°
®
a'=213
¢ |AC| = 15.03 |BC|= 128
|BC|=7.74
M e
|AB|=12.88
|AB'| =213
BC 7.74 AB 12.88 AB 12.88
||A—C‘| ~15.03 0.52 —‘l AC’I = 503 = 086 ﬁ = oo = 166 Omjeri ranica trokuta ABC
e ; ‘ f ‘
|| ig || = % = (]52 I jg’i = % = (]8(,‘; || ;g,ll — % = 1“[5 Omjeri stranica trokuta AB'C'

2.1.1 Omyjeri stranica slicnih trokuta
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Konstruirani su pravokutni trokuti ABC i AB'C' tako da je prvo upotrijebljen alat Klizac
sa slike 2.1.2 za kut alfa ( « ), a zatim kliza¢ za stranicu a’, gdje je @ = ¥BAC = «<B'AC’s
minimalnom vrijednos¢u 0°, maksimalnom vrijednosc¢u 89° te korakom povecanja od 1° 1

a' = | AB'| s proizvoljnom minimalnom vrijednoséu 0, maksimalnom vrijednoséu 50 te

korakom povecanja 0.1.

Osnovni alati

kot
Klizag

>N

Klizac
Naziv
a=45°
Broj @ «Kut Cijeli broj
Interval Kliza¢ Animacija
min max
0° 360°

Korak povetanja

1

2.1.2 Alat kliza¢

S ucenicima moZemo provesti diskusiju zaSto su prikazana dva trokuta sli¢na (svi
pravokutni trokuti sa sukladnim kutovima su sli¢ni jer primjenjujemo K — K poucak o
sli¢nosti trokuta). Iz toga slijedi da su 1 odgovaraju¢i omjeri stranica sli¢nih trokuta jednaki, u
Sto se mozemo uvjeriti pomicuéi kliza¢ za stranicu a’ te da ¢e se omjeri duljina stranica
pravokutnog trokuta promijeniti jedino kada mijenjamo veli¢inu §iljastog kuta, opet pomicuci
kliza¢ kuta a. Kod kliza¢a moZemo unijeti broj, kut ili cijeli broj, odrediti interval s korakom
povecanja, kliza¢ postaviti horizontalno ili vertikalno te kod animacije odrediti njegovu
brzinu te ponavljanje. Omjeri duljina stranica su prikazani tako §to je odabran alat Tekst sa
slike 2.1.3 u kojem je pomocu teksta, simbola i LaTeX formule upisan razlomak sa oznakama
duljina stranica te povezan sa njihovim duljinama preko ikone  ¢» takoder u dijaloskom
okviru Tekst. Tekst i njegovu pozadinu mozemo uredivati te mijenjati njegov polozaj na

zaslonu.
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Slika, tekst
Tekst
Tekst

B I LaTeX formula

\frac{| BC| }{| AC| }=\frac{ udalienostcB X
udaljenostAC }= d

Dodatno

Pretpreged || € | ab LsTeX formula
|BC| 774
[ac| 1503 %7

2.1.3 Alat tekst

Ono $to je dobro koristiti tijekom nastavnog sata je alat Potvrdni okvir sa slike 2.1.4
kako bi prilikom analize slike ucenike postupno navodili na zakljucke. U dijaloskom okviru
alata Potvrdni okvir ponudeno je mjesto u kojem upisujemo Zeljeni natpis te mogucnost
odabira objekata koje zelimo prikazati, odnosno sakriti. Te objekte mozemo upisivati sami u
dano polje ili klikom na objekte iz grafickog ili algebarskog prikaza.

Naslici 2.1.1 potvrdni okvir je imenovan s ,, Omjeri stranica trokuta ABC “ i ,, Omjeri
stranica trokuta AB'C' ““ te klikom na okvir s lijeve strane natpisa biramo Zelimo li prikazati ili

sakriti odabrane objekte iz dijaloskog okvira.

Ostalo

SN ol 50 [0 o

Potvrdni okvir

Potvrdni okvir za prikaz/skrivanje objekata
@ TekstB'C' =" |B'C'|=" +
udaljenostB'C' + " Natpis

Omijeri stranica trokuta ABC

@ TekstCB =" [BC|=" + udaljenoan:C\

- Odaberite objekte u konstrukciji ili s liste
AB 12.
@ - 1ABl_ 1288

[Ac] 1503 Tekst tekst1
Tekst tekst2
@ o o148l 12880
|Bo| 774
@ s |BC| 774
tekstd |4C| 15.03 0.52

2.1.4 Potvrdni okvir

16



Nakon toga se imenuju hipotenuza te prilezeca i nasuprotna kateta s obzirom na Siljasti
kut koji se promatra te se definiraju omjeri stranica pravokutnog trokuta u ovisnosti o
promatranom kutu. Na slici 2.1.5 su u GeoGebri prikazani trigonometrijski omjeri $iljastog
kuta a.

NASUPROTNA KATETA kutu «

sin = HIPOTENUZA

PRILEZECA KATETA kutu a
HIPOTENUZA

COS (x =

NASUPROTNA KATETA kutu a HIPOTENUZA

NASUPROTNA KATETA kutu «

tg o = ~—7
PRILEZECA KATETA kutu e

i o PRILEZECA KATETA kutu o
1 &~ NASUPROTNA KATETA kutu

2.1.5 Omjeri stranica pravokutnog trokuta

Takoder se trigonometrijski omjeri pokazu i za drugi $iljasti kut g u pravokutnom

trokutu te vrijedi sina = cosf,cosa =sinfl, tga =ctgf,ctga = tgp.

Pomocu alata K/iza¢ moZe se mijenjati Siljasti kut u pravokutnom trokutu te do¢i do
zakljucka da je pravokutnom trokutu hipotenuza najdulja stranica pa za svaki Siljasti kut a
vrijedi: 0 < sina < 1,0 < cosa < 1. Stoga kazemo da su funkcije sinus i kosinus omedene,

dok tangens i1 kotangens nisu omedene jer su one omjeri kateta, a ti omjeri mogu posti¢i svaku

pozitivnu vrijednost. [3]
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2.2 Trigonometrijske funkcije

U drugom razreda srednjih Skola ucenici su proucavali trigonometrijske funkcije
Siljastog kuta kao omjere duljina stranica pravokutnog trokuta te su ih primjenjivali za
rjeSavanje problema u planimetriji i u svakodnevnom zivotu, ali nisu bili ni priblizno upoznati
sa svim moguénostima trigonometrije. Zato se u tre¢em razredu u prvom polugodistu susre¢u
s trigonometrijskim funkcijama kao realnim funkcijama te nadograduju znanje iz drugog
razreda.

U GeoGebri je u sklopu diplomskog rada napravljen e — udzbenik Trigonometrijske
funkcije®. Ono $to je korisno kod GeoGebrinog e — udzbenika jest da se u njega mogu uklopiti
vlastiti materijali odnosno apleti, ali i doraditi materijali drugih korisnika koji su omogucili
njihovo slobodno koristenje. U ovom e — udZbeniku je gradivo treceg razreda je podijeljeno u
pet poglavlja: Kut i brojevna kruznica, Trigonometrijske funkcije, Trigonometrijski identiteti,
Grafovi trigonometrijskih funkcija te Trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe unutar kojih
se nalaze razne aktivnosti. Radi lakSeg snalaZzenja u svakoj od aktivnosti su na po¢etku dane
upute za koriStenje GeoGebra apleta. Pojedine aktivnosti ispod apleta sadrze i1 kviz sa
pitanjima viSestrukog izbora ili otvorenog tipa koji usmjerava na proucavanje danog apleta
kako bi se uspjesno odgovorilo na postavljena pitanja. Ovaj € — udzbenik osmisljen je s ciljem
da raznim animacijama pomogne nastavnicima prilikom ili nakon obrade gradiva, a
ucéenicima da samostalno istrazuju, provjeravaju rjeSenja te odgovaraju na pitanja kako bi
dobili povratnu informaciju o tome koliko su dobro savladali odredeno gradivo. U nastavku

rada detaljnije ¢e biti opisano svako od poglavlja.

2.2.1 Kuti brojevna kruznica

U poglavlju Kut i brojevna kruznica nalaze se tri aktivnosti: Stupnjevi i radijani, Glavna

mjera kuta te Namatanje brojevnog pravca na brojevau kruznicu.

Prva aktivnost prikazana na slici 2.2.1 osmisljena je kako bi se dobio pregled stupnjeva
i radijana na intervalu [0,27], s tim da je za interakciju s uéenicima dodano da prvo sami
moraju odrediti gdje se nalaze zadane mjere kuta u stupnjevima i radijanima prikazane u

donjem desnom kutu apleta tako da ih povlace do Zeljene pozicije na kruznici.

® E — udzbenik Trigonometrijske funkcije dostupan na https://www.geogebra.org/m/tij3m7npe
(Pristupljeno: kolovoz 2018.)
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Za provjeru rjeSenja, dovoljno je kliknuti na Stupnjevi ili Radijani.

[_ Stupnjevi [7J Radijani

™
3 4 BT o0 37 3600
4

3
T qge T 2100 97 LT
4 6 6 6

2.2.1 Stupnjevi i radijani

U sljedeéoj aktivnosti Glavna mjera kuta napravljen je aplet® u kojem udenik u prazno
tekstualno polje upisuje proizvoljan broj u radijanima, a program mu automatski izbacuje gdje
¢e se taj broj nalaziti na kruznici na intervalu [0,27]. Na pocetku aktivnosti se ué¢eniku
ukazuje kako ovdje mozZe provjeriti vlastita rjeSenja prilikom odredivanja glavne mjere kuta, a

ispod apleta je ponudena i1 formula za odredivanje glavne mjere kuta.

® GeoGebra aplet dostupan na https://www.geogebra.org/m/SgHuXMGD#material/a3s2fJ4M autora
Sime Sulji¢a (Pristupljeno: kolovoz 2018.)
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Aktivnost Namatanje brojevnog pravca na brojevau kruznicu Korisno je prikazati
ucenicima kada se obraduje eksponencijalno preslikavanje jer im tada postaje vizualno jasno
$to zapravo namatanje pravca na kruznicu jest. Ovdje je iskoristen aplet’ u kojem je prikazana
brojevna kruznica sa srediStem u ishodistu koordinatnog sustava polumjera duljine 1 Sto se
moze vidjeti na slici 2.2.2. Prikazan je i brojevni pravac okomit na x — os koji prolazi tockom
s koordinatama (1,0), a do njega je napravljen kliza¢ t koji predstavlja realne brojeve s
brojevnog pravca. Pokretanjem animacije ili pomicanjem klizaca t, pozitivni dio brojevnog
pravca se na kruznicu namotava u smjeru suprotnom gibanju kazaljke na satu, dok negativni u

smjeru kazaljke na satu.

t=1.98

2.2.2 Namatanje pravca na kruZnicu

Prilikom namatanja prikazano je kako se svaki realni broj t s brojevnog pravca
preslikava u jednu to¢ku na kruznici. Tu kruznicu nazivamo brojevna ili trigonometrijska
kruznica, a preslikavanje E eksponencijalno preslikavanje. Pise se E (t) = T, gdje je t realni
broj, a T tocka na brojevnoj kruznici. Nastavnik moze navesti uéenike da primijete kako
jednoj tocki kruznice odgovara beskonacno mnogo brojeva na pravcu. Kako je opseg
jedini¢ne kruznice jednak 2m slijedi da ¢e svaki sljedeci broj s brojevnog pravca koji bude

pridruzen istoj tocki na kruznici biti udaljen za 27. Tako se primjerice svi brojevi oblika

’GeoGebra aplet dostupan na https://www.geogebra.org/m/SgHuXMGD#material/R3AhFww2 autora
Sime Sulji¢a (Pristupljeno: kolovoz 2018.)
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% + 2km, za k cijeli broj preslikavaju u istu to¢ku na brojevnoj kruznici. Ispod apleta je

postavljeno pitanje Sto vrijedi za svaki realan broj t s brojevnog pravca, pri ¢emu je E (t)

odgovarajuca to¢ka na kruznici. Odgovor je E (t) = E (t + 2kn), k € Z.

2.2.2 Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije se prvo definiraju kao realne funkcije odnosno prosiruje se
njihova definicija iz drugog razreda $to se moze vidjeti ve¢ u prvoj aktivnosti Definicija
trigonometrijskih funkcija iz ovog poglavlja. Ona je pogodna za koristenje na satu prilikom
definiranja trigonometrijskih funkcija. Nastavnik moze pokazati prvi aplet prikazan na slici
2.2.3 na kojem je dana jedini¢na brojevna kruznica smjeStena u ishodiStu koordinatnog
sustava i tangente na kruZnicu koje prolaze tockama A(1,0) i B(0,1). U¢enici trebaju odrediti
koordinate toc¢aka E (t), T, C koje nastavnik kasnije prikazuje klikom na Pokazi koordinate

tocaka E (t), T, C. Zatim definira trigonometrijske funkcije na ovaj nacin:

e Ordinata tocke E (t) naziva se sinus broja t i oznacava se sin (t), na taj je nacin
definirana funkcijasin : R - R, t » sint.

e Apscisa to¢ke E (t) naziva se kosinus broja t i oznacava se cos (t), na taj je nacin
definirana funkcijacos : R - R, t = cost.

e Ordinata tocke T naziva se tangens broja t i oznacava se tg (t).

e Apscisa to¢ke C naziva se kotangens broja t i oznacava se ctg (t).

Pokazi koordinate to¢aka E (t), T, C

B (0,1)

O D JA(1,0)

2.2.3 Definiranje trigonometrijskih funkcija

21



Iako ucenici uvidaju drugaciju definiciju trigonometrijskih funkcija od onih koje su
naudili u drugom razredu, nastavnik moze lako opravdati nove definicije. Naime, ako se

pogleda pravokutni trokut ODE (t), njegova je hipotenuza duljine 1, a kut kod vrha O je t.

IDE®)] _

Prema definiciji trigonometrijskih funkcija iz drugog razreda slijedi da je sint = -

|DE(t)| = sin t. Analogno bi se pokazalo za ostale trigonometrijske funkcije.

Ucenici mogu samostalno na tabletima, mobitelima ili osobnim ra¢unalima prouciti drugi
aplet slican prethodnom u kojem su naznacene i vrijednosti pojedinih trigonometrijskih
funkcija. Pomicanjem tocke E (t) po brojevnoj kruznici trebaju odrediti predznake
trigonometrijskih funkcija u pojedinim kvadrantima. RjeSenja mogu provjeriti klikom na

Pokazi predznake, gdje se onda pokaze tablica predznaka.

Prije obrade grafova funkcija, dobro je uc¢enike upoznati sa nekim od brojnih svojstava
trigonometrijskih funkcija. U aktivnosti Svojstva trigonometrijskih funkcija proucit ée se
parnost i neparnost te periodi¢nost funkcija. U apletu kojeg se moze vidjeti na slici 2.2.4
ucenici mogu u tekstualni okvir za t upisivati proizvoljan realan broj i tako mijenjati polozaj
to¢ke E(t) = (cost,sint) na kruznici te njoj simetri¢ne to¢ke E(—t) = (cos (—t),sin(—t))
obzirom na x os. Dobro je prikazivati vrijednosti s ve¢im brojem decimala kako ucenici ne bi
dobili pogreSan dojam o vrijednostima pojedinih brojeva, primjerice broja . Trebaju uociti
da se apscise navedenih tocaka podudaraju, dok su im ordinate suprotnih predznaka, a iz toga
slijedi da je sinus neparna, a kosinus parna funkcija. Zatim im je postavljeno pitanje koje ih
navodi da iz definicije tangensa i kotangensa kao omjera funkcija sinus i kosinus te kosinus i

sinus odgovore da su tangens i kotangens neparne funkcije.

2

E(2) =|(cos(2), sin(2)) = (-0.42, 0.91)

m 0, 2w

[
E(-2) =|(cos(-2), sin(-2)) = (-0.42, -0.91)

2.2.4 Parnost i neparnost
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Svojstvo periodi¢nosti funkcije ucenike moze asocirati na pojave koje se vide i u
svakodnevnom zivotu poput vrtnje Zemlje oko Sunca ili titranje tijela na elasti¢noj opruzi s
kojim se susrecu i u fizici. Tako se u aktivnosti prvo moze naci interaktivan aplet prikazan na
slici 2.2.5 kojeg ucenici mogu prouciti pomicanjem klizaca.

Pomici tocku

Q\

2.2.5 Periodicnost funkcije
Korisno je uputiti ucenike na promatranje pomicanja segmenta jer to znaci da se
promatra vrijednost funkcije u tocki 1 vrijednost funkcije u pomaknutoj tocki. Ispod apleta
nalazi se kratak video koji prikazuje Zemljinu rotaciju i revoluciju te ucenici mogu odgovoriti
na pitanje koliki bi bio njihov temeljni period ako znaju da je to najmanji pozitivan period.
Nakon toga u novom apletu mogu pronaci razne grafove kojima treba odrediti temeljne
periode, a pri samom kraju aktivnosti, navedeno da su temeljni periodi funkcija sinus i

kosinus 2, a za tangens i kotangens m $to se moze vidjeti iz apleta.

U poglavlju Trigonometrijske funkcije dodana je i tablica vrijednosti trigonometrijskih

funkcija u prvom kvadrantu.

2.2.3 Trigonometrijski identiteti

U ovom poglavlju je napravljena aktivnost u ¢ijem apletu prikazanom na slici 2.2.6
ucenik moze pomicuci klizace vidjeti adicijske formule, formule redukcije te formule
dvostrukog kuta. Istaknuti su kutovi t i z te se mijenjanjem mjera tih kutova pokazuju
vrijednosti trigonometrijskih funkcija. Kako bi se u¢enik uvjerio u ispravnost danih

jednakosti, u formule moZze uvrstiti dane vrijednosti.
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t=0.59341 rad Pomici tocku
°

@ Adicijske formule:
tgt + tgz
e WD) < T
S (sin t)* + (cos t)* = 1 £re
@ . . tgt — tgz
cos (t+z) = cost cos z — sin t sin z tg(t—z) = 1T+ tgttgz

cos (t—z) =costcosz + sintsinz ctgtetgz— 1

tg(t
ctg(t +2) ctgz + ctgt

E) sin (t+2z) = sintcosz +sinzcost
ctgtctgz+ 1

sin(t—z) = sintcosz —sinzcost ctglt-2z) = ctgz — ctgt

Provjera : (sin 0.59341 rad)” + (cos 0.59341rad)’ = 0.55919° + 0.82904° = 1

sint=0.55919 sin z=0.84805
cos t = 0.82904 cos z = 0.52992
tg t=0.67451 tg z = 1.60033

2.2.6 Trigonometrijski identiteti

2.2.4 Grafovi trigonometrijskih funkcija

Kod obrade grafova trigonometrijskih funkcija GeoGebra najvise dolazi do izrazaja. U
ovom poglavlju napravljene su tri aktivnosti: Nastajanje sinusoide i kosinusoide, Nastajanje
tangensoide i kotangensoide te Grafovi trigonometrijskih funkcija. U prvoj je postavljen aplet
prikazan na slici 2.2.7 u kojem ucenik klikom na gumb Sinus ili Kosinus, pokrece
,,odmatanje* jedini¢ne brojevne kruznice kako bi dobio sinusoidu ili kosinusoidu, tj. graf

funkcije sinus i kosinus oblika f(x) = sinx odnosno f(x) = cos x, a na kraju animacije se
prikazuje i preostali dio grafova.

Osvijezi

Stop

2

2.2.7 Nastajanje grafa funkcije sinus
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Pritiskom na gumb Osvjezi, aplet se vraca u pocetno stanje, dok gumb Stop sluzi kako bi
zaustavili animaciju te bolje proucili $to se dogada s grafom. Za provodenje animacije,
koristeni su tragovi objekata, alati Klizac, Potvrdni okvir te Gumb dan na slici 2.2.8. Kod alata

Gumb koristeno je GeoGebra skriptiranje®. Primjer jednog skriptiranja moze se vidjeti na slici

2.2.9 za gumb Sinus.
Gumb Osnovno | Tekst Boja @ Stil = PoloZaj
Dodatno = Skriptiranje
Gumb Na klik | Pri azuriranju | Globalni JavaScript
Natpis: Animiraj(false)
. B=0
|| Animiraj(B)
) PostaviVrijednost(gumb1,true)
GeoGebra skriptiranje: PostaviVrijednost(gumb2 false)

PokaziOznaku( j, true )
PokaziOznaku( i, false )
PostaviDebljinuCrte( j, 10)

PostaviDebljiinuCrte( i, 3)

GeoGebra skriptiranje v
gl

m Odustani

2.2.8 Alat Gumb

2.2.9 GeoGebra skriptiranje

U ovoj aktivnosti ispod apleta napravljen je kviz s ponudenim pitanjima otvorenog tipa i
viSestrukog izbora u kojem ucenici proucavajuci grafove trebaju odrediti koordinate tocke
E (x) sa brojevne kruznice, a zatim koordinate tocaka S i K ¢ijim tragovima se dobivaju
sinusoida 1 kosinusoida. Takoder odgovaraju na pitanja o omedenosti sinusa 1 kosinusa,
temeljnom periodu te parnosti i neparnosti. Ova aktivnost moze se provesti na satu uz pomo¢
nastavnika, frontalnom ili diferenciranom nastavom, a pogodna je i za istrazivanje te vjezbu
izvan Skole. Tako je u GeoGebra grupi ova aktivnost postavljena za domacu zadacu sto je
prikazano slikom 2.2.10. Clanovi grupe su trebali prougiti materijal Definicije
trigonometrijskih funkcija iz drugog poglavlja, a zatim odgovoriti na pitanja iz domace

zadace. Nakon isteka roka predaje, zadatke se vrednovalo uz povratnu informaciju o uspjehu.

8 GeoGebra skriptiranje, dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/Skriptiranje i
https://www.geogebra.org/m/eehF54nU#chapter/109689 (Pristupljeno: kolovoz 2018.)
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¢ Trigonometrija u GeoGebri ®

f@& Objave Clanovi

Napisi obavijest lzradi zadatak

Maja prije oko jedan sat

? Nastajanje sinusoide i kosinusoide

Prouéi materijale te odgovori na pitanja ispod apleta.

Vrednovanje

- Nastajanje sinusoide i kosinusoide

Maja
? 2p 22

Upisite komentar...

Maja prije oko jedan sat

(-]

Prouci materijal koji je napravlien u apletima, a zatim odgovori na pitanja pri dnu apleta.

Maja

= Definicija trigonometrijskih funkcija

2.2.10 Domaca zadaca u GeoGebra grupi

Na sljede¢em nastavnom satu, nastavnik moze s u¢enicima ponovno proci kroz zadacu i

pritom diskutirati o rjeSenjima. U ovoj aktivnosti se mogu uociti sljedeca svojstva

trigonometrijskih funkcija. U tablici 2.2.4.1 dana su svojstva za funkciju f(x) = sinx i

f(x) = cosx.

Funkcija sinus

Funkcija kosinus

Nultocke su km, keZ.

Nultocke su g + km, keZ.

Poprima vrijednosti na intervalu
[—1,1].

Poprima vrijednosti na intervalu
[—1,1].

Funkcija je neparna pa joj je graf

centralno simetri¢an obzirom na ishodiSte.

Funkcija je parna pa joj je graf osno

simetri¢an obzirom na Yy — 0S.

Maksimum funkcije je 1, a postiZe se za

X = g + 2km, keZ.

Maksimum funkcije je 1, a postizZe se za

x = 2km, kel.

Minimum funkcije je —1, a postize se za

x =m+ 2km, keZ.

Minimum funkcije je —1, a postize se za

X = 3771 + 2km, keZ.

Funkcija je periodi¢na s periodom 2.

Funkcija je periodi¢na s periodom 27t.

2.2.4.1 Svojstva funkcija sinus i kosinus




U drugoj aktivnosti Nastajanje tangensoide i kotangensoide u apletu je koriSten alat
Gumb imenovan s Tangens, Kotangens, Osvjezi i Stop. Pritiskom na gumb Tangens ili

Kotangens prikazuje se odmotavanje jedini¢ne brojevne kruznice pomocu tragova tocaka tako

da se prvo dobije graf funkcije tangens ili kotangens na intervalu [— g 3?"] pri ¢emu treba

istaknuti da funkcija tangens na tom intervalu nije definirana u g a kotangens u 0 i mr . Zatim

se crta ostatak grafa. Graf funkcije tangens naziva se tangensoida, a graf funkcije kotangens
kotangensoida. Ispod apleta nalazi se kviz u kojem se ispituje koliki je temeljni period
funkcije, monotonost, tocke u kojima funkcija nije definirana te se pita kako se nazivaju
pravci paralelni s y — osi koji prolaze tockama u kojima funkcija nije definirana. Rije¢ je o
asimptotama s kojima se ucenici susre¢u jo§ u drugom razredu srednjih $kola prilikom obrade
eksponencijalne i logaritamske funkcije, tako da im ovaj pojam ne bi trebao biti nepoznat.
Tijekom rjesavanja kviza ucenici nakon svakog odgovorenog pitanja mogu provjeriti to¢nost
svojih rjesenja ¢ime automatski dobivaju povratnu informaciju jesu li odredeno gradivo

savladali. Za funkciju f(x) = tgx i f(x) = ctgx uocavaju se svojstva iz tablice 2.2.4.2.

Funkcija tangens Funkcija kotangens
Nultocke su km, keZ. Nultocéke su % + km, keZ.
Asimptote funkcije su pravci Asimptote funkcije su pravci x =
x =+ ki, kelL. km, kel
Funkcija je neparna pa joj je graf Funkcija je neparna pa joj je graf
simetrican obzirom na ishodiste. simetri¢an obzirom na ishodiste.
Funkcija je periodi¢na s periodom 7. Funkcija je periodi¢na s periodom .

2.2.4.2 Svojstva funkcija tangensa i kotangensa

Nakon §to se obrade svojstva trigonometrijskih funkcija proucavanjem sinusoide,
kosinusoide, tangensoide i kotangensoide, u trecoj se aktivnosti Grafovi trigonometrijskih
funkcija promatraju grafovi opcenitog oblika, na primjer f(x) = Asin(Bx + C), gdje je A

amplituda, B kruzna frekvencija, a C fazni pomak, $to se vidi sa slike 2.2.11.
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Kliknite na gumb odgovarajuce trigonometrijske funkcije.
Primjerice, crveni graf predstavlja funkciju sinus oblika f(x) =Asin(Bx+C), pri cemu je A amplituda, B kruzna frekvencija, C fazni
pomak. Plavi graf predstavlja funkciju kosinus, zeleni funkciju tangens, a narancasti funkciju kotangens.

Pomicanjem klizaca A, B i C promotrite $to se dogada sa pojedinim grafom. Istaknuta tocka na grafu moze pomoci kod pronalaska
nultocaka te minimuma i maksimuma funkcije.

A=2 B=2 C=04
5 e e e

Sinus f(x) = 2sin(2x+0.4)
Kosinus

3 Tangens

Kotangens
2
1
(2.94,0)
/2 0 /2 m 3y/2 2m 5y/2 3
-1
-2

2.2.11 Grafovi trigonometrijskih funkcija

U ovom apletu pritiskom na odgovarajucu trigonometrijsku funkciju prikazuje se njen
graf, a mijenjajuci vrijednosti na kliza¢ima A, B i C mijenja se izgled grafa.

Nakon §to nastavnik s u€enicima obradi crtanje grafova, prilikom uvjezbavanja ove
nastavne jedinice crteze moze pokazati i u ovom apletu. Nakon toga se u razredu provodi
diskusija tako §to nastavnik mijenja vrijednosti A, B i C, a u€enici uocavaju §to se dogada sa
grafovima kada se odredeni brojevi smanjuju odnosno povecavaju. Kada se A mijenja,
mijenjaju se i minimalne i maksimalne vrijednosti funkcija sinus i kosinus, kada se B mijenja,
graf se §iri ili suzava po X — 0si jer se tada mijenja period funkcije, kada C povecavamo, graf

se translatira za C ulijevo, a kada ga smanjujemo, graf se translatira udesno za C.
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2.2.5 Trigonometrijske jednadZbe 1 nejednadzbe

Trigonometrijske jednadzbe su jednadZzbe u kojima je nepoznanica argument
trigonometrijske funkcije. Sirok je spektar tipova trigonometrijskih jednadZbi pa tako i na¢in
njihovog rjesavanja. Neke od podjela su na osnovne jednadzbe, jednadzbe koje se svode na
kvadratne jednadzbe, homogene jednadzbe, linearne trigonometrijske jednadzbe i ostale.

Uglavnom se rjeSavaju putem brojevne kruznice ili pomocu grafa trigonometrijskih funkcija.

Ono §to je bitno napomenuti jest da je za rjeSavanje jednadzbi kao §to je na primjer
cost = — % u kojima se za zadanu vrijednost funkcije mora na¢i odgovarajuéi broj, vazno
znati 1 inverze trigonometrijskih funkcija. PoSto su sinus, kosinus, tangens i kotangens
periodi¢ne funkcije, one nisu bijekcije pa uzimamo restrikcije funkcija na odredenim
intervalima na kojima bijekcija postoji. Tu se dolazi do pojmova arkus sinus, arkus kosinus,

arkus tangens i arkus kotangens. Pri tome arcsin : [-1,1] = [—g,g], arccos : [-1,1] -

[0, ], arctg : R — (—%,g) iarcctg: R - (—EE)\ {03.

U ovom poglavlju u aktivnosti Trigonometrijske jednadzbe prikazani su apleti koji
ucenicima mogu posluZziti za provjeru rjeSenja trigonometrijskih jednadzbi te ukazati na
jednako bitnu geometrijsku interpretaciju rjeSenja. U prvom apletu danom na slici 2.2.12 za
zadanu jednadzbu je dovoljno upisati njenu lijevu i desnu stranu u odgovarajuci tekstualni
okvir te kliknuti na Prikazi rjesenja. Pokazat ¢e se grafovi i njihova sjecista na intervalu

[—3m, 3m].

Lijeva strana Desna strana

Pokazi rjeéenja} [ Osvjeii]

3]

sin(x) =

1
-3 5112 fon -3mi2 - -2 R Ww 5/ 2 3
-1

{-5.76,-3.67,0.52,2.62,6.81,8.9}

2.2.12 Graficko rjesavanje trigonometrijske jednadzbe
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Drugi aplet sa slike 2.2.13 sluzi za rjeSavanje osnovnih trigonometrijskih jednadzbi
oblika sint = a, cost = a. Klikom na potvrdni okvir Sinus ili Kosinus prikazuju se rjeSenja

jednadzbi te odgovarajuca animacija na brojevnoj kruznici koja se mijenja pomicuéi klizac.

0.5

L 2 Sinus Kosinus

sint= 0.5
t; = arcsin (0.5) + 2km, ke Z

el

tp= m — arcsin(0.5) +2km, ke Z

cost = 0.5

t; = arccos(0.5) + 2km, ke Z

t, = — arccos(0.5) + 2km, ke Z

2.2.13 Trigonometrijske jednadZbe na brojevnoj kruZnici

Trigonometrijske nejednadzbe se rjeSavaju na slican nacin kao 1 jednadzbe. U aktivnosti
Trigonometrijske nejednadzbe u apletu sa slike 2.2.14 su prikazani osnovni oblici
nejednadzbi tipa sint = a, sint < a, cost = b i cost < b. Pomicuéi kliza¢, na brojevnoj
kruznici se prikazuju svi brojevi vec¢i i jednaki ili manji 1 jednaki od danog broja. Na ovaj
nacin ucenicima moZze postati vizualno jasno $to zapravo trazimo kada rjeSavamo

trigonometrijske nejednadzbe.
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0.6

e S\nus nejednadzbe DKosinus nejednadzbe
sint > 0.6
1
3 arcsin (0.6) + 2km <t <7 — arcsin(0.6) +2km, ke Z
3
Vi
R
1
2
sint < 0.6
3
| 2 — arcsin(0.6) +2kr < t < arcsin (0.6) + 2km. k€ Z
2
]
Tz
>
0.6
B ——— S DSinus nejednadzbe Kosinus nejednadzbe
cost > 0.6
t — arccos (0.6) +2kr < t < arccos(0.6) +2km, ke Z
1
1
1
1
1
: cost < 0.6
12 V3
-1 R
1
I arccos(0.6) +2kr < t <271 — arccos(0.6) + 2km, ke Z
1
1
1
-t

2.2.14 Trigonometrijske nejednadzZbe na brojevnoj kruznici
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2.3 Nastavni sat : Grafovi funkcija sinus i kosinus

Ova nastavna jedinica je osmisljena tako da se upotrebom e — udzbenika® uvedu grafovi
funkcija sinus 1 kosinus. Ukoliko je razred opremljen tabletima ili osobnim racunalima,

ucenici mogu u paru proucavati dani e — udzbenik uz nastavnikovo navodenje.

Glavni cilj ovog nastavnog sata jest crtanje grafova funkcija sinus i kosinus. Ucenici ¢e
primjenjivati definiciju trigonometrijskih funkcija prilikom prikaza odmatanja brojevne
kruznice u GeoGebri. Primjenjivat ¢e parnost i neparnost te periodi¢nost funkcija prilikom
odredivanja nultocaka i ekstrema funkcija sinus i kosinus te prilikom crtanja grafova tih
funkcija. Razvijat ¢e vjesStinu proucavanja promjene grafa kada se mijenjaju amplituda,
kruzna frekvencija te fazni pomak. Koriste¢i korake konstrukcije, crtat ¢e grafove funkcije
sinus. Ucenici ¢e takoder razvijati sustavnost u radu, stvoriti pozitivan stav prema matematici

te ¢e usvajati estetske vrijednosti.

Koristeni su kombinirani nastavni oblici i1 diferencirani u obliku individualnog rada te
vizualne, verbalne metode, metode crtanja, analogije i heuristi¢ka nastavna metode.
Nastavnik na satu otvara e — udzbenik Grafovi funkcija sinus i kosinus koji je podijeljen u
cetiri poglavlja koji ¢ine logicku cjelinu od uvoda, metode otkrivanja crtanja grafa pa sve do

ucenickog individualnog uvjezbavanja te domace zadace.

U motivacijskom primjeru u uvodu prikazanom na slici 2.3.1 je napravljena korelacija s
predmetom Glazbene umjetnosti preko videa®® s hrvatskim prijevodom u kojem je zvuk
prikazan grafom funkcije sinus koji u¢enike navodi na razmisljanje kako zapravo funkcija

sinus izgleda te kako je nacrtati.

% E — udzbenik Grafovi funkcija sinus i kosinus dostupni na https://www.geogebra.org/m/sxfzurdp

(Pristupljeno: kolovoz 2018.)
% video dostupan na https://www.youtube.com/watch?v=zAxTOmRGuoY (Pristupljeno: kolovoz 2018.)
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Uvod - glazba i matematika

Autor: Maja

Kako je moguce da je jedan od najvecih skladatelja svih vremena, Ludwig van Beethoven, brojne svoje kompozicije skladao dok je bio
gluh?

Pogledaj video i obrati pozornost na video izmedu 1:55 i 3:15 minute.

MUSIC AND MATH:
THE GENIUS OF BEETHO Widdiie

Disonantni tonovi stvaraju nelagodu i napetost kod slusatelja, dok konsonantni tonovi stvaraju ugodu.
Beethoven je Cesto koristio i jedne i druge tonove u Mjesecevoj sonati.
Kakvu emociju kod tebe ostavlja Mjeseceva sonata?

S kojim su funkcijama opisani dani tonovi?

2.3.1 Uvodni dio sata

U glavnom djelu sata su predvidene sljedece aktivnosti iz e — udzbenika:

e Odmatanje sinusoide i kosinusoide u kojima se ucenici prisjecaju svojstava
trigonometrijskih funkcija kao i njihovih definicija prilikom nastajanja sinusoide i
kosinusoide

e Proucavanje grafova sinusoide i kosinusoide kada se mijenjaju amplituda, kruzna
frekvencija te fazni pomak, uocavanje nultocaka funkcija te veze izmedu grafa
funkcije sinus i kosinus

o Koraci konstrukcije grafa funkcije sinus nakon ¢ega nastavnik na plo¢i crta ponudeni

graf, a uCenici isto crtaju u svoje biljeznice.

U fazi uvjezbavanja, nastavnik u e — udzbeniku zadaje grafove koje ucenici redom
crtaju u biljeznice, a zatim crteze prikazuje na apletu. Prilikom samog crtanja, nastavnik
obilazi u€enike te u slucaju uc¢enickih nedoumica, nastavnik moze graf nacrtati na ploci, a
inace ih prikazuje u e — udzbeniku $to znatno Stedi vrijeme koje nastavnik koristi kako bi

svakom uceniku stigao prici 1 pogledati njegov napredak.
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U zavrS$nom dijelu sata nastavnik na ploc¢u zapisuje lozinku s kojom u¢enici mogu
pristupiti razrednoj GeoGebra grupi. U njoj je objavljen e — udzbenik sa sata te domaca
zadaca dana na slici 2.3.2 koju moraju rijesiti do iduceg puta. Rije¢ je o pridruzivanju
ponudenih funkcija odgovaraju¢im grafovima. Ukoliko ostane vremena, nastavnik prikazuje

domacu zadacu koju ucenici mogu poceti rjeSavati do kraja sata.

Grafovima prikazanim na slikama pridruZi odgovarajuce funkcije:

f(x) = sin 2x
glx)

-cos (X + { )

h{x) = sin (3x = I )
px) = -cos(3x).

\{ w2 I 3mli 2 2n 512 3w

ra
La

Oznadite svoj odgovor

f(x)
g(x)
h(x)

pld)

ooono

2.3.2 Domaca zadaca u GeoGebra grupi
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SAZETAK

U ovom diplomskom radu dan je prikaz trigonometrije u GeoGebri u drugom i treCem
razredu srednje Skole. Kako vecini ucenika trigonometrijske funkcije koje se poucavaju u

tre¢em razredu predstavljaju veliki problem, upravo je na to gradivo u radu stavljen fokus.

U prvom dijelu rada kroz postojeéi i predstojeci kurikulum se trigonometriju smjesta u
razrede ovisno o fondu sati u pojedinim srednjim Skolama. Predstavlja se trigonometrija kroz
povijest, daje se kratak uvid u poucavanje trigonometrije nekad 1 danas, a zatim se isticu

GeoGebrine karakteristike, e — udzbenik i GeoGebra grupa.

U drugom dijelu rada se uz pomo¢ GeoGebre obraduju trigonometrijski omjeri iz
drugog razreda te su opisani neki od glavnih GeoGebrinih alata poput klizaca, potvrdnog
okvira i teksta koji su se u radu najcesce upotrebljavali. Nakon toga se daje opis ¢ — udzbenika
Trigonometrijske funkcije u kojem se obradio veci dio trigonometrije tre¢eg razreda. U radu je
opisano kako se pojedini apleti u e — udzbeniku koriste, koja je njegova svrha u nastavi te
kako se njime mogu sluziti nastavnici i ucenici u $koli 1 izvan nje. Na kraju poglavlja je
opisan primjer nastavnog sata Grafovi funkcija sinus i kosinus obradenog u GeoGebri putem ¢

—udzbenika izradenog za taj sat.

Ovaj rad je primjeren nastavnicima koji Zele poucavanje trigonometrije predstaviti na
drugaciji nacin. Raznim animacijama, videima i kvizovima moZe potaknuti u¢enikovo
zanimanje za predmet, navesti u¢enika na samostalno ucenje 1 istraZivanje, stvoriti pozitivniji
stav ucenika prema matematici te pokazati kako matematika ne mora biti teska 1 da moze biti

izrazito zanimljiva.



SUMMARY

This graduate thesis gives a presentation of trigonometry in GeoGebra in the second and
the third grade of secondary school. Since the trigonometric functions taught in the third grade

represent a problem for most students, they are put in the focus of this thesis.

In the first part of the thesis, the trigonometry is dealt with within the context of the
existing and forthcoming curriculum in classes depending on the classroom timetable in some
secondary schools. It also presents trigonometry through history, gives a brief insight into the
teaching of trigonometry today and in the end it points out GeoGebra's characteristics,
GeoGebraBook and GeoGebra Groups.

In the second part the trigonometric ratios of the second grade are dealt with through
GeoGebra. It also describes some of the most important GeoGebra tools such as sliders,
checkboxes and texts which were most frequently used in the thesis. This is followed by a
description of the GeoGebraBook Trigonometrijske funkcije in which most of the
trigonometry of the third grade is processed. The thesis describes how some applets are used
in GeoGebraBook, the purpose of GeoGebra in teaching and how it can be used by teachers
and students, in and outside the school. At the end of the chapter, there is an example of a
teaching lesson Sine and Cosine Graphs processed in GeoGebraBook created specifically for

that lesson.

The thesis is suitable for lecturers who want to approach teaching trigonometry in a
different way. Various animations, videos, and quizzes can inspire students' interest in the
subject, encourage students to study and research independently, create a positive attitude
towards maths and show it doesn’t have to be difficult and it can even be extremely

interesting.
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PRILOG
Prilog 1

TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Maja
1. kol 2018.

U ovom e — udzbeniku ¢ete pronaci materijale vezane uz brojevnu kruznicu, trigonometrijske

funkcije, trigonometrijske identitete, grafove te trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe.

Sadrzaj
L1 Kut i brojevna KIrUZNICa . ....ccviiiiiiiiiiiiiit ettt 1
L1 Stupnjevi i radifani........c.ooiiii 1
L2 Glavna mjera KULa. ... ..o 1
1.3 Namatanje brojevnog pravca na brojevnu KruZnicu.............ocooviiiiiiiiiiiiiiiiinnan, 2
2 TrigoNOMELITJSKE TUNKCIJE .....viviieeieiieiieese sttt 3

2.1 Definicija trigonometrijskih fUNKCIja. . ... ....c.ovii i3

2.2 Svojstva trigonometrijskih funkcija.............coooiii i 5
2.3 Tablica vrijednosti trigonometrijskih funkcija..................ocoo 8
3 TrigonOmMEtrijsKi IAENTITELE .....ecvviiiciiiic e eee 8
3.1 Trigonometrijski identiteti.. ..o 8
4 Grafovi trigonometrijsKin fUNKCIJa.........oooiviiiiii e 9
4.1 Nastajanje sinusoide i KOSINUSOIAE. ..........oiiriii e 9
4.2 Nastajanje tangensoide i KOtangensoide. ..........oovviiiriiiiriie e, 9
4.3 Grafovi trigonometrijskih funkcija..............oooo i 10
5 Trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe............ccocoviiiiiiiiiiciiie s 11
5.1 Trigonometrijske jednadZbe. ........c.oiiiiiiii i 11
5.2 Trigonometrijske nejednadZbe...........ccooiiiiiiiiiiiii e, 13
[ C =T =) o= PSSP 13


https://www.geogebra.org/u/maja.marasovic
https://www.geogebra.org/u/maja.marasovic

1 Kutibrojevna kruznica
1.1 Stupnjevi i radijani

Prikazana je kruznica ¢ija je prva zraka kuta pozitivni dio osi apscisa, a drugi se krak vrti u
pozitivnom smjeru. U donjem desnom kutu ponudene su mjere kutova u stupnjevima i radijanima.

Povuci ih do Zeljene pozicije na kruznici. Odgovore provjeri klikom na Stupnjevi ili Radijani.

~

" |Stupnjevi [ _|Radijani

W

™

Tooase 3T o000 5T 360
2 4 3

T qgee T 2100 97 U7
4 6 6 6

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/b8fr6ajs

1.2 Glavha mjera kuta

Ovaj aplet sluzi za provjeru vasih rjeSenja prilikom odredivanja glavne mjere kuta u radijanima.

Prikazana je brojevna kruznica na kojoj je istaknuta tocka E (t). U tekstualno poljet = U

apletu upiSite proizvoljan broj i promotrite poloZaj tocke E (t).


http://www.geogebra.org/m/b8fr6ajs
http://www.geogebra.org/m/b8fr6ajs

U tekstualni okvir upiSite proizvoljan broj.
Primjerice 3pi.
Promotrite polozaj tocke E(t).

x| R=042 = 3T

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/k4tdwcemd

Za odredivanje glavne mjere t kuta t u radijanima koristimo formulu:

1.3 Namatanje brojevnog pravca na brojevnu kruZnicu

Brojevni pravac okomit na x - os koji prolazi tockom (1, 0) namatamo na kruznicu. Svakom
realnom broju t sa brojevnog pravca tako je pridruzena tocka na brojevnoj kruznici. To preslikavanje

se naziva eksponencijalno preslikavanje.

Kliknite na gumb za pokretanje animacije u donjem lijevom kutu apletu ili povlacite klizac t.
Na kruznici ¢e se istaknuti neke od to¢aka. Koja je veza medu brojevima koji se nalaze u istoj tocki?
Uoci da prilikom namatanja pozitivnog dijela brojevnog pravca na kruznicu, smjer namatanja je

suprotan gibanju kazaljke na satu.


http://www.geogebra.org/m/k4tdwcmd
http://www.geogebra.org/m/k4tdwcmd

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/nrnxqqfj

2 Trigonometrijske funkcije

2.1 Definicija trigonometrijskih funkcija
Prvi nazivi za sinus i kosinus su jiva i konjiva te potjecu jos od starih Indijaca. Jiva na
sanskrtu znaci tetiva, a Arapi je prevode kao dZiba (Citaj: dzaib) te znaéi zaljev, pazuh.
Tangens u 16. stoljec¢u uvodi Thomas Finck §to na latinskom znaci odsjecak tangente. Promotri

sliku i odgovori:

Koje su koordinate to¢aka E (t), T, C?

Odgovor provjeri klikom na Pokazi koordinate tocaka E (¢), T i C. Nakon toga procitaj tekst ispod
apleta.


http://www.geogebra.org/m/nrnxqqfj
http://www.geogebra.org/m/nrnxqqfj

| |Pokazi koordinate to¢aka E (t), T, C

Y BT

sint

1D JA (1,0)

A

] O

cost

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/apdfpkdq

Ordinata tocke E (t) zove se sinus broja t i oznacava se sin t.
Apscisa tocke E (t) zove se kosinus brojat 1 oznacava se cos t.
Ordinata tocke T zove se tangens broja t i oznacava se tg t.

Apscisa tocke C zove se kotangens broja t i1 oznacava se ctg t.

Za funkcije tangens i kotangens vrijedi takoder vrijedi:

tgt — zint, Ctgt — cost

st sint.

Predznaci trigonometrijskih funkcija

Pomici to¢ku E (t) i promotri vrijednost koordinate to¢ke E (t) pa odredi predznake funkcije
sinus i kosinus u 1., 1., 1. i IV. kvadrantu. Isto napravi za funkciju tangens i kotangens

promatrajuci tocke | i C. Odgovore provjeri klikom na Pokazi predznake.


http://www.geogebra.org/m/apdfpkdq
http://www.geogebra.org/m/apdfpkdq

" | Pokazi koordinate totaka E (1), ,C ,

Pokazi predznake

11. I.
> o
T
i ®
sin t =0.61 N
F ( i cost=0.79 2
I1I. IV.

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/cku5rfs
2.2 Svojstva trigonometrijskih funkcija
Parnost i neparnost

Za funkciju kazemo da je parna ako vrijedi f(—t) = f(t) dok je funkcija neparna ako vrijedi
f(-t) = f(t), za svaki t na kojem je f definirana.

Pr.1

flt)=1t*

f(=t)=(-t)’=t*= £(t); f je parna funkcija.
Pr. 2

g () =t8g (-9 = (-9)*= —*= —g (): g je neparna funkcija.

U apletu je prikazana brojevna kruznica na kojoj su istaknute tocke i tocka
E(-t) = (cos (-t), sin (-t)), njoj simetri¢na tocka obzirom na X 0s. U apletu je dan primjer za
gdje je prikazana tocka i tocka E (-2) = (-0.42, -0.91).

Sto je u koordinatnom zapisu ovih dviju todaka razli¢ito?

U tekstualni okvir upisi proizvoljan broj te promotri kakve su vrijednosti apscise i ordinate

tocke i tocke E (-t). Sto uocavas?


http://www.geogebra.org/m/cku5rrsf
http://www.geogebra.org/m/cku5rrsf
http://www.geogebra.org/m/cku5rrsf

E(2) =|(cos(2), sin(2)) = (-0.42, 0.91)

®
4
L

m 70, 2m

E(-2) =|(cos(-2), sin(-2)) = (-0.42, -0.91)

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/g8xrdmfr

Apscise tocaka E (t) i E (-t) se podudaraju, dok su im ordinate suprotnog predznaka. Stoga vrijedi:
sin (-t) = - sin t, cos (-t) = cos t pa je sinus neparna funkcija, a kosinus parna funkcija.

Periodi¢nost

Pomi¢i to¢ku i pogledaj sljedeéi graf. Sto bi za tebe bila periodicnost?

T~

Pomici tocku
A\\.‘ ./v“\ :/" \ g
/ \ / \ /
/ / \
~ / ~ / \ —_ \
/ / \ /L / \ N
~ny \ // i \,.' 7 \J \ 2
/ .\.\ / \
\ \ / \
N T 4 \

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/qs38gzeb


http://www.geogebra.org/m/g8xr4mfr
http://www.geogebra.org/m/g8xr4mfr
http://www.geogebra.org/m/qs38gzeb
http://www.geogebra.org/m/qs38gzeb

Periodi¢nost vrlo ¢esto moZemo susresti u prirodi, primjerice kod plime i oseke, vrtnje Zemlje
oko Sunca, promjena godis$njih doba, titranja tijela na elasti¢noj opruzi itd. Takve pojave koje se
pojavljuju u odredenim vremenskim razmacima nazivamo osciliraju¢ima, ciklickima tj.

periodicnima.

Najmanji pozitivan period naziva se temeljni period.
Funkcije ¢ije se vrijednosti ponavljaju u odredenim vremenskim razmacima su periodicne funkcije.
Odredi temeljne periode sljedecih funkcija tako da pomices kliza¢ Novi graf.

Rjesenja provjeri klikom na Prikazi rjeSenje.

Novi graf

*— [ |Prikazi rjesenje

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/xjkqfrsg

U aktivnosti Namatanje brojevnog pravca na brojevnu kruznicu vidjeli smo da vrijedi
E (t) = E (t + 2k), za k cijeli broj. To povlaci i da je sin (t) = sin (t + 2k) i cos (t) = cos (t + 2k).

Funkcije sinus i kosinus su periodi¢ne s temeljnim periodom 2 7, a funkcije oblika f(t) = sin (Bt + C)
2m
i f(t) = cos (Bt + C) su takoder periodi¢ne s temeljnim periodom & . Iz apleta mozemo vidjeti da

funkcija tangens (graf ozna¢en zelenom bojom) i (graf oznaCen naran¢astom bojom)

periodi¢ne s temeljnim periodom 7. Funkcije oblika f(t) =tg (Bt + C) i f(t) = ctg (Bt + C) su
s
periodiéne s temeljnim periodom B.


http://www.geogebra.org/m/xjkqfr5g
http://www.geogebra.org/m/xjkqfr5g

2.3 Tablica vrijednosti trigonometrijskih funkcija

0 T T m nw
6 4 3 3
0° 30° 45° 60° 90°

sint 0 1 Q E 1
2 2 2

cost 1 E Q 1 0
2 2 2

tgt 0 ? 1 V3 /

\
ctgt / V3 1 ? 0
, \

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/xkfru55 g

3 Trigonometrijski identiteti
3.1 Trigonometrijski identiteti

Pomicucéi tocku pogledaj najvaznije identitete trigonometrijskih funkcija. Mijenjaj kutove t i
Z te se uvjeri u ispravnost identiteta tako da u formule uvrsti§ odgovarajuce vrijednosti funkcija pri

dnu apleta.

Pomici tocku

t=0.59341 rad PN

sin t = 0.55919 sin z = 0.84805
cos t =0.82904 cos z = 0.52992
tg t = 0.67451 tg z = 1.60033

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/xpgpdyg5


http://www.geogebra.org/m/xpgpdyq5
http://www.geogebra.org/m/xkfru55g
http://www.geogebra.org/m/xkfru55g
http://www.geogebra.org/m/xkfru55g

4  Grafovi trigonometrijskih funkcija

4.1 Nastajanje sinusoide i kosinusoide

Za crtanje grafa funkcije sinus, kliknite na gumb Sinus. Za crtanje grafa funkcije kosinus,
kliknite na gumb Kosinus.

Kako biste zaustavili animaciju, kliknite na gumb , @ klikom na gumb , vracate

se u pocetno stanje. Uz pomo¢ dobivenih grafova odgovorite na pitanja ispod apleta.

Sinus [ Kosinus|

3
2

/ :

—2m —3m/2 - -2 KOFJ w2 ™ 3m/2 2 5m/2
&
3

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/gnchduzu

4.2 Nastajanje tangensoide i kotangensoide

Za crtanje grafa funkcije tangens, kliknite na gumb Tangens, pri ¢emu ¢e graf biti obojan
zelenom bojom, a za crtanje grafa funkcije kotangens, kliknite na gumb , koji ¢e biti
obojan zutom bojom. Kako bi zaustavili animaciju, kliknite na gumb , @ klikom na gumb

, vracate se u pocetno stanje. Uz pomo¢ dobivenih grafova odgovori na pitanja ispod apleta.


http://www.geogebra.org/m/gnchduzu
http://www.geogebra.org/m/gnchduzu

Tangens Kotangens

OsvjezZi

3
2
T /2 \:/ w2 ™ a2 2n
-2

-3

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/vd28mnma

4.3 Grafovi trigonometrijskih funkcija

Kliknite na gumb odgovarajuce trigonometrijske funkcije.

Primjerice, crveni graf predstavlja funkciju sinus oblika f(x) =A sin (B x + C), pri
¢emu je A amplituda, B kruzna frekvencija, C fazni pomak. Plavi graf predstavlja funkciju

kosinus, zeleni funkciju tangens, a narancasti funkciju kotangens.

Pomicanjem klizaca A, B i C promotrite Sto se dogada sa pojedinim grafom.

Istaknuta tocka na grafu moze pomo¢i kod pronalaska nultoc¢aka te minimuma i maksimuma

funkcije.

10


http://www.geogebra.org/m/vd28mnma
http://www.geogebra.org/m/vd28mnma
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>
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) O

) ¢ n
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o

Sinus
Kosinus

3 Tangens

- /2 0 w2 ™ 3m/2 2m 5m/2 3m

=

-3

=5

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/bukdc3cx

5 Trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe
5.1 Trigonometrijske jednadzbe

Ovdje mozete upisati trigonometrijsku jednadzbu i pogledati kako izgledaju
njena rjeSenja odredena grafickim — putem na intervalu [3w, 3m] . Lijevu stranu
trigonometrijske jednadzbe upiSite u tekstualni okvir Lijeva strana, a desnu stranu
jednakosti u te Kliknite na PokaZi rjesenja.

Za novu jednadzbu kliknite na Osvjezi.

11


http://www.geogebra.org/m/bukdc3cx
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5
Lijeva strana Desna strana

4

5 = (Pokazirjesenja) [ Osviezi|
3
2
1

-3 -5m/2 -2 -3m/2 - -2 0 w2 ™ 3m/2 2m 5m/2 3w

-1
-2
-3
-4
-5

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/nbkmgvez

Ovdje su prikazane osnovne trigonometrijske jednadzbe oblika sin t = a, cos t = a.

Klikom na Sinus ili Kosinus prikazuju se njihova rjeSenja. Uod¢i kako ta rjeSenja izgledaju

na brojevnoj Kruznici mijenjajuéi vrijednosti na klizacu.

— [V]sinus  [V]Kosinus

sint= 0.5
t; = arcsin (0.5) + 2km, ke Z

to= 7 — arcsin(0.5) + 2km, k

cos:t = 0.5

tp = — arccos(0.5) + 2k, k

t; = arccos(0.5) + 2km, k € Z

m

m

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/c4jysy5y
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5.2 Trigonometrijske nejednadzbe

Ovdje su prikazane osnovne trigonometrijske nejednadzbe oblika sint > a, sint<a, cost>b

i cos t <b. Klikom na Sinus nejednadzbe ili Kosinus nejednadzbe prikazuju se njihova rjeSenja.

Uoci kako ta rjeSenja izgledaju na brojevnoj kruznici mijenjajuéi vrijednosti na klizacu.

° [V/]Sinus nejednadzbe

arcsin (0.7) +2kr < t <

':i Kosinus nejednadzbe

sint > 0.7

7 — arcsin(0.7) +2km, k€ Z

GeoGebra aplet, http://www.geogebra.org/m/t7t6nfom

Reference

[1] https://www.geogebra.org/m/tj3m7npe
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