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Uvod

Jos od antickog doba matematic¢ari su se bavili skupovima i idejom beskonac¢nosti.
No, teorija skupova svoj procvat dozivljava tek u drugoj polovici 19. stoljeca.
Temelje teorije skupova postavio je njemacki matematicar Georg Cantor (1845.
- 1918.) te se smatra ocem teorije skupova. Cantor je radove o teoriji skupova
objavljivao od 1871. do 1883., u kojima je definirao ekvipotentnost skupova i pre-
brojiv skup, dokazao ekvipotentnost skupova N i Z, uveo naziv i oznaku R (alef -
nula), dokazao i prebrojivost skupa Q te prebrojivost algebarskih brojeva, uveo je
oznaku ~, dokazao da su prebrojivi skupovi najmanji beskonacni skupovi. Mnogi
rodenjem teorije skupova smatraju 1873. godinu, kada je Cantor dokazao da je
skup R neprebrojiv, odnosno da postoje beskonacni skupovi koji nemaju jednako
mnogo elemenata. Tijekom razvoja teorije skupova javljali su se paradoksi, stoga
se teorija skupova kao i svaka druga matematicka teorija morala izgraditi zada-
vanjem aksioma. Za aksiomatizaciju teorije skupova zasluzni su E. Zermel(ﬂi A.
FraenkePl Kako je teorija skupova "mlada” grana matematike, pojedini dijelovi
se jos uvijek nadograduju.

Tema ovog rada je problematika uvodenja ekvipotentnosti u skolama. Prema
¢lanku [6] proslo je oko 44 godine otkako je u 5. razred osnovne skole krenula
generacija ucenika koji su tada po prvi puta ucili o skupovima, relacijama i funk-
cijama. Tadasnja reforma nastavnog programa matematike slijedila je stav da je
suvremena nastava matematike zasnovana na pojmovima teorije skupova. Nakon
dvadesetak godina dolazi do obrnutog procesa. Rasteretenjem nastavnog pro-
grama izbaceni su skupovi i funkcije iz gradiva matematike u osnovnim skolama,
sto je 2006. godine formalizirano u HNOS-u. Promjene su se donosile i 2011.
godine u Nacionalnom okvirnom kurikulumu te kurikularnoj reformi koja ¢e eks-
perimentalni dio dozivjeti u skolskoj godini 2018./2019.

U prvom poglavlju istrazit ¢e se koliko se danas ué¢i o skupovima kroz osnovnu i
srednju skolu te dati prikaz uvodenja pojma ekvipotentnosti skupova u udzbeniku

Ernst Zermelo, (1871. - 1953.), njemacki matematicar.
2Adolf Abraham Halevi Fraenkel, (1891. - 1965.), njemacki matematicar.



SADRZAJ 2

za Cetvrti razred prirodoslovno-matematicke gimnazije. Nakon toga u drugom
poglavlju proucit ¢e se osnovni pojmovi, relacije i metode teorije skupova poput
konacnih i beskonacnih skupova, prebrojivih i neprebrojivih skupova te kardinal-
nost skupova. Potom ¢e se u sljede¢em poglavlju, prebrojivost skupa racionalnih
brojeva dokazati pomocu dijagonalnog postupka, Calkin-Wilfova stabla i Stern-
Brocotova stabla. U zadnjem poglavlju prikazat ¢e se i nekoliko primjera ekvipo-
tentnih skupova.



Poglavlje 1

Ekvipotentnost u skoli

1.1 Skupovi kroz skolovanje

Clanak Milane Vukovi¢ i Mladena Vukoviéa naslova ”U potrazi za skupovima”,
potaknuo nas je na razmisljanje koliko su ucenici uopée upoznati s pojmom skupa
i skupovnih operacija prije nego se susretnu s pojmom ekvipotentnosti skupova.
Na Prirodoslovno-matematickom fakultetu na Matematickom odsjeku u Zagrebu
u okviru Stru¢no-metodickih veceri, profesor Vukovi¢ odrzao je 4. veljace 2009.
predavanje istog naslova. Tada su postojali prijemni ispiti na Matematickom od-
sjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu. Autori navode kako su
potaknuti loSom rjesenosti zadataka sa skupovima odlucili istraziti gdje se u nas-
tavnim programima iz matematike spominju skupovi. Autori su se osvrnuli i na
strucnu literaturu na hrvatskom jeziku iz matematike poput udzbenika, ¢asopisa,
biltena za nastavnike i slicno. Obzirom da je predavanje odrzano 2009. godine
autori ¢lanka su koristili udzbenike i ostale materijale tiskane do 2009. godine.
U nastavku teksta dana je usporedba rezultata navedenog c¢lanka sa sadrzajima
najnovijih udzbenika odredenih od Ministarstva znanosti i obrazovanja. Na kraju
je dan pregled koliko ¢e se o skupovima uciti u novoj kurikularnoj reformi.

Za razdoblje od prvog do cetvrtog razreda osnovne skole prouceni su sadrzaji
udzbenika Nove matematicke price 1, 2, 3 i 4, raznih autora, nakladnika Profil, 5.
izdanje, Zagreb, 2018. godine. Niti u jednom sadrzaju navedenih udzbenika nije
upotrebljena rije¢ "skup”. Na primjer u ¢lanku ”U potrazi za skupovima” autori
navode kako se ve¢ u prvom razredu pojavljuje nastavna cjelina naslova: "Odu-
zimati i usporedivati u skupu brojeva do 10”. Dok se u navedenom udzbeniku za
prvi razred nalazi naslov: "Zbrajanje i oduzimanje brojeva do 10”.

U udzbeniku [2] za peti razred u nastavnoj cjelini "Prirodni brojevi” nalazi se
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podnaslov ”Skup prirodnih brojeva”. U nastavku se nalaze podnaslovi u kojima
se obraduju operacije te svojstva tih operacija u skupu prirodnih brojeva. Unutar
ove nastavne cjeline skup predstavlja ”"bilo koju kolekciju razli¢itih objekata koja
se smatra nekom cjelinom”. Objasnjeno je kako se oznacavaju skupovi, na koje sve
nacine se mogu opisati te sto je prazan skup ). Uvedena je oznaka € i kaze se da
je skup konac¢an jer mu elemente mozemo prebrojati. U drugom dijelu udzbenika
[3] nalazi se naslov: ”Skupovi toaka u ravnini” u kojem se rije¢ "skup” koristi
pri definiranju pojmova duzine, pravca, polupravca i ravnine. U Sestom razredu
u udzbeniku [4] nalazi se nastavna cjelina "Cijeli brojevi”. Unutar te cjeline rije¢
skup koristi se u definiciji cijelih brojeva. Nadalje, tek se u osmom razredu u
udzbeniku [5] u nastavnoj cjelini "Realni brojevi” spominje rije¢ skup. Opet se
rije¢ skup koristi pri definiranju iracionalnih brojeva i realnih brojeva.

Za srednju skolu prouceni su udzbenici za prirodoslovno-matematicku gimnaziju
autora B. Daki¢ i N. Elezovi¢, nakladnika Element. U sadrzaju udzbenika [12] za
prvi razred, u prvoj nastavnoj cjelini "Brojevi”, nalazi se nastavna jedinica "Opera-
cije sa skupovima”. Prije te nastavne jedinice ponavljaju se definicije svih skupova
brojeva naucenih u osnovnoj skoli. U nastavnoj jedinici "Operacije sa skupovima”
objasnjava se kako se pojam ”skup” ne definira, nego ga autori udzbenika opi-
suju kao: ”skup je odreden ako je dobro definiran zakon prema kojem odredujemo
njegove elemente”. Zatim se ponavlja oznac¢avanje skupova te uvode pojmovi pod-
skupa nekog skupa, presjeka skupova te unije skupova. Takoder, unija i presjek
skupova koriste se pri zapisivanju rjesenja nejednadzbi. U prvom razredu nalazi
se jos nastavna cjelina naslova: ”"Uredaj na skupu cijelih brojeva”. U udzbeniku
[13] za drugi razred, nalazi se nastavna cjelina "Skup kompleksnih brojeva” u ko-
joj se rije¢ "skup” koristi samo pri definiranju skupa kompleksnih brojeva. Zatim
udzbenik [14] za cetvrti razred u prvoj nastavnoj cjelini "Brojevi”, sadrzi nas-
tavne jedinice "Prirodni, cijeli i racionalni brojevi” i "Realni brojevi” u kojima
se sustavno nadograduju skupovi brojeva. Nadalje, objasnjeni su pojmovi poput
omedenih i neomedenih skupova, minimuma, maksimuma, supremuma i infimuma
skupa te neka svojstva poput gustoce skupa racionalnih brojeva.

U udzbeniku [14], ne nalazi se pojam prebrojivosti skupova. Stoga je proucen
udzbenik S. Antolis, A. Copié, Matematika 4, udzbenik i zbirka zadataka za 4.
razred za prirodoslovno-matematicke gimnazije, Skolska knjiga, Zagreb, 2007. te
je u sljedecoj tocki opisano na koji nac¢in autori udzbenika uvode pojam prebroji-
vosti, odnosno ekvipotentnosti.

Prouceni sadrzaji udzbenika od petog do osmog razreda osnovne skole te od prvog
do ¢etvrtog razreda srednje skole ne razlikuju se puno od sadrzaja koji su autori na-
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veli u ¢lanku "U potrazi za skupovima”. Dakle, nakon pregleda udzbenika mozemo
vidjeti kako ucenici steknu osnovno znanje o skupovima. Autori ¢lanka [25] sma-
traju kako je u osnovnoj skoli ta razina dovoljna. No, smatraju kako bi se vise
paznje kroz srednju skolu trebalo posvetiti uvodenju skupovnih operacija. Navode
kako je dokazivanje skupovnih identiteta prvi susret s dokazima za vec¢inu stude-
nata na PMF-Matematickom odjelu Sveucéilista u Zagrebu.

Mozemo uociti kako se ucenici prvi puta upoznaju sa skupovima u petom raz-
redu osnovne skole. Zatim u prvom razredu srednje skole prosiruju znanje ste¢eno
u petom razredu. U Skolskoj godini 2018./2019. u nekim skolama u Hrvatskoj
eksperimentalno se uvodi novi program "Skola za Zivot”. Stoga su objavljeni i novi
predmetni kurikulumi. U novom kurikulumu matematike [20] u petom razredu os-
novne skole skupovi se obraduju pet nastavnih sati u nastavnoj cjelini ”Skupovi”.
Nakon obrade te cjeline u¢enik: ”oblikuje i prikazuje skupove (brojeva, podataka)
i njihove odnose pomoc¢u Vennovih dijagrama (presjek, unija, podskup), odreduje
broj elemenata skupa, prepoznaje prazan skup, koristi se matematickim simbolima
u zapisu skupova i njihovih odnosa, skupovnim zapisom prikazuje rjesenja jednos-
tavne nejednadzbe u skupu prirodnih brojeva s nulom”. Uz navedene ishode kao
prosireni sadrzaj ucenik: "ispisuje i prebrojava elemente skupa u kombinatornim
zadatcima”. Dakle, ucenici ¢e u novom programu ve¢ u petom razredu odredivati
uniju i presjek skupova te skupovnim zapisom prikazivati rjeSenja jednostavne ne-
jednadzbe u skupu prirodnih brojeva s nulom.

U prvom razredu srednje skole u novom predmetnom kurikulumu matematike
ucenik: "prikazuje operacije sa skupovima i rjesenja nejednadzbi pomocu inter-
vala”. Dakle, mozemo vidjeti kako u novom programu nije doslo do znatnijih
promjena u ishodima ucenja koji se odnose na skupove.

1.2 Uvodenje ekvipotentnosti u srednjoj skoli

Promotrimo na koji na¢in je uveden pojam ekvipotentnosti u udzbeniku [1J.
Unutar nastavne jedinice "Skupovi brojeva: prirodni, cijeli, racionalni i realni
brojevi” nalazi se podnaslov ”Jednakobrojni skupovi”. Prvo se promatraju dva
konac¢na skupa. Prikazani su skupovi A i B:

A:

te je postavljeno pitanje: "Imaju li ta dva skupa jednak broj elemenata?”. Na ovo
pitanje ucenicima nije tesko odgovoriti jer jednostavno mogu prebrojati elemente
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skupova A i B. Lako im je vidjeti kako u skupu A ima 5 elemenata, u skupu B ima
takoder 5 elemenata te zakljucuju kako ova dva skupa imaju jednak broj elemenata.

Zatim se promatraju skupovi prirodnih i cijelih brojeva te se postavlja pitanje
imaju li skupovi N i Z jednak broj elemenata. Kako su oba skupa beskonacna
elemente im ne mozemo prebrojati kao u prethodnom primjeru. Uéenici znaju da
je skup prirodnih brojeva pravi podskup skupa cijelih brojeva. To ih intuitivno
navodi na zakljucak kako cijelih brojeva ima vise nego prirodnih. No, sto znaci da
jedan skup ima vise elemenata nego drugi skup ako oba imaju beskonacno eleme-
nata? Na ovo pitanje nije lako odgovoriti, stoga se autorice u udzbeniku vrac¢aju
na konacne skupove.

U konac¢nim skupovima A i B prebrojavanjem njihovih elemenata ustanovili smo
kako su oni jednakobrojni. Tada se postavlja pitanje: ”Sto znaci da smo nesto
prebrojili?”. Tada je u udzbeniku ispri¢ana prica:

"I primitivni je ¢ovjek ponekad morao ustanoviti jesu li mu svi predmeti na broju,
iako jos nisu postojali nazivi ili znakovi za brojeve. Kako je to ¢inio? O tome
sviedoce takozvani rovasi - drveni Stapovi ili kosti na koje su urezani zarezi. Sva-
kom zarezu odgovara jedan predmet i svakom predmetu odgovara jedan zarez. Na
taj nacin je bilo moguce ustanoviti da predmeta ima koliko i zareza. Skup pred-
meta i skup zareza su jednakobrojni.”

Tada se povezivanje u kojem svakom zarezu odgovara jedan predmet i svakom
predmetu jedan zarez izrice matematickim jezikom. Zapravo je na taj nacin de-
finirana funkcija sa skupa zareza u skup predmeta koja se naziva bijekcija. U
udzbeniku je bijekcija definirana kao: "funkcija jedan na jedan, odnosno svakom
elementu jednog skupa pridruzen je samo jedan element i obrnuto”. Tada se auto-
rice vra¢aju na prvi primjer sa skupovima A i B te se pita uc¢enike mogu li definirati
neku bijekciju sa skupa A u skup B. Ucenicima se obi¢no uspostavljanje bijekcije
izmedu dva skupa prikazuje graficki:
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Medutim, ovo pitanje je zapravo motivacija za primjere koji slijede.

Primjer 1.2.1. Promotrite skupove C'i D.

Jesu li jednakobrojni? Mozete li definirati bijekciju sa C'u D?

Prebrojavanjem je oc¢ito da u skupu C' ima vise elemenata te se ne moze definirati
bijekcija sa skupa C' u skup D.

Primjer 1.2.2. Sto mozete reéi o skupovima F i F7?

(i)

Sliéno kao u prethodnom primjeru, prebrojavanjem je ocito da u skupu F' ima vise
elemenata te se ne moze definirati bijekcija sa skupa F u skup F.

Nakon primjera dolazi se do zakljucka za konacne skupove:

"Konacni skupovi X i Y jednakobrojni su ako mozemo definirati bijekciju sa X u
Y. Ako skupovi nisu jednakobrojni ne mozemo definirati bijekciju.”

Prethodni zakljucak koji se odnosi na konac¢ne skupove navodi na definiciju koja
¢e se primjenjivati i na beskonac¢ne skupove. Tada je u udzbeniku dana definicija:

Definicija 1.2.3. Skupovi A i B su jednakobrojni ili ekvipotentni ako postoji bi-
jekcija sa skupa A u skup B.

Zatim se vraca na pitanje imaju li skupovi N i Z jednak broj elemenata kroz sljedeci
primjer koji je udzbeniku rijesen ovako.

Primjer 1.2.4. Odgovorimo sada na pitanje jesu li jednakobrojni skupovi N i Z.

Rjesenje: Treba vidjeti mozemo li definirati bijekciju sa N u Z.

N

0 >

6
!
?

0 > Ot

4
!
?

e W

2
!
?

ECR =

Z



POGLAVLJE 1. EKVIPOTENTNOST U SKOLI 8

Uoc¢imo da je dovoljno skup cijelih brojeva zapisati kao niz, jer ¢emo u tom slucaju
prirodnom broju n pridruziti cijeli broj koji se nalazi na n-tom mjestu u nizu. Ako
pocnemo nizati pozitivne cijele brojeve, nikada ne¢emo sti¢i do negativnih! Zato
nizanje zapocinjemo nulom, a zatim naizmjeni¢no nizemo pozitivne i negativne
brojeve.

N 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

1ttt
Z 0,1, -1, 2, =2, 3, =3,

Ovako definirana funkcija je bijekcija pa su skupovi N i Z jednakobrojni.

U prethodnom primjeru je na slikovit nacin prikazano ucenicima kako uspostaviti
bijekciju izmedu skupova N i Z. U sljedecem se zadatku od ucenika trazi da for-
malno zapisu funkciju definiranu u prethodnom primjeru. U udzbeniku su autorice
dale ovakav zapis funkcije

0, akojen=1
f(n) = k, akojen =2k, keN
—k, akojen=2k+1, keN.

No, funkciju formalno mozemo zapisati i ovako:

n .
5 ako je n paran
f(n) = 1—n )

—5 ako je n neparan.

Autorice slijede uobic¢ajenu analizu medu skupovima pa u sljede¢em primjeru
usporeduju skupove N i Q.

Primjer 1.2.5. Jesu li jednakobrojni skupovi N i Q¢

Rjesenje: Treba vidjeti mozemo li skup racionalnih brojeva zapisati kao niz.

Ogranicimo se za pocCetak samo na pozitivne racionalne brojeve, jer cemo negativne
lako ubaciti kao u prethodnom primjeru. Poteskoca je u tome sto za razliku od ci-
jelih brojeva, svaki je racionalan broj odreden s dva broja, brojnikom i nazivnikom
i kako ne bismo izostavili niti jedan treba pronaci nacin da odredenim redoslijedom
mijenjamo i brojnik i nazivnik razlomka. IspiSimo najprije sve pozitivne racionalne

brojeve s nazivnikom 1:
1,2,3,4,5,...

zatim one s nazivnikom 2, ali ispustajuci one koji nisu do kraja skraceni:

AR
| o
DO | Ot
[\CREEN|
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Nastavljajuci ovaj postupak sve pozitivne racionalne brojeve mozemo zapisati u
obliku beskonacne tablice:

12345 6 7
135 79 11 13
2 2 22 2 2 2
1245 7 8 10
333333 3
135 79 1113
14114 4

Kako sada ovu tablicu zapisati u obliku niza? Ako krenemo po prvom redu, ne¢emo
nikada sti¢i do drugog. Isto ¢e se dogoditi ako krenemo po prvom stupcu. Jedino
preostaje mogucénost dijagonalnog kretanja.

1 — 2 3 — 4 5 — 6 7
/ / / / /
L A T
2 2 2 2 2 2 2
\ / / /
1 2 4 5 7 8 10
3 3 3 3 3 3 3
/ / /
L T
4 4 4 4 4
pa tako dolazimo do niza:
17 27 17 17 §7 37 47 §7 g? 17 17 §7 %7 Z? 57'
2" 3 2 2°3 45 4 3 2

N 1, 2, 3 4, 5 6, 7, 8 9 10, 11, 12
A 1$ 11 1$ il § 13 )

1, -1, 2, -2, - —— - = 2
@ 07 ) ) ) ) 27 27 37 37 27 27 37

pa zakljucujemo da su skupovi N i QQ jednakobrojni.
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Tada se na temelju prethodna dva primjera dolazi do tvrdnje:
Za skup A kaZemo da je prebrojiv ako je jednakobrojan skupu prirodnih brojeva.

U udzbeniku je tada zapisan sljedec¢i teorem, koji je dokazan u prethodna dva
primjera.

Teorem 1.2.6. Skupovi cijelih © racionalnih brojeva su prebrojivi.

Sada nam se namece pitanje jesu li svi beskonac¢ni skupovi prebrojivi. U sljede¢em
primjeru proucava se skup realnih brojeva.

Primjer 1.2.7. Jesu li svi beskonacni skupovi prebrojivi¢ Promotrimo skup real-
nih brojeva. Je li skup R prebrojiv?

Rjesenje: Pretpostavimo da je skup R prebrojiv. To zna¢i da smo sve realne
brojeve napisali u niz. Svaki realni broj u tom nizu zapisemo u obliku decimalnog
broja.

C1.C11C12C13 - - .

C9.C21C22C23 . . .

C3.C31C32C33 . . .

Definiramo realni broj d = 0.dydyds ... na sljede¢i nacin: neka je d; bilo koja
znamenka razli¢ita od cy; i od 9, dy bilo koja znamenka razli¢ita od cgs i 0d 9, d3
bilo koja znamenka razli¢ita od c33 i od 9, i tako dalje. Broj d razlicit je od svih
brojeva u nizu, jer se od prvog razlikuje u prvoj znamenci iza decimalnog zareza,
od drugog broja u drugoj znamenci itd.

Tako smo dosli do kontradikcije, sto znaci da skup R ne mozemo poredati u niz.

Teorem 1.2.8. Skup realnih brojeva nije prebrojiv.
Poglavlje se nastavlja rijesenim primjerima te zadatkom za samostalni rad uc¢enika.

Primjer 1.2.9. Dokazimo da su jednakobrojni skupovi:
a) Skup prirodnih brojeva i skup parnih prirodnih brojeva,
b) Segmenti [1,2] i [3, 5]

, T
c) Ri <——, —.

2°2

Rjesenje:
a) Skup parnih prirodnih brojeva mozemo lako nanizati: 2, 4, 6, 8, 10, ...
Trazena bijekcija je

N 1, 2, 3,4, 5 6, 7T,
L
Z 2, 4, 6, 8 10, 12, 14,

Y
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Ovu funkciju mozemo zapisati formulom f(n) = 2n.

b) Treba konstruirati bijekciju koja preslikava segment [1,2]| na [3,5]. Mozemo
definirati linearnu funkciju f : [1,2] — [3,5]. Graf prolazi tockama (1,3) i (2,5)
pa je formula dana s

5—3

fla) =3 = (-1,

odnosno

A=

IR e R T

T T T —"

c¢) Funkcija koja bijektivno preslikava interval <—g, g> na skup R je tangens
f(z) = tgx.
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[

SRR
e o i e e L e S s S D

[y W ———

Slijedi jos i zadatak za samostalan rad ucenika.

Zadatak. Dokazite jednakobrojnost skupova:
a) prirodnih brojeva i neparnih prirodnih brojeva,
b) intervala (—2,1) i (—4,5).

Zadnji pojam koji se spominje u ovom dijelu o jednakobrojnim skupovima je kar-
dinalni broj te kako se zapisuju kardinalni brojevi beskonacnih skupova:

"Za jednakobrojne skupove kazemo da imaju iste kardinalne brojeve. Kardinalni
broj skupa N biljezi se simbolom R, i Cita alef nula (alef je prvo slovo hebrejskog
alfabeta). Pokazali smo da su skupovi Z i Q prebrojivi pa im je kardinalni broj
takoder Ny. Kardinalni broj skupa realnih brojeva biljezi se simbolom ¢ i buduci
da skup R nije prebrojiv, njegovih elemenata ima bitno vise od racionalnih Sto
simbolicki zapisujemo ¢ > Ny. Skup realnih brojeva je jednakobrojan sa bilo kojim
intervalom, odnosno kardinalni broj bilo kojeg intervala je ¢.”

Sada ¢emo prikazati zadatke koji se nalaze na kraju nastavne jedinice medu zada-
cima za vijezbu.

Zadatak 1.2.1. Jesu li jednakobrojni skupovi:
a) Ni {neN:n je djeljiv s 3};

b) Ni {n e N:n je djeljiv s 5};

c) [3,7]1[-2,2];

d) (1,4)i{—4,1),
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e) Qi0,1),
f) Z i 0,1075);
g) (0,00) i R;
h) (—1,1)iR?

Rjesenje:
a) Skup svih prirodnih brojeva djeljivih s 3 moZzemo lako nanizati: 3, 6, 9, 12, ...
Trazena bijekcija je

N 1, 2, 3 4, 5 6,
e
3N 3, 6, 9, 12, 15, 18,

) Y )

Ovu funkciju mozemo zapisati formulom f(n) = 3n.

b) Skup svih prirodnih brojeva djeljivih s 5 mozemo lako nanizati: 5, 10, 15,
20, 25, ...
Trazena bijekcija je
N 1, 2, 3, 4, 5, 6,
L

5N 5, 10, 15, 20, 25, 30,
Ovu funkciju mozemo zapisati formulom f(n) = 5n.
c) Treba konstruirati bijekciju koja preslikava segment [3,7] na [—-2,2]. Mozemo

definirati linearnu funkciju f : [3,7] — [-2,2]. Graf funkcije prolazi tockama
(3,—2) i (7,2) pa je formula dana s

odnosno
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N ———————

14

-

d) Treba konstruirati bijekciju koja preslikava interval (1,4) na (—4,1). Mozemo
definirati linearnu funkciju f : {1,4) — (—4,1). Formula je dana s

f@) - (=
f) b= 1)
odnosno . 17
flx) = 3T 3

e -
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e) Skup Q je prebrojiv, a interval {0, 1) nije prebrojiv. Naime, interval {0, 1) jed-
nakobrojan je skupu R. Povezimo bijekcijom intervale {0, 1) i <—g, g} Radi se

fo(z) = tgx bijekcija. Komponiranjem te dvije funkcije dobivamo bijekciju f :

1
o linearnoj funkeiji fi(z) = w(x — 5) Znamo da je funkcija fo : ¢

1
0,1) > R, f(x) =tgm(x — 5) Kako skup R nije prebrojiv slijedi da niti interval
(0, 1) nije prebrojiv. Dakle, Q i {0, 1) nisu jednakobrojni.

f) Skup Z je prebrojiv, a interval {0,107°) nije prebrojiv. Naime, moZemo us-
postaviti bijekciju izmedu intervala (0, 107°) i skupa R. Tu bijekciju najlakSe nam
je konstruirati kompozicijom dviju funkcija:
1) Prvo trebamo odrediti bijekciju fi : (0,107°) — (0,1). Pomoc¢u formule za
pravac kroz dvije tocke slijedi fi(z) = 10°z.

1
2) Druga bijekcija je funkcija fo : (0,1) — R zadana s fo(x) = tgn(z — 5) (vidi
podzadatak e)).
TraZena funkcija je f : (0,107%) — R, f = fy 0 f;. Dakle, kako skup R nije
prebrojiv slijedi da niti interval (0, 107> nije prebrojiv, pa Z i {0,107°) nisu jed-
nakobrojni.

g) Funkcija koja bijektivno preslikava skup R na interval (0, o0) je eksponenci-
jalna funkcija s bazom e, f(z) = e”.

h) Treba konstruirati bijekciju s intervala (—1, 1) na skup R. Tu bijekciju najlakse
je konstruirati kompozicijom dviju funkcija:

T
1) Prvo trebamo konstruirati bijekciju fi : (—1,1) — <—§, §> Pomocu formule

za pravac kroz dvije tocke slijedi fi(z) = %as
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2) Druga bijekcija je funkcija fo : <—g, g> — R, fo(x) =tgx.
Komponiranjem te dvije funkcije dobivamo bijekciju f : (=1,1) — R, f(z) =
tg(%). Dakle, kako skup R nije prebrojiv slijedi da niti interval (—1,1) nije

prebrojiv, pa su (—1,1) i R jednakobrojni.

Zadatak 1.2.2. Postoji li bijekcija:
a) Q — [0,1];

b) N — Q\[0,1];

c) R—[0,1];

d) N — [0, 1]?

Rjesenje:

a) Skup Q je prebrojiv, a interval [0, 1] nije prebrojiv jer mozemo uspostaviti bi-
jekciju sa skupom R. Bijekciju nam je najlakse uspostaviti preko kompozicije vise
funkcija koje su bijekcije:

) fi:[0,1] - [0,1)

2) 1, [0.1) — (0, 1)

3) f3:(0,1) >R

U zadnjem poglavlju u primjerima i prikazano je kako konstruirati
pravilo funkcija f1 i fo te je u zadatku [1.2.1] prikazano kako uspostaviti bijekciju
izmedu (0,1) i R. Slijedi da je funkcija f : [0,1] = R, f = f3 o fy o fi bijekcija,
odnosno interval [0, 1] jednakobrojan je s R, pa interval [0, 1] nije prebrojiv.
Dakle, ne postoji bijekcija s Q na [0, 1].

b) Treba vidjeti mozemo li skup Q\[0, 1] zapisati kao niz.

Ograni¢imo se za poCetak samo na pozitivne racionalne brojeve iz skupa Q\[0, 1].
IspiSemo najprije sve pozitivne racionalne brojeve s nazivnikom 1, pocevsi od 2.
Zatim ispisujemo skracene razlomke s nazivnikom 2 vece od 1. Nadalje, u trec¢i red
ispisujemo skrac¢ene razlomke s nazivnikom 3 vece od 1. Nastavljajuci ovaj postu-
pak sve racionalne brojeve iz skupa Q*\[0, 1] moZemo zapisati u obliku beskonac¢ne

tablice:
2 3 4 5 6

5579 1
2 2 2 2
1578 10
3 3 3 3 3
570113
4 4 4 4
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Dijagonalnim kretanjem kao u primjeru dobivamo niz:

345457

2,3,5, 2,245, =, ...
7372737277 727

Zaklju¢ujemo kako je skup Q*\[0, 1] prebrojiv, jer smo mu elemente zapisali kao
niz.
Uobic¢ajenim dijagonalnim postupkom opisanim u primjeru mozemo elemente
skupa Q™ zapisati u niz:
1 1 3 5

_17 _27 T8 9y _37 _47 T et
2 3 2 2
Stoga je i skup Q™ prebrojiv.
Konaé¢no, bijekciju izmedu skupova N i Q\[0, 1] dobijemo na ovaj naéin:

N 1, 2, 3 4 5 6, 7, 8 9 10, 11, 12
! 11 § Il j il 5$ $3 O
2, —1 S, T P

Q ) b 37 b 27 2’ 37 37 2’ 27 ) 37

c) U podzadatku a) smo pokazali da je funkcija f : [0, 1] — R bijekcija, pa slijedi
da je inverzna funkcija f~' : R — [0, 1] takoder bijekcija. Dakle, postoji bijekcija
s R na interval [0, 1].

d) Pokazali smo u podzadatku a) da interval [0, 1] nije prebrojiv, pa ne postoji
bijekcija s N na [0, 1].

Zadatak 1.2.3. Dokazite da je skup iracionalnih brojeva nije prebrojiv.

Rjesenje: Zapisimo skup realnih brojeva kao uniju skupa racionalnih i iraci-
onalnih brojeva: R = Q u I. Dokazali smo kako je skup Q prebrojiv te kako
skup R nije prebrojiv. Znamo ako je neki skup ekvipotentan sa skupom N, od-
nosno ako je prebrojiv, tada njegove elemente mozemo zapisati u niz. Tada imamo
Q ={q1,%,qs, ...} Kada biiskup iracionalnih brojeva bio prebrojiv tada bi imali
I = {iy,49,43,...}. No, kako je skup realnih brojeva unija skupova racionalnih i
iracionalnih brojeva, slijedi R = Q U I = {q1, 11, g2, i2, g3, i3, . . .}. Elemente skupa
R smo napisali u niz sto znaci da je skup R prebrojiv, sto je kontradikcija. Dakle,
skup iracionalnih brojeva nije prebrojiv.



Poglavlje 2

Pregled osnovnih pojmova,
relacija i metoda teorije skupova

U ovom poglavlju prikazat ¢emo osnovne pojmove i teoreme teorije skupova te
njihove dokaze.

Za pocetak iznesimo pri¢u o Hilbertovom hotelu, koja na zanimljiv nacin docarava
beskonac¢nost skupova:

Primjer 2.0.1. Hilbertov hotel

Zamislimo da negdje daleko u Svemiru postoji hotel s beskonacno mnogo soba. Sobe
su numerirane brojevima 1,2,3,... No, zamislimo da su sve sobe zauzete gostima,
1 dolazi jos jedan putnik koji Zeli sobu. Kako ce recepcioner smjestiti novopridoslog
gosta u hotel zadrzavajuéi u njemu i sve veé prisutne goste? Jednostavno, zamolit
ce gosta iz sobe 1 da se premjesti u sobu 2, gosta iz sobe 2 u sobu 3, itd. Novo-
pridoslog gosta ce tada smjestiti u sobu 1.

Promotrimo jos jedan problem s kojim bi se mogao susresti recepcioner hotela s
beskonacno mnogo soba, i cije su sve sobe pune. Zamislimo da u Svemiru postoji
jos jedan hotel s beskonacno mnogo soba cije su sve sobe popunjene gostima. Jed-
nog dana glavna komisija za graditeljstvo u svemirskim prostranstvima otkrila je
da taj drugi hotel nema gradevinsku dozvolu. Istog trena taj drugi hotel je morao
biti zatvoren i svi gosti (beskonacno mnogo njih!) stali su pred vrata prvog hotela
(¢ije su sve sobe pune). No, recepcioner se brzo snasao. Gosta iz sobe 1 svojeg
hotela premjestio je u sobu 2, gosta iz sobe 2 u sobu 4, gosta iz sobe 3 u sobu 6,
itd. Tako je ispraznio sve sobe s meparnim brojevima, te je u njih smjestio goste
iz zatvorenog hotela.

Sada kada se veé dobro snalazimo s hotelima s beskonacno mnogo soba promotrimo
jos jedan problem koji bi recepcioneru mogao zadati mnogo glavobolja. Zamislimo
da w Svemiru postoji beskonacno mnogo hotela s beskonacno mnogo soba, i sve

18
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su sobe popunjene gostima. Svemirska gradevinska komisija iz raznih je razloga
zatvorila sve hotele osim jednog. Tada su svi gosti (po beskonacno mnogo njih iz
svakog od beskonacno mmnogo hotela) dosli pred vrata tog jednog hotela koji je jos
imao dozvolu za rad. SnalaZljivi recepcioner sada nije znao rjesenje ove na prvi
pogled bezizlazne situacije. Trebao je pomoé matematicara. MoZe li se uopée ova
ogromna grupa novopridoslih gostiju smjestiti u (puni!) hotel? MoZete li pomoéi
recepcionaru?

Novopridosle goste mozemo smjestiti u puni hotel. Napravimo tablicu u kojoj su
retci numerirani brojevima hotela, a stupci brojevima soba. Prikazimo tu tablicu:

L) (L2) (L3 (L4 ... (L)
21)  (22) (23 (24 ... (2n)
3.1) (3.2 (3.3 (3.4) (3,n)
A1) (42)  (43)  (44) (4,n)
(m. 1) (m2)  (m3)  (md) ... (m.n)

Na primjer, na presjeku treceg retka i cetvrtog stupca nalazi se ¢etvrta soba treceg
hotela. Sada mozemo smjestati goste po kvadratima: na broj 1 smjestimo gosta
iz (1,1), tj. iz sobe 1 prvog hotela, na broj 2 gosta iz (1,2), na broj 3 gosta iz (2,2)
i na broj 4 gosta iz (2,1). Na taj nacin razmjestili smo goste iz gornjeg lijevog
kvadrata stranice 2. Nakon toga na broj 5 poslat ¢emo gosta iz (1,3), na 6 gosta iz
(2,3), na 7 gosta iz (3,3), na 8 gosta iz (3,2) i na 9 gosta iz (3,1). Ti brojevi tvore
kvadrat stranice 3. Prikazimo prethodno opisani razmjestaj u tablici:

Ly 12 L3 (L4 ... (Ln)
! l l l

21) < (22) (23 (@24 ... (2n
! ! l

3,1) <« (3,2) < (3,3 (314) (3171)

(4,1) <« (4,2) < (4,3) < (4,4) (4171)
i

(n,1) < (n,2) <« (n,3) <« (n,4) <« ... < (n,n)

Ovim nac¢inom razmjestanja svi gosti ¢e biti smjesteni u hotel. Naime, na prvih
n? soba smjestili smo goste iz prvih n soba prvih n hotela. Zato ée svaki gost prije
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ili kasnije dobiti sobu u hotelu. Na primjer, gost iz sobe 136 hotela broj 217, dobit
¢e sobu na 217. koraku. MozZemo ¢ak i izrac¢unati broj te sobe: 2172 — 136 + 1.
Opcenito, ako gost zauzima sobu n u m-tom hotelu vrijedi: za n > m zauzet ¢e
sobu (n — 1) +m, a za n < m sobu m? —n + 1.

Prica preuzeta iz [24], a rjeSenje zadnjeg problema iz [23].

2.1 Ekvipotentni skupovi

Matematicke definicije lakse nam je shvatiti na temelju raznih primjera. Prema
[22] pojam bijekcije moze se slikovito doCarati pomoc¢u ovih primjera:

"Price koje se prenose od davnina govore o tome da su pastiri prebrojavali svoje
ovce tako da su za svaku ovcu koja je izasla na ispasu ubacili po jedan kamenci¢ u
vrecu. Pri povratku ovaca s ispase, kamencic¢e su izbacivali iz vrece i ukoliko bi u
vre¢i ostalo kamencic¢a tada bi znali da nisu sve ovce na okupu. Na taj nacin oni
su zapravo uspostavljali bijekciju izmedu skupa ovaca i skupa kamenci¢a u vredi.
Takoder, svako dijete uci brojati pomocu prstiju ruke, odnosno povezuje brojnost
predmeta s prstima.”

Pocinjemo s osnovnim pojmovima matematicke analize. Prema [16] injekcija, su-
rjekcija i bijekcija definirane su ovako:

Definicija 2.1.1. KazZemo da je funkcija f : A — B injekcija ako vrijedi
Vo, xp € A, (11 # 29) = (f(21) # f(22))).
Kontrapozicija gornje izjave je
Vo, g € A, ((f(21) = f(22)) = (21 = 22)),

a budu¢i da su tvrdnja i njezina kontrapozicija logicki ekvivalentne slijedi da se
injektivnost funkcije moze provjeravati i ispitivanjem istinitosti kontrapozicije.

Definicija 2.1.2. KaZemo da je funkcija f : A — B surjekcija ako je slika
funkcije jednaka kodomeni funkcije, tj. R(f) = B, odnosno ako vrijedi Yy €
B,3ze A, (y = f(z)).

Definicija 2.1.3. KazZemo da je funkcija f : A — B bijekcija ili 1-1 ako je ona
injekcija i surjekcija, tj.

(Vy € B)(3lz e A)(y = f()).

Dakle, za svaki element kodomene postoji i jedinstven njegov original.
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Promotrimo prvo na koji na¢in po brojnosti usporedujemo konacne skupove A i B.
Koliki je broj elemenata nekog konac¢nog skupa ustanovit ¢emo brojanjem, stoga
je brojniji onaj skup kojem pripada veci rezultat. No, usporedivanje dva konacna
skupa zapravo provodimo pomoc¢u pridruzivanja. Elemente skupova A i B spojimo
u parove, tako da jednom elementu skupa A pridruzimo to¢no jedan element skupa
B. Mora vrijediti i obrnuto, da je svakom elementu skupa B pridruzen tocno jedan
element skupa A.

Pri usporedivanju dvaju kona¢nih skupova moze se pojaviti jedan od ova tri slucaja:

1. Pridruzivanje je bijektivno, svakom elementu skupa A pridruzili smo to¢no
jedan element skupa B, i time iscrpili sve elemente iz oba skupa. Odnosno, broj
elemenata skupa A jednak je broju elemenata skupa B, $to zapisujemo |A| = |B].

2. Nakon pridruzivanja kojim svakom elementu skupa A pridruzimo to¢no jedan
element skupa B, u skupu B ostane slobodnih elemenata. Re¢i ¢emo da je skup
B brojniji od skupa A, $to zapisujemo kao |A| < |B].

3. Nakon pridruzivanja kojim bismo svakom elementu skupa A pridruzili toéno
jedan element skupa B, u skupu A ostane slobodnih elemenata. Reé¢i ¢emo da je
skup A brojniji od skupa B, Sto zapisujemo kao |A| > |B].
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Na temelju prvog slucaja zakljuc¢ujemo kako ¢e dva konacna skupa imati jednak
broj elemenata onda i samo onda ako postoji bijekcija koja ¢e skup A preslikati
na skup B. Time smo postavili kriterij za jednakobrojnost izmedu dvaju konac¢nih
skupova. Nakon konacnih skupova pitamo se kako usporediti beskonac¢ne skupove.
Kada se radi o beskona¢nim skupovima nije nam intuitivno jasno koliki je broj ele-
menata takvih skupova. No, isti kriterij moze se prosiriti i za beskonac¢ne skupove.
Sada mozemo definirati ekvipotentnost ili jednakobrojnost skupova A i B.

Definicija 2.1.4. Za dva skupa A i B kazZemo da su ekvipotentni ili jednakobrojni
ako postoji bijekcija sa skupa A u skup B. Oznaka za ekvipotentnost skupova A i
B jest A ~ B.

U sljede¢em primjeru prikazani su ekvipotentni konacni skupovi.

Primjer 2.1.5. a) {5,14,29} ~ {70,406, 10%}
b) {{1,2},12,64} ~ {15,100, {13,24,55}}

Sljedeci teorem daje bitno svojstvo ekvipotentnosti.

Teorem 2.1.6. Fkvipotentnost medu skupovima je refleksivna, simetricna i tran-
zitivna relacija, to jest relacija ekvivalencije.

Dokaz. Za svaki skup X je X ~ X, jer je identiteta bijekcija, pa je relacija re-
fleksivna. Ako vrijedi X ~ Y, po definiciji ekvipotentnosti, postoji funkcija sa
skupa X na skup Y koja je bijekcija. Njoj inverzna funkcija je takoder bijekcija i
djeluje sa skupa Y na skup X. Dakle, Y ~ X pa vrijedi i simetri¢nost. Konac¢no,
kompozicija dviju bijekcija je bijekcija pa akoje X ~Y iY ~ Z ondajei X ~ Z,
odnosno ekvipotentnost je tranzitivna. O]

Teorija skupova izgradena je pomocu aksioma Zermelo-Fraenkelove teorije sku-
pova. Za dokaze nekih temeljnih svojstava prebrojivih skupova, potreban nam je
aksiom izbora.

Aksiom izbora. Za svaki skup A elementi kojeg su medusobno disjunktni skupovi
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A., postoji barem jedan skup B koji sadrzi jedan i samo jedan element svakog od
skupova A,.

Lako je prihvatiti moguénost da se izvrsi jedan proizvoljan izbor ili postupno
kona¢no mnogo izbora, no intuitivno je teze prihvatiti mogu¢nost beskonacnog
broja takvih izbora. P. Papi¢ u svojoj knjizi [21I] navodi kako u tome i je spe-
cificnost ovog aksioma, Sto on omogucuje da se izvrsi beskona¢no mnogo izbora.
Naime, skup A moze sadrzavati beskona¢no mnogo skupova A, kao svoje elemente,
a iz svakog tog skupa A, moze se prema tom teoremu odabrati po jedan element,
cak i u slucaju kad nema moguénosti izvrsiti konkretan izbor. Dakle, aksiom iz-
bora osigurava postojanje skupa B, ali ne daje moguc¢nost za njegovu konstrukciju.

Aksiom izbora moze se zapisati i u drugom obliku.

Definicija 2.1.7. Neka je {A, | « € S} neprazan sustav nepraznih skupova i neka
je A=J{Aa | « € S}; funkcija f: {Ay | @ € S} — A sa svojstvom da je za svaki
a€ S, f(Ay) € Ay naziva se funkcija izbora.

Iz aksioma izbora slijedi teorem:
Teorem 2.1.8. Postoji funkcija izbora za svaki neprazan sustav nepraznih skupova.

Dokaz. Neka je {A, | « € S} neprazan sustav nepraznih skupova. Za svaki o € S
neka je A, = A, x {a} = {(z,a) | v € A,}. Sustav {A, | a € S} sastoji se od
skupova koji su medusobno disjunktni. Naime, ako je a # (3, onda je A; mAIB =0,
jer su (z,a) e A i (z,53) € A,ﬂ medusobno razli¢iti.

Prema aksiomu izbora postoji B" koji sadrzi jedan i samo jedan element iz skupa
A ti. B n A, = {(aa,)}. O¢ito je ay € Ay, a funkcija f : {A, | a € S} —

(o2

(J{A. | @ € S} definirana s f(A,) = aq € Aa, je funkcija izbora. O

Pokazimo sada da iz teorema slijedi aksiom izbora. Neka je {A, | a € S}
neprazan sustav nepraznih medusobno disjunktnih skupova, a f: {A, |« € S} —
U{Aq | @ € S} neka je funkcija izbora za koju je f(An) = o € An za svaki a € S.
Skup B = {a, | « € S} skup je koji sa svakim A, ima to¢no po jedan zajednicki
element, Sto se i tvrdi aksiomom izbora. Dakle, aksiom izbora i egzistencija funk-
cije izbora ekvivalentni su.

Dokazi preuzeti iz [21].

U sljedece dvije tocke dane su definicije kona¢nih, beskonacnih, prebrojivih i ne-
prebrojivih skupova te njihova svojstva.
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2.2 Konacni i beskonac¢ni skupovi

Skup {1,2,...,k} oznacimo s Ny, za svaki k € N.

Teorem 2.2.1. Neka je k € N proizvoljan. Ako je f : N — Ny injekcija tada je f
i surjekcija.

Dokaz. Indukcijom po k dokazujemo da je svaka injekcija f : Ny — Ny ujedno i
surjekcija. Ako je k = 0 tvrdnja je trivijalno istinita. Ako je k& = 1 tada je ocito
funkcija f : 1 — 1 surjekcija. Neka je k € N\{0} prirodan broj koji ima svojstvo
da je svaka injekcija g : Ny — N ujedno i surjekcija. Neka je f : Npy 3 — Ngyq
proizvoljna injekcija. Tada je restrikcija fly, : Ny — Ngi; injekcija. Sada razliku-
jemo dva slucaja:

a) f(k+1)=k+1

To znaci da je slika restrikcije f|y, sadrzana u skupu Ni. Time imamo da je funk-
cija f|n, @ Ny — Ni injekcija. Iz pretpostavke indukcije slijedi da je ta funkcija
surjekcija. Sada je ocito da je funkcija f surjekcija.

b) f(k+1) =ige N,

Primijetimo prvo da postoji jo € Ni takav da je f(jo) = k + 1 (Pretpostavimo da
takav jo € Nj ne postoji. Tada je restrikcija fly, : Ny — Ni dobro definirana, te
je injekcija. Iz pretpostavke indukcije slijedi da je ta restrikcija i surjekcija. No,
tada postoji neki i; € Ny takav da je f(i1) = ip. Time imamo f(k+ 1) = f(i1), te
k + 1 # i1, Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je funkcija f : Ngy; — N
injekcija). Definiramo funkciju F' : Ny — Ny ovako:

F(x)—{ f(z), ako je z # jo

N i, ako je x = 7.

Ocito je funkcija F' : Ny — Ny injekcija. Iz pretpostavke indukcije slijedi da je
ta funkcija i surjekcija. Sada je lako vidjeti da iz toga slijedi da je i funkcija f
surjekcija. Neka je y € Ny proizvoljan. Razlikujemo tri slu¢aja. Ako je y € Ni\ig
tada iz surjektivnosti funkcije F' i njene definicije slijedi da postoji = € N takav
da je f(x) = y. Ako je y = ip tada imamo f(k + 1) = ip. Ako je y = k + 1 tada
imamo f(jo) =k + 1. O

Definicija 2.2.2. KazZemo da je neprazan skup A konacan ako postoji k € N tako
da je skup A ekvipotentan sa skupom Ny. Prazan skup je po definiciji konacan.

Teorem nam omogucava da za svaki konac¢an skup A definiramo broj eleme-
nata, u oznaci k(A), stavljajuéi k(A) = n, pri ¢emu vrijedi A ~ N,,. Takoder,

k(Q) = 0.
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Teorem 2.2.3. Za svaki neprazan A < N,, postoji prirodan broj k takav da vrijedi
k<mik(A) =k.

Dokaz. Indukcijom po m. Ako je m = 1 tvrdnja ocito vrijedi. Neka je m € N
takav da za svaki podskup B od N,, postoji k& < m takav da je k(B) = k. Neka
je A proizvoljan neprazan podskup od N,,,;. Ako je A € N,, tvrdnja slijedi iz
pretpostavke indukcije. Promotrimo slucaj kada je m+1 € A. Tada je A\{m+1} <
N,.. Iz pretpostavke indukcije slijedi da postoji k € N takav da je k(A\{m+1}) = k.
Tada je oCito k(A) =k + 1. O

Posljedica prethodnog teorema je sljedeci korolar.
Korolar 2.2.4. Svaki podskup konacnog skupa je konacan.

Teorem 2.2.5. Neprazan skup X je konacan ako i samo ako postoji k € N i
surjekcija f: N — X.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je skup X konacan. Tada iz definicije slijedi da
postoji k € N i bijekcija f : X — Nj. Tada je f~! jedna traZena bijekcija.

Pretpostavimo sada da postoji k € N i surjekcija f : N, — X. Tada ocito za svaki
z € X imamo f!'[{z}] # @. Primjenom aksioma izbora slijedi da za svaki z € X
mozemo odabrati po jedan a, € f~'[{z}]. Oznacimo A = {a, : z € X}. Ocito je
A < N, te je funkcija g : A — X, koja je definirana sa g(a,) = x, bijekcija. Tada
je k(A) = k(X). Iz A < Ny, i teorema [2.2.3 slijedi da postoji m < k takav da je
k(A) = m. Tada je k(X) = m, te je skup X konacan. O

Dokazi preuzeti iz [24].

Definicija 2.2.6. Za skup X kaZemo da je beskonacan ako nije konacan.

2.3 Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Definicija 2.3.1. KazZe se da je skup A prebrojiv ako je ekvipotentan skupu N
prirodnih brojeva.

Iz definicije slijedi da je skup A prebrojiv onda i samo onda ako mozemo uspostaviti
bijekciju izmedu skupa prirodnih brojeva N i skupa A. Zapravo ako postoji funkcija
f : N — A koja je bijekcija. Ako svakom prirodnom broju pridruzimo element
skupa A, odnosno ako stavimo

f)=a, f2)=az,....f(n) = an,...,

zaklju¢ujemo da je skup A prebrojiv ako se moze napisati u obliku niza. U skupu
A ={ay,as,...,an,,...} elementi se ne ponavljaju pa su svi ¢lanovi niza medusobno
razliciti.
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Definicija 2.3.2. Za beskonacan skup koji nije prebrojiv kaze se da je neprebrojiv.
Teorem 2.3.3. Svaki podskup prebrojiva skupa konacan je ili prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je A zadan prebrojiv skup, a B neka je podskup skupa A. Ako je
B konacan, ne treba nista dokazivati. Pretpostavimo da je B beskonacan; kako
je A prebrojiv, postoji bijekcija f : N — A. Definirajmo funkciju g : N — B
ovako: neka je g(1) = f(i1), gdje je i; najmanji prirodni broj za koji je f(i1) € B.
Pretpostavimo da smo veé definirali g(1),...,g(n — 1); stavimo g(n) = f(i,), gdje
je i, najmanji prirodan takav da je i, > i, 1 i f(i,) € B. Na taj je nac¢in g(n)
definiran za svaki n € N. Iz definicije funkcije g slijedi da je g bijekcija s N na B,
pa je B prebrojiv. O]

Korolar 2.3.4. Ako je skup A prebrojiv, a B < A konacan, onda je A\B prebrojiv.

Dokaz. Kako je A = (A\B) u B, A\B ne moze biti kona¢an jer bi u tom slucaju
unija dvaju kona¢nh skupova bila prebrojiv skup, sto je nemoguce. O]

Teorem 2.3.5. Svaki beskonacan skup sadrZi prebrojiv podskup.

Dokaz. Neka je A beskonacan. Kako A nije prazan, postoji element a; € A.

Pretpostavimo da smo ve¢ odabrali elemente ay, as, ..., a, iz skupa A; skup
A\{aq,aq,...,a,} nije prazan, pa se u tom skupu moze izabrati element a, ;. Na
taj se nacin dolazi do prebrojivog podskupa {ai, ..., a,,...} iz A. O

Teorem 2.3.6. Ako je A beskonacan skup, a B konacan ili prebrojiv skup onda
su skupovi A i A U B ekvipotenitni.

Dokaz. Kako je Au B = Au (B\A), a B\A je prema teoremu konacan ili
prebrojiv, skup B moze se zamijeniti s B\A koji je disjunktan s A, pa se moze
pretpostaviti da su A i B disjunktni. Pretpostavimo da je B prebrojivi B =
{b1,...,by,...}. Kako je A beskonaCan, prema teoremu A sadrzi prebrojiv
podskup Ag = {a1,...,an,...}. Skupovisu Agi BUAg = {b1,a1,ba,a2,...,by,ay, ...
ekvipotentni. Bijekcija g : Ay — B U Ay moze se definirati ovako: g(x) = a,, za
x=2n1ig(x)=by, zazx=2n—1.

Vratimo se sada skupovima A i A U B; ocito je A = (A\Ag) U Agi AU B =
(A\Ap) U (Ap u B). Definirajmo sada funkciju f : A — A U B, odnosno f :
(A\Ag) U Ay — (A\Ap) U (Ag U B) ovako:

r, zazxeA\A
f(x):{ g(x), zaxe A :

Preslikavanje f je bijekcija, pa su A1 A U B ekvipotentni.
Ako je B konacan, recimo B = {by,by...,b,}, onda je Agu B = {by, a1, b2, 09, ...,
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bp, Gp, Api1, Qpia - - .}, Pa su opet Ag 1 Ag U B ekvipotentni jer se mogu napisati u
obliku niza. Slijedi da i u ovom slucaju postoji bijekcija izmedu A1 Au B, tj. A
i A U B su ekvipotentni. O]

Teorem 2.3.7. Unija prebrojivog skupa i konacnog skupa je prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je A proizvoljan konacan skup, a B proizvoljan prebrojiv skup. Neka
je A" := A\B. Kako je A" € A slijedi da je i skup A" kona¢an skup. Stoga postoji
jedinstven n € N tako da je A" ~ {1,2,...,n}. Neka je f neka bijekcija izmedu ta
dva skupa. Definirali smo A" kako bi izbjegli probleme koji bi se javili ako A i B
imaju zajednic¢kih elemenata. Vrijedi A B = A" U B pa je dovoljno pokazati da
je A" U B prebrojiv, a lakse je jer su A" i B disjunktni. Nadalje, jer je B prebrojiv,
postoji bijekcija g : B — N.

Definirajmo sada funkciju h: A" U B — N tako da je

h(z) = { g(f(x)’ ved

x)+n, r€eB.

Tako definirana funkcija h ée elementima n-¢lanog skupa A’ pridruziti prirodne
brojeve od 1 do n (kao funkcija f), a elementima iz B kojima je g pridruzivala
1,2,3,... ¢e pridruzivati n+1,n+2,n+3, .. .. Kakosu A" i B disjunktni, a h |ly=f
i h |g= g + n bijekcije, lako je vidjeti da je i h bijekcija. Jer je Au B = A U B,
slijedi tvrdnja. O]

Teorem 2.3.8. Unija konacnog broja konacnih ili prebrojivih skupova konacan je
ili prebrojiv skup.

Dokaz. Promatrajmo najprije uniju dvaju takvih skupova A; i Ay; ako su oba

konacna, onda je i njihova unija konac¢na; ako je barem jedan, npr. A;, prebrojiv,

onda je prema teoremu [2.3.6] A; ekvipotentan s A; U Ay; kako je A; prebrojiv, bit

¢e Ay U A, takoder prebrojiv skup.

Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom. Pretpostavimo da je teorem is-

tinit za svakih n konacnih ili prebrojivih skupova Ai, Ao, ..., A,, tj. da je Lnj A;
i=1

konacan ili prebrojiv skup (konacan je oc¢ito samo ako su svi skupovi kona_éni),

i dokazimo da je teorem istinit i za svaki n + 1 konacnih ili prebrojivih skupova
n+1 n

Ay, AL A Medutim, (J A = (U 4i) v Ay je unija dvaju konacnih ili
i=1 i=1

prebrojivih skupova od kojih je prvi konacan ili prebrojiv prema pretpostavci in-

dukcije, pa je njihova unija konacan ili prebrojiv skup. O]

Teorem 2.3.9. Unija prebrojivo mnogo konacnih ili prebrojivih skupova konacan
je ili prebrojiv skup.
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Dokaz. Neka je
{A1, Ay A, (2.1)

skup prebrojivo mnogo konacnih ili prebrojivih skupova. Moze se dogoditi da za
neke n > 1 skup A, bude sadrzan u uniji svih svojih prethodnika u nizu (2.1)),
A, < nol A;. lzostavljajuéi sve takve skupove, nece se fj A, promijeniti, pa
moiem(;:(l)d pocetka pretpostaviti da u 1} nema takvih gl:&pova Ako niz
ima konacno elemenata {A;, As, ..., A}, U A; ¢e biti prebrojiv skup ako je barem

jedan od skupova A; prebrojiv, a konacan ako su svi A; kona¢ni. Ostaje slucaj
kad niz ima beskonacno mnogo elemenata. Neka je By = A; i za svakin > 1

n—1

neka je Bn = A\ U A4;; za svaki n bit ¢e B, # O i, kako se lako vidi, za i # j bit
i=1

¢e B; n B; = O, tj. skupovi B,, medusobno su disjunktni. Osim toga je

o o
n=1 n=1

Da je lijeva strana u sadrzana u deSIlOJ jasno je, jer je B, < A, za svaki
n € N. Treba jos dokazati da je U A, € U B,. Neka je x € U A,, tada je x
sadrzan u barem jednom A,,. Oznacmlo sa 3 najmanji pr1rodn1 bI‘OJ (indeks) za
koji je X € A;. Tada je x € By = A;\ U A;, ¢ime je jednakost ([2.2)) dokazana.

Svaki je skup B, kao podskup konacnog ili prebrojivog skupa A,, i sam konacan
ili prebrojiv prema teoremu [2.3.3} Dakle, B = {bn1,bn2y - -, by } li

B, = {bn1,bn2, .., bum,...}. Neka je f: U B,, — N x N preslikavanje definirano

s f(bpm) = (n,m); f je injekcija. Zaista, neka su a,b € U B,,a #b;akosuaib

n=1
u istom skupu B, onda je a = b5, b= b, 15 # t, paje f(a) = (n,s) # (n,t) =
f(b). Ako je pak a € B, i b€ B,,, m # n, onda je f(a) = (n,s) # (m,t) = f(b).
0
Prema tome, f preslikava injektivno skup |J B, u podskup prebrojivog skupa
n=1

N x N, pa je i sam prebrojiv. O]
Dokazi preuzeti iz [10] i [21].

2.4 Kardinalnost skupova

Jos iz osnovne Skole znamo kako svaki prirodni broj ima dvije uloge: odreduje ko-
liko ¢ega ima te koji je po redu. Dakle, svaki prirodan broj je kardinalni (glavni)
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i redni. Kao sto smo vidjeli kardinalni broj kona¢nog skupa lako smo definirali.
Htjeli bismo definirati beskonacne kardinalne brojeve koji ¢e mjeriti velicinu be-
skonacnih skupova te beskonacne redne brojeve koji ¢e mjeriti poredak beskonac¢nih
skupova. No, pojam kardinalnog broja nije lako definirati. Stoga se u ovom radu
nece detaljno do¢i do pojma kardinalnog broja, nego ¢e se definirati kardinalnost
skupova te neka njihova svojstva.

Relacija ekvivalencije dijeli skup u medusobno disjunktne klase, tj. u podskupove
u kojima su svaka dva elementa u zadanoj relaciji. Prema teoremu [2.1.6 znamo
kako je ekvipotentnost relacija ekvivalencije. Prema tome ekvipotentnost svrstava
skupove u medusobno disjunktne klase tako da se svaki skup iz bilo koje klase moze
bijektivno preslikati na bilo koji skup iste klase. Pomocu ove ¢injenice pojam broja
elemenata kona¢nih skupova mozemo poopciti na beskonacne skupove.

Definicija 2.4.1. Ako su A i B ekvipotentni skupovi tada kazZemo jos da imaju
istu kardinalnost te pisemo k(A) = k(B).

Uvedimo neke oznake za kardinalnost:
k(D) =0,

k({0,...,n—1}) =n,

k(N) = NO (¢ita se: alef nula),

k(R) = ¢ ("continuum”).

Dokazimo dva osnovna svojstva kardinalnosti skupova.

Teorem 2.4.2. (Osnovni Cantorov teorem) Za sve skupove A wrijedi k(A) <

k(P(A)).

Dokaz. 1z definicije relacije < slijedi da treba dokazati: k(A) < k(P(A)) i k(A) #
k(P(A)). Ako je A # O tada je P(0) = {O}. To znaci da je u ovom slucaju
k(A) < k(P(A)). Neka je sada A # (). Primijetimo prvo da je k(A) < k(P(A)),
jer je funkcija f: A — P(A), koja je definirana sa f(z) = {x}, injekcija.

Dokazimo sada jos k(A) # k(P(A)). Pretpostavimo suprotno tj. da je k(A) =
k(P(A)), odnosno da vrijedi A ~ P(A). Neka je f : A — P(A) neka bijekcija.
Definiramo skup B = {x € A | = ¢ f(z)}. Primijetimo da je B # O, jer je
f: A — P(A) bijekcija pa i surjekcija, a buduéi da je @ € P(A) tada postoji z € A
takav da f(z) = . No, onda za taj x vrijedi x ¢ f(x) tj. z € B. Neka jebe A
takav da vrijedi f(b) = B. Ako bi vrijedilo b € B, tada iz B = f(b) i definicije
skupa B slijedi b ¢ f(b). Dakle, mora biti b ¢ B = f(b). Tada iz definicije skupa
B slijedi b € B. Time je dobivena kontradikcija. To znac¢i da ne postoji bijekcija
izmedu A 1 P(A). O
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Teorem 2.4.3. (Cantor, Schlré')delﬂ7 Bernsteinovﬂ teorem) Ako postoji injekcija
f A — B iinjekcija g : B — A tada postoji bijekcija izmedu A i B. Odnosno,
ako je k(A) < k(B) i k(B) < k(A) tada je k(A) = k(B).

Prije dokaza prethodnog teorema navodimo Kaster, Tarskijev teorem o fiksnoj
tocki i Banachovu lemu, koje u ovom radu ne¢emo dokazivati. Dokazi su preuzeti
z [24].

Teorem 2.4.4. (Knastelﬂ, Tarskijevﬂ teorem o fiksnoj tocki)
Neka je F : P(A) — P(A) monotona funkcija, tj. za sve x,y S A takve da je
x Sy wvrijedi F(x) € F(y). Tada postoji o € A tako da vrijedi F(xy) = xo.

Lema 2.4.5. (Banachova lema)
Neka su f : A— B ig: B — A proizvoljne funkcije. Tada postoji S € A tako da
vrijedi
gIB\fIST] = A\S.
Dokazimo sada teorem 2.4.3]

Dokaz. Nekasu f: A— Big: B — Ainjekcije. Neka je S € A koji ima svojstvo
iz Banachove leme, tj. g[B\f[S]] = A\S. Dana situacija je prikazana na sljedecoj
slici.

ANS =g[B\ f19)]

AN

B\ f8]

Posto je funkcija g injekcija tada je za svaki z € A\S skup ¢7'[{z}] jednoclan. Za
svaki z € A\S oznac¢imo s b, element iz B\ f[S] za kojeg vrijedi g '[{z}] = {b.}.
Definiramo funkciju h : A — B ovako:

Mx) = { fzgf,)’ iii\s.

Ernst Schroder, (1841. - 1902.), njemacki matematicar.
2Felix Bernstein, (1878. - 1956.), njemacki matematicar.
3Bronstav Knaster, (1893. - 1980.), poljski matematicar.
4Alfred Tarski, (1901. - 1983.), poljsko-americki logi¢ar i matematicar.
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Svojstvo skupa S povlaéi da je h injekcija te jos vrijedi

h[A] = h[S] U h[A\S] = f[ST L g7 [A\S] = f[S] v (B\f[S]) = B.

To znaci da je funkcija h i surjekcija. Dakle, postoji bijekcija izmedu A i B.

31



Poglavlje 3

Prebrojivost racionalnih brojeva

Najblizi beskonac¢ni skup nam je skup prirodnih brojeva. Imamo osjecaj kako o
skupu prirodnih brojeva znamo sve. Prirodnim je brojevima lako ra¢unati, jednos-
tavno ih je usporedivati... No, skup prirodnih brojeva zbog svoje beskonacnosti
ima zanimljivih osobina. Naime, za svaki njegov beskonac¢ni podskup mozemo us-
postaviti bijekciju s ¢itavim skupom N (teorem . Primjeri takvih skupova
su skup svih parnih prirodnih brojeva, skup svih neparnih prirodnih brojeva, skup
kvadrata prirodnih brojeva, skup visekratnika bilo kojeg prirodnog broja.

Skup prirodnih brojeva mozemo usporedivati i sa skupovima 7Z, Q i R. Pro-
motrimo prvo odnos skupa prirodnih i cijelih brojeva. Intuicija nas navodi na
zakljucak kako je skup cijelih brojeva Z brojniji od skupa prirodnih brojeva N,
zbog toga Sto ima cijelih brojeva koji nisu prirodni, svi negativni cijeli brojevi
i nula. lako se nama ovakvo razmisljanje ¢ini prihvatljivim navodi nas na krivi
zakljucak. U prvom poglavlju u primjeru razmotrili smo kako uspostaviti
bijekciju izmedu skupova N i Z.

Ako zelimo usporediti skup cijelih brojeva sa skupom racionalnih brojeva, mozemo
primijeniti isti nac¢in razmisljanja kao za skupove prirodnih i cijelih brojeva. Intu-
itivno zakljucujemo kako racionalnih brojeva ima vise nego cijelih brojeva, a onda
oCito vise i od prirodnih brojeva. Dakle, skup racionalnih brojeva QQ bogatiji je od
skupova prirodnih brojeva N i cijelih brojeva Z. To vrijedi zbog gustoc¢e skupa Q:

Teorem 3.0.1. Skup Q je gust.
Dokaz. Dovoljno je dokazati da se izmedu svaka dva razli¢ita racionalna broja

. . . . . ma ma .
nalazi barem jedan racionalan broj. Neka je ¢ = —, ¢o = — i ¢1 < @2, odnosno
n n

1
tada vrijedi mins < nymso. Promotrimo aritmeticku sredinu brojeva ¢; i ¢o. Neka
1t g2 mng + nima

2 2711712

je q . Budu¢i da su mq,ny, mg, ny cijeli brojevi takvi

32
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da je nqy,no # 0, slijedi da su i myng + nyme i 2ni1ny cijeli brojevi i 2nyngy # 0,

pa je g racionalan broj. Tada transformacijama nejednakosti ¢; < ¢, odnosno
mp ming + nims . e . .

— < —————= dolazimo do istinite nejednakosti mins < nyms. Dakle,
1 2”1712

q1 < q. Analogno vrijedi i za nejednakost ¢ < ¢o. Time smo dokazali teorem. [J

Stoga u skupu Q moramo pripaziti na nizanje elemenata, jer u tom skupu ne
postoje susjedni elementi. Georg Cantor dokazao je da je i skup racionalnih brojeva
prebrojiv. U sljedecoj tocki opisat ¢emo njegov dokaz. Varijantu tog dokaza vec
smo naveli u primjeru [I.2.5] Takoder, kroz sljedece tocke dokazat ¢emo da je skup
racionalnih brojeva prebrojiv pomocu Calkin-Wilfova i Stern-Brocotova stabla.

3.1 Dijagonalni postupak

Postupak zapocinjemo ispisivanjem pozitivnih racionalnih brojeva u tablicu tako
da se u prvom retku nalaze ispisani svi prirodni brojevi, odnosno razlomci s na-
zivnikom 1. U redak ispod ispisat ¢emo sve pozitivne razlomke s nazivnikom 2,
u treci redak ispisujemo pozitivne razlomke s nazivnikom 3 i tako dalje. Takvim
nizanjem svaki ¢e pozitivan racionalni broj naci svoje mjesto u tablici. Na primjer,
broj %, m,n € N nalazi se u m-tom stupcu i n-tom retku, onom sto pocinje brojem
1

n
1 2 3 4 5
11 1 1 1
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
14 1 4 1
b2 3 4
5 5 5 5 5

Sada zelimo popisati sve pozitivne racionalne brojeve. Kada bismo krenuli redom
ispisivati razlomke iz prvog retka, zatim iz drugog retka i tako dalje, javio bi se
problem. Prvi redak je beskona¢no dug i zato nikada ne bismo presli u drugi redak.
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U ovom trenutku primjenjujemo dijagonalni postupak prikazan na slici.

1 2 3 4 5
1 1 1 1 1
/ / / /

1 2 3 4 5
2 2 2 2 2

e / /

1 2 3 4 5
3 3 3 3 3

e /

E 23 45
4 4 4 1 4
1/

1 2 3 4 5
5 5 5 5 5

2 1
Uoc¢imo kako neki razlomci predstavljaju isti racionalni broj, na primjer 3= 7T

Stoga svaki broj pri prvoj pojavi ispiSemo, a zatim svaki iduéi koji se ponavlja
propustimo. Tako dolazimo do niza:

11
17 27 57 ga
U tom nizu svaki pozitivan racionalan broj nalazi svoje mjesto. Dakle, pozitivne
racionalne brojeve poslozili smo u niz i time dokazali da je skup svih pozitivnih
racionalnih brojeva prebrojiv. Na isti na¢in moze se dokazati kako je skup nega-
tivnih racionalnih brojeva prebrojiv. Skup racionalnih brojeva sastoji se od skupa

pozitivnih racionalnih brojeva, skupa negativnih racionalnih brojeva te nule. Tada
prema teoremima i slijedi da je skup racionalnih brojeva prebrojiv.

3 2
3,4, =, = Dy
772737 »

QU] =

1
47

3.2 Calkin-Wilfovo stablo

Calkin-Wilfovo stablo definirali su Neil Calkin, profesor matematike na Sveucilistu
Clemson, SAD i Herbert Saul Wilf, 1931. - 2012., americki matematic¢ar. Pomocu
Calkin-Wilfova stabla mozemo pokazati prebrojivost skupa racionalnih brojeva Q,
jer se sastoji od pozitivnih neskrativih racionalnih brojeva.

1
U korjen stabla upisujemo T Svaki ¢vor u stablu ima to¢no dva djeteta, od-
nosno stablo je binarno. Na isti nac¢in konstruiramo svako dijete u stablu. Ako je
a
¢voru pridruzen razlomak oblika 7 tada ¢emo lijevom djetetu pridruziti razlomak
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a+b

oblika %, a desnom djetetu razlomak oblika . Tada Calkin-Wilfovo stablo
a

izgleda ovako:

5/1\3

1/ \4 3/ \5 2/ \5 3/ \4
1/4\5 4/3\7 3/5\8 5/2\7 2/5\7 5/3\8 3/4\7 4/1\5

Neka je stablo oznaceno sa S.

Teorem 3.2.1. Svaki element stabla je neskrativ pozitivan racionalan broj.

a
Dokaz. % je neskrativ pozitivan racionalan broj. Pretpostavmo da je neki 7 €S

a a+b
neskrativ pozitivan racionalan broj. Tada su I i 2 pozitivni racionalni
a
brojevi jer su brojnik i nazivnik dobiveni zbrajanjem prirodnih brojeva. Neskrativi
su jer M(a,b) = M(a+b,b) = M(a,a+b). O

Naravno, ovo nije dovoljno da dokazemo da je S ~ Q% jer nije nuzno da S sadrzi
sve pozitivne neskrative racionalne brojeve. Stoga dokazujemo i sljede¢u tvrdnju:

Teorem 3.2.2. Svaki neskrativ pozitivan racionalan broj se nalazi u S.
Prije dokaza sljedeceg teorema prisjetimo se Euklidovog algoritma:

Teorem 3.2.3. (Teorem o djeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj a i
cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b=qa+r, 0 < r < a.

Teorem 3.2.4. (Euklidov algoritam). Neka su b i ¢ > 0 cijeli brojevi. Pretposta-
vimo da je uzastopnom primjenom teorema dobiven niz jednakosti
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b = cq+7r,0<r <c,

c = riga+179,0 <1y <1y,

r = TQC]3+T3,0<’I"3<7“Q,
Ti—2 = Tj-1G;j + ’I"j,O < T < Tj—1,
rji-1 = Tjgj+1-

Tada je (b, c) jednak r;, posljednjem ostatku razlicitom od nule.

Dokazimo sada teorem [3.2.2]

a .
Analiza. Neka je — proizvoljan neskrativ pozitivan racionalan broj. Zelimo poka-

zati da je u stablu. Kada bi bio u stablu, imao bi roditelja, odnosno bio bi lijevo

ili desno dijete nekog ¢vora.
m

m+n
veéi od brojnika. Analogno se pokaze da je u desnom djetetu brojnik veé¢i od na-

m
Lijevo dijete ¢vora — je . Ocito za lijevo dijete vrijedi da mu je nazivnik

zivnika. Dakle, ako je u razlomku — brojnik vec¢i od nazivnika, nazivnik je ostao

b
a a
nepromijenjen, tj. nazivnik od 7 je jednak nazivniku roditelja. Stoga je 7 desno

dijete. Analogno, ako je b > a, razlomak je lijevo dijete nekog ¢vora.

1 a
Dokaz. 7 je ocito u stablu. Neka je 7 proizvoljan neskrativ pozitivan racionalan

a; a
broj takav da a # b. Konstruirajmo niz racionalnih brojeva b—l, b—Q, ... takav da je
@ a 1 b2
— = -1
by b
a; — bz b
Qi1 _ o “TU
bi+1 L’ a; < bz
bi — Qa;

Niz prekidamo kada je a; = b; za neki 7 € N.

a
Svi b—z su neskrativi pozitivni racionalni brojevi jer Euklidov algoritam ¢uva najvecu
i
zajednicku mjeru. Pozivamo se na konacnost Euklidovog algoritma da pokazemo
1

. . v . . ey .
da je niz b konacan i da je zadnji ¢lan niza upravo T
i

a
Pretpostavimo sada da 7 nije u stablu. Tada ni sljedeci racionalan broj u nizu nije
a

u stablu (kada bi bio, tada bi 2 bio njegovo dijete pa samim time i ¢vor stabla).
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a An .. Qp, 1.
Indukcijom slijedi da nijedan ¢lan niza b—l, <53 nijen stablu. No, 5 —qden
1 n n
stablu, sto je kontradikcija. Dakle, % je u stablu. Zbog proizvoljnosti % tvrdnja
slijedi. ]

Primjetimo da nam je ovaj dokaz takoder dao i jedinstven put od trazenog ra-
cionalnog broja do korjena. Pogledajmo na primjer gdje se u stablu nalazi —
primjenjujuéi varijantu Euklidovog algoritma: (3,4) — (3,1) — (2,1) — (1,1).
Put od danog racionalnog broja do korjena je jedinstven i svaki se pozitivan raci-
onalan broj pojavljuje kao neskrativi razlomak, tada slijedi da se niti jedan broj
ne pojavljuje vise od jednom. Sada kada smo pokazali da su ¢vorovi stabla u bi-
jekciji s pozitivnim racionalnim brojevima, dovoljno je prebrojati ¢vorove stabla.
To mozemo uciniti razinu po razinu, s lijeve na desnu stranu. MozZemo primjetiti

da je skup brojeva na svakoj razini stabla konacan te da razina ima prebrojivo
mnogo. Tada prema teoremu slijedi da je skup QT prebrojiv.

Dokazi preuzeti iz [10] i [15].

Izgradnjom Calkin-Wilfovog stabla pronasli smo nac¢in kako poredati sve pozitivne
racionalne brojeve, odnosno imamo niz:

1 132

17 a0 2a 9700 a9

2773°2°3

U ovom nizu nalazi se svaki pozitivan racionalan broj. Zatim konstruiramo niz
racionalnih brojeva. Na pocetak niza dodajemo nulu, a zatim kako ispisemo neki
pozitivan racionalan broj tako uz njega dopisujemo njemu suprotan broj. Tako

dobivamo novi niz:

3,...

1 1 1 12 2
07 17 _17 a7 0 27 _27 97 alrar gt
2" 2 3733 3
Svakom elementu dobivenog niza mozemo pridruziti jedan prirodan broj na sljedeci
nacin:

1, 2, 3, 4, 5 6, T,
R 11 Il ORI

0, 1, -1, -, ——, 2. —2
b ) b 27 27 b )

Opisano pridruzivanje je bijektivno.

3.3 Stern-Brocotovo stablo

Stern-Brocotovo stablo otkrili su, neovisno jedan o drugome, njemacki mate-
maticar Moritz Stern 1858. godine i francuski urar i amaterski matematicar Achille
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Brocot 1861. godine. Pomoc¢u Stern-Brocotova stabla takoder mozemo pokazati
prebrojivost skupa racionalnih brojeva Q.

Da bismo konstruirali Stern-Brocotovo stablo, prvo definiramo medijant za dva
a . c
racionalna broja 7 i p kao
a ¢ a—+c

b®d‘_b+d'

U korijen stabla upisujemo % Svaki ¢vor u stablu ima to¢no dva djeteta, odnosno

a
stablo ¢e biti binarno. Ako je ¢voru pridruzen razlomak oblika 7 sljedeca dva ¢vora

a
dobijemo kao medijant razlomka — i najblizeg racionalnog broja s lijeve strane,

odnosno najblizeg racionalnog broja s desne strane.

1
Kao pomo¢ u konstrukciji stabla lijevo i desno od razlomka T koji se nalazi na

0.1
nultoj razini, upisemo razlomke — i — te njih ne brojimo. Sada razlomke na pr-
voj razini dobijemo kao medijante susjednih razlomaka nulte razine. Na primjer,
1
medijant razlomaka 1 i 18 nulte razine je 5 Da prvoj razini. Iz svakog c¢vora

(ukljucujuéi i pomocéne) spustamo pomocéne ¢vorove za sljedeéu razinu.

0 1 1
1 1 0
0 1/1\2 L
1 2 1 1 0
0 1/1\2 1 3/2\3 1
1 3 2 3 1 2 1 1 0
/\ /\ / N\ / N\
o 1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1
1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 0

Stern-Brocotovo stablo takoder sadrzi sve neskrative pozitivne racionalne brojeve
kao i Calkin-Wilfovo stablo. Prije dokaza te tvrdnje dokazimo neka zanimljiva
svojstva Stern-Brocotova stabla:

a c
(1) Ako su — < - dva susjedna razlomka na istoj razini Stern-Brocotova sta-

bla, onda iduc¢a nejednakost vrijedi za medijant na iducoj razini

b b d d
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a . c
Dokaz. Kako bismo dokazali ovu nejednakost, interpretirat ¢emo razlomke — i —

b d
kao nagibe pravaca koji prolaze kroz ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava.
a.c
Primijetimo kako medijant brojeva — i — mozemo poistovjetiti sa zbrajanjem neka
dva vektora u ravnini (b,a) i (d,c). PrikaZzemo li to graficki, vidimo da ¢e pravac
c

s nagibom 7 @ p uvijek biti izmedu pravaca s nagibom % i 7

k=S

b+ d,al+e)
{d,c)

i 3

(b,) T

{0, o)

Slika 3.1: Graficki prikaz svojstva (1)

]

a ¢
(2) Ako su — < — dva susjedna razlomka na istoj razini Stern-Brocotova stabla,
onda vrijedi bc — ad = 1.
Dokaz. Dokazimo to matematickom indukcijom po razinama Stern-Brocotova sta-
bla.

(i) Promotrimo li prvu razinu stabla, tvrdnja je o€ito istinita.
(ii) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n-tu razinu stabla, n € N, za susjedne

a
razlomke — < —.

(iii) Dokazimo da uz tu pretpostavku tvrdnja vrijedi i za n + 1 razinu stabla.
Na n+1 razini stabla imamo susjedne razlomke za koje prema prethodnom svojstvu

Godi a<a+c
vrijedl: —
N

<§. Slijed:
bla+c)—alb+d)=bc—ad=1
(b+d)yc—(a+c)d=bc—ad =1

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja (2) vrijedi za svaki n € N. O
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(3) Na n-toj razini Stern-Brocotova stabla, suma brojnika i nazivnika bilo kojeg
elementa je barem n + 1.

Dokaz. Dokazimo to matematickom indukcijom po razinama Stern-Brocotova sta-

bla.

(i) Na razini n = 1 imamo 1 pa je tvrdnja ocito istinita.

(ii) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n-tu razinu stabla, suma brojnika i na-
zivnika bilo kojeg proizvoljnog elementa % jen+1,neN.

(iii) Dokazimo da uz tu pretpostavku tvrdnja vrijedi i za n + 1 razinu stabla.

a
Neka je 7 proizvoljni element iz stabla na n + 1 razini. Tada je taj element me-

!

dijant elementa s razine n, (g,p +qg=n+1)i (g,,p, +¢ =1). Slijedi da suma
q q

a
brojnika i nazivnika elementa 3 iznosi (n + 1) + 1.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja (3) vrijedi za svaki n € N. O

Teorem 3.3.1. U Stern-Brocotovu stablu pojavljuje se svaki pozitivan racionalan
broj.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji racionalan broj B’ M (p,q) = 1 koji se ne nalazi

u stablu. Tada na bilo kojoj razini stabla, postoje dva susjedna razlomka takva da

< —. (3.1)

Te razlomke mozemo naéi na p + ¢ razini. Podijelimo (3.1]) s P Tada imamo:
q

n’p

r

@<1<
mp

mp—nqg>0=mp—np=>1,
n/p—m/q> 0:>n,p—m,q> 1,
Sto mozemo zapisati kao
(n +m)(mp—ng)=n +m i (n+m)n'qg—mp)=n+m
n,mp + m'mp — nlnq — m/nq = n + m i nn/q + mn,q — nm,p — mm/p Zn+m
Zbrojimo li ta dva izraza te nakon sredivanja dobivamo:

pn'm —nm') +qlmn —mn) =n +m +n+m.
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!/

susjedni razlomci prema (2) vrijedi mn' —nm’ = 1.

n.n
Kako su — i
m

Slijedip+¢=n" +m +n+m.

7

Takoder, kako su y n, susjedni razlomci prema (3) vrijedi da je suma brojnika
m m
i nazivnika bar jednog od njih p + ¢ + 1.
Slijedi p+q > p+qg+1 sto je u kontradikciji s pretpostavkom da se b ne pojavljuje
q

u prvih p + ¢ razina stabla. Dakle, p se nalazi u Stern-Brocotovom stablu.

Ovime smo pokazali da su razlomci koji se pojavljuju u Stern-Brocotovom stablu
neskrativi pozitivni racionalni brojevi, odnosno za svaki element stabla brojnik i
nazivnik su relativno prosti. Takoder, pokazali smo da se u stablu pojavljuje svaki
pozitivan racionalan broj. O]

Dokazi preuzeti iz [15] i [19].
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Primjeri ekvipotentnih skupova

U ovoj tocki prikazat ¢emo primjere ekvipotentnih skupova iz [11], [22] i [24].
Primjer 4.0.1. Skupovi N i Z su ekvipotentni.

Dokaz. Veé smo u primjeru [1.2.4] prikazali na koji na¢in uspostaviti bijekciju
izmedu skupova N i Z, odnosno rekli smo kako je funkcija f: N — Z,

n

5 ako je n paran
f(n) = 1—n

, ako je n neparan

bijekcija. Dokazimo to.

Injektivnost:
Neka su a,b e N ineka je a # b. Razlikujemo cetiri slucaja:

b
1) Ako su a i b parni razli¢iti prirodni brojevi, tada je f(a) = % if(b) = 2" Buduéi

b
da su a i b razliciti, slijedi da su i % i 5 razliciti, . f(a) # [(0).
1—
2) Ako su a i b neparni razli¢iti prirodni brojevi, tada je f(a) = 5 ¢

i f(b) =
1-— 1-— 1-—
2b' Kad bi f(a) i f(b) bili jednaki, tada bi vrijedilo 5 ¢ _ 5 b sto je ekvi-

valentnos 1—a = 1—0, tj. a = b. Time smo dosli u kontradikciju s pretpostavkom
da su a i b razli¢iti. Dakle, i u ovom slucaju vrijedi f(a) # f(b).

1-b
3) Ako je a paran i b neparan, tada je f(a) = g i f(b) = — Kad bi pret-

postavili da vrijedi f(a) = f(b) dobili bi ovaj niz jednakosti:
a 1-0

42
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Buduéi da je b prirodan slijedi da jeb > 1. Tadaje —b < —1tejel—-b<1—-1 =0,
tj. a < 0 sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je a prirodan broj. Dakle, i u
ovom slucaju vrijedi f(a) # f(b).

4) Slucaj kad je a neparan i b paran dokazuje se analogno treéem slucaju.

Dakle, u sva Cetiri slucaja smo dobili da je f(a) # f(b). Time smo dokazali
da je f injekcija.

Surjektivnost:

Neka je y € Z pozitivan cijeli broj. Tada postoji x € N za koji vrijedi x = 2y.
Takoder, vrijedi f(x) = g =y, tj. = je praslika (original) broja y.

Neka je z € Z negativan cijeli broj. Tada definiramo w ovako: w = 1 —2z. Buduci
dajezeZ iz <0slijedi da je —2z2€ Z i -2z > 0 paje 1l —2z>1,tj. w je cijeli

1
pozitivan broj, tj. w € N. Takoder, vrijedi f(w) = Tw = 2, tj. w je praslika
(original) broja z.
Za broj 0 original je broj 1.
Dakle, f je surjekcija.
Zakljucujemo, f je bijekcija. n

Primjer 4.0.2. Na dvije duZine AB i CD razlicitih duljina koje leZe na paralelnim
razlicitim pravcima ima jednako mnogo tocaka.

Dokaz. Neka su AB i CD dvije duZine razli¢itih duljina koje leZe na razli¢itim
paralelnim pravcima. Spojimo tocke A i C'itocke B i D i neka je tocka O sjeciste
tih spojnica. Promatramo homotetiju sa sredistem u toc¢ki O kojom se duzina AB
preslikava na duzinu C'D (mogli bismo spojiti tocke A i D te B i C i tamo gdje se
one sijeku dobiti novi centar homotetije kao na slici 4.2). Svakoj tocki Ty € AB tim
preslikavanjem pridruzujemo jedinstvenu tocku Ty € C'D. Kako razli¢itim tockama
jedne duzine pridruzujemo razli¢ite tocke druge duzine, to je zadano preslikavanje
injekcija te kako je svakoj tocki jedne duzine pridruzena jedna tocka druge duzine,
dano preslikavanje je i surjekcija. Zaklju¢ujemo, duzine AB i C'D imaju jednako
mnogo tocaka.
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Slika 4.1 Slika 4.2

Napomenimo, u slu¢aju da su duZine AB i CD jednakih duljina kao na slici 4.3,
postupkom kao i za dvije duzine razli¢itih duljina, prikazanih na slici 4.2, dobili bi-
smo tocku O kao srediste homotetije s koeficijentom homotetije k = —1. Odnosno,
svaka se totka T} € AB centralnom simetrijom obzirom na toc¢ku O preslika u je-
dinstvenu to¢ku T, € C'D. Zatim, analogno kao i u prethodnom slu¢aju s duZinama
razlicitih duljina zakljucujemo da je to preslikavanje bijekcija, odnosno da duzine
AB i CD imaju jednako mnogo tocaka.

A B

Slika 4.3

Primjer 4.0.3. Intervali [a,b] i [c,d] su ekvipotentni.

Dokaz. Trebamo definirati bijekciju koja svakom broju iz intervala [a, b] pridruzuje
tocno jedan broj iz intervala [¢, d], odnosno trebamo odrediti bijekciju f : [a, b] —
[c,d]. Pritom podrazumijevamo da se radi o pravim intervalima, tj. da je a <b i
¢ < d. Najjednostavnije je traziti linearnu funkciju ¢iji graf je pravac koji prolazi
tockama (a,c) i (b,d). Neka je f(z) = ax +  za koju vrijedi f(a) = ci f(b) = d.
Tada imamo sustav:

a-a+p=c

a-b+p=d.
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bc — ad d— d— bc — ad
Iz ¢ega slijedi § = c—a = ‘ Konacno, f(z) = Cop 2
b—a b—a b—a b—a
Dokazimo bijektivnost.

Injektivnost: Neka su p,q € [a,b] i neka je f(p) = f(q). Tada je:

d—rc bc—ad d-—c bc — ad
p+ = q+

b—a b—a b—a b—a
d—c d-c
b—al " b_al

p=4q.

Prema definiciji injektivnosti, slijedi f je injekcija.
Surjektivnost: Treba pokazati da za svaki y € [c,d], postoji = € [a,b] tako da je

bc — ad
y = f(x). Neka je y € [a, b]. Broj z definiramo na ovaj na¢in: = = (y — Z ¢ ) :
—a

b— b— bc — ad
7@, odnosno r = ¢, Yy — ©~ % Trebamo dokazati da za svaki y € [e,d]
d—c ; d —g p d—
taj broj x = d_ ¢ Sy — 2_ ¢ pripada intervalu [a, b]. Nejednakosti ¢ < y < d
JE— C JE—
.. e . b—a .

pomnozimo s pozitivnim brojem i dobivamo

bc—ac b—a bd — ad

< Y < .
d—c d—c d—c
. . — , b—a _
Uvrstimo li z + umjesto y -y dobivamo
bc — ac bc —ad _ bd — ad
<z <
d—c d—c d—c
bc — ac — be + ad bd — ad — bc + ad
ST <
d—c d—c
a(d — ¢) <2< b(d — ¢)
d—c d—c
a<x<b,

sto je trebalo dokazati.
Provjerimo jos da je y = f(x). Imamo

d—c (b—a bc—ad) be — ad bc —ad bec—ad
: : + =Y.

f(x):b—a (d—c A — b—a 7 b—a - b—a

Prema definiciji surjektivnosti, slijedi f je surjekcija pa je i bijekcija. Zakljucujemo
da su zadani intervali ekvipotentni. O]
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Primjer 4.0.4. Intervali [0,1] ¢ [0,1) su ekvipotentni.

Dokaz. Trebamo definirati bijekciju koja svakom broju iz intervala [0, 1| pridruzuje
tocno jedan broj iz intervala [0, 1), odnosno trebamo odrediti bijekciju f : [0,1] —
[0,1). Uocimo kako je desni rub domene [0, 1] zatvoren, dok je kod kodomene [0, 1)
desni rub otvoren. Zbog toga ne mozemo jednostavno upotrijebiti linearnu funkciju
kao u prethodnom zadatku. Prikazimo graficki na¢in pridruzivanja elemenata ta
dva zadana intervala:

1 1
iz

0 1

L)

0 11 1 1
T 2z

1 1
Mozemo broj 1 iz domene preslikati u broj 3 iz kodomene, tj. 1 — —, a zatim

1 11 1
svaki sljede¢i broj preslikamo u dvostruko manji, odnosno - —— 71 %

1 1 111
— +— — itd. Oznacimo sa S skup S = {1, TR

Tada funkciju f : [0, 1] — [0, 1) definiramo ovako:
z, x€e[0,1]\S
RE

— e S.
9

Dokazimo sada da je tako zadana funkcija bijekcija.
Injektivnost: Neka je x; # z9. Razlikujemo cetiri slucaja:

1
.}={x|xzﬁ,neN}.

1) Ako su z1, x5 € S, tada zbog 1 # x5 vrijedi i % # %, tj. f(x1) # f(z2).

2) Ako su z1, 29 € [0,1]\S, tada zbog x1 # xo vrijedi f(z1) # f(z2).

3) Ako je 1 € S i xe € [0,1]\S, tada postoji prirodni broj n takav da je x;
oblika

1
T= oo
1 111
Tada je f(x;) = % = o tj. f(x1) € {§’Z7§’} = S\{1}. Buduéi da je

x9 € |0, 1]\S slijedi da ne postoji prirodni broj m takav da je xo = 1 ni za koji
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me N, tj. f(zg) ¢ S. Sad smo dobili da je f(xz) € S'i f(xz) ¢ S, a to znadi da su
f(x1) 1 f(xo) razliciti.

4) Slucaj kad je z1 € [0,1]\S 1 25 € S se radi analogno tre¢em slucaju.

Dakle, u svakom sluc¢aju smo dobili f(z1) # f(z2) pa zakljuéujemo da je f injek-
cija.

1
Surjektivnost: Neka je y € [0,1) i neka y nije oblika y = ?,k‘ e N. Tada je

original za y upravo taj isti broj. S druge strane, ako y jest oblika y = za neki

?7
1
k € N, tada uzmemo = = oh1° Bududi da je k € N slijedi da je k — 1 € Ny pa je
1 1

x e S c0,1]. Vrijedi sljedece: f(z) = g TS TE T2 tj. x je original od
y. Slijedi da je f surjekcija.

Funkcija f je injekcija i surjekcija pa slijedi da je i bijekcija. Zakljucujemo kako
su zadani intervali ekvipotentni. O

Primjer 4.0.5. Intervali [0,1) i (0,1 su ekvipotentni.

Dokaz. Trebamo definirati bijekciju koja svakom broju iz intervala [0, 1) pridruzuje
tocno jedan broj iz intervala {0, 1), odnosno trebamo odrediti bijekciju f : [0,1) —
(0,1). Uoc¢imo kako je lijevi rub domene [0,1) zatvoren, dok je kod kodomene
(0, 1) lijevi rub otvoren. Zbog toga ne mozemo jednostavno upotrijebiti linearnu
funkciju kao u primjeru [4.0.3, Prikazimo graficki nacin pridruzivanja elemenata
ta dva zadana intervala:

B3| =
=

0 13 7 1
2 4 H
11 3 3 7. o
Dakle, imamo pridruzivanje 0 — >3 "1 3’ itd. Definirajmo skup
137 1
S ovako: S = {0, = 513 y={z]z=1- " € N}. Tada funkciju

f:0,1) —<0,1) definiramo ovako:
z, xel0,1\S
flz) = { r+1
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1
Drugim rije¢ima, ako je x € S, tj. ako je x oblika z = 1 — o1 tada je

1
flz)=1- o Dokazimo sada da je tako zadana funkcija bijekcija.
Injektivnost: Neka je x1 # x5. Razlikujemo cetiri slucaja:

LL’1+1 :L’2+1
2 7 2

tj. f(x1) #

1) Ako su zy,z9 € S, tada zbog x1 # x5 vrijedi i

f(2).
2) Ako su xy, 9 € [0, 1)\S, tada zbog x1 # x5 vrijedi f(z1) # f(x2).

3) Ako je 1 € S i xg € [0,1]\S, tada postoji prirodni broj n takav da je x;
oblika

1
r=1- o1
1 1 137
Tada je f(z1) = % =5~ o tj. f(xy) € {i’i’g’} = S\{0}. Bududi da je
7y € [0, 1)\S slijedi da ne postoji prirodni broj m takav da je vy = 1 — ~— ni za

koji m € N, tj. f(z2) ¢ S. Sad smo dobili da je f(z3) € S'i f(z2) ¢ S, a to znadi
da su f(zq) i f(xz) razliciti.

4) Slucaj kad je 1 € [0, 1)\S i x5 € S se radi analogno tre¢em slucaju.
Dakle, u svakom sluc¢aju smo dobili f(z1) # f(z2) pa zakljuéujemo da je f injek-
cija.
1
Surjektivnost: Neka je y € (0,1) i neka y nije oblika y = 1 — 55 k € N. Tada je

original za y upravo taj isti broj. S druge strane, ako y jest oblika y =1 — a

2k "

neki k£ € N, tada uzmemo x = 1 — Bududi da je k € N, slijedi da je k—1 € Ny

2k—1"
pa je x € S < [0,1). Takoder, vrijedi:
1—x 1 1 1 1
f(x) = 59 T 9 oki+l o9 ok ¥

tj. = je original od y. Slijedi da je f surjekcija.

Funkcija f je injekcija i surjekcija pa slijedi da je i bijekcija. Zakljucujemo kako
su zadani intervali ekvipotentni. O
Primjer 4.0.6. Intervali [2,5] ¢ [30,47) su ekvipotentni.

Dokaz. U ovom primjeru najlakse je konstruirati bijekciju izmedu dva dana inter-
vala kompozicijom vise funkcija. Konstruirajmo funkcije:
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1) Prvo definiramo bijekciju s intervala [2,5] na interval [0,1], odnosno funk-

ciju f1 : [2,5] — [0,1]. Primjenom linearne funkcije kao u primjeru slijedi
filz) = r_z Funkcija f; je bijekcija, dokaz bijektivnosti provodi se analogno

kao u primjeru {4.0.3|

2) Sljedeca bijekcija je s intervala [0, 1] na interval [0, 1), odnosno funkcija fo :
[0,1] — [0,1). Nacin konstrukcije pravila te funkcije i dokaz bijektivnosti proveli
smo u primjeru [£.0.4]

3) Na kraju definiramo bijekciju s intervala [0,1) na interval [30,47), odnosno
funkciju f3 : [0,1) — [30,47).Primjenom linearne funkcije kao u primjeru [4.0.3]
slijedi f3(x) = 17z 4+ 30. Funkcija f3 je bijekcija, dokaz bijektivnosti provodi se
analogno kao u primjeru [4.0.3]

Nakon konstrukcije funkcija fi, fo i f3 trazena funkcija je h : [2,5] — [30,47),
h = fso fyo fi. Kako je funkcija h kompozicija triju bijekcija slijedi da je i
funkcija h bijekcija. Dakle, zadani intervali su ekvipotentni. O

Primjer 4.0.7. Intervali [0,1] ¢£0,1] su ekvipotentni.

Dokaz. Trebamo definirati bijekciju koja svakom broju iz intervala [0, 1] pridruzuje
tocno jedan broj iz intervala {0, 1], odnosno trebamo odrediti bijekciju f : [0, 1] —
{0,1]. Uotimo kako je lijevi rub intervala domene [0, 1] zatvoren, dok je kod in-
tervala kodomene (0, 1] lijevi rub otvoren. Zbog toga ne mozemo jednostavno
upotrijebiti linearnu funkciju kao u primjeru [4.0.3} Prikazimo graficki nac¢in pri-

druzivanja elemenata ta dva zadana intervala:
3

4

B3| =

-
w1

2
. e 11 3 3 7. .
Dakle, imamo pridruzivanje 0 — 33 11 % itd. Definirajmo skup
137 1
S ovako: S = {0,5,1,@...} ={z|z=1- n € N}. Tada funkciju

f:10,] — <0,1] definiramo ovako:
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Dokaz da je funkcija f bijekcija ide analogno kao u primjeru [4.0.5] Dakle, zadani
intervali su ekvipotentni. O

Primjer 4.0.8. Intervali [0,1] i {0, 1) su ekvipotentni.

Dokaz. Trebamo definirati bijekciju koja svakom broju iz intervala [0, 1] pridruzuje
to¢no jedan broj iz intervala {0, 1), odnosno trebamo odrediti funkciju f : [0,1] —
{0,1). TraZenu funkciju najlakSe nam je odrediti uz pomo¢ kompozicije dviju
funkcija:

1) Prvo odredimo bijekciju f; : [0,1] — [0,1). U primjeru pokazali smo kako
odrediti pravilo funkcije f; te dokazali da je funkcija bijekcija.

2) Druga bijekcija je fo : [0,1) — <0,1). U primjeru pokazali smo kako
odrediti pravilo funkcije f, te dokazali da je funkcija bijekcija.

Dakle, funkcija f : [0,1] — <0,1), f = fo o fi je bijekcija. Zaklju¢ujemo kako su
zadani intervali ekvipotentni. O]

Primjer 4.0.9. Skup R i interval {(—2m,2m) su ekvipotentni.

Dokaz. Trebamo definirati bijekciju f : (=27, 2m) — R. Prvo definirajmo bijekciju

fi {2721y —> <—g, g> Primjenom linearne funkcije kao u primjeru [4.0.3

slijedi fi(z) = g Znamo da je funkcija f5 : <—g, g> — R, fo(z) = tgx bijekcija.
Kompozicijom tih dviju bijekcija slijedi da je funkcija f : (=27, 27) —> R, f(z) =

x
tg 1 bijekcija. Dakle, zadani intervali su ekvipotentni. O]

Primjer 4.0.10. Neka su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da je ad — bc # 0, ¢ # 0.

Dokazimo da je funkcija f : R\{—%} — R\ {2}, f(z) = z::j—_db

Dokaz. Injektivnost: Neka je f(z1) = f(z2). Ako su zq,z5 € R\ {—2} tada zbog
f(21) = f(w) vrijedi

bijekcija.

ary +b  ary+b
crr+d  cxg+d
(axy + b)(cze + d) = (axy + b)(cxy + d)

adxy + bcxy = adxy — bexy
(ad — be)xy = (ad — be)xy
T = To.
Funkcija f je injekcija.
b—dy
cy—a

Surjektivnost: Neka je y € R\{%} Definiramo broj z ovako: z =
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d b—d d
Dokazimo da je x # ——. Pretpostavimo suprotno, tj. da je y__2
c cy—a

MnozZenjem sa zajednickim nazivnikom dobivamo
—dcy + ad = be — dey

ad — be = 0,

a to nije istinito. Dakle, dokazali smo da je x € R\ {—‘EI}. Takoder, vrijedi

0 12y,
fz) = cy—a _ a(b—dy) + b(cy — a) _ (bc — ad)y _
c-b_dy—i—d c(b—dy) +d(cy —a) be — ad
cy—a
Funkcija f je surjekcija. Dakle, funkcija f je bijekcija. ]

Primjer 4.0.11. Skupovi R i [0,0) su ekvipotentni.

Dokaz. Trebamo definirati bijekciju f : R — [0,00). Trazenu funkciju najlakse je
odrediti kao kompoziciju ove ¢etiri bijekcije:
1) Prva bijekcija je f1 : R — <—g, g>, fi(z) = arctg x.
T m . . .
—5 §> — (0,1). Primjenom linearne funkcije kao
1

u primjeru [4.0.3| slijedi fo(x) = Ty 5
T

3) Trecu bijekciju f3 : (0,1 — [0, 1) dobijemo kao inverz funkcije iz primjera[d.0.5]

2) Druga bijekcija je fo : (

4) Cetvrta bijekeija je fy : [0.1) — [0,0), fa(x) = ——. Funkeija fy je bi-
—

jekcija prema primjeru |4.0.10]

Dakle, funkcija f : R — [0,00), f = fi0 f30 fy o fi je bijekcija, odnosno skupovi

R i [0, 00) su ekvipotentni. O
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Sazetak

U ovom radu proucavamo problematiku ekvipotentnosti skupova u srednjoskolskoj
matematici. Prvo prikazujemo koliko se o skupovima ué¢i kroz osnovnu i srednju
skolu te dajemo prikaz kako se ekvipotentnost skupova uvodi u udzbeniku za
¢etvrti razred prirodoslovno-matematicke gimnazije. Nakon toga slijedi pregled
osnovnih pojmova, relacija i metoda teorije skupova te prebrojivost racionalnih
brojeva dokazujemo pomocu dijagonalnog postupka, Calkin-Wilfova stabla i Stern-
Brocotova stabla. Konac¢no, dajemo i nekoliko primjera ekvipotentnih skupova.



Summary

In this paper we study the issue of equipotent sets in high school mathematics.
Firstly, we show what are students learning about sets in primary school and high
school and how equipotent sets are introduced in the last grade of mathematical
gymnasium. Further, we give the basic terms, properties and methods of set theory.
We give proof that rational numbers are countable using diagonal argument, Calkin
- Wilf tree and Stern - Brocot tree. Lastly, we give several examples of equipotent
sets.
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