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Uvod

Polinom je jedan od najcesce koriStenih pojmova u matematici. S pojedinim vrstama poli-
noma ucenici se upoznaju ve¢ u osnovnoj skoli. Polinomi prvog stupnja su tema sedmog
razreda dok se u osmom razredu obraduje osnovna kvadratna funkcija. Tek u drugom
razredu srednje Skole definira se Sto je to polinom i koja su njegova svojstva i primjene.
Ucenici se upoznaju s operacijama zbrajanja, oduzimanja, mnoZzenja i dijeljenja polinoma
te se rjeSavaju kvadratne jednadzbe. Nakon S$to se uCenike upozna s derivacijama pocinje
se govoriti o polinomima stupnja veceg od 2, pa se pomocu diferencijalnog racuna crtaju
grafovi polinoma razli¢itih stupnjeva.

Tema ovog diplomskog rada su simetri¢ni i alternirajuéi polinomi s kojima se ucenici
implicitno susrecu u srednjoj Skoli iako ih se ne uci tom pojmu. RjeSavaju se simetricne
jednadzbe, simetri¢ni se polinomi rastavljaju na faktore, a sustave jednadzbi povezuju s
Vieteovim formulama. U ovom ¢emo radu sustavno obraditi simetri¢ne polinome s dvije i
viSe varijabli, Newtonove polinome te alternirajuce polinome.



Poglavlje 1

Simetricni polinomi dvije varijable

U ovom poglavlju iznosimo osnovna svojstva o polinomima jedne i dvije varijable. Upoz-
najemo se sa simetricnim polinomom. KoriStena je literatura ([4]]) i ([3]).

1.1 Prsten polinoma

Funkcija f : R — R zadana formulom:

FX) = apX + ap X4+ arx + ag

ili i
fo) = at
k=0
gdje su ag,ay,...,a, € R neki zadani brojevi, a, # 0, n € Nj zove se polinom n-tog
stupnja. Brojevi ay, ay, ..., a, € R zovu se koeficijenti polinoma f, a broj n je stupanj po-

linoma f. Stupanj polinoma zapisujemo degf = n. Polinom f je normirani polinom ako
je a, = 1. Nadalje ako je f(x) = 0 za svaki x € R polinom f zovemo nulpolinom, a poli-
nom f zadan formulom f(x) = a,a € R\ {0} nazivamo konstantan polinom. Konstantan
polinom je stupnja 0.

Skup svih polinoma f : R — R oznacavamo s R[x] i zovemo prsten polinoma s
jedinicom u varijabli x nad R. Na skupu R[x] prirodno se definiraju operacije zbrajanja i
mnoZenja polinoma ovako: Ako su f, g € R[x], definiramo

(f + &) = f(x) + g(x),

(f - 8)x) = f(x) - g(x).
Neka je f(x) = XLy a;ix', g(x) = Y7o b;x/, n > m. Tada je

(f + 2)(X) = apX" + @p X + o 4 (@ + bp)X" + -+ + (a1 + b1)x + ag + by,

2
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(f : g)()C) = anbm-xn+m + (anbm—l + an—]bm)xn+m_l +--+ (aObl + albO)x + Cl()b().

U nacelu to znaci da se dva polinoma zbrajuju tako da im zbrojimo ¢lanove istog stup-
nja, a mnoze tako da se svaki ¢lan jednog polinoma pomnoZi sa svakim ¢lanom drugog
te dobivene produkte zbrojimo. Imajuéi ovo na umu lako mozemo zakljuditi da vrijede
asocijativnost 1 komutativnost zbrajanja te asocijativnost mnozenja. Takoder lako se pro-
vjeri da vrijedi 1 distributivnost slijeva i zdesna. Ulogu jedinice ima polinom e(x) € R[x],
e(x) = 1,¥x € R. Dakle, skup R[x] zajedno s operacijama zbrajanja i mnoZenja polinoma
je komutativni prsten s jedinicom.

1.2 Prsten polinoma dviju varijabli
Svako preslikavanje f : R X R — R zadano s:

F6Y) = (0 + i)y + LY + -+ fux)y", (x,y) ERXR,

gdje su fo, fi,..., f, polinomi jedne varijable, nazivamo polinom dviju varijabli nad R.
Polinom ovog oblika moZemo zapisati 1 u obliku

fO6y) = o) + 10X + g2x” + -+ + gn(X", (x,y) €RXR.
Primjer 1.2.1. Preslikavanje zadano formulom
f,y)=xty =2y +2x° +2y° =y’ +y* + 4

Jje polinom dvije varijabli. PokaZite.
Rjesenje. Napisimo f(x,y) po rastucim potencijama od y:

fry) =4-xty+y*(1 =) +y’Qx - 1) +2y°.

Slijedi
f()(x) = 4’ fi(x) = _-x4’ fZ(x) = 1 - x3’
) =2x-1, falx) =0, f5(x) =2,
pa zakljucujemo da je polinom f polinom dviju varijabli. Napisimo sada polinom f po
rastuc¢im potencijama od x:
fony) =4+ =y +2y° + 2xy° — ¥y + 1y,

Slijedi

go() =4+y =y +2y°, g1() =2y, ) =0,

&) = -, ga(y) = .
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Preslikavanje f(x,y) = ax™y" je takoder polinom dviju varijabli koji se zove monom,
a broj a € R zovemo njegovim koeficijentom. Svaki je polinom dviju varijabli jednak
zbroju svojih monoma. Monom ax™y" ima stupanj m u varijabli x i stupanj n u varijabli
y. Stupanj polinoma dviju varijabli je zbroj maksimalnih stupnjeva njegovih ne-nul
monoma, tj. m + n.

Primjer 1.2.2. Odredite stupanj polinoma
flx,y) =2y = x*y° +3y"x + 1.
Rjesenje. Uocimo kako polinom f ima najveci stupanj 4 u varijabli x, a stupanj 7 je
najveci u varijabli y. Stupanj polinoma je4 +4 =7+ 1 = 8.

Kao i kod polinoma u jednoj varijabli konstantan polinom je polinom oblika f(x,y) =
a gdje je a neki realan broj, a polinom oblika f(x,y) = 0, Vx,y € R zovemo nulpo-
linomom. Skup svih polinoma dviju varijabli s realnim koeficijentima oznaavamo s
R[x,y]. Sli¢no, kao i kod polinoma u jednoj varijabli, moZemo uvesti operacije zbraja-
nja 1 mnoZenja. Polinomi dviju varijabli se zbrajaju tako da se zbroje njihovi istoimeni
monomi, pa je zbroj dvaju polinoma opet polinom. Funkciju f + g definiranu s:

(f +8)xy) = f(x,y) +8(xy), (x,y)eR
zovemo zbroj polinoma f i g.

Primjer 1.2.3. Neka su
f(x,y) = X x3y3 + x2y3 -2

g(x,y) = —2x* — X'y} — xHy? + 3.
Odpredite (f + g)(x, ).
Rjesenje.
(f +&)x.y) = f(x,y) + g(x, y)
=x+ XY 4% -2+ 20t - Py - By 43

=-—x*+1
Umnozak (produkt) polinoma f i g je funkcija f - g odredena formulom:

(f -9y = f(x,y) - gx,y), (x,y) €ER.

Polinomi dviju varijabli se mnoZe tako da se svaki €lan jednog polinoma pomnoZi sa sva-
kim ¢lanom drugoga, a dobiveni umnoSsci zatim zbroje. Tako dobiveni zbroj je ponovno
polinom.
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Primjer 1.2.4. Neka su
J(xy)=x—y+xy

g(x,y) = x+y—xy.
Odredite (f - g)(x, ).
Rjesenje.
(f-9xy) = flx,y) - gx,y) = (x =y + xy)(x + y — xy)
:xz+xy—xzy—xy—yz+xyz+xzy+xyz—xzy2

= 2420 — AP =y

Lagano se pokaze, kao 1 kod polinoma jedne varijable, da je R[x, y] s obzirom na operacije
zbrajanja i mnoZenja, prsten s jedinicom. Jedinica u prstenu je konstantni polinom f(x,y) =
1 za svaki x,y € R.

1.3 Simetricni polinomi dvije varijable

Simetri¢ni polinom je posebna vrsta polinoma dviju ili viSe varijabli. Polinom f € R[x,y]
je simetri¢an ako ostaje nepromijenjen nakon $to promijenimo x sa y iy sa x, odnosno:

fx,y) = f(,x),¥x,y €R

Na primjer polinom f(x,y) = x*y* + x*y* je simetri¢an polinom jer je

fO.x) =y xt +y* = flx,y).

Pogledajmo sada ova dva polinoma:

S y) =x+y,g(x) = xy.

Oni se zovu osnovni (elementarni) simetri¢ni polinomi i oznacavaju se s o (x, y) i 05(x, y),
pri cemu je:

oi(x,y) = x +y,02(x,y) = xy.
Osim elementarnih, u teoriji simetri¢nih polinoma, susreemo se i s Newtonovim poli-
nomima oblika s(x,y) = x* + y*. Krace ih oznalavamo s sy, 5,, 53, ..., S gdje je npr.
s4(x,y) = x* + y*. Ti se polinomi zovu jos i zbrojevi ili sume potencija.
Na jednostavan na¢in moZemo dobiti simetri¢ni polinom od bilo kojeg nesimetriénog po-
linoma. Uzmimo neki ne simetri¢an polinom u varijablama o1 0. Na primjer:

2
flo,02) =010, +07.
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11zrazimo oy 1 0, pomocu x1y:

g(x,y) = (x + Y)xy + (x +y)?
=(x+y)(xy+x+y)
=X+ xy+ 0y +x)° + xy+)*

= x>+ X%y + 2xy + 97 + .
uo¢imo kako je dobiveni polionom zaista simetri¢an:
g0 = Y2 +y2x + 2yx +yx° + 2% = g, y).

Postavlja se pitanje mozemo li svaki simetri¢ni polinom f(x,y) prikazati u obliku po-
linoma g(oy, 0,). PokuSajmo Newtonove polinome s, s, 1 53 napisati preko elementarnih
polinoma.

si(x,y)=x+y
=0

SH(x,y) = X+ y2
= (x+y)> - 2xy

= 0% - 20,

53(36,)’) = )C3 +y3
=(x+ y)3 - 3x2y - 3xy2
= (x+y) = 3xy(x +y)

3
=0;—-30102

Pretpostavljamo da je to mogucée. Svaki se simetri¢an polinom moze prikazati u obliku
elementarnih polinoma.

Lema 1.3.1. Za sve prirodne brojeve k > 2 vrijedi Newtonova formula:

Sk = 018k-1 — O28k-2,
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Dokaz. Za svaki k > 2 vrijedi:

Sk_] = 4 yk_l.

Pomnozimo li jednakost sa oy = x + y, dobivamo:

- k—
O18k-1 = (Xk ! +y 1)(x+y)
=+ )cyk_1 + xk_ly + yk
=+ yk + xy()ck_2 + yk_2)
= Sk + 0282,
Sto je upravo Newtonova formula. O

Lema 1.3.2. Za svaki Newtonov polinom s, postoji polinom f € R[x,y] takav da je
Sk(xa )’) = f(o-l (-x7 y)’ O-Q(X, )’)), odnosno Sk(x’ )7) = f(x +y, XJ’)

Dokaz. Lemu dokazujemo indukcijom. Buduéi da smo ve¢ pokazali kako je s; = o 1
sy = 07 — 20 tvrdnja je istinita za k = 11k = 2.
Pretpostavimo da postoje polinomi f, f, € R[x, y] takvi da je:

Sk—2 = fi(o1,02), Sk-1 = falo1,02).
Iz Newtonove formule slijedi:
sp = o foloy, 02) — o fi(oy, 02).

Time smo pokazali kako se polinom s, moZe napisati u obliku polinoma s varijablama
o 105.
]

Sada iskazujemo 1 dokazujemo osnovni teorem o simetriénim polinomima za dvije
varijable ([4]).

Teorem 1.3.3. Osnovni teorem o simetricnim polinomima za dvije varijable. Za svaki
simetri¢ni polinom postoji jedinstveni polinom h € R[x, y], takav da je

f(x,y) = h(oi(x,y), 02(x,))

ili
f,y) = h(x +y,xy).
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Dokaz. Svaki je polinom dviju varijabli zbroj monoma oblika ax™y". Pojavljuju se samo

monomi oblika ax™y", m # n 1 bx™y™. Ako u zadanom simetri¢nom polinomu f postoji

monom bx"y™. Njega moZemo zapisati na sljedeci nacin:

bx"y" = b(xy)" = bo?'.

Ako u f postoji Clan oblika ax™y", m # n, tada postoji 1 Clan oblika ax"y™, m # n
jer inace polinom f ne bi bio simetri¢an polinom. Prema tome polinom f kao pribrojnik
sadrZi polinom

h(x,y) = a(x™y" + x"y™).

Sada nam preostaje pokazati da se polinom A(x,y) moZe prikazati u varijablama o 1 0.
Pretpostavimo da je m < n 1 imamo:

h(x,y) = ax™y"(x"™" + y"™) = a(xy)" Sp—n = AT Spy—p.

Prema Lemi 1.0.2. s,,_, se mozZe prikazati u obliku polinoma u varijablama o i 0,
¢ime je teorem dokazan. O

Ovim smo dokazom dobili postupak kojim zadani simetri¢ni polinom moZemo izraziti
pomocu o 1 0.

Primjer 1.3.4. Izrazite polinom
fx,y) = x* + 387 + 6x%y + 3x% + 60y +°
pomocu o i 0.
Rjesenje. Clanove simetricnog polinom f grupirajmo na sljedeci nacin:
fx,y) = (X +3) + By +3x7y°) + (6x7y + 6xy°).
Nadalje imamo:

Fxy) = ((x+y) = 3x% = 3xp") + Bxy*(x + ) + (6xy(x +y))
= (x+y) = 3xy(x +y) + Gy (x +y)) + (6xy(x +y))
= oﬁ - 30105 + 3(7105 + 6010,

= 0'? + 30 10(1 + 0p).
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1.4 Rastavljanje simetri¢nih polinoma na faktore

U sljede¢im ¢emo primjerima, koristeci osnovni teorem o simetricnim polinomima, poka-
zati kako se simetri¢ni polinomi rastavljaju na faktore.

Primjer 1.4.1. Rastavite simetricni polinom
fx,y) = x* + Py + 2% + 0 +y*

na faktore.
Rjesenje.
fx,y) = x4 + x3y + 2xzy2 + xy3 + y4 =(x*+ y4) + xy(x2 + yz) + 2(xy)2 =
= 54 + 05, + 205 = (0] — 4010 + 203) + 0o(07 — 203) + 2075 =

_ N2 2 4
=205 —-307 02+ 0.

Uocimo da smo dobili kvadratnu funkciju u varijabi o, pa traZimo njezina rjesSenja kako

bi ju faktorizirali:
307+ \/90'41L ~ 80} 307 07 ) 1,
02, = 2.9 = 4 —— 02 =07 1l O = 50-1'
Dakle,

f(x,y) =205 =307 - 00+ 0} =

1
=20y —07) (02 - 50‘%) =

1
= 2(xy = (x +y)) (xy -5l y)z) =

2 2
= —(X + xy + Y)(-(x* + %) =

1 1
=2(xy — x* = 2xy —y°) (xy — =X —xy- —yz) =

= (x2 + yz)(x2 + xy + yz).

RjeSavajuci ovakve zadatke moze nam se dogoditi da kada neki simetri¢ni polinom
svedemo na kvadratnu funkciju po o, kvadratna jednadZba nema realna rjeSenja.

Primjer 1.4.2. Rastavite simetricni polinom

flx,y) = 3x* + 82y + 14x%y? + 8xy° + 3y*
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na faktore.
Rjesenje. Kao u prethodnom primjeru polinom f(x,y) prikaZemo pomoéu o i 05 i
dobivamo da je:
flx,y) = 40‘% — 40'%0'2 + 30‘?.

Rjesavamo kvadratnu jednadZbu 40‘% - 40%(72 + 30‘1‘ = 0 po varijabli o, i dobivamo

sljedece:
407 £ (J1601 — 4807

2.3

02, =

Ova jednadZba nema realna rjesenja.
Buduci da za sve x,y € R vrijedi:

flx,y) = (ax2 + bxy + cyz)(cx2 + bxy + ayz),

pokusajmo naci rastav takvog oblika za nas f(x,y) za neke proizvoljne x i y.
Zax=11iy=1vrijedi:
(ax® + bxy + cy?)(cx® + bxy + ay®) = f(x,y)
(a+b+c)c+b+a)=f(1,1)
(a+b+c) =36
a+b+c=+6.

Za x =1iy=—1vrijedi:

(ax® + bxy + cy?)(cx® + bxy + ay®) = f(x,y)
(a-b+c)c—b+a)=f(1,-1)
(a-b+ci =4
a—-b+c==2.

Zax =01iy=1vrijedi:

(a)c2 + bxy + cyz)(cx2 + bxy + ayz) = f(x,y)
()@ = f(0,1)

ac = 3.

Sada smo dobili sustav s tri jednadZbe i tri nepoznanice a,b i c. Zboga+b+c = £61i
a — b+ ¢ = £2 imamo Cetiri zasebna razlicita sustava. Dobijemo li valjano rjeSenje i u
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Jjednom od njih, ostale ne moramo rjesavati, buduci da rjeSenjem sustava mozZemo provesti
faktorizaciju zadanog polioma f(x,y). Rjesimo sustav:

a+b+c=6
a-b+c=2

ac = 3.
Zbrajanjem prve dvije jednadzbe dobivamo sustav:

a+c=4

ac = 3,

Cijim rjeSavanjem dobivamo koeficijente:

i naposlijetku uvrstavanjem u prvi sustav dobivamo da je

b=6-a-c=6-1-3,
b=2.

Dakle polinom f(x,y) faktoriziramo kao:

f(x,y) = (2 + 2xy + 3y")(3x> + 2xy + ).

1.5 Simetric¢ne jednadzbe

U ovom ¢emo odjeljku promatrati polinome jedne varijable koji imaju ovo svojstvo da su
im koeficijenti koji su simetri¢ni u odnosu na srednji monom medusobno jednaki. Preciz-
nije, neka je f(x) = a,x" + --- + a;x + ap. Takav ¢emo polinom nazivati simetricnim poli-
nomom jedne varijable ako je a, = ao, a,-1 = a, iopéenito a, = zak =0, 1,...,[5].

Simetricne jednadzbe parnog stupnja
Teorem 1.5.1. ([4]) Ako je [ € R[x] simetricni polinom parnog stupnja dan formulom
flx) = aszZk + aZk_lxzk_l +---+ax+ap, keN,

onda vrijedi:
f0) = xp(@),
gdje je p polinom stupnja k u varijabli t = x + i, x#0.
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Dokaz. Dani simetri¢ni polinom f(x) zapiSimo na sljedeéi naCin:
k k=1 1 1
f(x):x akak+a2k_1x +-~-+a1ﬁ+a0—k .
X X

Kako je f(x) simetrian polinom, vrijedi ay = ax, a; = az—1, - . .,Ak+1 = a1, dobivamo:

f(x):xk[ao(xk+lk)+a2(xk_l+%)+---+ak_1(x+l)+ak
X X X

Sada moramo pokazati da se izrazi x* + ﬁ za svaki k € N mogu zapisati pomocu ¢, odnosno
da je izraz u uglatoj zagradi polinom u varijabli ¢t = x + i Uvedemo supstituciju y = % 1
dobivamo Newtonove simetri¢ne polinome s; = x* + y* za koje znamo da se mogu napisati
pomocu elementarnih. U ovom slucaju je

1
ol=x+y=x+-—,
X
a
1
oy =xy=x-—=1.
X

Bududi da se svaki Newtonov simetri¢an polinom moZe prikazati pomocu elementarnih
simetri¢nih polinoma o 1 0, teorem je dokazan. O

Primjer 1.5.2. Rijesite jednadZbu
2x' = 9% + 14x° - 9x +2 = 0.
RjeSenje. Izlucimo iz jednadzbe x* i dobivamo:

x2(2x2—9x+14—2+%)=0.
X X

Buduci da x = 0 nije rjesenje pocetne jednadzbe rjesavamo jednadzbu:
2

2x2—9x+14—2+—2=0.
X X

2
0:2x2—9x+14—2+—2:
X X

1 1
:2(x2+—2)—9(x+—)+14,
X X
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uvodimo supstituciju t = x + )lc i dobivamo jednadzbu:
2 -9t+10=0

Cija su rjesenjat, =2it, = % Sada vracamo supstituciju i dobivamo dvije jednadzbe koje
moramo rijesiti. Prvu jednadZbu:

1
x+—-=2

X
¥ +1=2x
¥ -2x+1=0
(x-17%=0

u kojoj dobivamo za rjeSenje x,, = 1 i drugu jednadZbu:

+1 5
X+—-—==
x 2
2x% +2 = 5x
2x* —5x+2=0

2(x—%)(x—2):0

Cija su rjeSenja x3 = % i x4 = 2. Konacna rjeSenja pocetne jednadzbe su x; = 1, x, = 21i

X3 = %.
Simetricne jednadZbe neparnog stupnja.

Teorem 1.5.3. Ako je f € R[x] simetricni polinom neparnog stupnja dan formulom
fx) = ay X +ayx®* + - +aix+ap, keN,

onda vrijedi:

f(x) = (x + Dgx),

gdje je g simetric¢an polinom parnog stupnja.
Dokaz. Bududi da je f simetrican polinom, moZemo ga zapisati u obliku:

f) =aox '+ D+ a0+ x0) + -+ @ (KT + X =

2k+1

= a0+ D+ ax(* N+ D+ -+ @GR+ D).
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On je djeljiv polinomom (x + 1) jer su mu 1 svi ¢lanovi djeljivi s (x + 1), zna¢i f moZemo

zapisati u obliku:

J(x) = (x+ Dg(x).

(1

Moramo joS pokazati da je polinom g simetrican i parnog stupnja. Jer je f simetriCan,

vrijedi:
fx) = xz"”f(l)-
X

U (1) sada zamjenjujemo x sa )lc, x#0:

1 1 1
)=l
X x) %\ x
i mnoZimo ju s x***! te dobivamo:

1 1
X2k+1f(—) — (1 + x)XZkg (_) .
X X
Zbog (2) slijedi jednadzba:
1
fo =1 +x0)x*g (—)
X

koja podijeljena s (x + 1), x # —1 daje:

g(x) = x¥g (1)
X
pa je g simetri¢an polinom parnog stupnja.
Primjer 1.5.4. Rijesite jednadzbu
36 =Tt —4x’ —4x* = Tx+3 =0.
Rjesenje. Grupirajmo simetricne clanove:

3 +3-Tx = Tx -4 —4x* =0,

odnosno

3+ D) —-Tx(x*+ 1) —4x*(x+1) =0

(x+1)[3(x4—x3+x2—x+1)—7x(x2—x+1)—4x2] = 0.

2)
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Jedno je rjesenje x; = —1. Za odrediti ostala rjeSenja pocetne jednadzbe moramo rijesiti:

3 =X+ 2= x+ D =Tx(P—x+1)—-4x* =0

3x* = 10X° +6x> = 10x+3 =0,

a to je simetricna jednadzba parnog stupnja koju smo naucili rjeSavati u prethodnim pri-
mjerima. Dijelimo ju s x*, pri cemu je x # 0, uvodimo supstituciju t = x + i i dobivamo
JjednadZbu:

3P - 10t =0

i njena rjesenjat, = 0it, = 13—0. Sada vrac¢amo supstituciju, dobivamo dvije jednadZbe:

¥+1=0
koja nema realnih rjesenja i jednadzbu:

3x>-10x+3=0

Cija su rjesenja x, = % i x3 = 3. RjeSenja pocetne jednadzbe su x; = -1, x, = % ix;=3.

1.6 Sustav simetricnih jednadzbi

Sustav jednadzbi p(x,y) = mig(x,y) = ngdjesum,n € R, a p i g simetri¢ni polinomi zove
se sustav simetricnih jednadZbi. RjeSenje tog sustava je uredeni par (x;, y;) ako vrijedi:

p(x1,y1) = m, Q(X1,y1) = n.

U srednjoSkolskom obrazovanju rjeSavaju se sustavi linearne i kvadratne jednadzbe ([[1]).
Napominje se da je sustav dviju kvadratnih jednadzbi moguce rjesiti, ali je algoritam vrlo
sloZen za trenutno ucenicko znanje. Medu zadatcima za naprednije ucenike postoje i za-
datci u kojima se pojavljuju polinomi stupnja veéeg od II. Svima je zajednicko to da se
sustav namjesti kako bi se pojavili izrazi x +y i xy, te se onda primjeni metoda supstitucije.
Time se sustav kvadratne 1 linearne jednadZbe svodi na jednostavniji sustav koji se potom
rjeSava normalno ili pomocu Vieteovih formula.
Izravnom primjenom Vieteovih formula vrijedi:

Definicija 1.6.1. Ako vrijedi x; + x, = m, x;x, = n, onda su x, i x, rjesSenja kvadratne
Jednadzbe:

X —mx+n=0.
Poznavajuci lemu o Newtonovim polinomima i osnovni teorem o simetricnim polinomima
za dvije varijable, vrlo je lako sastaviti nove sustave simetri¢nih jednadzbi pogodne za
ucenicko uvjezbavanje.
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Primjer 1.6.2. Rijesite sustav jednadzbi

x2y + xy? = -6,
xy+x+y=-1

RjeSenje. Prvu jednadZbu napisemo u obliku
xy(x +y) = —6.

Uocimo da se sada u obje jednadzbe pojavijuju samo izrazi xy i x +y. Stavimo: a = xy,
b = x +y. Dobili smo jednostavniji sustay:

ab = -6,

a+b=-1.

Primjenom Vieteovih formula a i b su rjesenja kvadratne jednadZbe
m*+m-6=0,

pajea, =2, by =-3ia, =-3, b, = 2. Da bismo odredili rjeSenje pocetnog sustava, sada
rjesavamo dva slicna sustava:

xy=-3

xX+y=2

xy=2
x+y=-3

Rjesenje prvog sustava su uredeni parovi oblika (x,y), a to su (3,—1) i (—1,3). RjeSenja
drugog sustava su (—2,—1) i (=1, -2). Dakle, pocetni sustav ima Cetiri rjeSenja.

Primjer 1.6.3. Rijesite sustav jednadzbi

x+y=35,
x+yd=35.

RjeSenje. Izrazimo obje jednadzbe pomocua = x+yib = xy:
x+y=5—a=5,

P4y =@+y)P} -3x% -3x7 = (x+y)° = 3xy(x +y) — a® — 3ab = 35.

Uvrstavanjem a = 5 u drugu jednadzbu, dobivamo:

125-15b =35 — b =6.
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Uocavamo da je nas sustav ekvivalentan sustavu:

x+y=>5,
xy = 6.

Primjenom Viéteovih formula slijedi da su x i y rjesenja jednadZbe
m* = 5m+6 =0,

pa su uredeni parovi (2,3) i (3,2) rjeSenja pocetnog sustava.

17



Poglavlje 2

Simetricni polinomi s n varijabli

U ovom poglavlju podsjecamo Citatelja na definiciju 1 osnovna svojstva polinoma s n vari-
jabli 1 upoznajemo ga sa simetricnim polinomom 7 varijabli. KoriStena je literatura ([4]) i
(3.

Kad poznajemo pojam polinoma jedne i dviju varijabli, polinomi vise varijabli defini-
raju se induktivno ovako: funkciju f : R” — R nazivamo polinomom s n varijabli ako je
prikaziva u obliku

FOs s %) = foxts e X))+ F1X 0 oo X)X+ (X0 Xy )Xo fin(Xy o X)X,
pri Cemu su fo(xi, ... X—1), f1(X15. .. Xn-1)s .- fn(X1, ... X,—1) polinomi s n — 1 varijablom.
Skup svih polinoma s n varijabli oznacava se s R[xj, ..., x,] 1 to je komutativni prsten s

jedinicom s obzirom na prirodno zbrajanje i mnoZenje polinoma kao funkcija.
Simetri¢ni polinom viSe varijabli definiramo analogno kao i onaj dvije varijable. Za
polinom triju varijabli kaZzemo da je simetrican ako vrijedi

fxy.2) = f(x,2,y) = fO, x,2) = f(0,2, %) = f(z, x,y) = f(z,9,%)

za svaki x,y,z € R.
Polinom f € R[x, x2, ..., x,] je simetri¢an ako vrijedi

S, x0,.00,x,) = f(xn(l), Xr(2)s « « +» Xn(n)),

za svaku permutaciju r : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Ponovno vrlo vaznu ulogu imaju
elementarni simetric¢ni polinomi:

oL =Xx1+x+ -+ X,
Oy = X1 X2 + X1 X3+ -+ X;—1 Xy,

03 = X1 X2X3 + X1 XpX4 + -+ + Xy 2Xp—1 Xp,

Oy = X1X2 ... Xy,

18
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kao i Newtonovi polinomi:

S1=X1+X2+ -+ Xy,

Sy = X0+ X4+,

Sp= X+ xh 4+ xh

Dogovorno uzimamo da je s = X + -+ + x% = n.

Takoder je korisno uociti da je:

oy = Z XXX, 1< <ih<---<ip<n

1<i1<ip<-++<iy

Definicija 2.0.1. Neka su ax{'x5>---x," i bx’f ‘x'gz o X" dva monoma. Za prvi monom
kaZemo da je stariji od drugoga ako postojii € 1,2,...,n takav da je:

ay =B1,...,qi-1 = Pic1, ;> P

Na taj nacin u skup monoma n varijabli uveden je uredaj koji nazivamo leksikograf-
ski uredaj jer su po istom uredaju svrstane rijeci u rjecniku i leksikonu. Najstariji ¢lan
polinoma je onaj monom koji je u leksikografskom uredaju posljednji u zbroju.

Lema 2.0.2. ([4l])Neka su f,g € R[xy,...,x,]. Najstariji ¢lan produkta polinoma f - g
Jjednak je produktu najstarijih ¢lanova polinoma fi g.

Dokaz. Neka je

ax{'xy’...x," (1)
najstariji ¢lan polinoma f, a

by )
bilo koji drugi ¢lan tog polinoma. Neka je

cx]' Xy 3)
najstariji ¢lan od g, a

dxT a0 4)

bilo koji drugi ¢lan polinoma g.
Moramo pokazati da je umnozak ¢lanova (1) i1 (3) stariji od umnoska ¢lanova (1) i (4), (2)
1(4)1(2)1(3). Pokazimo da je umnozak (1) i (3) stariji od umoska (2) i (4).
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Buducdi da je (1) stariji od (2), postoji i € {1,2,...,n} takav da vrijedi:
@ =1, =Py, i1 =P, @ > B, (5)
a kako je (3) stariji od (4), postoji j € {1,2,...,n} takav da vrijedi:
Y1=01,Y2=02,...,¥j-1=0;-1,7; > 0. (6)
Ako je i < j, zbrajanjem jednakosti (5) 1 (6) dobivamo:
ar+yr=B1+o,a+y2 =L+ 02,y + Vi) =Bis1 + 01, + Y > Bi + 6y,
pa je tvrdnja dokazana. Ako je i > j, zbrajanjem jednakosti (5) i (6) dobivamo
ar+yr=B1+o,a+y, =B+ 00,...,aj1 +Yyjo1 =B 0, +y; > B+ 0.
Iz tih jednakosti slijedi da je umnozak ¢lanova (1) 1 (3) stariji od umnoska Clanova (2) i (4).

Tvrdnje da je umnozak ¢lanova (1) i (3) stariji od umnoska ¢lanova (1) i (4) odnosno (2) i
(3) se dokazuju analogno. O

I za polinome triju ili viSe varijabli takoder vrijedi spomenuta Newtonova formula.

Teorem 2.0.3. (/3])Neka su sy, s,, ..., s, Newtonovi polinomi n varijabli. Vrijedi:
e k<n,
Sk — Sp_10°1 + Sj_00y — -+ + (—l)k_lslo'k_l + (—1)]‘ k-0, =0
e k>n,
Sk = Sp=101 + Sg202 — -+ (=1)" - 53, - 0, = 0,
pri Cemu su oy, ...,0, osnovii simetricni polinomi.

Dokaz. s; = o1. Neka je ax’l“ ... Xy neki monom. Polinom koji dobijemo zbrajanjem svih
monoma, koji se od zadanoga dobiju svim permutacijama varijabli, oznacavamo sa

k k
S(axi'...ax;").

S(x1) = 01,8 (x1x2) = 20, S (2} = s 1 tako dalje.
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Zak < n vrijedi:
S0 = s+ S (X x),

sk =205 = S(xX ' x) + S (X2 xx3),

5o = SO )+ SOE g L xixi), =3, k=2

_ 2
$10%-1 = S(X7X2 ... Xp1) + ko

Pomnozimo sada prvu od tih jednadzbi s 1, drugu s —1, tre¢u s 1 itd. te ih sve tako
pomnozene zbrojimo i dobijemo:

Sk = Sk-1071 + Sp20 — - + (=1 syt + (= D'koy = 0,
a to je prva Newtonova formula. Za k > n vrijedi:
Sie10 = s + S (6 xy),

sk—20, = S(xll‘_lxz) + S(x’l‘_zxzx3),

Sk—iO i = S(XIIC_HIXQ e .x,-) + S(XII_iXQ e .x,-xm), i=3,....,n—1

Sk—nOn = S(-xk—n+1-x2 T xn)-
Primjenimo metodu mnoZenja s 1 i -1 i zbrajanja jednadZbi te dobivamo
Sk = S0+ S0y — 0+ (1) s 0,

a to je druga Newtonova formula. O

U vecini zadataka, pogotovo u srednjoskolskom obrazovanju, pojavljuju se polinomimi
s tri nepoznanice do stupnja 6 tako da je sljede¢e Newtonove polinome zan = 31k > 3
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korisno upamtiti, a 1 lako se izvode direktnom primjenom teorema 2.0.3:

so =3,
S1 =071,
Sy = 0'% — 205,
S3 = 0'*? — 3010, + 303,
_ 4 2 2
sS4 = 0| — 4070 + 205 + 40,03,
s5 =0 — 5003 + 50105 + 50103 — 50,073,
6 = 0 — 60|03 + 90105 — 2073 + 60703 — 1201005 + 3075,

Izvedimo sada prvih Sest Newtonovih polinomazan =4ik > 4.
Za sy, k = 1, pa primjenjujemo formulu za k < n jer je n = 4:

si+(=D'1-0,=0,

ST =071.
s k=2,2<4:

52—52_10'1+(—1)2'2'0'2:O,
S2:S10'1—20'2:

= o1 - 207,.
s3; k=3,3 <4

§3 — §3_1071 + §3_00> + 303 =0,

$3 = $o0°] — §102 + 303 =
= (0'% —203)01 — 0102 + 303 =
= 0'? — 20501 — 0103 + 303 =

= 0'? — 300, + 303.
sy k=4,4<4:
S4 = 541071 + S4.007 — 84303 + 40y = 0,
S4 = $307] — $200 + §103 — 40y =

= (0'? — 300, + 303)0; — (0'% —203)0, + 0103 — 404 =

= o"f - 40'%0'2 — 4003 + 20'% —404.
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ss; k =5,5 > 4, pa koristimo drugu formulu kada je k > n:

S5 — §5-1071 + 85202 — §5.303 + 55404 = 0,
S5 = 8§40 1 — 8§30 + $203 — §104 =
_ 4 2 2
= (0| — 40702 — 40,03 + 205 — 404)o —
- (0'? — 30103 + 303)0, + (0'% —20,)03 — 0104 =

= 0'? - 50'?0'2 + 50'%0'3 + 50'10'5 — 50303 — 507104.
Ses k=06,6>4:

56 — S6-101 + S6-202 — 63073 + 56404 = 0,

S = S50°1 — §407 + §303 — §204 =
_ (5 3 2 2
= (0 = 5003 + 50103 + 50105 — 50,03 — 50104)01—
— (0"1‘ - 40‘%0'2 —4003 + 20'% —404)or+

+ (o’% — 300, + 303)03 — (0'% —209)04 =
= 00 — 6010y + 60703 + 90105 — 60104 + 60304 — 10070203 — 207 + 3073,
Uocimo kako su Newtonove formule kada je n = 4 i n = 3 vrlo sli¢ne za razliCite k.
Sada imamo sve potrebno da iskazemo i1 dokaZzemo najbitniji teorem u ovom diplomskom
radu.

Teorem 2.0.4. Osnovni teorem o simetricnim polinomima. ([4] [3])Za svaki simetricni
polinom f(xy, xa,...,X,) € R[x1, x2, ..., x,] postoji jedinstveni polinom g(xi, x>, ...,X,) €
Rlxy, x2,...,x,] takav da je f(x1,x2,...,%,) = g(01,02,...,0,), gdje su oy,07,...,0,
elementarni simetricni polinomi.

Dokaz. Egzistencija.
Neka je ax’lCl xsz ... Xy najstariji ¢lan polinoma f € R[xy, xa, ..., x,].
Tvrdimo da je

ky >k, >--- >k,

Buduci da je f simetri€an polinom on zajedno s najstarijim ¢lanom polinoma sadrZi 1

¢lan koji se dobije tako da se permutiraju x; i x,. f dakle sadrZi i ¢lan oblika ax{>xy' ... xJ",

a kako je ax' %22 ... x* najstariji ¢lan, mora vrijediti

1
1%

ki > k.
Na isti nacin dokazujemo i sve ostale nejednakosti.

Sada dokazujemo da postoji polinom oblika

7

) __ap
ac|'cy’ -0,
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takvog da je njegov najstariji ¢lan jednak najstarijem ¢lanu polinoma f. oy,...,0, su
elementarni simetri¢ni polinomi.

0-(1110-(;2 PRI O-Z" = (xl+ . .+xn)a/1.(x1x2+. . .+xn_lxn)(lz PR (xl PR xn_1+. . .+x2 P xn)a’lfl.(xl PR xn)a".

Prema lemi 2.0.1. najstariji ¢lan ovog polinoma je:

@, @ a3 a3 @3 oAW1, -1 U1 0 Oy
X X7 Xy XXy Xy cee XX X._1 "X X X,
Zapisimo ga ljepSe ovako:
xa’l+[Zz+---+(lnxaz+cl3+“~+anx(l3+a/4+~“+(l,, e xa/n,l-i-(l’,, . x(ln-
1 2 3 n—1 n

Taj Ce €lan biti jednak najstarijem ¢lanu polinoma f ako mozZemo odrediti a;, @y, ..., @, €
N takve da vrijedi:
at+tat+az+---+a, =k
r +a3+ -+ Q, :k2

a3+-~~+an:k3

Ap| + Qy = Kyt

a, =k,.
RjeSavanjem ovog sustava dobivamo:
ay =k —ky, ary=ky—ks, -+ ,@y-1 = ko1 —ky, @, =k,
Kako smo tvrdili da je
ki >ky>-- >k,
zakljuCujemo daje @; > 0, i = 1,...,n 1 zaista, najstariji ¢lan polinoma

k1 —ky ko—k3 kn—1—kn n
ao o, o ot
jednak je najstarijem ¢lanu polinoma f.

Sada formiramo polinom

_ k1—ka ko—k3 k,
h=f-ac] -0, ... -0,

Ocigledno je f; strogo mladi od f. Ako f; nije nulpolinom postupak nastavljamo. Neka je

alxll‘ ... x najstariji ¢lan od f; formiramo polinom f:

_ h-b L1
hL=h-ao! 0,7 ... -0
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Ako f, nije nulpolinom, postupak nastavljamo i formiramo f;. Nakon kona¢no mnogo
koraka, jer polinomi postaju sve mladi, sigurno dolazimo do nulpolinoma. Recimo da je to
nakon k koraka odnosno f; = 0. Ozna¢imo najstariji ¢lan od fi_ s a1 x]" ... x," i imamo:

— £ — mi—my _my—mj3 m
O—fk—fk_l—ak_lo'l 0, 0,

Zbrajanjem fi, f>, fi dobivamo:

L=

l my—my
Loy g o S

_ ki—ko k
f=aoc|" . o) +a0

i time je dokazana egzistencija. Sada dokazujemo jedinstvenost.
Neka su g 1 g, dva polinoma, g; # g,, takva da je

f=g(o,0,...,0,) = g(01,02,...,0,).

Promotrimo nenul polinom od n varijabli

g(x1, X2, ..., X)) =81 — &

zakojije g(oy,07,...,0,) #0.
Ovo bi znacilo da su oy, ..., 0, algebarski zavisni nad R, a to nije istina Sto pokazujemo
indukcijom po n.
Pretpostavimo suprotno
gloy,00,...,0,) =0.

Gledajmo g kao polinom nad R[x, ..., x,_;] u varijabli x, i zapisujemo ga u obliku:
g(x1y .y x0) = 8o(X1,y ooy X)) + oo+ gi(xy, ... ,x,,_l,l)x,'i, k =deg, (g).
Ako je gop = O onda je g = x,h, h € R[xy,...,x,]. Iz pretpostavke
o,h(oy,...,0,.1)=0
slijedi
h(oq,...,0,) =,0
a to je nemoguce jer je onda deg(h) = deg(g) — 1. Znaci gy # 0.

Stavimo li x,, = 0 u jednakost

0=g(oy,...,00) :go(o'l,---,O'n—l)'i‘"'+gk(0'1,---,0'n—1)0']f,

dobivamo da je o, = 01 svi su ¢lanovi, osim prvog, jednaki 0. Nadalje ako oznalimo sa
o},...,0,_, elementarne simetricne polinome od x;,. .., x,-; dobivamo

%
n—1

gloy,...,o_) =0,

no to je kontradikcija s pretpostavkom indukcije da su o7}, ..., o7 _, linearno nezavisni i da
je go # 0, pa je time teorem dokazan. m|
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Primjer 2.0.5. Simetricni polinom f
foy,2) = Xy + xy°2 + Xy’z

prikaZite pomocu elementarnih simetricnih polinoma o, 0, i 3.
Rjesenje. Izlucivanjem xyz dobivamo:
[y, = 92 + xy°2 + Xy =
= xyz(xz + yz + xy) =

=030

Pomocu elementarnih i Newtonovih simetri¢nih polinoma moZemo rjeSavati i sustave
simetri¢nih jednadZzbi s tri ili viSe nepoznanica. RjeSavaju se analogno kao 1 sustavi s dvije
nepoznanice te su nam potrebne Vieteove formule.

Vieteove formule za polinom n-tog stupnja

Neka je
P(x) = ap X" + ap X"V + -+ ajx + a

polinom n-tog stupnja gdje je a, # 0, n > 1. MoZemo ga faktorizirati ovako:
P(x) = an(x = x1)(x = x2) - - (X = xp),
gdje su xy, xa, . .., X, njegove nultocke. Izjednacavanjem

1

a X"+ a, X"+ -+ ax+ag = a,(x — x)(x—xp) - (x — xp,)

1 primjenom teorema o jednakosti polinoma dobivamo:

ap—1
X1+Xp+--+Xx,=—
ay
ay—
X1 Xy + X1 X3+ -+ X1 Xy = —
ay
an-3
X1X2X3 + X1X2X4 + X1 XpX5 + +++ + X0 Xy—1 X, = —
an

XiXp e x, = (=1)"—.
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To su Vieteove formule koje koristimo za svaki polinom n-tog stupnja za n > 1. Izrazimo
ih preko elementarnih simetri¢nih polinoma:

ap-1
oy =- )
an
an-—2
02 = ;
al’l
a3
03 = — .
an
a
oy = (=)=
an
Primjer 2.0.6. (/2])Rijesite sustav:
xX+y+z=6

xy+yz+xz=11
xyz =16

Rjesenje. Uocimo kako su jednadZbe u nasem sustavu upravo elementarni simetric¢ni poli-
nomi 0,05 [ 03.

0'1:6
0'2:11
0'3:6

Prema Vieteovim formulama, ako je (xi, x», x3) rjeSenje naseg sustava, onda su xy, x; i X3
rjeSenja jednadzbe:
X —6x+11x-6=0.

Prema teoremu o racionalnim nultockama polinoma kandidati za rjesenja jednadzbe su:
+6, +£3,+2, +1.

Uvrstavanjem npr. x = 2 zakljucujemo da je x = 2 jedno od rjesenja jednadZbe, pa polinom
p(x) = x* —6x% +11x—6 dijelimo polinomom g(x) = x—2 i kao rjesenje dobivamo polinom
m(x) = x* — 4x + 3 koji se moZe faktorizirati;

mx)=x*—4x+3=(x-1)(x=23).

Dakle nas polinom p(x) kojim traZimo rjesenje zadanog sustava, izjednacavajuci ga s 0,
faktoriziran izgleda ovako:

px)=x -6 +1lx—6= (% -4x+3)(x-2) = (x = D(x-3)(x - 2).
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Lako je zakljuciti kako su rjiesenja jednadzbe x* — 6x* + 11x — 6 = O upravo x; = 1,x, =
2,x3 = 3. Buduci da je nas pocetni sustav simetrican u odnosu na (x,y,z) imamo sest
rjeSenja:

(x,y,2) €{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),3, 1,2), (3,2, 1)} .
Primjer 2.0.7. Rijesite sustav:
x+y+z=-5
X2+ y2 +72=13
eyt 4t =97

Rjesenje. Uocavamo da su polinomi na lijevim stranama jednadZbi Newtonovi. Izrazimo
ih preko simetricnih elementarnih polinoma.

g = -5
o1 =20, =13
ol — 407 + 2035 + 4003 = 97

Uvrstimo 0y = =5 u O'f — 20, = 13 i dobivamo da je o, = 6. Preostaje nam odrediti o
tako da uvrstimo oy i 05 u o} — 403 + 2075 + 4003 = 97, pa dobivamo:

625 - 600+ 236 — 2005 = 97
97 — 2003 =97
g3 = 0.
Prema Vieteovim formulama, ako je (xy, x,, x3) rjeSenje naseg sustava, onda su xi,x, i X3

rieSenja jednadzbe:
X +5x*+6x=0.

Faktorizacijom lijeve strane dobivamo jednadZbu:

x( +5x+6)=0,
x(x+2)(x+3)=0

Zakljuc¢ujemo da su rjiesenja jednadzbe x* +5x*> +6x = 0 x; = 0,x, = =2, x3 = —3. Buduci
da je nas pocetni sustav simetrican u odnosu na (x,y, z) imamo Sest rjeSenja:

(x,y,2) €1{(0,-2,-3),(0,-3,-2),(-2,0,-3),(-2,-3,0),(-3,0,-2),(-3,-2,0)} .
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Primjer 2.0.8. DokaZite da ako je:
a+b+c=0,

a+b+ct =1,

0=

onda je a* + b* + ¢* =
Rjesenje. Uocimo sljedece:
si=a+b+c=o0y,
sy=a +b*+c* =(a+b+c)-2ab+ac+bc)=0-20,.
Slijedidajecy =a+b+c=0,a0, =ab+ac+bc = _71
Sada Zelimo dobiti a* + b* + ¢* preko o i 0.
(@+b+c)=@+b+c)Ya+b+c)
= [a* + b + & + 2(ab + ac + bo)|[@® + b* + ¢* + 2(ab + ac + bc)] =
=a* + a’b* + a>c* + 2d*(ab + ac + be)+
+a*b* + b* + b*c* + 2b%(ab + ac + be)+
+a*? + b*c* + ¢ +2c%(ab + ac + be)+
+ 2a*(ab + ac + bc) + 2b*(ab + ac + be) + 2c2(ab + ac + be)+
+4(ab + ac + bc)* =
=da* +b* + ¢ + 4(ab + ac + bo)[a® + b* + ¢ + (ab + ac + be)|+
+2(a’b* + a*c* + bcP).
Znaci

at+b*+ct =@+ b+0o) —4@ab +ac + bo)[a® + b* + ¢* + (ab + ac + be)]-
- 2(@’b* + @’ + b*c?) =
= 0"1‘ — 405 (=205 + 03) = 2(@*b* + P + V) =
-1 1
=0"-4 (7) (1 -~ 5) —2(a’b* + d*c* + b*c?) =
=1 -2(@*V® + a°c* + b*¢?).
Preostaje nam sada izraz (a*b* + a*c* + b>c?) prikazati pomocu oy i 0.
Iz
(ab + ac + be)* = a*b* + a*c? + b*c? + 2(abac + abbc + acbe) =

= a’b? + a*c* + b*c? + 2abc(a + b + ¢)
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slijedi

a*b* + a*c? + b*c? = (ab + ac + be)* — 2abc(a+ b +¢) =

= 03 - 2abco, =
1

1
I stvarno pokazali smo da je

I 1
tebrtyct=1-2.-=—,
a c >

Primjer 2.0.9. Ako je a + b + ¢ = 0 dokaZite da je:
a + b+ =3abc.

RjeSenje. Uocavamo da je prvi Newtonov polinom uvijek jednak nuli; sy = a+ b+ c = 0.
Sada raspisujemo (a + b + ¢)® kako bi izrazili a® + b® + ¢3:
(@a+b+cy =@+b+c)a+b+c) =

=[a®> +b* + ¢ +2(ab + ac + bo)l(a+ b +¢) =

=a’ + ab® + ac® + 2a(ab + ac + bc)+

+a*b + b + bc® + 2b(ab + ac + bc)+

+a’c+b*c+  + 2¢c(ab + ac + be) =

=a* +b° + S +ab® +a’b + ac® + d’c + bPc + b+

+2(ab + ac + bc)(a + b + ¢).

Dakle:
@+ + =@+b+c) —abla+b)—acla+c)—beb + c) —2(ab + ac + be)(a + b + ¢).

Iz 51 = 0 slijedi:
a+b=—-c, a+c=-b, b+c=-a

i redom uvrstavamo i dobivamo:
@+ b+ =0+ abc + abe + abe = 3abe

§to smo trebali i pokazati.
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Homogene simetri¢ne funkcije

Jedna od vaznih familija simetri¢nih funkcija su homogene simetri¢ne funkcije.

Definicija 2.0.10. Homogeni simetricni polinom stupnja k u n varijabli je suma monoma
ukupnog stupnja k.

he = hy(x1,x0,...,%,) = E Xi Xiy *+* X -

Primjer 2.0.11. Napisimo prvih nekoliko homogenih simetri¢nih polinoma u n varijabli.

ho(xy, ..., x0) = 1,

hi(xy,...,x,) = Z X,

1<i<n

ha(x1, .. %) = § XiX s
1<i<j<n

I’l3(xl, ey Xn) = E XiXjXk-
1<i<j<k<n

Primjer 2.0.12. Napisimo homogene simetricne polinome u jednoj, dvije i tri varijable.
Zan=1:

hi(x1) = x1.
Zan=72:
hi(x1,x2) = x1 + X2,
hy(x1, X2) = X1X1 + X1X2 + XoXp = x% + XX + x%.
Zan=73:

hi(x1, X2, X3) = X1 + X2 + X3,

hz(xl, X7, X3) X1X1 + X1 X2 + X1 X3 + XoXp + XpX3 + X3X3 =

X% + X% + X% + X1 X2 + X1X3 + XoX3,

h3()€1,)C2,)C3) = X1 X1X1 + X1 X1X2 + X1 X1 X3 + X1 XXy + X1 X3X3+
+ X1X2X3 + X2XpX2 + XpXoX3 + X2X3X3 + X3X3X3 =

= X? + X; + X% + X%Xz + X%X3 + X%Xl + X%X3 + x%xl + X%Xz + X1X2X3.



Poglavlje 3

Alternirajuci polinomi

Alternirajuci polinom je polinom f(xj, x,...,x,) takav da ako mu se zamjene bilo koje
dvije varijable on mijenja predznak:

S, X, X X)) = = f(X e Xy Xy, Xp).
Ekvivalentno ako polinomu permutiramo varijable, polinom mijenja predznak:
(Xagrys « - » Xngwy) = SR f( X1, - 0, Xn).
Primjer 3.0.1. Alternirajuci polinomi s dvije varijable, f(xy,x;) = —f(x2, x1):
1. f(x,y) =x—y. Jerje:
Jh0)=y-x=-(x-y) =-f(xy)
2. f(x,y) = x> =y Jer je:

fO.x) =y —x = - -y = —f(x,y)

3. f(x,y) = (x = y)(x* + xy +y?). Jer je:

FO,0) = =)0 +yx + %) = —(x = Y + xy + D) = —f(x,y)

Zaumnozak simetri¢nih i alternirajuéih polinoma, u istom broju varijabli, vrijede sljedeca
svojstva:

1. Umnozak dva simetri¢na polinoma je simetrican polinom

32



POGLAVLIJE 3. ALTERNIRAJUCI POLINOMI 33

Dokaz. Neka su P(xy,...,x,) 1 Q(xy,...,X,) simetricni polinomi. Promatramo nji-
hov umnozak P- Q. Trebamo dokazati da je simetrian. Neka je 7 permutacija skupa
{1,...,n}. Tada:

P : Q(‘xﬂ'(l)5 ‘xﬂ'(z) AR xﬂ(y[)) = P(‘xﬂ(l)9 ‘xﬂ(z) AR ] ‘xﬂ'(n)) ° Q('xﬂ<1)’ xﬂ(z) AR ] ‘xﬂ'(n)) =
= (jer su P 1 Q simetrini) = P(xy, X2, ..., X,)OQ(X1, X2, ..., X,) =
= PO(x1, X2, ..., Xp),

1 dokazali smo traZeno.

2. Umnozak simetri¢nog i alternirajuceg polinoma je alterniraju¢i polinom

Dokaz. Neka je P(xy,...,x,) simetri¢an, a Q(xy, ..., x,) alternirajuci polinom. Tre-
bamo dokazati da je njihov umnozak P - Q alternirajuéi polinom. Ponovno neka je «
permutacija skupa {1,...,n}. Tada:

P . Q(xﬂ(l), xm) ey x,,(n)) = P(-xrr(”, -xzr(z) ey xﬂ(n)) : Q(xﬂ(1)’ xﬂ(z) ceey xﬂ(,,)) =
= P(x1, X2, ...,X,) - sgn(m)Q(x1, X2, ..., X,) =

= sgn(m)PO(x1, X2, . . ., X,).
Uocimo kako je PQ = sgn(m)PQ 1 time je ovo svojstvo dokazano. O
3. UmnoZak dva alternirajuca polinoma je simetri¢an polinom

Dokaz. Analogno kao u dokazu prva dva svojstva uzmemo dva alternirajuca poli-
noma P i Q i gledamo njihov umnoZzak:

P . Q(xﬂ(l)’ xﬂ(z) ey xﬂ'(,,)) = P(xﬂ'(l)’ xﬂ(z) ey xﬂ'(n)) : Q(xﬂ(1)9 xﬂ(z) L] xﬂ'(n)) =
= sgn(m)P(x1, X2, . .., Xp) - SgR(M)Q(X1, X2, - . ., Xp) =

= sgn* (MPQ(X1, X, . . . X)-

Kako je sgn*(m) > 0 svojstvo je dokazano. O
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3.1 Vandermondeova matrica

Vandermondeova matrica je matrica ¢iji su ¢lanovi u svakom redu elementi geometrijskog
niza. Prikazimo npr. Vandermondeovu m X n matricu:

* 2 2 n-11
I x x% x% xnl
e
X2 x% x% R o 1
-
v=I|1l x3 x3 x5 ... X
2 2 n-1
1 x, x, x;, ... x, |

Kvadratna (m = n) Vandermondeova matrica nam je zanimljiva za ovo poglavlje, to¢nije
njezina determinanta. Glavno svojstvo Vandermondeove matrice je da njezina determi-
nanta ima vrlo jednostavan oblik tj. da se moZe prikazati na sljedeci nacin:

detV = l_l (xj = xp).

1<i<j<n

Ova se determinanta zove Vandermondeova determinanta ili Vandermondeov polinom.
Ako su svi brojevi x; razliciti tada je detV nenul polinomu.

Teorem 3.1.1. Determinanta kvadratne Vandermondeove matrice je:

2 2 n-1
I x )cé x% cee Xy 1
e
1 x x% x% T 1
pil
detV =|1 x3 x3 x3 ... X377 |= 1—[ (xj — x).
oo oo 1<i<j<n
2 2 n-1
1 x, x;, x, ... x,

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematicCkom indukcijom. Temelji se na Cinjenici da ako
nekom retku (ili stupcu) matrice dodamo neki drugi redak (ili stupac) pomnozen skalarom,
vrijednost determinante te matrice ostaje nepromijenjena.

Baza indukcije:

Zan=72:

X1

detV(xy, xp) = |i =Xy — X|.
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Zan=3:
1 x x
detV(x1,x2) = |1 x, x3| = pomnoZimo prvi redak s —1 i dodajemo ga drugom i tre¢em =
I x3 x5
1 X X7
=10 x,—x; x5 —x}| = razvijemo determinantu po prvom stupcu =
0 x3—x x% - x%

2 2
Xp — X1 X5 — X 2 2 2 2
= = (X = X)(X3 —X7) — (X3 — X1 )Xy — X7) =
X3 — X x%_x% ( 2 1)( 3 1) ( 3 1)( 2 1)

= (02 = xp)(x3 = x1)(x3 + x1 — X2 — x1) = (3 — x1)(x3 — X2)(x2 — X1).
Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zan — 1 tj:
detV(xi,...,X,_1) = rl (xj — xp).
1<i<j<n—-1

Korak indukcije:

Elementima n-tog stupca dodajemo elemente n— 1-vog stupca pomnoZene s —x;, potom
elementima n— 1-vog stupca dodajemo elemente n—2-gog stupca pomnozZene s —x;. Proces
nastavljamo do posljednjeg stupca. Dobivamo:

1 x1—x x% — x% ... xﬁ“l - xﬁ“l
Xy — X x% - X1Xy ... xg‘l - xlxg‘z
2 n-1 -2
detV(xi1,x2,...,%,) = I x3—x1 x3—x1x3 ... X3 —xpxg |
1 x,—x; X2=x1%, ... X7 —xx2
odnosno:
1 0 0 0
-2
I x—x1 x(o-—x) ... x377(x2—x)
n-2
detV(x1,Xp,...,%,) = I xs—xr x(o—xp) ..o x577(x — x|,
-2
I x,—x1 x,(xp—x1) ... X0 °(x,—x1)

Razvijemo detarminantu po prvom retku i izlu¢imo dobiveni prvi stupac. Dobivamo:

1 x ... xg‘z
1 x3 ... xg“z
n-2
detV(xy, X2, ..., X,) = (X2 — x1)(x3 = x1) -+ - (%, — x1) |1

X4 ... X4

n—-2

1 x, ... x}
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Uocimo da smo opet dobili Vandermondeovu determinantu za n — 1 brojeva x,, ..., X,
detV(xy, x3,...,Xx,). Primjenimo pretpostavku indukcije na detV(x,, x3, ..., x,) 1 dobi-
vamo:

detV(x1, X0, ...,%,) = l_l(x,- —x1)-detV(xp, x3,...,%,) =

—n(x,—xl) 1—[ (xj—x;) = 1_[ (xj— x;).

2<i<j<n 1<i<j<n
Prema principu matemati¢ke indukcije tvrdnja teorema vrijedi. |

Zamjenimo li mjesta bilo kojim dva x; determinanta mijenja predznak, a ako permu-
tiramo x; parnim permutacijama vrijednost determinante ostaje nepromijenjena. Dakle,
Vandermondeov polinom je alternirajuéi polinom. PokaZimo to na jednom primjeru.

Primjer 3.1.2. Prema teoremu 3.1.1 vrijedi:

detV(xi,...,x,) = ﬁ(xi —X1) - ]L[(xi —X2) - ﬁ(xi —X3) - ﬁ(xn - Xu1) =
=2 i=3 i=4 i=n

= (2 = x)(3 = xp) - (= x1) - (5 — x2) (g — x2) -+ (0 — x2) - -
Zamjenimo li mjesta x i x, dobivamo:

detV(x2, X1, %, -, %) = ﬂ(xl—xa ]—[(xl—xl) ﬂ(xl—xa ﬂ(xn Xo1) =

..........

= (X = x)(x3 = x2) - (X, = x2) - (k3 = x1) - (X, — X1) - n(xz—xz) n(xn_xn 1) =

.....

== —x)(x3 —x2) (X, — x2) - (X3 — xp) -+ (X, — X1) - n(x,- - X3)~-n(xn — Xp-1) =

4,...n n

= —detV(x1, X2, X3, ..., Xp).

Teorem 3.1.3. Neka je n = 2. Svaki alternirajuci polinom f je produkt Vandermondeovog
polinoma detV (x,y) i nekog simetricnog polinoma.

Dokaz. Neka je f alternirajuéi polinom u dvije varijable. Promotrimo racionalnu funkciju

g(x,y) zadanu sa:
f(x,y)
X

g(x,y) = :
-y

Pitamo se je li g(x,y) polinom?
Polinomu

fOu) = L)X+ fuaOx! + -+ o)
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fiksiramo y. Tada je f(x,y) = h(x) i1 dijelimo Ah(x) s (x — y). Prema Bezoutovom teoremu,
ako je h(y) = 0, onda je h(x) djeljiv s (x — y). Polinom A(y) izgleda ovako:

h(y) = O + LW + - + o)

Kako vrijedi:
J,x0) = =f(xy),

za x = y imamo sljedece:

fo,y) =-f.y)
2f(y,y) =0
fo.y)=0

i zaklju¢ujemo da je h(y) = 0. Cinjenica da je A(y) = 0 nam povla&i da je a(x) djeljiv s
(x—y)tj. daje

polinom. Provjerimo je li simetrican:

10, %) = (jer je f alternirajuéi) = —f(xY) = fxy) =
y—x —(x=y)  x-y

gy, x) = g(x,y)

1 naposlijetku dobivamo
Jlxy) = (x = y)gx, y).

Alternirajuci polinom f je umnozak Vandermondeovog polinoma, detV = (x —y), 1 sime-
tri¢nog polinoma g(x, y). O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu definiraju se polinomi jedne, dvije i viSe varijabli. Naglasak
je na simetri¢nim 1 alternirajuim polinomima te prikazivanju istth pomo¢u Newtonovih,
elementarnih 1 homogenih simetri¢nih polinoma. Obradena su razna svojstva i veze medu
njima.



Summary

In this thesis we are researching symmetrical and alternating polynomials. The reader
will be introduced with different properties and relations between Newton’s (power sums),
elementary, homogeneous, symmetric and alternating polynomials.
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