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Uvod

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi jedno je od osnovnih matematickih znanja
koje se proteze od osnovnoskolskog pa sve do visokoskolskog matematickog obrazova-
nja. Za njihovo rjesavanje postoji nekoliko metoda koje nisu teske za provesti kada su
dani manji sustavi. No, s pove¢anjem broja jednadzbi i broja nepoznanica, postupak
postaje kompliciraniji i puno sporiji. Upravo zbog toga je problem sustava linearnih
jednadzbi zanimljiv numerickoj matematici koja nastoji dati sto preciznije i brze me-
tode njihovog rjesavanja.

U prvom poglavlju ovog rada su dana osnovna svojstva linearnih algebarskih sus-
tava, te su uvedeni pojmovi koji ¢e se koristiti u radu. U drugom poglavlju su
promatrane direktne metode za rjesavanje linearnih sustava, i to Gaussova metoda
eliminacija i LR (ili LU) faktorizacija. U zadnjem poglavlju su opisane iterativne
metode od kojih su izdvojene Jacobijeva i Gauss-Seidelova metoda, te je prikazano
na koji nac¢in se diferencijalne jednadzbe svode na rjesavanje linearnih sustava.

Svaka metoda je ukratko opisana, zapisana pomocu algoritma u programskom
jeziku Python 3.6 te potkrijepljena primjerom.



Poglavlje 1

Uvod u linearne sustave

3

U ovom poglavlju dajemo uvodne definicije i teoreme iz [1], [2] i [4].

1.1 Svojstva linearnih sustava

Opc¢i sustav linearnih jednadzbi nad poljem [F je sustav od m linearnih jednadzbi s n
nepoznanica, oblika

a1 + a2 + -+ AT, = bl
a91T1 + ag9ere + - + AonTy = bQ

. . . (1.1)
Am1T1  + Am2 + o+ ATy = bm )

pri ¢emu su m,n € N. Rijesiti sustav linearnih jednadzbi znaé¢i odrediti skup svih
rjesenja sustava pri ¢emu je jedno rjesenje svaka uredena n-torka (y1,7v2,...,7,) € F
koja je rjesenje svake pojedine jednadzbe sustava.

Sustav mozemo zapisati matri¢no definiramo li matricu sustava

a1; a2 -+ Aip

Q21 Q22 A2y
A= ,

Am1 Am2 - Qmp
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Cije elemente nazivamo koeficijenti sustava, zatim matricu nepoznanica

te matricu slobodnih clanova

Koristec¢i navedene oznake, sustav ([1.1)) mozemo ekvivalentno zapisati u obliku
Az =b. (1.2)

U ovom radu baviti ¢emo se sustavima u kojima je matrica A kvadratna matrica,
sto znaci da je m = n. Takoder, matrice ¢e biti reqularne. Definirajmo takve matrice
i sustave.

Definicija 1.1.1. KaZemo da je kvadratna matrica A reda n reqularna ako postoji
kvadratna matrica B reda n takva da vrijedi

AB=BA=1,

pri cemu je I jedinicna matrica reda n. Matricu B tada zovemo inverzna matrica @
oznacavamo s A1,

Definicija 1.1.2. KaZemo da je sustav Ax = b Cramerov ako je A kvadratna regu-
larna matrica.

Teorem 1.1.3. [1, Propozicija 4.2.8] Cramerov sustav Az = b je rjesiv, a rjesenje
mu je jedinstveno i dano formulom

C=A"'B.

Dakle, sve metode dane u ovom radu biti ¢e za rjesavanje Cramerovih sustava
linearnih jednadzbi koji uvijek imaju jedinstveno rjesenje. Kao sto vidimo iz Teorema
[1.1.3] takve sustave mozemo rjeSavati izracunamo li inverznu matricu A~ matrice A
kojom pomnozimo relaciju ([1.2)) slijeva te dobivamo rjesenje

r=A"D.
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No, racunanje inverza je kompliciraniji problem od rjesavanja linearnog sustava jed-
nadzbi pa se u praksi najcesée koristi metoda Gaussovih eliminacija kojom se sustav
svodi na trokutastu formu. Zapisimo definicije i tvrdnje koje ¢e nam biti potrebne za
postupak Gaussovih eliminacija koji je opisan u sljede¢em poglavlju.

Definicija 1.1.4. Dva sustava linearnih jednadzbi nad poljem F su ekvivalentna ako
imaju isti broj nepoznanica i isti skup riesenja.

Definicija 1.1.5. Elementarne transformacije sustava linearnih jednadzbi su:

(1) zamjena poretka dviju jednadzbi,

(i) mnoZenje neke jednadzbe skalarom A # 0,

(iii) pribrajanje neke jednadzbe pomnozene skalarom X\ nekoj drugoj jednadzbi sustava.

Teorem 1.1.6. Primjenom konacnog broja elementarnih transformacija na dani sus-
tav linearnih jednadzbi dobiva se ekvivalentan sustav.

Dokaz. Pokazimo da su sustavi Az = b i Ajxz = by ekvivalentni, pri ¢emu drugi
sustav nastaje iz prvog primjenom jedne od elementarnih transformacija. Da bismo
to pokazali, dovoljno je pokazati da je neko proizvoljno rjesenje sustava

Ax =b,

takoder rjesenje sustava
Alx = b1 .

Ako smo za dobivanje sustava A;x = by primijenili transformaciju () ili (iz),
tada je tvrdnja teorema trivijalna i rjeSenje dobivenog sustava je jednako rjeSenju
pocetnog sustava. Pretpostavimo da smo primijenili transformaciju (7iz), odnosno
pomnozili ¢-tu jednadzbu pocetnog sustava s A i dodali k-toj jednadzbi. Takoder
neka je (71,72, ...,7,) proizvoljno rjesenje pocetnog sustava. Uo¢imo da se pocetni
i dobiveni sustav razlikuju samo u k-toj jednadzbi pa trebamo provjeriti da rjesenje
(71572, - -, 7n) zadovoljava upravo k-tu jednadzbu dobivenog sustava Ajx = by.
Imamo

n n n
Z ()\aij + Cij) >\j = )\Z CLij)\j + Z akj)\j = )\bz + bk,
j=1 j=1 j=1
¢ime smo pokazali da je proizvoljno rjesenje pocetnog sustava takoder rjesenje dobi-
venog sustava, odnosno ti sustavi su ekvivalentni. O
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1.2 Normirani prostori

Numerickim rjesavanjem sustava linearnih jednadzbi dolazi se do dovoljno tocne
aproksimacije rjesenja, odnosno javljaju se greske u rezultatu koje ocjenjujemo ko-
riste¢i norme. Stoga definirajmo pojam norme i normiranog prostora te dajmo primjer
nekih normi.

Definicija 1.2.1. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
|- : X = R koje ima sljedeéa svojstva:

(i) |z| =0, Vx € X, a jednakost vrijedi ako i samo ako je x = 0;
(i1) |ax| = |af|z|, Yo € F, Vo e X;
(iit) |x +y|| < || + |yl ,Vz,y € X.

Ureden par (X, | - |) naziva se normiran prostor.

Za vektor x € R", s komponentama x;, ¢ = 1,...,n, najées¢e se koriste [; norma

n

el = Ll

=1

zatim [y norma ili euklidska norma

n
lella = 4[] 122,
i=1

|z = max |z|.
1=1,....,n

Tty

te [, norma

Promatramo li vektorski prostor kvadratnih matrica M, (R), za matricu A €
M, (R), na isti na¢in mozemo definirati /; normu

1Als = >2> " g,

i=1j=1
[, ili Frobeniusovu normu
n n
|AllF = > lail?,
=1 =1

1y

)
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te 5, normu
ALy = max oy
j=1,..n
Naveli smo neke primjere matri¢nih normi direktno dobivenih iz vektorskih. Opcenito,

matricnu normu definiramo kao funkciju koja zadovoljava sva svojstva iz Definicije
1.2.1] ali uz njih mora zadovoljavati i svojstvo

|AB| < | Al B]
koje zovemo svojstvo konzistentnosti. Matricne norme inducirane vektorskom nor-
mom | - || na R™ dane su opéom definicijom
Al g

0[] ’

a uvrstavanjem [y, [ i [3 norme dobivamo matri¢nu 1-normu

|4l = ‘max ZI%I

matri¢nu 2-normu ili spektralnu normu
[ All2 = +/p(A*A))
kod koje je p oznaka za spektralni radijus kvadratne matrice te matri¢nu co-normu
n
A = irg{é?;m; Jaig]
Definicija 1.2.2. KaZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u

njemu konvergira. Potpun normiran prostor zovemo jos i Banachov prostor.

Definicija 1.2.3. KaZemo da su norme |- |, |- | definirane na vektorskom prostoru
X ekvivalentne ako postoje m, M > 0 takvi da vrijedi

mlale < |olo < Mlala, VreX.

Teorem 1.2.4. [J, Teorem 1.1.17] Sve norme na konacnodimenzionalnom vektor-
skom prostoru su ekvivalentne.

Teorem 1.2.5. [, Propozicija 1.2.2] Svaki konacnodimenzionalan normiran prostor
nad R je potpun.



Poglavlje 2

Numericko rjesavanje linearnih
sustava: direktne metode

Za numericko rjesavanje linearnih sustava postoji vise metoda koje mozemo podije-
liti u dvije skupine: direktne metode (Gaussove eliminacije, LR faktorizacija) koje
daju toc¢no rjesenje sustava unutar konac¢nog broja koraka ako nema pogresaka u za-
okruzivanju i iterativne metode (Jacobijeva, Gauss-Seidelova) koje u svakom koraku
pokusavaju bolje aproksimirati rjesenje sustava te su Kkorisne za rjesavanje velikih
sustava linearnih jednadzbi.

U ovom poglavlju pratimo literaturu [2], [3] te [8]. Takoder, za svaku metodu dati
¢emo algoritam napisan u programskom jeziku Python 3.6 u kojem ¢e biti rjesavani
i svi dani primjeri.

2.1 Gaussova metoda eliminacije

2.1.1 Opis metode

Promatramo linearni sustav jednadzbi oblika Az = b gdje je A regularna kvadratna
matrica reda n, n = 2. Prema Teoremu znamo da ovaj sustav ima jedinstveno
rjeSenje. Ideja metode Gaussovih eliminacija je transformirati sustav Az = b na
gornje trokutastu formu. ProSirena matrica sustava je oblika

n o 1) bgl)

DB |
) ol a0l
o o e |
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Za dobivanje gornjetrokutaste matrice kre¢emo s prvim stupcem u kojem zelimo da svi

elementi, osim prvog, budu nula. Pretpostavimo, dakle, da je a§11> # 01 oduzmemo od

(1)
a
drugog retka prvi redak matrice pomnozen s % Time na zeljenom mjestu dobijemo
aip

nulu, a na preostalim mjestima u retku dobijemo nove elemente. Ponovimo postupak
oY)
a;
sa svakim sljede¢im retkom, dakle i-ti redak pomnozimo s %, i =2,...,n,1iod
a1y
njega oduzmemo prvi redak. Dobije se ekvivalentna matrica

@ (1) bgl)

ajy Qg2 (1n
0 o) o dff o
0 W a2
u kojoj je svaki element agi), 1,k =2,...,n, dobiven pomocu relacije

a = af —maayy.

)

a svaki element bz(-2 dobiven je kao

(1)

b = bt — b
pri cemu je
oD
myy = S
(2 1)
agl)
Sada promatramo drugi stupac matrice i Zelimo da su svi elementi ispod dijagonale
jednaki nuli. Pretpostavimo da je a%) # 0 i na isti nacin svaki ¢-ti redak, i = 3,...,n,
)
Qa;
pomnozimo s % i od njega oduzmemo drugi redak. Nastavimo s postupkom don—1
A2
- og retka i dobivanja gornjetrokutaste matrice oblika
1 1 1 1
Ay o) o
0 o) o alf |4
0 0 - am|pm

Dobiveni sustav je, prema Teoremu [1.1.6, ekvivalentan poc¢etnom i lako se rjesava
jer iz posljednje jednadzbe dobivamo

b
R OR

Qnn
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sto iskoristimo u prethodnoj jednadzbi za dobivanje x,,_; i tako supstitucijama unazad
dolazimo konac¢no do x;. Dakle, svaki prethodni z; dobije se pomocu relacije

n

1 . .
g;i:@(bg“— D ag;)xj> L di=n—1n—2...,1.

Qi j=i+1

Uocimo da smo u svakom koraku ovog postupka pretpostavljali da je element na
dijagonali agf), kojim smo dijelili, razlicit od nule. Taj element zovemo pivotni ele-
ment, a postupak kojim osiguravamo da on nije nula zovemo pivotiranje. Mi ¢emo
koristiti parcijalno pivotiranje, odnosno zamjenu redaka matrice. Dakle, ako je ele-
ment aﬁ) matrice A jednak nuli, mozemo zamijeniti prvi redak s nekim od preostalih
redaka kojem element aEP , 1 =2,...,n, nije nula. Znamo da takav element postoji
jer kad bi svaki od elemenata u prvom stupcu matrice bio nula, tada matrica ne bi
bila regularna. Tim tranformacijama i dalje imamo sustav ekvivalentan poc¢etnome.

Nastavljamo postupak ako je bilo koji od sljedec¢ih pivotnih elemenata jednak nuli.

Osim osiguravanja ne-nul elemenata, postupkom pivotiranja smanjuju se pogreske
zaokruzivanja u racunalu ako se kao pivotni element u stupcu uzima najvec¢i po
apsolutnoj vrijednosti gledaju¢i od elementa na dijagonali i ispod nje. Dakle, ako je
u k-tom koraku

k k
jay)| = max Jag|.

onda mijenjamo r-ti i k-ti redak te je aff,? pivotni element kojim dalje nastavljamo

Gaussove eliminacije.

2.1.2 Algoritam

Prema navedenom postupku Gaussovih eliminacija s parcijalnim pivotiranjem zapisimo
algoritam u Pythonu za rjesavanje sustava Ar = b gdje su nam A i b zadani ulazni
podaci, a kona¢no rjeSenje x zapisano je u b.

Algoritam 2.1.1.

1 def gauss(4,b):

2 n=len(b)

3 for k in range (0,n-1):

4 maz_elt=0

5 ind_maz=k

6 for i in range (k, n): #trazZimo maksimalni element
7 if abs(A[i] [k])>maz_elt:
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3 max_elt=abs(A[4i] [k])
ind_mazxr=1
10 1f maz_elt>0:
11 1f ind_maz>k: #pivotiranje
12 for j in range (k, n): #mijenjamo k-ti <
13 temp=A[ind_maz] [5] ind_maz-ti redak
1y Alind_max] [§]=A[k] [5]
15 Alk] [j]=temp
16 temp=b [ind_maz]
17 b[ind_max]=b[k]
18 b[k]=temp
19 for i in range(k+1, n): #svodenje na trokutastu
20 m=A[3i] [k]/A[k] [k] formu
21 Ali] [k]=0
22 for j in range (k+1, n):
23 A[i][5]1=A[4] [j]-m*A[k] [j]
24 b[i]=b[i]-m*b [k]
25 else:
26 print ("Matrica je singularna.”)
27 exit ()
28 if Aln-1][n-1]!=0:
29 b[n-1]=b[n-1]1/A[n-1] [n-1] #supstitucije unazad
30 for i in range (n-2,-1,-1): #rjesSenje zapisano u b
31 s=b[i]
32 for j in range (i+1, n):
33 s=s-A[1] [j]*b []]
34 bli]=s/A[i][i]
35 else:
36 print ("Matrica je singularna.’)
37 exit ()
38 return(b)

2.1.3 Broj operacija

Zanima nas sloZzenost metode Gaussovih eliminacija koju mjerimo brojem aritmetickih
operacija u navedenom algoritmu. U postupku pivotiranja ne nailazimo na operacije
dijeljenja, mnozenja, zbrajanja i oduzimanja pa brojanje pocinjemo od svodenja sus-
tava na trokutastu formu, odnosno linije 19 u Algoritmu[2.1.1] Odredimo najprije broj
operacija u proizvoljnom k-tom koraku for petlje u liniji 3. Uocimo da se dijeljenje
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(linija 20) izvrsava za svaki i iz for petlje (linija 19) Sto jen—1—(k+1)+1 =n—Fk—1
puta. Mnozenje se javlja u svakom koraku u kojem i oduzimanje (linija 23), od-
nosno za svaki ¢ javljaju se n — k — 1 puta zbog for petlje (linija 22) te jos jed-
nom kod rac¢unanja elemenata vektora b (linija 24). Dakle, u tom dijelu imamo
2(n—k—1)(n—k—1+4+1) = 2(n—k—1)(n— k) mnozenja i oduzimanja sto je ukupno

n—k—1+2n—k—1)(n—-k) = n—k—1+2n>—2nk—2nk +2k* — 2n + 2k
= 20 —dnk+2k* —n+k—1
= 2(n—k?—(n—k+1)

operacija.

Iz linije 3 uo¢avamo da k ide od 0 do n — 2 tako da je ukupan broj aritmetickih
operacija potrebnih za svodenje na trokutasti oblik dan s

Z:: —(n—k+1)].

Upotrijebimo li supstituciju [ = n — k, kada uskladimo granice sume i primijenimo
komutativnost zbrajanja dobivamo

D2 -+ 1)]
1=2
Dakle, sada imamo

n n—1

M- +1)] = [2(1 + 1)% — (1 +2)]
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operacija tijekom svodenja sustava na trokutastu formu. Jos preostaje izracunati
broj aritmetickih operacija za dobivanje rjesenja, odnosno za supstitucije unazad.
Na pocetku imamo jedno dijeljenje (linija 29) i zatim jos n — 1 dijeljenja (linija 34)
za svaki i € {0,...,n — 1} $to je ukupno n dijeljenja. Broj oduzimanja i mnozenja je
jednak (linija 33), a dobivamo ga kao

sto znaci da je ukupan broj operacija u ovom dijelu jednak

n(n —1)

5 =n+n®—n=n’. (2.1)

n-+2-

Pribrojimo 1i to prethodno dobivenom izrazu, imamo da je broj svih operacija
Gaussovih eliminacija jednak
2 1, 7 5 2 3 5, 7

§n3+§n —én—i—n =§n3+§n —gn.

Uoc¢imo da je —n > 5 Zan > 3, odnosno za velike n je broj operacija priblizno jed-

nak —n3. Dakle, ovaj algoritam ima kubnu slozenost pa se za vece sustave linearnih

jednadzbi javlja potreba za nekim drugim metodama njihovog rjeSavanja.

Primjer 2.1.2. Rijesimo sustav Ax = b gdje je

3 2 1 1 3
2 -1 0 -1 1
A:4323’b:1
0 5 2 3 1

koristeé¢i Algoritam |2.1.1).

Unosenje ulaznih podataka i poziv funkcije vrsimo na sljedeci nacin

A=[[3,2,1,1], [2,-1,0,-1],[4,3,2,3],[0,5,2,3]]
b=[3,1,1,1]

z=gauss (4,b)

print (z)

cime dobivamo sljedeci rezultat
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[1.0, 1.9999999999999996, -2.999999999999999, -1.0].
Kako je egzaktno rjesenje ovog sustava jednako
1
. 2
= 5
-1

mozZemo uociti da smo nasim algoritmom zapravo dobili tocno rjesenje do na ocekivanu
malu pogresku zbog konacne aritmetike racunala.

2.2 LR faktorizacija

2.2.1 Opis metode

Postupkom Gaussovih eliminacija mozemo matricu A sustava faktorizirati u obliku
A=LR,

gdje je L donjetrokutasta matrica s jedinicama po dijagonali, a R je gornjetrokutasta
matrica, odnosno imamo rastav

11 a2 - Qp 1 o --- 0 1 Ti2 - Tin
Q21 Qg2+ Q2p loy 1 -0 0 rog -+ 1oy
Ap1 Ap2 - Qpp lnl ln2 Tt ]- 0 0 v Ton

Sada pocetni sustav mozemo zapisati kao
LRx =b,

a rjesenje je jednako
v=(LR)""b=R"'L".

Oznacimo li s y = Rx, dobijemo dva trokutasta sustava, Ly = b i Rx = y koja
vrlo lako rjeSavamo. U prvom sustavu

1 0O --- 0 Y1 bl
lpy 1 -+ 0 Yo by

Ly lpp -+ 1 Yn bn,
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imamo donjetrokutastu matricu i rjeSavamo ga supstitucijama unaprijed. Dakle,
odmah imamo da je

y1:b17

a svaki sljede¢i dobijemo uvrstavajuci prethodne, odnosno

i—1
yl:bl_ZlUyJ7 222,,71
k=1

Time smo dobili y = L~!b pa sada rjeSavamo sustav Rz = v,

11 Ti2 - Tin xy Y1
0 ra -+ 19 ) Y2
= : y

koji je gornjetrokutasti i rjeSavamo ga supstitucijama unazad na isti nacin kao u
Gaussovim eliminacijama. Imamo

Yn
Ty = )
Tnn
1 n
ti=—\w— 3 | i=n—L L
ii j=it+1

Dobili smo rjesenje x = R~y = R~'L1b.

Uoc¢imo da ako znamo faktorizaciju matrice A, onda sustav mozemo rijesiti vrlo
jednostavno koriste¢i ovu metodu pa je ona korisna za rjesavanje sustava linearnih
jednadzbi kojima je matrica A sustava jednaka, a mijenja se vektor b. Naravno,
pitanje je kako faktorizirati matricu A pa pogledajmo na primjeru matrice 3 x 3

a11 daiz2 A3
A= laxn ax @23

a31 dasz2 G33

Prema Gaussovim eliminacijama znamo da najprije Zelimo ponistiti elemente ay; i
az1 pa definiramo matricu

1 00
—a21
10
LW =", (2.2)
—Q
101

a1
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Sada je
ail Qa2 Qs
LOA=A0 =0 af) a%)

0 afy afy

I

odnosno vrijedi A = (LW)~1 AW a lako se izra¢una da je

1 00
21
(L(l))_lz afﬂ 1 0
1o
ai
Na isti nacin se sada definira
1 0 0 1 0
0 1 0 0O 1 0
L® = 0 , (L) 0 , (2.3)
a3 a3
0 0 1 0 D 1
QA9 A9

za koje vrijedi

ap; G2 a3
A = 1D A0 = 1AW A= | 0 aglz) a%)
0 0 ag?
iz ¢ega dobijemo
A= (L(l))—l(L(2))—1A(2) )

Izracunamo produkt

= 1 0
L= (L) @) = |an

41 ﬁ 1
an a%)

i ozna¢imo R := A®, ¢ime dobivamo rastav matrice A na donje i gornjetrokutastu
matricu

1 0 0
a21 a1 Q2 a13
— 10 1 (L
A = LR == a’ll 0 a22 CL23
asy a(l) (2)
_90- 32 1 0 0 CL33

1
an agz)
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Ovaj postupak mozemo zapravo izvesti unutar same matrice A tako da je R zapisana
u gornjem trokutu, a L u strogo donjem trokutu matrice A. Kako su po dijagonali
matrice L samo jedinice, njih ne trebamo zapisivati. Tako zapravo dobijemo matricu

ail Qa2 413
21 (1) (1)

— Qgy Gg3

ai )

asy Q3o 2)
1) Q33

11 ayy

Sto znatno olaksava zapis algoritma.

Ipak, taj postupak ne mozemo provesti opéenito za sve regularne matrice. Naime,
za definiranje matrice LY u trebalo je vrijediti ai, # 0, a za definiranje L® u
1) zahtijevali smo da je aty # 0. Oznaéimo ay := ar;. Kako je A = (LY=L A,
promatranjem glavne 2 x 2 podmatrice od A, zaklju¢ujemo da je

i 12| _ ail 0 an Cl112
a1 a2 L1l o a§2) '

ail

Sada odredimo determinantu promatrane podmatrice i oznac¢imo je s ap. Imamo

11 Q12 1
oy = det = allagz)
Q21 Q22

iz cega zaklju¢ujemo da ako je ay # 0, tada je i aé? # (. Dakle, ve¢ iz ovog jednostav-
nog primjera mozemo primijetiti da za provodenje opisanog postupka LR faktorizacije
promatramo determinante glavnih podmatrica matrice A, dimenzija 1,2,...,n — 1,
koje moraju biti razlicite od nule. Pokazimo u sljedetem teoremu da je to zaista
dovoljan uvjet.

Teorem 2.2.1. [2, Teorem 4.5.1] Neka je A kvadratna matrica reda n x n i neka su
determinante glavnih podmatrica A(1 : k, 1 : k) razlicite od nule za k =1,2,...,n—1.
Tada postoji donjetrokutasta matrica L s jedinicama na dijagonali i gornjetrokutasta
matrica R takva da je A = LR.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po dimenziji matrice. Pretpostavimo da je za
neki k € {1,2,...,n — 1} uvjet teorema zadovoljen. Pogledajmo kako tada prelazimo
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s A®) na A®+1) Neka je

_Gn Q12 Qi3 - A1k a1 k+1 T A1n 1
1 1 . 1 1
0 a§2) ag:s) T : @g,ZH T agn)
2 . 2 2
a:(a:s) : @:(3,11“ e agn)
AR — gy = | U : : :
k-1 k—1 k—1
R N LI
0 - T 0 A1 k41 "7 a§+1,n
0 0 agfi)cﬂ al) |

Znamo da je produkt (L(k) = -L(l))_1 donjetrokutasta matrica s jedinicama na dija-
gonali pa je tada

det A1:k+1,1:k+1)=det AV(1:k+1,1:k+1)

1 (2 k—1) (K
= anagg)ag;; "'al(ck )agc—zl,kﬁl # 0,

a kako su prema pretpostavci svi aq1, aglz), ag?, e ,a,(,c]}’:l) razliciti od nule, slijedi da

je i a,({]?l’kﬂ # 0. Sada se moze definirati L+ a time se dobiva i A+, Postupak

se nastavlja sve do k = n — 1 kada se dobije gornjetrokutasta matrica A=
O

Opcenito, za LR faktorizaciju svake regularne matrice vrsi se pivotiranje i dobije
se rastav

PA=LR,

gdje je P matrica permutacije kao posljedica pivotiranja.

2.2.2 Algoritam

Zapisimo u Pythonu algoritam za LR faktorizaciju bez pivotiranja zadane matrice
A te za rjesavanje trokutastih sustava ako su A i b ulazni podaci, a rjesenja y i x
zapisujemo u b.

Algoritam 2.2.2.

1 def LR(4):
2 n=len (4)
3 for k in range (0,n-1): #LR faktorizacija matrice A
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4 for j in range (k+1,n):

5 if A[k][k]!=0:

6 Alg][k]=Al3][k]/AlK] [k]

7 else:

8 print ("Ne postoji LR faktorizacija.")
9 exit ()

10 for 7 in range (k+1,n):

11 for i in range (k+1,n):

12 Ali][§]=A[4][5]-Al[4] [k]*A[k] [5]

13 if Aln-1][n-1]==0:

14 print ("Matrica je singularna.")

15 exit ()

16 return(4)

17 def rj_LR(A,b):

18 n=len (4)

19 for ¢ in range (1,n):

20 for 7 in range (0,%): sustav Ly=b
21 bli]=b[i]-A[<][5]*b[5] #y zapisan u b
22 b[n-1]=b[n-1]/A[n-1] [n-1]

23 for i in range (n-2,-1,-1): #supstitucije unazad za
24 for j in range (i+1,n): sustav Rz=y
25 bli]=b[i]-A[<][5]*b[5] #r zapisan u b
26 bli]=b[i]/A[i] [i]

27 return(b)

18

#supstitucije unaprijed za

Uocimo da ako ve¢ imamo LR faktorizaciju matrice A, slozenost rjesavanja sus-
tava Az = b racunamo od linije 17 Algoritma [2.2.2] odnosno rjesavanja trokutastih
sustava. Kod supstitucija unaprijed imamo

oduzimanja i isto toliko mnozenja (linija 21) pa je to ukupno

operacija.

n(n—1)

2

=n(n—1)

=n2—n
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Kod supstitucija unazad imamo n? operacija kao $to smo veé izra¢unali u potpo-
glavlju pa je sveukupno za rjesavanje trokutastih sustava potrebno

n>—n+n*=2n%>—n
operacija, odnosno priblizno 2n?. Dakle, ako ve¢ imamo odredenu LR faktorizaciju
matrice, rjeSavanje sustava ovom metodom je znatno brze od Gaussovih eliminacija.

Napomenimo jos jednom da LR faktorizacija regularnih matrica ne mora postojati
(vidi Teorem [2.2.1]), ve¢ se opéenito treba koristiti LR faktorizacija s pivotiranjem,
koju nismo u radu obradili.

2.2.3 Racunanje inverza

Kao sto smo ve¢ spomenuli, LR faktorizacija korisna je za rjesavanje sustava u kojem
se matrica sustava A ne mijenja, a mijenja se vektor b. Takva situacija se javlja
pri racunanju inverza regularne kvadratne matrice A reda n. OpiSimo postupak
racunanja inverza. Polazimo od jednakosti

AA =T

u kojoj su elementi matrice A i matrice I poznati, a elemente matrice A~ trebamo
izrac¢unati. Oznacimo li

T11 Ti2 " Tin
A1 55.21 Loz -+ Ton
Tpl Tp2 - Tpn
tada nam jednakost
ayp Q12 - Qi 11 Ti2 - Tin I 0 - 0
Gz Gz *c G | [T T2 vt T | 01 ---0
Ap1 Ap2 *+* Qpp Tpl Tp2 *°° Tpn 00 --- 1

daje n sustava jednadzbi s n nepoznanica, a svim sustavima je matrica sustava jed-
naka A. Sada inverznu matricu A~ mozemo izra¢unati koristeéi Algoritam 2.2.2]tako
da se najprije izracuna LR faktorizacija matrice A, a zatim se rac¢una n sustava za
svaki od n stupaca inverzne i jedini¢ne matrice. Primijenimo tu metodu na jednom
primjeru.
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Primjer 2.2.3. Odredimo inverz matrice

2 211
2101
3 50 11
2 4 21

Unosenje ulaznih podataka i poziv funkcije iz Algoritma vrsimo na sljedeéi nacin

A=[[2,2,1,1],[2,1,0,1],[3,5,1,1]1,[2,4,2,1]]
A=LR(4)
n=len (4)
for i in range (0,n):
b=[0 for < in range (0,n)]
b[i]=1
c=rj_LR(4,b)
print (c)

¢ime dobivamo stupce inverzne matrice A~

[65.0, -2.0, 3.0, -7.999999999999999]
[-2.9999999999999996, 1.0, -2.0, 5.999999999999999]
[1.0, -0.0, -0.0, -2.0]

[-3.0, 1.0, -1.0, 5.0].

Dakle, inverzna matrica matrice A je matrica

-2 1 0 1
3 =2 0 -1
-8 6 -2 5

AT =



Poglavlje 3

Numericko rjesavanje linearnih
sustava: iterativne metode

Ovo poglavlje temelji se na literaturi [2], [3], [6] i [7].

3.1 Opcenito o iterativhim metodama

Navedene direktne metode ne garantiraju uvijek to¢nost rjesenja (zbog zaokruzivanja
rezultata) te su vrlo sloZene za vece sustave. Zbog toga se umjesto njih ¢esto ko-
riste iterativne metode kojima se Zeli dobiti dovoljno dobra aproksimacija # ~ A~1b
rjesenja Cramerovog sustava Az = b. Metoda zapocinje s pocetnim vektorom 2| a
zatim se konstruira niz vektora (9 20 2@ . koji konvergira k rjesenju linear-
nog sustava x. Temelj iterativnih metoda je jednostavna formula za ra¢unanje (¥,
ke N.

Promotrimo zadani linearni sustav Az = b, gdje je A regularna matrica. Uoc¢imo
da sustav mozemo ekvivalentno zapisati u obliku

r=(—-Ax+0D. (3.1)
Time motiviramo uvodenje iteracije
g® ) = (1 — A)z® + b, keN, (3.2)

pri ¢emu je pocetna iteracija 2(*) zadana. Ukoliko je niz (a:(k))keN konvergentan te s

T ozna¢imo pripadni limes, iz prethodne jednakosti (3.2]) na limesu dobivamo

T=(1—-A)IT+0,

21
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iz Cega slijedi Az = b. Dakle, 7 je jedinstveno rjesenje sustava Az = b. Time je pre-

ostalo dati dovoljne uvjete na ulazne podatke A i b koji ¢e osiguravati konvergenciju

iteracija (z() .

Sve iterativne metode su bazirane na prikazanoj ideji, s tim da je formula kojom

su dane iteracije opcenito slozenija od . Naime, sustav Az = b zapiSemo u
ekvivalentnom obliku

x=Mz+c, (3.3)

pri cemu je M kvadratna matrica i ¢ vektor. Za M = I — A i ¢ = b dobivamo upravo
(3.1), ali to opcenito nije slucaj, Sto ¢e biti prikazano u nastavku. Sada konacéno
rekurzivno definiramo niz iteracija s

g* D = Ma® 4 keN, (3.4)

uz zadanu pocetnu iteraciju (9. U sljedeéem najprije dajemo pomoénu lemu, a zatim
i dovoljan uvjet za konvergenciju niza (x(k))keN, danog s 1} k rjesenju pocetnog
sustava.

Lema 3.1.1. Ako je M kvadratna matrica za koju je |M| < 1 u proizvoljnoj ma-
tricnoj normi | - ||, tada je I — M regularna matrica.

e}
Dokaz. Pokazimo da je (I — M)™! = ZM !, Najprije ¢emo opravdati beskona¢nu

1=0
sumu na desnoj strani jednakosti, odnosno pokazati da pripadni red konvergira. Pro-
motrimo parcijalne sume

k
S, = ZMl .
=0

Uoc¢imo da one ¢ine Cauchyjev niz jer je za neki m > k

m

1Sk = Sl < D7 1M (3.5)

I=k+1

Takoder vrijedi |M!|| < |[M|! pa u (3.5) dobivamo

m

ISk =Sl < Do IMIE = [MIF(1+ [ M] A+ [ M+ MR

l=k+1
1 gt
- i .
]
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Kako je u pretpostavci teorema |[M| < 1, tada za m,k — oo imamo |M|**! — 0.
Takoder je
1— | Mjm* 1
<
L—[Mm] 1= M|
pa sada dobijemo da i ||Sx — Sy,|| — 0. Time smo pokazali da je niz parcijalnih suma

(Sk) Cauchyjev pa je onda i konvergentan, po Teoremu [1.2.5] Neka taj niz konvergira
k S.

Iz
k k+1
MSy=> M*' = M" = Sppy — 1
=0 n=1
dobijemo da je
MS,+1= Sk+1 . (36)

Primjenom limesa na (3.6]) dobije se
MS+1=S = S-MS=1 = ([I-M)S=I,

odnosno

S=(I-M)"
¢ime smo pokazali da je matrica I — M lijevi inverz od S sto je dovoljno da bi ona
bila regularna. O]

Teorem 3.1.2. Ako je | M| < 1, pri cemu je ||-|| proizvoljna matriéna norma, tada za
svaki pocetni vektor O niz iteracija (x(k))keN dan relacijom konvergira prema
riesenju x = (I —M)~c Cramerovog sustava Az = b, pri emu je A~*b = (I—M) tc.

Dokaz. Neka je z jedinstveno rjeSenje sustava Az = b, odnosno
r=A"b=(-M)"c. (3.7)
Iz tada slijedi
{[-—Mzx=c = z—Mr=c = z=Mzr+ec.
Pogledajmo sada razliku
g® ) g = M2® pe— Mz —c= M@a® —2). (3.8)
Uzimanjem norme izraza i oznake e := () — z i e Ny, dobije se

eV < [ M]le®],
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pri cemu smo koristili istu oznaku za matricnu i pripadnu vektorsku normu.

Nastavimo li iteracije, imamo

[0 < [M[e®] < [MPPJe* V) < ... < M e (3.9)

gdje je e = 2 — 2 a 2 je proizvoljno odabrana prva aproksimacija. Po pret-

postavci teorema je | M| < 1 pa je

lim |M|* =0,
k—o00

a zbog (3.9) imamo

lim |le**V| =0,
k—o0
odnosno
lim [Jz* ) — 2| =0,
k—w
¢ime smo pokazali da z(®) konvergira k . O

3.2 Jacobijeva metoda

3.2.1 Opis metode

Ideja Jacobijeve metode je rastaviti kvadratnu matricu A za koju je a; # 0, 1 =
1,...,n,kao A =D — N pri ¢emu je D = diag(ay1,...,a,,). Tadaje N =D — A
odnosno N je izvandijagonalni dio od —A. Pocetni sustav Ax = b u tom slucaju
mozemo zapisati kao

(D—N)x=b = Dr—Nzx=b = Dr=Nz+b.
Kako je D regularna matrica konacno dobivamo
z=D"'Nz+ Db,
pa je Jacobijeva metoda dana relacijom
2* = DTINz® 4 D%, keN.

Dakle, u ovom slu¢aju je M = D !N pa prema Teoremu metoda konvergira
ako je ||[D7'N| < 1 u proizvoljnoj matri¢noj normi.
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Zapisimo sada eksplicitno Jacobijeve iteracije po elementima. Promotrimo na
primjeru sustava 3 x 3

1171 + a12%2 + a13T3 = by
(2171 + A22%2 + A23T3 = by

a3121 + azaTo + aszxrz = bs,

za koji je a;; # 0, 1 =1,2,3. Iz svake od tih jednadzbi imamo

1
Ty = — (bl — A12T2 — a13x3)
ai
1
To = — (b2 — Q2171 — a239€3)
22
1
r3 = — (bs — Q3171 — (1321'2) .
a33

Iy
720 — xg))
20
ra¢unamo sljedeé¢u 2 s
1
xgl) = (bl - a1217go) - a13$§0)> (3.10)
a1
1
= — <b2 — ama:g ) _q x(o))
22
1
$(1) = — (b3 - aslfg - a32$( ))
as3

k+1)

Vidimo da opéenito, za sustav n x n, komponente vektora mozemo rac¢unati

pomocu relacije

n
(k1) _ 1 (k)
; =— | bi— ) ajx;” |, i=1,....n
Qij =1
j#i

3.2.2 Algoritam

Ako su ulazni podaci matrica A, ¢iji dijagonalni elementi nisu nula, vektor b, zatim
vektor x kao pocetna aproksimacija te k., kao broj koraka, zapisimo u Pythonu
algoritam Jacobijeve metode.
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Algoritam 3.2.1.

1 def Jacobi(4,b,z,k_maz):

2 n=len(b)

3 for k in range (0,k_maz+1):

4 rstari=c

5 for i in range (0,n):

6 sum=0

7 for j in range (0,n):

8 if jl=2:

9 sum=sum+A[i] [j]*zstari[j]
10 zli]=(1/A[%] [i])*(b[i]-sum)
11 print (z)

12 return ()

3.3 Gauss-Seidelova metoda

3.3.1 Opis metode

Za razliku od Jacobijeve metode u kojoj se koriste aproksimacije x iz prethodne itera-
cije, u Gauss-Seidelovoj metodi se uvijek koriste najnovije izracunate aproksimacije.
Ako pogledamo na istom primjeru 3 x 3 sustava, onda umjesto (3.10]), sada imamo

1
l’gl) = — (bl — algl’go) — algxgo))
a11
1
l’gl) = — <b2 — agll'gl) — CL23$§0)>
22
1
iUz(),l) = — (b3 - ClgliUgl) - a3237§1)> )
a33
(k+1)

odnosno opcéenito x

1—1 n
k1) _ L b (kD) ) 1
x; au‘<2 j;awxj Z Qi T, ), 7 N P

j=i+1

ra¢unamo pomocu formule

Kao i za Jacobijevu metodu, pogledajmo rastav matrice A i zapis metode pomocu
tih matrica. I dalje ¢emo proucavati sustav 3 x 3, no zapiSimo komponente vektora
z*+1) na sljedeéi nadin

k+1 k k
Clnl'g v = b - G12~’17g )~ aleé )
a a:gkﬂ) + a ng'““) = by — a,23l':(3k) .
a xgkﬂ) + a :E(kﬂ) + aggl_:())kﬂ) _ bg
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Prevedemo li to u matri¢ni oblik imamo

ai; 0 0 xgkﬂ) by 0 —aipx —a3 xgk)
a1 Q929 0 :L‘ngrl) = bg + 0 0 —a923 gj'gk) . (311)
az; asp as3 xék +1) b3 0 0 0 xgk)

Oznacéimo sada

a; O 0 0 —aip —ai3
L:= 91 Q292 0 N U:=10 0 —a923
as1 Qg2 Qas3 0 O 0

i uo¢imo da vrijedi A = L — U, odnosno to je rastav matrice A sustava koji nam
treba za Gauss-Seidelovu metodu. Uz te oznake i rastav (3.11)), uo¢imo da iteracije
mozemo zapisati kao

gD — 7Y 4 U2 ™)
iz Gega vidimo da je M = L~'U pa prema Teoremu metoda konvergira ako je
|L~'U| < 1, u nekoj matri¢noj normi | - |.

3.3.2 Algoritam

Zapisimo u Pythonu algoritam Gauss-Seidelove metode s ulaznim podacima matricom
A, kojoj elementi na dijagonali nisu nula, vektorom b, vektorom x kao pocetnom
aproksimacijom te k,,., kao brojem koraka.

Algoritam 3.3.1.

1 def GS(4,b,z,k_maz) :

2 n=len(b)

3 for k in range (0,k_maz +1):

4 for i in range (0,n):

5 sum=0

6 for j in range (0,n):

7 if gl=1%:

8 sum=sum+A[<i] [j]*z[5]
9 z[i]=(1/A[<] [i])*(b[i]-s5um)
10 print (z)

return(z)

~
~
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3.4 Uyvjeti konvergencije

U Teoremu dali smo uvjet konvergencije iterativnih metoda koji je cesto tesko
provjeriti pa ¢emo promotriti Sto je dovoljno da vrijedi za matricu sustava kako bi
taj dani uvjet bio zadovoljen.

Definicija 3.4.1. Za kvadratnu matricu A tipa n X n kaZemo da je:
a) strogo dijagonalno dominantna po recima ako vrijedi

n

|az~,~|>2|a,~j|, VZE{l,,’I’L}
j=1
i

b) jako dijagonalno dominantna po recima ako vrijedi

|aii| = Z lai;|, Yie{l,...,n},
j=1
J#i
te stroga nejednakost vrijedi barem za jedan 1.

Teorem 3.4.2. Ako je A strogo dijagonalno dominantna matrica po recima, onda Ja-

cobijeva metoda konvergira prema rjesenju sustava Ax = b za svaku pocetnu iteraciju
0)
(),

Dokaz. Kako bi dokazali da Jacobijeva metoda konvergira, dovoljno je dokazati da je
ID7 !Nl < 1za A= D—N, gdje je D = diag(ay1, ..., an), a N je izvandijagonalni
dio od —A. Za matricu

ailz Qa2 - Qip
ag1 Qg2 - Q2p
A fr—
Ap1 Ap2 ** App
tada imamo
— 1 —
— 0 0
an 1 0 —@12 —01p
0 ... 0 —ay 0 ce —aop
D! = Q22 , N = ,
1 —Ap1 —Ap2 - 0
0 0 —
| Qpp
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odnosno -~

—Q12 —Qin

0 .
a a11 a&l
—ao1 —Q2p

B 0 .
DN = Qg2 23

—An1 —0ap2
0
| ann ann |

Prema definiciji matricne beskona¢ne norme sada imamo

D7 N = s, 1D N)ol = s, “|Z|am| (3.12)
Jj=
i

Iz pretpostavke teorema je

n
|aii|>2|azj|a izl,...,n,
Jj#u

pa kad to uvrstimo u (3.12)) dobijemo

1
ID7IN| o = _max Z |lai;| = _max Z |lai;| < _max T ||au| =1

m

|a22|

¢ime smo pokazali trazenu tvrdnju. O

Prezentirat ¢emo jos jedan rezultat konvergencije iterativnih metoda uz drugacije
pretpostavke od onih u prethodnom teoremu, a za koji nam je potrebna sljedeca
definicija.

Definicija 3.4.3. Za kvadratnu matricu A kaZemo da je reducibilna ako postoji ne-
trivijalna particija {1,...,n} = I U J takva da za (i,j) € I x J wvrijedi a;; = 0. U
suprotnom je matrica A ireducibilna.

Primjer jedne reducibilne matrice je blok matrica
A B
0 D|’
gdje je blok element (2, 1) nul-matrica, A je matrica dimenzije i x i, B dimenzije i x j,
a D dimenzije j X 1.

Sada dajemo iskaz najavljenog teorema koji ne¢emo dokazivati.
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Teorem 3.4.4. [J, Propozicija 9.3.1] Ako je A ireducibilna i jako dijagonalno do-
minantna matrica po recima, onda Jacobijeva i Gauss-Seidelova metoda konvergiraju
prema rjesenju sustava Ax = b.

Prethodni teorem nam je bitan u ovom radu jer iz njega slijedi konvergencija
Jacobijeve i Gauss-Seidelove metode u sluc¢aju kada je matrica sustava tridijagonalna.
Vise o tome u poglavlju [3.6]

3.5 Osnovni primjeri

Primjer 3.5.1. Rijesimo sustav Ax = b gdje je

Jacobijevu metodu provodimo za 20 koraka. UnoSenje ulaznih podataka @ poziv funkcije
vrsimo na sljedeci nacin

A=[[6,-2,1],[-2,7,2],[1,2,-5]]
b=[11,5,-1]

z=[0,0,0]

k_max=20

z=Jacobi (4,b,z,k_mazx)

print (z)

pri cemu je funkcija Jacobi dana u Algoritmul3.2.1. Program ispisuje sljedece iteracije

[1.8333333333333333, 1.238095238095238, 1.061904761904762]
[2.069047619047619, 1.0020408163265306, 1.014625850340136]
[1.9982426303854874, 0.9953190800129575, 0.9977761580822805]
[1.9988103336572725, 1.000295478735712, 0.9998802582257392]
[2.0001184498742806, 1.000068054756726, 1.0000509118775465]
[2.0000141996059844, 0.9999895107795536, 0.9999986442330183]
[1.9999967295543482, 0.9999994529489513, 0.9999991270904502]
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[1.9999999631345755, 1.00000023886975, 1.000000088174815]
[2.0000000649274474, 0.9999999933578949, 1.0000000103286475]
[1.9999999960645236, 0.9999999959245359, 0.9999999975827191]
[1.9999999990443922, 1.0000000004176208, 0.9999999999759268]
[2.0000000001432188, 1.0000000000477975, 1.0000000000477627]
[2.000000000007972, 0.9999999999886311, 0.9999999999970468]
[1.9999999999967024, 0.9999999999999015, 0.9999999999993012]
[2.0000000000000835, 1.0000000000002236, 1.0000000000001064]
[2.000000000000057, 0.9999999999999858, 1.0000000000000058]
[1.99999999999999/42, 0.9999999999999967, 0.9999999999999976]
[1.9999999999999993, 1.0000000000000004, 1.0]

[2.0, 1.0, 1.0]

[2.0, 1.0, 1.0]
[2.0, 1.0, 1.0]
[2.0, 1.0, 1.0].

Primijetimo kako je zadana matrica A strogo dijagonalno dominantna pa ocekivano
metoda konevrgira k rjesenju sustava i vec¢ za kp.. = 18 daje egzaktno rjesenje

2
r= |1
1

Primjer 3.5.2. Rijesimo sustav Ax = b gdje je

1 2 -1 1 1
2 5 —1 2 o))

A=13 1 o 1| =5
1 -1 3 =5 6

pomocu Jacobijeve metode, uz pocetnu iteraciju

1
20 _ 1
1

Za ovaj primjer zaokruZiti éemo dobivene elemente vektora x®) na 2 decimale tako

da u lingji 10 Algoritma pisemo
zli]=round ((1/A[%i] [i])*(b[i]-sum),2).
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Metodu provodimo za 10 koraka. U nastavku vrsimo unosenje ulaznih podataka i poziv
funkcije na sljedeci nacin

A=[[1,2,-1,1],[2,5,-1,2],[3,-1,-2,1],[1,-1,3,-5]]
b=[-1,-2,5,6]

z=[1,1,1,1]

k_maxz=10

z=Jacobi (4,b,z,k_mazx)

print (z)

pri cemu je funkcija Jacobi dana u Algoritmul3.2.1. Program ispisuje sljedece iteracije

[-3.0, 0.6, -6.8, -6.0]

[-3.0, 1.84, -10.92, -8.72]

[-6.88, 3.66, -19.01, -14.71]
[-12.62, 6.73, -32.15, -24.36]
[-22.25, 11.81, -53.96, -40.39]
[-38.19, 20.24, -90.1, -66.95]
[-64.63, 34.21, -150.03, -110.99]
[-108.46, 57.37, -249.37, -183.99]
[-181.12, 95.77, -414.06, -305.01]
[-301.59, 159.43, -687.11, -505.67]
[-501.3, 264.97, -1139.77, -838.32]
[-501.3, 264.97, -1139.77, -838.32].

Egzaktno rjesenje sustava je vektor

Uocimo da matrica A nije strogo (niti jako) dijagonalno dominatna. Provjerimo u
sljedecoj tablici koja je pogreska u odnosu na egzaktno rjesenje za odredene iteracije.

k z(®) |z — x|
0 (—3.0,0.6, —6.8,—6.0) 78
D (—38.19,20.24, —90.1, —66.95) 91.1
10 | (—501.3,264.97, —1139.77, —838.32) 1140.77

MozZemo wvidjeti da se pogreska povecava, dakle metoda ne konvergira k egzakinom
riesenju zadanog sustava.
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3.6 Numericko rjesavanje diferencijalne
jednadzbe

Opisimo primjer obi¢ne diferencijalne jednadzbe dan u [2].

Zadan je rubni problem

_j;u(x) - f(x), O<z<1 (3.13)
u(0) = u(l) =0. (3.14)

Trazimo rjesenje u problema. Opisimo metodu kojom dolazimo do aproksimacije
rjeSenja na skupu od kona¢no mnogo tocaka

D=2 <21 <20<...<Tp <Tpy1 =1, neN,
iz segmenta [0, 1] .

Definiramo korak

1
h =
n+1
i ¢vorove
x; =1h, t=1,....,n+1,
te oznac¢imo trazene vrijednosti
u; = u(x;), i=0,...,n+1.

Polazec¢i od funkcije v koja zadovoljava i , u svakom ¢voru zelimo
zamijeniti diferencijalnu jednadzbu odgovaraju¢om algebarskom jednadzbom kako
bismo dobili i rijesili sustav algebarskih jednadzbi. Radi toga mijenjamo derivacije
s odgovaraju¢im algebarskim aproksimacijama. Prema Taylorovom teoremu srednje
vrijednosti, za aproksimaciju druge derivacije imamo

" " ) (... .
Uiv1 = u(z; + h) = u; + wjh + %hQ + %hg + Wh4, (3.15)
/ u o, u s a5y
wi—1 = u(x; —h) = u; —ujh + jh — ?h + Th , (3.16)

gdje je a; € (z;,x; + h) i B € (x; — h, ;). Iz poCetnog uvjeta (3.14]) slijedi da je

Uy = Un+1 =0.
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Sada zbrojimo jednadzbe (3.15]) i (3.16)) i dobijemo

h4
Uit + iy = 2u; + uh? + (W (z; + o) + oD (x; + Bi))ﬂ’ 1=1,...
h4
Oznacimo ¢; = —(u™® (x; + a;) + u® (x; + BZ))ﬂ i tada je
—u; 1+ 2u; — .
—u = izl hzu u“—ei, 1=1,...,n.

Kako je, zbog pocetnog uvjeta (3.13), —u? = f;, slijedi

—Ui—1 + 20U — U1

fi—f-Ei, izl,...,n.

2
Sada iskoristimo zadane rubne uvjete (3.14)) da pojednostavimo prvu

jednadzbu.
Za 1 = 1 imamo

—Ug + 2u1 — Us

12 = h+tea
2U1 — Uy = f1h2 + €1h2 .
Za 1 = n imamo
—Up_1 + 2Uy — Upa1
—Up1 +2u, = foh?+eh?.

34

.

i posljednju

Uoc¢imo da tako dobivamo sustav od n jednadzbi s n nepoznanica koji mozemo zapisati

matri¢no na sljede¢i nacin

2 —1. 0 - 0 O[] u | ] [ e, ]
-1 2 =1 -~ 0 0 Us fo €2
e | S AR e
0 0 0 U 2 —1 Up—1 fnfl €n—1
(0 0 0 - 1 2 || u | | fo ] | o |

odnosno uz pripadajuce oznake sustav

Tou = h*f + h%e.

L (3.17)
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Matrica T, je gore eksplicitno dana, dok vektor f dobivamo evaluiranjem desne strane
jednakosti u ¢vorovima. Vektor € a priori ne znamo pa njega izostavljamo, sto
opravdavamo &injenicom da je € reda veli¢ine h*, odnosno za mali h se radi o vrlo
maloj veli¢ini pa se nadamo da nece bitno utjecati na to¢nost aproksimacije. Time
konac¢no promatramo sustav

T,i = h%f, (3.18)
gdje @ aproksimira rjesenje u, odnosno vrijednost rjesenja u ¢vorovima x;, ¢ =
1,...,n.

U nastavku pokazujemo da je sustav (3.18) pogodan za primjenu Jacobijeve i
Gauss-Seidelove metode.
Definicija 3.6.1. Za kvadratnu matricu A kaZemo da je tridijagonalna ako je
ai; =0 za |j—i|l=2,

odnosno ako je oblika

« o+ 0 0
0 0
0 - 0 # =

Lema 3.6.2. [J, Zadatak 2.9.15.(a)] Kvadratna matrica A je ireducibilna ako i samo
ako za svaki par (i,7), 1 <i,7 < n,i+# j, postoji konacan niz indeksa i = ly,...,l, =
J takav da je ay, g, 0, p=1,...,7—1.

Korolar 3.6.3. Tridijagonalna matrica A za koju nijedan od elemenata a; ;i1 % Qi1
nije nula je ireducibilna.

Dokaz. Trebamo pokazati da ovi uvjeti zadovoljavaju pretpostavku Leme Oda-
berimo prozvoljne i, j. Razlikujemo dva slucaja, kada je j > ¢ i kada je ¢ > j.
Za j > 1 su elementi

Qii41 5 Aig1542 5 Ait24i43 5 -+ 5 Aj—15

razli¢iti od 0 i time zadovoljavaju uvjete Leme [3.6.2
Za i > j su elementi

Qji—1 5 Qi—1—25 Aj—24i-3, -+ 5 Ajj-1

takoder razli¢iti od 0 i time zadovoljavaju uvjete Leme |3.6.2| ¢ime smo pokazali da je
tridijagonalna matrica s navedenim svojstvima ireducibilna. O]
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Uoc¢imo da je matrica sustava T,,, dobivena u (3.17)), tridijagonalna, a prema
Korolaru [3.6.3| je ona ireducibilna. Matrica je takoder jako dijagonalno dominantna
po recima jer za svaki ¢ = 1,...,n vrijedi

n
j=1
J#i
azai=11i1=n vrijedi stroga nejednakost, odnosno

n
2= ag| > > lagl =14+0+0+...+0.
i=1
J#
Prema tome, Jacobijeva i Gauss-Seidelova metoda za matricu 7, konvergiraju prema
rjeSenju sustava neovisno o izboru pocetne iteracije. Sada prezentiramo primjenu
Gaussovih eliminacija i Gauss-Seidelove metode u rjesavanju sustava ([3.18) za neke
konkretne izbore desne strane f.

Primjer 3.6.4. Numericki rijesimo diferencijalnu jednadzbu

d2
da?

u(z) = n?sin(rx), 0<z<l1

u(0) = u(l)=0,

za n = 20, koriste¢i metodu Gaussovih eliminacija i usporedimo dobiveno rjesenje s
egzaktnim rjesenjem u(x) = sin (7x).

Kako bismo rijesili primjer opisanim postupkom za n = 20, moramo definirati ko-
rak h te cvorove x;, 1 =1,...,n+ 1. Zatim, za rjesavanje sustava potrebno je
definirati tridijagonalnu matricu sustava T;, i vektor desne strane f. Tada pozivanjem
funkcije iz Algoritma[2.1.1] dobijemo aproksimaciju rjesenja w. Za odredivanje apso-
lutne pogreske dobivene aproksimacije s obzirom na rjesenje jednadzbe, u kodu cemo
zapisati vektor s egzaktnim vrijednostima u;, © = 1,...,n, te promatrati euklidsku
normu njthove razlike. Dakle, uw Pythonu zapisujemo sljedeéi algoritam

tmport math

1
2

3 n=20

4 h=1/(n+1)
5

6

=[] #tocke =_1 unutar intervala [0,1]
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
28
24
25
26
27
28
29
30
31
32
38
34
35
36
37
38
39

for i in range (0,n):
z.append((i+1)*h)
print (z)

=[] #definiramo tridijagonalnu matricu T
for i in range (0,n):
T.append ([])
for j in range (0,n):
T[%].append(0)

if i==j:
T[<][j5]=2
if i4==j5+1 or i==7-1:
T[i][5]=-1
f=0] #definiramo vektor desne strane sustava

for i in range (0,n):
f.append ((h**2)*(math.pi**2*math.sin(math.pi*x[i])))

u_gauss=gauss (T, f)
print (u_gauss)

def norm(z,y): #definiramo funkciju euklidske morme
n=len (z)
sum=0.0
for % in range (0,n):
sum+=(z[i]-y[i])**2
return(math.sqrt (sum))

u_rj=[] #egzaktno rjeSenje jednadzZbe
for i in range (0,n):

u_rj.append(math.sin(math.pi*x[i]))

print (norm(u_gauss,u_rj)) #apsolutna pogreska metode

koji nam u ispisu daje 20 tocaka oznacenih na Slici te pogresku

0.006050074128593047.

Iz dobivenih rezultata moZemo vidjeti da smo dobili jako dobru aproksimaciju

rjesenja, s pogreskom tek na trecoj decimali.
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\
Slika 3.1: Usporedba tocnog rjesenja jednadzbe i dobivenih tocaka

Pogledajmo u nastavku kojom brzinom metoda Gaussovih eliminacija dolazi do
rjesenja i kako se ona mijenja s povecanjem n.

Primjer 3.6.5. Zadana je diferencijalna jednadzba

d2

u(0) = u(l)=0.

Izracunajmo brzinu izvrsenja metode Gaussovih eliminacija za n = 10,100, 500, 1000.

Za mjerenje brzine izvsenja, potrebno je u Pythonu na pocetku algoritma dodati
naredbu

import time.

Nakon toga na isti nacin kao u Primjeru definiramo n, h, x, T,,, dok vektor f,
poziv funkcije iz Algoritma te brzinu izvrsenja racunamo koristeci sljedeci kod

=0 #definiramo vektor desne strane sustava
for i in range (0,n):
f.append (h**2%2)

pocetno_vrijeme = time.time()
u_gauss=gauss (T, f)

ukupno_vrijeme = time.time() - start_time
print (ukupno_vrijeme) .
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U sljedecoj tablici prikazani su rezultati za razlicite n izmjereni na racunalu s proce-

sorom Intel(R) Pentium(R) CPU 2020M, 2.40 GHz i 4 GB RAM-a.

n t

50 | 0.025000572204589844 s
100 0.1795027256011963s
500 20.411316633224487s
1000 177.8903844356537s

Uoc¢imo da kada n povecamo primjerice 10 puta, vrijeme izvrsavanja se povecéalo
priblizno 1000 puta sto je u skladu s izracunatom kubnom sloZenosti metode Gaussovih
eliminacija.

Napomenimo da je rjeSenje diferencijalne jednadzbe u prethodnom primjeru u(z) =
—x(x — 1), za koju su treca i ¢etvrta derivacija u relacijama i jednake
nuli, pa je i € = 0, tako da se opisanim postupkom ne dobiva aproksimacija veé¢
to¢no rjesenje u. Iskoristiti ¢emo istu funkciju u sljede¢em primjeru u kojem ¢emo
usporediti metodu Gaussovih eliminacija i Gauss-Seidelovu metodu.

Primjer 3.6.6. Zadana je diferencijalna jednadzba

d2
—ﬁu(x) = 2, 0<z<l

uw(0) = u(l)=0.

Izracunajmo pogresku te brzinu izvrsenja za metodu Gaussovih eliminacija © Gauss-
Seidelovu metodu kada je n = 20 i n = 500, dok je broj iteracija u Gauss-Seidelovoj
metodi fiksiran na ke, = 150.

Za izracun vremena izvrsenja i pogreske obiju metoda pisemo u Pythonu sljedeci

kod

import time
tmport math

1
2

3

4 n=20

5 h=1/(n+1)
6

7 x=[] #tocke z_1i unutar intervala [0,1]
8
9

for i in range (0,n):
z.append ((i+1)*h)
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
238
24
25
26
27
28
29
30
31
52
38
34
35
36
37
38
39
40
41
42
48
44
45
46
47
48
49

=[] #definiramo tridijagonalnu matricu T
for i in range (0,n):
T.append([])
for 7 in range (0,n):
T[%i].append(0)

if i==j:
T[<][j5]=2
1f i==j5+1 or 1==7-1:
T[z][j]=-1
f=0] #definiramo vektor desne strane sustava

for i in range (0,n):
f.append (h**2%2)

k_maz=150 #broj iteractja u GS metodi
u_poc=[] #pocetna iteracija
for i in range (0,n):

u_poc.append(0)

pocetno_vrijeme = time.time() #racunamo rjesSenje uz
u_GS=GS(T, f,u_poc, k_mazx) urijeme izvursavanja
ukupno_vrijeme = time.time() - pocetmo_vrijeme

print (ukupno_vrijeme)

pocetno_vrijeme = time.time()
u_gauss=gauss (T, f)

ukupno_vrijeme = time.time() - pocetmo_vrijeme
print (ukupno_vrijeme)

def norm(zx,y): #definiramo funkciju euklidske morme
n=len(z)
sum=0.0
for i in range (0,n):
sum+=(z[i]-y[i])**2
return(math.sqrt (sum))

u_rj=[] #egzaktno rjesenje jednadzZbe
for i in range (0,n):
u_rj.append (-z[i]*(z[i]-1))
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50
51 print (norm(u_GS,u_rj)) #apsolutna pogreska svake metode
52 print (norm(u_gauss,u_rj)),

u kojem pozivamo funkcije definirane u Algoritmu i Algoritmu[3.3.1. Dobivene
rezultate za n = 20 i n = 500, pri cemu smo ih zaokruzili na 3 decimale, prikazujemo
u sljedecoj tablici.

n t - GS | pogreska - GS || t - Gauss | pogreska - Gauss
20 || 0.026s 0.028 0.001s 2.869¢e — 16
500 || 15.094s 4.062 20.570s 2.904e — 13

Mozemo vidjeti da je za male n metoda Gaussovih eliminacija brZa v tocnija. S
povecanjem n, brzina izvodenja te metode se kubno povecéava, no tocnost ostaje do-
voljno dobra za razliku od Gauss-Seidelove metode koja je za vece n puno brza, ali je
pogreska u odnosu na egzaktni rezultat puno veca.

U prethodnom primjeru smo za Gauss-Seidelovu metodu fiksirali £,,,, i mijenjali
n. Pogledajmo sada na primjeru iste diferencijalne jednadzbe Sto se dogada ako
fiksiramo n i mijenjamo k4.

Primjer 3.6.7. Zadana je diferencijalna jednadzba
d2
—@u(x) = 2, 0<zr<l
uw(0) = u(l)=0.

Racunajmo rjesenje jednadzbe za n = 20, koristeéi Gauss-Seidelovu metodu te pogle-
dajmo njezinu tocnost i brzinu za k., = 100, 500, 1000, 1500.

U ovom primgjeru koristimo isti kod kao i u Primjeru[3.6.6, ali bez dijela koda koji
racuna Gaussove eliminacije. Rezultate u ovisnosti o k.. dajemo u sljedecoj tablici,
s time da smo ih zaokruzili na 3 decimale.

kmaz t pogreska
100 | 0.015s 0.087
500 | 0.090s | 1.092e — 05
1000 | 0.175s | 1.446e — 10
1500 | 0.260s | 6.733e — 16

Prema dobivenim rezultatima moZemo uociti da se apsolutna pogreska smanjuje s
povecanjem kpyq., dakle metoda konvergira prema rjesenju jednadzbe. Naravno, vri-
jeme izvrsenja se povecava priblizno koliko i k.., jer je sloZenost Gauss-Seidelove
metode linearna u ovisnosti o kpyqz-
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Sazetak

Za rjeSavanje linearnih sustava jednadzbi postoji nekoliko metoda. Neke od njih
su direktne (Gaussove eliminacije, LR faktorizacija) i daju to¢no rjeSenje do na po-
gresku u zaokruzivanju racunala, ali nisu prakti¢ne za vece sustave jer imaju kubnu
slozenost. S druge strane su iterativne metode (Jacobijeva, Gauss-Seidelova) koje su
brze i efikasne za vece sustave, ali daju aproksimaciju rjesenja i u nekim sluc¢ajevima
sporo konvergiraju prema egzaktnom rjesenju. Odabir bolje metode ovisi o danom
problemu. U ovom radu su obradene neke direktne i iterativne metode, te je pre-
zentirana njihova usporedba na primjeru rjesavanja diferencijalne jednadzbe. Svi
prezentirani algoritmi zapisani su u programskom jeziku Python 3.6.



Summary

There are several methods for solving linear systems of equations. Some of them
are direct (Gaussian Elimination, LR Decomposition) and provide the exact solution
neglecting the roundoff error caused by the computer, but they are not practical for
solving large systems because their complexity is cubic. On the other side, there are
iterative methods (Jacobi, Gauss-Seidel) which are faster and more efficient to use in
large systems, but they give approximate solutions and their convergence to the exact
solution can be slow. Choosing a better method depends on a given problem. This
thesis deals with some of direct and iterative methods, and shows their comparison
on the example of solving differential equations. All presented algorithms are written
in a programming language Python 3.6.
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