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Uvod

Poceci geometrije seZu jo$ u doba starih Egip¢ana, te se ona smatra jednom od najsta-
rijih grana matematike. Ova grana matematike inspirirana je prakticnim problemima s
kojima su se ljudi susratali u svakodnevnom Zivotu, a razvila se iz potrebe za mjerenjem
u graditeljstvu i astronomiji. S viemenom, geometrija se sve viSe §irila te postala sve ap-
straktnija. Geometrija je do danas ostala jedna od Cesto primjenjivanih i nezaobilaznih
grana matematike.

Opce je poznato da je kotac jedan od najvaznijih povijesnih izuma koji je doprinio
razvoju civilizacije. Izumili su ga Sumerani oko 3500. godine prije Krista u Mezopo-
tamiji. Sumerani su kotac izradili u obliku kruga jer su uocili da taj oblik omogucuje
glatko gibanje. Obod kotaca je kruZnica, a udaljenost svake tocke kruznice do njenog
srediSta jednaka je polumjeru kruznice. Jasno je da su svi promjeri kruZnice jednaki,
odnosno da je njena Sirina jednaka u svakom smjeru, pa mozemo reci da kruznica ima
konstantnu Sirinu. Ovo svojstvo kruZnicu svrstava medu takozvane krivulje konstanine
Sirine, o kojima ¢emo govoriti u ovom radu. Krivuljama konstantne Sirine smatramo
sve konveksne krivulje kojima je Sirina jednaka u svakom smjeru. Postoji beskona¢no
mnogo takvih krivulja, a neke od njihovih svojstava ¢emo opisati u ovom radu. Jedan
od najpoznatijih primjera krivulje konstantne Sirine je krivolinijski trokut, kojeg je prvi
otkrio njemacki znanstvenik i inZenjer Franz Reuleaux (1829 — 1905), prema kojem ga
nazivamo Reuleauxovim trokutom (vidi sliku[0.1). Reuleauxov trokut najjednostavnija
je krivulja konstantne $irine, osim kruZnice koja je trivijalan primjer takve krivulje.

Slika 0.1: Reuleauxov trokut
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Krivulje konstantne S$irine ¢ine rub lika kojeg nazivamo likom konstantne Sirine, a
njegov prostorni analogon je tijelo konstantne Sirine. Trodimenzionalna inacica Reule-
auxovog trokuta je Reuleauxov tetraedar, no u daljnjem radu ¢emo vidjeti da ovo tijelo
nema jednaku Sirinu u svakom smjeru, pa nije tijelo konstantne Sirine. Ipak, moguce
je transformirati ovo tijelo tako da dobijemo tijelo konstantne Sirine. Prema nacinu na
koji ih dobivamo, tijela konstantne Sirine dijelimo u dvije skupine, rotacijska i nerotacij-
ska tijela. Postoji beskona¢no mnogo tijela konstantne Sirine, a u ovom radu ¢emo dati
nekoliko primjera takvih tijela. Posebno, opisat ¢emo dva tipa nerotacijskih tijela, Cije
otkrice se pripisuje Svicarskom matematicaru Ernstu Meissneru (1883 — 1939), prema
kojem ih nazivamo Meissnerovim tijelima.

Ovaj rad sastoji se od Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju navedeni su osnovni poj-
movi i definicije potrebni za razumijevanje teme ovog rada. Osim toga, slikovno su
objasnjene, a potom i precizno matematicki definirane, krivulje konstantne §irine. U
drugom poglavlju navedeni su neki od primjera takvih krivulja. Najprije je opisan naj-
jednostavniji primjer, takozvani Reuleauxov trokut, te je navedena njegova konstrukcija
i neka njegova svojstva. Potom su opisane krivulje konstantne $irine bez kutnih tocaka,
koje se dobivaju iz Reuleauxovog trokuta. Nakon toga navedeni su opis i konstrukcija
Reuleauxovih poligona. U ovom dijelu opisana je i prakti¢na primjena svojstava krivulja
konstantne Sirine u izradi kotaca. Tre¢e poglavlje je matematicki najzahtjevnije jer su u
njemu navedeni i dokazani brojni teoremi o spomenutim krivuljama. U ovom poglavlju
najprije su iskazane i dokazane neke od osnovnih tvrdnji o krivuljama konstantne $i-
rine, potom slijede tvrdnje vezane uz opseg i povrsinu lika konstantne Sirine, a na kraju
je prou¢ena aproksimacija krivolinijskim poligonima. Cetvrto poglavlje posveéeno je ti-
jelima konstantne Sirine. U ovom dijelu rada opisano je kako nastaju rotacijska, a kako
nerotacijska tijela konstantne $irine. Osim toga navedeni su primjeri takvih tijela, te su
iskazana neka od njihovih svojstava.

Osnovna literatura prema kojoj je napisan ovaj rad je Poglavlje 7 iz knjige Convex
Figures [2], te Poglavlje 25 iz knjige The Enjoyment of Mathematics [9]. Uz to, izneseni
su i rezultati predstavljeni u ¢lancima [1], [5], [7] iz Casopisa The Mathematical Gazette
i The Mathematical Intelligencer. Neke od slika danih u radu su izradene u programu
dinamicke geometrije GeoGebra, dok su neke preuzete iz literature.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i definicije

Prije razrade glavnog dijela rada, definirat ¢emo pojmove koji su nam potrebni za samo
shvacanje teme ovog rada. Navest ¢emo pojmove koji ¢e nam pomoc¢i pri definiranju
novih pojmova, te formuliranju i dokazivanju rezultata vezanih uz temu rada.

Definicija 1.1. Neka su x,y € R". Skupxy ={(1-A)x+ Ay : A€ [0,1]} nazivamo duZina
(spojnica) s krajevima x i y.

Definicija 1.2. KazZemo da je skup A < R" konveksan ako za svake dvije tocke x i y iz
skupa A vrijedixy < A.

Drugim rijeCima, skup je konveksan ako za svake dvije tocke tog skupa vrijedi da je i
duzina koja spaja te dvije tocke takoder unutar tog skupa. Na slici[l.I|mozemo vidjeti tri
konveksna skupa oznacena slovima a, b, ¢, dok skup oznacen slovom d nije konveksan.

a b c d

Slika 1.1: Skupovi a, bi ¢ su konveksni, a skup d nije konveksan.

Definicija 1.3. Neka je M ravnina. KruzZnica sa sredistem u S i polumjerom r je skup
K(S,r)={TeM:|ST|=r}.

U Definiciji smo sa |ST| oznatili Euklidsku udaljenost izmedu tocaka Si T, od-
nosno duljinu duzine ST.
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Definicija 1.4. Neka jexeR" ir > 0. Skup K(x,r) ={y € R" : |xy| < r} nazivamo otvore-
nom kuglom oko x polumjerar.

Definicija 1.5. Skup A< R" je ogranicen ako postoje tocka Py € R" i broj r > 0 takvi da je
AS K(Py,r).

Definicija 1.6. Skup A <R" je otvoren ako za svaki x iz skupa A postojir > 0 takav da je
K(x,r)c A.

Definicija 1.7. Skup A cR" je zatvoren ako mu je komplementR" \ A otvoren.

Definicija 1.8. Neka je A< R". Zatvarac skupa A, u oznaci A, je presjek svih zatvorenih
skupova koji sadrze A.

Definicija 1.9. Neka je A< R". Rub ili granica skupa A je skup dA = AnR"\ A.
Definicija 1.10. Skup AcR" je kompaktan ako je zatvoren i ogranicen.

Definicija 1.11. Neka je M ravnina i neka su skupovi S,S' € M. Kazemo da su skupovi S
i 8" homeomorfni ako postoji bijekcija f : S — S' takva da su f i f~ neprekidne.

Definicija 1.12. Jednostavna krivulja je homeomorfna slika segmenta.
Opcenito, krivulja je unija jednostavnih krivulja.
Definicija 1.13. Jednostavno zatvorena krivulja je homeomorfna slika kruznice.

Radi jednostavnosti najces¢e necemo razlikovati krivulju od funkcije kojom je defi-
nirana.

Teorem 1.14 (Jordanov teorem). Neka jey jednostavno zatvorena krivulja u ravnini R?.
Tada se komplementR?\y sastoji od dva disjunktna povezana otvorena skupa iy je zajed-
nicki rub svakog od njih. Jedan od tih povezanih otvorenih skupova je omeden i naziva se
unutrasnje podrucje jednostavno zatvorene krivuljey ili podrucje omedeno jednostavno
zatvorenom krivuljomy, a drugi je neomeden i naziva se vanjsko ili neomedeno podrucje
jednostavno zatvorene krivuljey.

Mi ¢emo pretpostaviti da su krivulje koje promatramo po dijelovima glatke, tj. takve
daje funkcija f iz definicije krivulje neprekidno diferencijabilna na domeni, osim even-
tualno u kona¢no mnogo tocaka gdje je samo neprekidna.
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Krivulje u ravnini

Neka je dana zatvorena krivulja K. Odredimo S$irinu krivulje K u danom smjeru. U tu
svrhu odaberimo neki pravac p paralelan s danim smjerom u kojem Zelimo odrediti
Sirinu krivulje. Svaku toCku krivulje K ortogonalno projiciramo na pravac p. Tocke do-
bivene ortogonalnom projekcijom ¢ine duzinu AB koji lezi na pravcu p. Sirina krivulje
K u zadanom smjeru jednaka je upravo duljini duzine AB.

p
T~ A

K/~ \
|
\
\ 2
_
_—

Slika 1.2: Sirina krivulje

Povucimo pravce koji su okomiti na duzinu AB i prolaze njenim krajnjim to¢kama
A i B kao na slici Svaki od ta dva pravca dodiruje krivulju K u barem jednoj tocki,
no ne prolazi tockama unutar krivulje. Cijela krivulja K nalazi se s jedne strane svakog
od dobivenih pravaca, odnosno nalazi se to¢no izmedu ta dva pravca. Ovako dobivene
pravce zvat ¢emo potporni pravci krivulje K.

B

Slika 1.3: Potporni pravci krivulje

Svaka zatvorena krivulja ima jedan par potpornih pravaca u svakom smjeru. Par pot-
pornih pravaca krivulje K u danom smjeru moZemo odrediti na dva nacina. Prvi nacin
je ve¢ spomenuta metoda u kojoj ortogonalno projiciramo svaku tocku krivulje K na
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pravac p paralelan sa zadanim smjerom. Drugi nacin da odredimo par potpornih pra-
vaca krivulje K u danom smjeru jest da odredimo bilo koja dva paralelna pravca takva
da se krivulja K nalazi izmedu njih, te da su oni okomiti na dani smjer. Potom transla-
tiramo svaki od pravaca u danom smjeru sve dok oni ne dotaknu krivulju K kao na slici

L4

Slika 1.4: Potporni pravci krivulje

VaZzno je napomenuti da potporni pravci krivulje K nisu isto $to i tangente na tu kri-
vulju. Pogledajmo krivulju prikazanu na slici[l.5al Pravac ¢ je tangenta na danu krivulju
u tocki T, no pravac ¢ nije potporni pravac te krivulje jer sijece krivulju pa se ona ne
nalazi u potpunosti s jedne strane pravca t. Pogledamo li krivulju sa slike lako
moZemo uociti da je pravac s potporni pravac te krivulje, no pravac s nije tangenta na
tu krivuju jer prolazi tockom S u kojoj dana krivulja ima Siljak. Naime, krivulja nije di-
ferencijabilna u tocki u kojoj ima Siljak, pa ne postoji tangenta na krivulju u toj tocki

19
S
T
D S
t
@ (b)

Slika 1.5
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Ovime smo slikovito objasnili pojmove Sirine i potpornih pravaca zatvorene, ne nuzno
konveksne, krivulje. U nastavku rada naglasak ¢emo staviti na zatvorene konveksne kri-
vulje.

Definicija 1.15. Neka je S neprazan, ogranicen i konveksan skup u ravnini. Rub skupa
S, u oznaci 0S, nazivamo zatvorenom konveksnom krivuljom.

Sada moZemo precizno matematicki definirati potporne pravce i Sirinu zatvorene
konveksne krivulje, te kona¢no krivulju konstantne Sirine.

Definicija 1.16. Kazemo da je pravac | potporni pravac konveksnog skupa S u tocki A €
0S ako vrijedi:

1. Ael

2. § se nalazi u zatvaracu jedne od dviju otvorenih poluravnina u koje | rastavlja
ravninu [7)].

Iz prethodne definicije lako moZemo uociti da se svaka tocka ruba konveksnog skupa
S nalazi na nekom potpornom pravcu tog skupa.

Definicija1.17. Ako kroz neku tocku ruba skupa prolazi vise od jednog potpornog pravca
tog skupa, tada tu tocku zovemo kutna ili singularna tocka (slika[1.6d), inace govorimo

o regularnoj tocki (slika[1.6).

N’ M’

M E

A §
X
A Y
A ¥
X
X
A ¥
X
A Y

A

(@) Oje kutna ili singularna tocka

(b) O je regularna tocka

Slika 1.6
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Definicija 1.18. Sirina zatvorene konveksne krivulje u danom smjeru je udaljenost iz-

medu para potpornih pravaca krivulje okomitih na dani smjer. Sirina takve krivulje je
minimum Sirina u svim smjerovima.

Definicija 1.19. Zatvorenu konveksnu krivulju kojoj je Sirina jednaka u svim smjerovima
nazivamo krivuljom konstantne Sirine.

-

Slika 1.7: Krivulja konstantne Sirine &



Poglavlje 2

Primjeri krivulja konstantne Sirine

Kao §to smo naveli, krivulja konstantne Sirine je krivulja kojoj je Sirina u svakom smjeru
jednaka. Najjednostavniji primjer takve krivulje je kruZznica. No, osim kruZnice, postoji
beskonac¢no mnogo krivulja konstantne Sirine. Krenimo od najjednostavnijeg primjera.

2.1 Reuleauxov trokut

Za pocetak konstruirajmo proizvoljan jednakostranican trokut kojemu je duljina stra-
nice h. Potom konstruirajmo tri kruga polumjera h, tako da rub svakog od tih krugova
prolazi kroz dva vrha trokuta, a srediSte mu je u tre¢em vrhu. U presjeku ova tri kruga
dobivamo lik kojemu rub nazivamo Reuleauxov trokut (slika2.1). Vidimo da je to krivo-

Slika 2.1: Konstrukcija Reuleauxovog trokuta
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linijski trokut kojemu su vrhovi isti kao vrhovi jednakostrani¢nog trokuta od kojeg smo
zapoceli, a stranice su mu sukladni kruzni lukovi [2].

Odaberemo li bilo koji par paralelnih potpornih pravaca Reuleauxovog trokuta, je-
dan od njih ¢e prolaziti jednim njegovim vrhom, dok ¢e drugi biti tangenta na nasu-
protnu stranicu kao na slici[2.24} ili ¢e svaki od dva potporna pravca prolaziti po jednim
vrhom krivolinijskog trokuta kao na slici[2.2b]

C

(b)

Slika 2.2

Ako jedan potporni pravac prolazi jednim vrhom trokuta, a drugi je tangenta na nasu-
protnu stranicu (slika[2.2a), tada je udaljenost izmedu potpornih pravaca ocito jednaka
polumjeru & kruznog luka. Ukoliko oba potporna pravca prolaze vrhovima krivolinij-
skog trokuta (slika [2.2b), onda su oni okomiti na odgovarajucu stranicu pocetnog jed-
nakostrani¢nog trokuta, pa je njihova udaljenost jednaka duljini /4 stranice tog trokuta.
U svakom slucaju, udaljenost izmedu para paralelnih potpornih pravaca krivolinijskog
trokuta uvijek je jednaka h, pa je Sirina Reuleauxovog trokuta u svakom smjeru jednaka
h[2].

Uocimo da tockama A, B i C Reuleauxovog trokuta prolazi viSe potpornih pravaca
pasu A, B i C kutne tocke. Ostalim tockama Reuleauxovog trokuta prolazi to¢no jedan
potporni pravac koji je tangenta na tu stranicu, pa su te tocke regularne. Dakle, Reule-
auxov trokut ima tocno tri kutne tocke.
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Polazeci od Reuleauxovog trokuta moZemo do¢i do jo$ nekih zanimljivih primjera
krivulja konstantne Sirine. Vidjeli smo da Reuleauxov trokut ima tri kutne tocke, a sada
¢emo slicnom konstrukcijom do¢i do krivulje konstantne Sirine kojoj su sve tocke re-
gularne. Za pocetak, ponovno ¢emo konstruirati jednakostranican trokut sa stranicom
duljine h. Produljimo sve tri stranice trokuta preko svakog od vrhova trokuta (vidi sliku
[2.3). Oko svakog vrha trokuta ¢emo konstruirati kruzni luk, koji se nalazi unutar odgo-
varajuceg kuta trokuta, a promjer mu je jednak p > h. Nadalje, dobivene lukove spojimo
lukovima sa sredistima u vrhovima trokuta i polumjerom p’ = p — h, koji se nalaze izvan
kutova trokuta. Po konstrukciji slijedi da se susjedni lukovi nastavljaju jedan na drugoga
jer smo polumjer p’ upravo tako odabrali.

Slika 2.3: Konstrukcija krivulje konstantne Sirine bez kutnih tocaka

Neka je sada p + p’ = H. Odaberemo li bilo koji par potpornih pravaca dobivene krivu-
lje, jedan od pravaca Ce biti tangenta na luk kruZnice veceg polumjera p, dok ¢e drugi
pravac biti tangenta na luk kruZnice manjeg polumjera p’, pri cemu lukovi imaju zajed-
nicko srediste. Udaljenost izmedu potpornih pravaca je o¢ito p + p’ = H, pa je dobivena
krivulja zaista krivulja konstantne Sirine H [2].

Konstruiramo li dva para potpornih pravaca neke krivulje konstantne Sirine, oni ¢e
tvoriti paralelogram. Stovise, zbog konstantne $irine koju ima krivulja, dva para potpor-
nih pravaca tvorit ¢e romb, kao §to je prikazano na slici[2.4al Posebno, ako su dva para
potpornih pravaca krivulje konstantne Sirine okomiti, tada oni tvore romb s pravim ku-
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tom, odnosno kvadrat, kao na slici S obzirom da je Sirina krivulje konstantna i
jednaka h, kvadrat koji ¢ine dva okomita para potpornih pravaca ima stranicu duljine
h. Bududi da bilo koja dva para okomitih potpornih pravaca krivulje konstantne Sirine
h tvore kvadrat sa stranicom duljine £, svi dobiveni kvadrati su sukladni [9].

(@
(b)

Slika 2.4
Krivulja konstantne Sirine moZe se slobodno okretati unutar kvadrata c€ija je duljina

stranice jednaka Sirini krivulje (slika|2.5). Pri tome krivulja u svakom trenutku dotice sve
stranice kvadrata.

7/ \f— N\ - 7 Y
<) O O

S N e
@, Q) O

L N I\ J& Y

Slika 2.5

Vrijedi i obrnuto, krivulja koja se moZze slobodno okretati unutra kvadrata duljine stra-
nice A, ostajuci pri tome u dodiru sa svim stranicama kvadrata, je krivulja konstantne
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Sirine h. Ovo svojstvo primjenjeno je pri izradi svrdla u obliku Reuleauxovog trokuta,
pomocu kojeg se moZe izdubiti gotovo kvadratna rupa. Rupa koja se dobije nije pravi
kvadrat, ve¢ ima oblik kvadrata kojemu su vrhovi zaobljeni, §to se vidi na slici[2.5 Pri-
mjetimo da centar svrdla ne moZe biti fiksan, nego se giba po jednoj ovalnoj krivulji
121, [91.

2.2 Reuleauxovi poligoni

Po principu konstrukcije Reuleauxovog trokuta mozemo konstruirati i krivolinijske po-
ligone s viSe stranica. Ideja dobivanja krivolinijskih poligona ista je kao i kod Reule-
auxovog trokuta, a bit je u konstrukciji niza lukova jednakih polumjera cije srediste je u
nasuprotnom vrhu. PrikazZimo dobivanje takvog krivolinijskog poligona sastavljenog od
pet lukova. Opceniti postupak za veci broj lukova provodi se analogno.

1. Odaberemo tocku B, te nacrtamo luk kruZznice polumjera & sa srediStem u tocki
B. Na dobivenom luku odaberemo dvije tocke A i C (slika[2.6a).

(b)

) (d) (e)

Slika 2.6: Konstrukcija krivolinijskog poligona sastavljenog od pet lukova
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2. Konstruiramo luk sa srediStem u tocCki C i polumjerom h. Taj luk ocito prolazi
tockom B, jer je |BC| = h po prethodnom koraku konstrukcije. Na dobivenom
luku odaberemo tocku D (slika[2.6b).

3. Nacrtamo kruzni luk sa srediStem u tocki D polumjera £, koji prolazi tockom C,
jer je |ICD| = h po prethodnom koraku konstrukcije (slika[2.6¢).

4. Konstruiramo kruzni luk sa srediStem u tocki A polumjera k. Taj luk oc€ito prolazi
tockom B, jer je |AB| = h po prvom koraku konstrukcije. Presjek lukova s polu-
mjerom h i srediStima u tockama Ai D je tocka E (slika[2.6d).

5. Nacrtamo kruZzni luk sa srediStem u tocki E koji prolazi tockama Ai D. Ocito je po
prethodnom koraku konstrukcije | DE| = hi|AE| = h. Time smo dobili krivolinijski
poligon ABCDE konstantne $irine & (slika[2.6€) [9].

Na isti nac¢in moguce je konstruirati krivolinijske poligone s ve¢im brojem stranica.
Zbog slicnosti konstrukcije s Reuleauxovim trokutom, ovakve poligone jo$ nazivamo Re-
uleauxovim poligonima. Ovom metodom moguce je konstruirati samo krivolinijske po-
ligone s neparnim brojem stranica, §to ¢emo sada i pokazati.

Odaberimo neki vrh krivolinijskog poligona konstantne $irine i njemu nasuprotnu
stranicu, te ih podebljajmo. Na slici[2.7]je prikaz ovog dokaza za n = 3, a odabrani vrh je
G.

Slika 2.7: Reuleauxeov poligon s neparnim brojem stranica

Krenimo sada od odabranog vrha prema njemu nasuprotnoj stranici i brojimo koliko
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vrhova i stranica smo presli, pri c¢emu odabrani vrh i stranicu ne brojimo. Krenemo li od
odabranog vrha prvo ¢emo prijeci stranicu pa vrh i tako sve dok ne predemo vrh nakon
kojeg slijedi odabrana stranica. O¢ito smo na tom dijelu poligona presli jednak broj vr-
hova i stranica. Recimo da smo presli n vrhova i isto toliko stranica. Oznac¢imo dosad
prijedene vrhove krizi€em, a stranice isprekidanom linijom. Krenimo sada ponovno od
odabranog vrha prema njemu nasuprotnoj stranici, ali ovoga puta u drugom smjeru.
Analogno kao i prije, prvo ¢emo prijeci stranicu pa vrh i tako sve dok ne predemo vrh
nakon kojeg slijedi odabrana stranica. Oznacimo trokuticem vrhove prijedene na ovom
dijelu poligona, a stranice tockastom linijom. Time smo oznacili sve vrhove i sve stra-
nice poligona. Buducdi da je nasuprot svakog vrha oznacenog krizi€em stranica, tj. luk
koji je istockan i nasuprot svakog vrha oznacenog trokuticem stranica koja je ispreki-
dana, zakljucujemo da vrhova oznacenih trokuti¢em ima takoder n. Sada vidimo da
poligon ima jedan odabrani vrh, n vrhova oznacenih krizi¢em i n vrhova oznacenih tro-
kuticem. Takoder ima jednu odabranu stranicu, n iscrtkanih i n istockanih stranica.
Odnosno, poligon ima ukupno 27 + 1 vrhova i isti broj stranica [9].

Kao §to smo iz Reuleauxovog trokuta mogli konstruirati krivulju konstantne $irine
koja umjesto tri kutne tocke ima jo$ tri manja luka, tako i iz Reuleauxovog poligona
moZemo na analogan nacin dobiti krivulju konstantne Sirine koja umjesto 2n + 1 kutnih
tocaka ima jos§ toliko krivolinijskih stranica (slika[2.8) [9].

Slika 2.8: Reuleauxeov poligon bez kutnih to¢aka
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2.3 Kotad

KruZnica je skup tocaka ravnine koje su jednako udaljene od neke ¢vrste tocke te rav-
nine. Iz same definicije kruznice slijedi da kruznica ima jednaku $irinu u bilo kojem
smjeru jer je udaljenost izmedu bilo koja dva paralelna potporna pravca konstantna i
jednaka promjeru kruznice. Ovo svojstvo kruZnice ima svoju primjenu u izradi kotaca.
Svima je poznato da je kotac izraden u obliku kruga, ¢iji rub je upravo kruznica. Centar
kotaca pri gibanju uvijek ostaje na konstantnoj visini od tla. Upravo iz tog razloga vozilo,
koje je pricvrS¢eno na osovinu ¢iji krajevi su spojeni sa srediStem kotaca, pri gibanju os-
taje na konstantnoj visini od tla, Sto omogucuje glatko horizontalno gibanje.

Kroz povijest su ljudi koristili valjke preko kojih su kotrljali tezak teret kako bi ga pre-
mjestili. Pri tome su uglavnom koristili valjke ¢ije baze su sukladni krugovi, $to im je
omogucilo da predmet ostaje na konstantnoj visini iznad tla. Primjenivsi svojstvo kons-
tantne Sirine nekih likova, pojedinci nisu izradivali samo valjke Cije baze su sukladni
krugovi, ve¢ i valjke Cije baze su neki drugi sukladni likovi konstantne Sirine. Primjer
takvog valjaka prikazan je na slici Kotrljanje predmeta preko ovakvih valjaka tako-
der omogucuje glatko horizontalno kretanje tereta.

Slika 2.9: Kotrljanje predmeta preko valjaka ¢ije baze su sukladni likovi konstantne Sirine

Likovi konstantne $irine primjenjeni su i pri izradi kotaca, no ovdje se javio problem
micanja vozila gore-dolje prilikom gibanja. Naime, osovina vozila spojena je s kota-
¢em u njegovom teziStu, koje pri kretanju ne ostaje na konstantnoj visini od tla, nego se
pomice gore-dolje. Ovakvi kotaci, iako imaju konstantnu $irinu, ne omogucuju glatko
horizontalno gibanje, ve¢ uzrokuju pomicanje vozila gore-dolje prilikom voZznje.

Slika 2.10: Kotac¢ u obliku lika konstantne Sirine
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Neki su se dosjetili modificirati podlogu po kojoj se krece vozilo s kotacima u obliku
lika konstantne Sirine. Jedno od rjeSenja prikazano je na slici

Slika 2.11: Modifikacija podloge za kota¢ u obliku lika konstantne Sirine

Kretanje vozila s kotatima konstantne Sirine po modificiranoj podlozi, prikazano
kao na prethodnoj slici, omogucuje glatko horizontalno gibanje vozila bez pomicanja
gore-dolje. Ovakva rjeSenja naravno nisu prakti¢na i ostaju samo zabavni kuriozitet. Pri-
mjetimo da u slu¢aju modificiranja podloge kretanja, mozemo uzeti i proizvoljne druge
likove za kotaCe. Primjerice, na slici[2.12]prikazan je muzejski primjerak "bicikla" s kva-
dratnim kotacima [7], [9].

Slika 2.12: Muzejski primjerak vozila s kvadratnim kota¢ima



Poglavlje 3

Teoremi o krivuljama konstantne Sirine

U ovom dijelu rada ¢emo navesti i dokazati neke od tvrdnjiirezultata vezanih uz krivulje
konstantne Sirine. Uz to ¢emo definirati nekoliko pojmova potrebnih za razumijevanje
i dokazivanje samih tvrdnji. Vecina teorema i definicija preuzeta je iz knjige [2], dok ih
je nekolicina iz knjige [6], Sto ¢e biti oznaceno.

3.1 Osnovne tvrdnje

Zapocetak, navedimo i dokazimo neke od osnovnih tvrdnji koje vrijede za krivulje kons-
tantne Sirine.

Teorem 3.1. Udaljenost izmedu bilo koje dvije tocke na krivulji konstantne Sirine h nije
veca od h.

Dokaz. Nekasu Ai B neke dvije tocke na krivulji konstantne Sirine h. Postoji jedinstven
par potpornih pravaca okomitih na duzinu AB (slika.

A

Slika 3.1: Udaljenost izmedu dvije tocke na krivulji konstantne Sirine

18
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Otito se duZina AB nalazi izmedu tih potpornih pravaca, jer se cijela krivulja nalazi
izmedu potpornih pravaca. Stoga duljina duzine AB nije ve¢a od udaljenosti potpornih
pravaca. Znamo da je udaljenost potpornih pravaca krivulje jednaka Sirini & te krivulje.
Dakle, udaljenost izmedu bilo koje dvije tocke na krivulji konstantne $irine / nije veca
od h. O

Teorem 3.2. Krivulja konstantne Sirine ima tocno jednu zajednicku tocku sa svakim od
potpornih pravaca. DuZina koja spaja zajednicke tocke dvaju paralelnih potpornih pra-
vaca i krivulje okomita je na te pravce i stoga joj je duljina jednaka Sirini krivulje.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da krivulja konstantne Sirine i potporni pra-
vac imaju viSe zajednickih tocaka. Neka je # Sirina krivulje i neka je p potporni pravac
zadane krivulje. Nadalje, neka krivulja i pravac p imaju dvije zajednicke tocke A; i Aj.
Postoji jedinstveni potporni pravac p’ paralelan s potpornim pravcem p. Neka krivulja i
pravac p’ imaju zajednicku tocku B (slika[3.2). Znamo da je udaljenost izmedu potpor-
nih pravaca p i p’ jednaka Sirini h zadane krivulje.

A A

1 2

P B

Slika 3.2

Otito duzine A; Bi A, B ne mogu obje biti okomite na pravac p jer trokut A; A, B ne moze
imati dva prava kuta. Neka, bez smanjenja opéenitosti, duzina A, B nije okomita na pra-
vac p. Bududi da je visina iz tocke B na pravac A; A, duljine h, slijedi da je |A2B| > h,
Sto je u kontradikciji s Teoremom Dakle, pocetna pretpostavka je kriva, §to znaci
da krivulja konstantne Sirine ima to¢no jednu zajednicku tocku sa svakim od potpornih
pravaca. Druga tvrdnja teorema takoder je sada ocita. O

Definicija 3.3. Neka je S neprazan ogranicen skup. Promjer skupa S je najveca udalje-
nost dviju tocaka iz S [6].

Teorem 3.4. Neka je S neprazan kompaktan skup. Promjer skupa S jednak je maksimal-
noj Sirini skupa S [6].
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Dokaz. Neka je h maksimalna Sirina skupa S. Neka su p; i p, paralelni potporni pravci
skupa S Cija udaljenost je h. Nekasu Xi Y, X # Y, tocke skupa S koje leZe na pravcima
p1 i po. Zelimo dokazati da je | XY| = h. Ako je duzina XY okomita na pravac p;, onda
je otito |XY| = h. Pretpostavimo sada da duZina XY nije okomita na pravac p;. Tada
je |XY| > h. Neka su ps ips dva paralelna potporna pravca skupa S okomita na pravac
XY. Neka je b’ udaljenost potpornih pravaca ps ip4, odnosno $irina skupa S u smjeru
pravca XY. Tadaje | XY|< I

P3

Slika 3.3: Promjer skupa

Sada imamo h < |XY| < k' §to je u kontradikciji s pretpostavkom da je & maksimalna
Sirina skupa S. ZakljuCujemo da je XY okomito na p; i |XY| = h.

Neka su P i Q bilo koje dvije tocke skupa S. Neka je [ Sirina skupa S u smjeru pravca PQ.
Tada je |PQ| < I. Sada imamo |PQ| <[ < h =|XY] jer je h maksimalna Sirina skupa S.
Vidimo da udaljenost bilo koje dvije tocke skupa S nije ve€a od h, pa je h promjer skupa
S. Time smo dokazali da je promjer skupa S jednak je maksimalnoj $irini tog skupa. O

Definicija 3.5. Krivulja za koju vrijedi da udaljenost izmedu bilo koje dvije tocke te kri-
vulje nije veca od h, te da za svaku tocku te krivulje postoji jedinstvena tocka koja je od
nje udaljena za tocno h nazivamo krivuljom konstantnog promjera.

Ocito je svaka krivulja konstantne Sirine ujedno i krivulja konstantnog promjera.
Vrijedi i obrnuto, svaka krivulja konstantnog promjera je ujedno i krivulja konstantne
Sirine, $to znaci da krivulje konstantne §irine i krivulje konstantnog promjera ¢ine isti
skup [2]. Promjerom krivulje ¢emo zvati i svaku tetivu krivulje, tj. spojnicu toc¢aka na
krivulji, kojoj je duljina maksimalna, tj. jednaka promjeru kao prije definiranom pojmu.
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Teorem 3.6. Svaka tetiva krivulje konstantne Sirine kojoj je duljina jednaka Sirini krivu-
lje mora biti promjer te krivulje.

Dokaz. Ova tvrdnja slijedi direktno iz Teorema 3.1} i

Pogledajmo krivulju prikazanu na slici[3.4] To¢ka O je kutna tocka krivulje kroz koju
prolaze potporni pravci MM’ i NN'. Kut ZMON = a nazivamo unutarnjim kutom kri-
vulje u tocki O, akut ZMON’ = 180° — & nazivamo vanjskim kutom krivulje u tocki O [2].

N’ M/

o,

1
1
1
1
1
1
A
)
|
1

|

1'1-

Slika 3.4: Kut ZMON = a je unutarnji, a kut ZMON’ = 180° — a vanjski kut krivulje u
tocki O.

Teorem 3.7. Bilo koja dva promjera krivulje konstantne Sirine sijeku se u unutrasnjosti
krivulje ili na krivulji. Ako se sijeku na krivulji, tada je njihovo sjeciste kutna tocka A, te
vanjski kut krivulje pri tocki A nije manji od kuta izmedu ta dva promjera.

Dokaz. Neka dana krivulja ima konstantnu $irinu /4 i neka su AD i BC promijeri te kri-
vulje. Tada je |AD| = |BC| = h. Pretpostavimo da se pravci AD i BC na kojima leze
promjeri sijeku izvan krivulje ili su paralelni (slika | . Tada su AD i BC stranice Cetve-
rokuta ABCD upisanog danoj krivulji. S obzirom da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova
cetverokuta ABCD jednak 360°, barem jedan od kutova tog Cetverokuta nije manji od
90°. Pretpostavimo da je to kut pri vchu D. Buduci da je |AD| = h i |AC| > |AD] jer je
LADC > LACD, slijedi da je |AC| > h, §to je u kontradikciji s Teoremom 3.1} Dakle, dva
promjera krivulje konstantne Sirine sijeku se u unutra$njosti krivulje ili na krivulji.
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Slika 3.5

Neka se dva promjera AB i AC sijeku u tocki A na krivulji konstantne $irine (slika
. Nadalje, neka su [; i I pravci koji prolaze tockom A i okomiti su na AB, odnosno
AC. Tada su [ i [, potporni pravci dane krivulje. S obzirom da kroz tocku A prolaze dva
potporna pravca, tocka A je kutna tocka.

B C
Slika 3.6

Ako je /BAC = a, onda je Z(l1,1l») = a jer su to kutovi s okomitim kracima. Tada
vanjski kut pri vrhu A nije manji od a. O

Teorem 3.8. KruZnica je jedina centralnosimetricna krivulja konstantne Sirine.

Dokaz. Neka je K krivulja konstantne $irine s centrom simetrije u tocki O. Uo¢imo da
svi promjeri krivulje K prolaze centrom simetrije O. Naime, ako promjer AB krivulje K
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ne prolazi centrom simetrije O, tada je duZina A’B’, koja je simetri¢na duZini AB s obzi-
rom na tocku O, takoder promjer krivulje K (vidi sliku[3.7).

BI

B
Slika 3.7

Tada su promjeri AB i A'B’ paralelni, §to je u kontradikciji s Teoremom Dakle, svi
promjeri krivulje K prolaze centrom simetrije O. Zbog simetrije krivulje K, tocka O ras-
polavlja svaki od promjera krivulje K, §to znaci da je K kruZnica sa srediStem u tocki O
polumjera h/2. O

Teorem 3.9. Ako krivulja konstantne Sirine h ima kutnu tocku, tada je jedan od lukova
krivulje upravo kruzni luk polumjera h, i obrnuto, ako je neki luk krivulje konstantne
Sirine h kruzni luk polumjera h, onda krivulja ima kutnu tocku.

Dokaz. Neka je A kutna tocka krivulje K konstantne Sirine h. Neka su AM i AN tan-
gentni polupravci na krivulju K u tocki A (vidi sliku . Konstruirajmo duzine AB
i AC okomite redom na pravce AM i AN tako da je |AB| = |AC| = h. Sada nacrtajmo
kruzni luk BC polumjera h sa srediStem u tocki A. Dokazimo da sve tocke luka BC pri-
padaju krivulji K.

Neka je D bilo koja tocka luka BC. Nacrtajmo duzinu AD. Neka je [ pravac kroz tocku
A okomit na duzinu AD. Pravac [ je potporni pravac krivulje K jer oba polupravca AM
i AN leZe s iste strane pravca [. Buduci da je [ potporni pravac i A tocka u kojoj pravac
I dodiruje krivulju K, duzina AD duljine h mora biti promjer krivulje K prema Teoremu
Stoga tocka D leZi na krivulji K. Isti postupak provedemo za svaku tocku luka BC, te
dobivamo da cijeli luk BC pripada krivulji K. Ako je vanjski kut krivulje pri kutnoj tocki
Ajednak «a, tada luk BC ima pripadni sredi$nji kut a.
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(b)

Slika 3.8

Obrnuto, pretpostavimo da je luk BC krivulje K konstantne Sirine / jednak kruznom
luku polumjera £ sa srediStem u tocki A. Konstruirajmo tangente /; i I na kruzni luk BC
u tockama B i C (vidi sliku[3.8b). Tada su /; i I, potporni pravci krivulje K u to¢kama B i
C. Duzine AB i AC su okomite na pravce I, i I, i imaju duljinu 4, pa su ABi AC promjeri
krivulje K. Zato je A kutna tocka krivulje K prema Teoremu/3.7 O

Teorem 3.10. Unutarnji kut pri kutnoj tocki A krivulje konstantne Sirine ne moze biti
manji od 120°. Jedina krivulja konstantne Sirine kojoj je unutarnji kut pri kutnoj tocki
jednak 120° je Reuleauxov trokut.

Dokaz. Neka je Akutna tocka krivulje konstantne Sirine h. Ako je unutarnji kut pri tocki
A manji od 120°, onda je vanjski kut pri tocki A veéi od 60°. Tada krivulja konstantne
Sirine mora imati luk polumjera h kojemu je pripadni sredi$nji kut veé¢i od 60°. Tada je
duljina tetive pridruZene krajnjim toCkama tog luka veca od h, $to je u kontradikciji s
Teoremom Dakle, unutarnji kut krivulje pri kutnoj tocki A ne moZe biti manji od
120°.

Pretpostavimo sada da je unutarnji kut pri kutnoj tocki A krivulje konstantne Sirine i
jednak 120°. Tada krivulja ima luk polumjera h kojemu je sredis$nji kut /B AC jednak 60°,
pa je trokut ABC jednakostranican (slika. S obzirom da je |BC| = h, BC je promjer
krivulje. Pravci [; i I, koji prolaze tockama B i C i okomiti su na BC, su potporni pravci
krivulje, jer je udaljenost medu njima jednaka k. Buduéi da se promjeri ABi BC sijekuu
tocki B, B je kutna tocka krivulje. To znaci da kruzni luk sa srediStem u tocki B polumjera
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Slika 3.9

h prolazi tockama A i C, i pripada danoj krivulji. Takoder, luk polumjera h koji prolazi
tockama A i B pripada danoj krivulji, pa se radi o Reuleauxovom trokutu. O

Definicija 3.11. Neka je S kompaktan konveksan skup. Rub kruga najveceg promjera
koji je sadrzan u skupu S nazivamo kruznicom upisanom skupu S. Rub kruga najmanjeg
promjera koji sadrzi skup S nazivamo kruznicom opisanom skupu S [6].

Opcenito, skup moZe imati viSe upisanih kruznica, no opisana kruznica je uvijek
jedinstvena. Posebno, skupovi konstantne Sirine imaju jedinstvenu i opisanu i upisanu
kruznicu. Stovise, one su koncentri¢ne, §to ¢emo i dokazati.

Teorem 3.12. Neka je K konveksna krivulja konstantne Sirine. Tada su kruznica upisana
krivulji K i kruznica opisana krivulji K koncentricne, a zbroj njihovih polumjera jednak
je Sirini skupa K.

Dokaz. Neka krivulja K ima konstantnu $irinu # i neka je C kruznica polumjera r koja
se cijela nalazi unutar krivulje K. Nadalje, neka je C’ kruznica polumjera h — r koncen-
tricna kruznici C. Tvrdimo da se krivulja K cijela nalazi unutar kruznice C’. Da bismo to
dokazali odaberimo neku to¢ku X na kruznici C' (vidi sliku[3.10a). Neka je m’ tangenta
na kruznicu C’ u to¢ki X i neka je m tangenta na kruznicu C paralelna s tangentom m’
koja je od nje udaljena za h (vidi sliku[3.10a). Oznac¢imo sa Y tocku u kojoj tangenta m
dodiruje kruznicu C. Nadalje, neka su [/ i I’ potporni pravci krivulje K paralelnis m i m'.
Udaljenost izmedu potpornih pravaca [ i I’ jednaka je $irini h krivulje K. Uo¢imo da je
udaljenost izmedu potpornih pravaca [ i I’ jednaka udaljenosti izmedu tangenata m i
m'. Kako tocka Y lezi u podrué¢ju unutar krivulje K, pravac m se nalazi izmedu pravaca
lil'. S obzirom da se pravac m’ nalazi na udaljenosti & od pravca m, on tada sigurno
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ne leZi izmedu pravaca [ i I'. Stoga se tocka X, koja leZi na pravcu m/, ne nalazi unutar
krivulje K, §to smo i trebali dokazati.

(a

Slika 3.10

Sli¢no, ako kruznica C’' polumjera R okruZzuje krivulju K i ako je kruznica C polu-
mjera h — R koncentri¢na kruznici C’, tada moZzemo zakljuciti da se kruznica C nalazi
unutar krivulje K.

Neka je kruZnica Cp polumjera R opisana krivulji K, a kruZznica Cy; polumjera r upi-
sana krivulji K (vidi sliku[3.10b). Tada R ne moZe biti ve¢i od h—r jer kruznica polumjera
h — r koncentri¢na kruznici Cy okruzuje krivulju K, a opisana kruznica Cp ima najma-
nji polumjer od svih kruznica koje okruzuju krivulju K. S druge strane, R ne moZe biti
manji od i —r jer bi tada kruZnica polumjera & — R koncentri¢na kruZnici Cp bila unutar
krivulje K iimala bi polumjer veci od r. Dakle, mora biti R = h—r, odnosno R+ r = h.

Konacno, pretpostavimo da kruznice Cop i Cy nisu koncentri¢ne. Tada kruznica C’
polumjera R koncentri¢na kruznici Cy takoder okruzuje krivulju K, $to je u kontradikciji
s jedinstvenosti opisane kruznice krivulje K. Dakle, opisana i upisana kruznica konvek-
sne krivulje K konstantne Sirine su koncentri¢ne i zbroj njihovih polumjera jednak je
Sirini A krivulje K. O
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Teorem 3.13 (Jung). Za svaki ravninski lik promjera 1 postoji krug polumjera /313 koji
ga sadrzi.

Dokaz Jungovog teorema nije nam od presudne vaZnosti za ovaj rad pa ga preska-
¢emo, no ovu tvrdnju ¢emo koristiti u dokazu iduceg teorema.

Teorem 3.14. Reuleauxov trokut je krivulja konstantne Sirine h koja ima najveci polu-
mjer opisane kruznice i najmanji polumjer upisane kruznice. S druge strane, kruznica
je krivulja konstantne Sirine h koja ima najmanji polumjer opisane kruzZnice i najveci
polumjer upisane kruznice.

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnje vezane uz polumjer opisane kruznice. Lako se vidi
da je polumjer kruZnice opisane Reuleauxovom trokutu $irine / jednak & v/3/3 jer je to
ujedno kruznica opisana jednakostrani¢nom trokutu sa stranicom duljine % (slika[3.11).
Sve krivulje konstantne Sirine /2 imaju promjer h, a prema Jungovom teoremu polumjer
kruZnice opisane krivulji promjera h nije veéi od h v/3/3.

X—

Slika 3.11: KruZnica opisana Reuleauxovom trokutu

Ako krivulja K konstantne Sirine / nije Reuleauxov trokut, tada se lako pokaZe da je
polumjer kruznice opisane krivulji K manji od & v/3/3. Polumjer kruZnice opisane kri-
vulji promjera h moZe poprimiti maksimalnu vrijednost & v/3/3 samo ako opisana kruz-
nica sadrzi tri tocke krivulje koje Cine vrhove jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom
duljine h. Ako krivulja K konstantne Sirine £ sadrzi tri tocke koje ¢ine vrhove jednakos-
trani¢nog trokuta sa stranicom duljine £, tada su stranice tog jednakostrani¢nog trokuta
upravo promjeri krivulje K, pa je krivulja K ocito Reuleauxov trokut. Dakle, Reuleauxov
trokut je krivulja konstantne Sirine h koja ima najveci polumjer opisane kruznice.

Ocito promjer kruZznice opisane bilo kojoj krivulje K konstantne Sirine ne moZze biti
manji od promjera krivulje K. S obzirom da je kruZnica opisana nekoj kruznici upravo
ta ista kruZnica, promjer opisane kruznice jednak je promjeru dane kruznice, pa je njen
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polumjer jednak /2. Ako krivulja K konstantne $irine £ nije kruZnica, onda je promjer
kruZnice opisane krivulji K veci od h. Dakle, kruZnica je krivulja konstantne Sirine h
koja ima najmanji polumjer opisane kruznice.

DokazZimo sada tvrdnje vezane uz polumjer upisane kruZnice. Prema Teoremu3.12
znamo da je zbroj polumjera upisane i opisane kruznice bilo kojoj krivulji konstantne
irine h konstantan i jednak upravo Sirini h te krivulje. Dokazali smo da Reuleauxov
trokut ima najveci polumjer opisane kruznice, pa po Teoremu direktno slijedi da
Reuleauxov trokut ima najnajmanji polumjer upisane kruznice. Analogno, kruZnica ima
najmanji polumjer opisane kruZnice i najve¢i polumjer upisane kruznice. O

Iz prethodnog teorema dobivamo sljedeCe ograde za polumjer R kruZnice opisane
krivulji konstantne Sirine / i polumjer r kruZnice upisane krivulji konstantne $irine h:

o.5h:ﬁsRsh£zo.58h
2 3
hG— 3 n
0.42h=(—‘/_)srs§:0.5h.

Uocimo da se polumjeri kruznica opisanih i upisanih bilo kojoj krivulji konstantne §i-
rine nalaze unutar prilicno uskih ograda.

3.2 Duljinaipovrsina

U ovom dijelu rada ¢emo iskazati i dokazati dvije vazne tvrdnje vezane uz opseg i povr-
Sinu lika konstantne $irine. Prije toga definirajmo opseg i povrS§inu konveksnog lika.

Definicija 3.15. Neka je S neprazan, kompaktan i konveksan skup. Opseg skupa S je
duljina ruba skupa S i jednak je infimumu opsega svih konveksnih poligona opisanih
skupu S [6].

Definicija 3.16. Neka je S neprazan, kompaktan i konveksan skup. PovrsSina skupa S
jednaka je infimumu povrsina svih konveksnih poligona opisanih skupu S [6].

Za dokaz tvrdnji vezanih uz opseg i povrsinu lika konstantne $irine bit ¢e nam po-
trebna sljede¢a lema. Tvrdnju ove leme koristit éemo u daljnjem radu, no samu lemu
necemo dokazivati, jer nam njen dokaz nije od velike vaznosti za ovaj rad.

Lema 3.17. Neka je ABCD romb. Neka su MN i PQ dvije duzine okomite na dijagonalu
BD i neka je njihova udaljenost jednaka h (slika. Tada vrijedi:

(i) Opseg sesterokuta AMNCQP ne ovisi o poloZaju pravaca M N i PQ.
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(ii) Povrsina Sesterokuta AMNCQP je najveca kada su pravci MN i PQ na jednakoj
udaljenosti h/2 od dijagonale AC zadanog romba. Povrsina Sesterokuta AMNCQP
je najmanja kada pravac M N prolazi vrhom B zadanog romba ili pravac PQ pro-
lazi vrhom D zadanog romba.

M

Slika 3.12

Francuski astronom i matemati¢ar Joseph-Emile Barbier (1839 — 1889) otkrio je jedno
zanimljivo svojstvo krivulja konstantne Sirine. Uocio je da krivulja konstantne Sirine
h i kruZnica promjera h imaju jednaku duljinu, odnosno da krivulja konstantne Sirine
h ima duljinu 7h. Ovu tvrdnju prema njemu nazivamo Barbierovim teoremom, a sad
¢emo ju i dokazati.

Teorem 3.18 (Barbierov teorem). Krivulja konstantne Sirine h ima duljinu nh.

Dokaz. Neka je S neprazan, kompaktan, konveksan skup konstantne Sirine /. Tada je
rub skupa S krivulja konstantne $irine /. Zelimo dokazati da je opseg skupa S jednak 7 .
Nadalje, neka je C krug promjera h. Tvrdimo da bilo koja dva jednakokutna poligona s
2" stranica opisana skupu S i krugu C imaju jednak opseg. Jednakokutni poligon je
onaj kojemu su svi unutarnji kutovi sukladni. Ovu tvrdnju dokazujemo matematickom
indukcijom po n.

Za n = 2 dobivamo kvadrat. Jasno je da je duljina stranica kvadrata opisanog skupu
S konstantne Sirine & jednaka Sirini tog skupa. Takoder, duljina stranica kvadrata opisa-
nog krugu promjera h jednaka je duljini promjera. Dakle, oba kvadrata imaju stranice
duljine £, $to znaci da su to sukladni kvadrati, pa imaju jednak opseg. Time je dokazana
baza indukcije.

Pretpostavimo da svi jednakokutni poligoni s 2" stranica opisani skupu S i krugu C
imaju jednak opseg. Pogledajmo dvije susjedne stranice jednakokutnog poligona s 2"
stranica opisanog krugu C, te njima nasuprotne stranice. Neka su to stranice BE i BF, a



POGLAVLJE 3. TEOREMI O KRIVULJAMA KONSTANTNE SIRINE 30

DL i DH su njima nasuprotne stranice. Pravci na kojima leZe stranice BE i DL sijeku se
u tocki A, a pravci na kojima leZe stranice BF i D H sijeku se u tocki C, te tvore Cetverokut

ABCD (slika[3.13).

M g N

Slika 3.13: Jednakokutni poligon s 2" stranica opisan krugu C

Znamo da su nasuprotne stranice jednakokutnog poligona s 2” stranica paralelne,
pa su onda paralelni i pravci AB i CD, te pravci BC i AD. 1z toga slijedi da su tocke A,
B, Ci D vrhovi paralelograma. S obzirom da je paralelogram opisan krugu promjera
h, udaljenost nasuprotnih stranica paralelograma jednaka je h. Slijedi da su sve visine
tog paralelograma jednake duljine, pa je rije¢ o rombu ABCD. Analogni postupak pri-
mjenimo i na jednakokutni poligon s 2” stranica opisan skupu S, te dobivamo romb

A'B'C'D’ (slika[3.14).

’
Q’DPI

!
M BI N
Slika 3.14: Jednakokutni poligon s 2" stranica opisan skupu S

Dobiveni rombovi ABCD i A’B’C’'D’ su sukladni jer su im odgovarajuci kutovi suk-
ladni, a visine jednakih duljina, pa rombovi ABCD i A'B’'C’ D' imaju jednak opseg.
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Nacrtajmo sada potporne pravce MN i PQ kruga C okomite na dijagonalu BD (vidi
sliku , te potporne pravce M'N' i P'Q’ skupa S okomite na dijagonalu B'D’ (vidi
sliku[3.14). Ocito je u oba slucaja udaljenost potpornih pravaca jednaka h. S obzirom
da surombovi ABCD i A'B’'C’' D' sukladni, te da je udaljenost izmedu potpornih pravaca
MNiPQ,te M'N'iP'Q’ jednaka, prema Lemi (i) mozemo zakljuciti da Sesterokuti
AMNCPQi A'M'N'C'P'Q’ imaju jednak opseg. Stoga i poligoni opisani krugu C i skupu
S, dobiveni iz poligona s 2" stranica zamjenom duzina BE, BF, DL i DH s duZinama
EM, MN, FN, LQ, PQ1i HP, te duzina B'E’, B'F', D'L' i D'H’ s duzinama E'M’, M'N’,
F'N', I'Q', P’Q"i H'P', imaju jednak opseg.

Provedemo li analognu konstrukciju u svakom vrhu, dobivamo poligone s 2""" stra-
nica, te zakljuCujemo da su njihovi opsezi jednaki. Po principu matematicke indukcije
zaklju¢ujemo da za svaki n poligoni s 2" stranica opisani skupu S i krugu C imaju jed-
nak opseg. Stoga je i limes ovih opsega kada n — oo jednak. Zaklju¢ujemo da je i opseg
skupa S konstantne Sirine & jednak opsegu kruga Sirine h, tj. wh. Time smo dokazali da
je duljina krivulje konstantne Sirine / jednaka mh. O

n+l1

Prethodnu tvrdnju dokazat ¢emo i pomocu rezultata do kojeg je doSao francuski ma-
tematicar Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) (vidi [1]). On je primjetio da, ako pro-
matramo koliko Siroka izgleda neka duZina iz svih smjerova u ravnini te integriramo
dobivene prividne duljine, tada dobivamo Cetiri puta stvarnu duljinu dane duZzine. Pro-
matramo li duzinu duljine /, tada dana duZina i njena projekcija zatvaraju kut ¢, pa
projekcija ima duljinu /| cos ¢| (slika[3.15).

[|coso|

Slika 3.15

Tada je

3n

fOZﬂllcosd)l d(p:l(fo%coscpd(,b— 7cosc/)dc/)+f

3
21
3_71)

2

21

cos¢ dc/))

T
2 2

5 7
= l(sm(/)’0 —s1n¢‘% +sin¢

=11-(-1-1)+1)=4L
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Neka konveksni poligon ima opseg p i neka je q(¢) duljina njegove ortogonalne projek-
cije na pravac koji zatvara kut ¢ sa fiksnim smjerom. Projekcija konveksnog poligona je
dvostruko prekrivanje, pa slijedi

21

2| a@ de=ap.

Gledajudi limes i koriStenjem odgovaraju¢ih argumenata neprekidnosti, dobiva se ista
formula za opseg bilo kojeg konveksnog lika. KoriStenjem Cauchyjeve formule moZemo
ponovno dokazati Barbierov teorem.

Dokaz. (Cauchy)Krivulja K ima konstantnu §irinu & pa je g(¢) = h za svaki ¢. 1z

2w
2 5 q(p) dp=4p

slijedi da je
1 2w
p=5| 4@ as.
0
Duljina krivulje K jednaka je
L d 2ﬂhd 1h > lh h
=3 = == =-h@r-0)=nh.
p20q((’b)¢20 ¢2¢‘0 2(7[)7I

Dakle, krivulja konstantne Sirine / ima duljinu 7 h. O

Time smo na dva nac¢ina dokazali jednu od vaznijih tvrdnji o krivuljama konstantne
Sirine. Nakon dokaza Barbierovog teorema, navest ¢emo jo$§ dva teorema o duljini kri-
vulja konstantne Sirine. Vidjet ¢emo da su krivulje konstantne Sirine ekstremalne, od-
nosno da minimiziraju i maksimiziraju duljinu u odgovarajucim skupovima krivulja.

Teorem 3.19. (i) Medu svim konveksnim krivuljama promjera 1, krivulje konstantne
Sirine 1 imaju najvecu duljinu.

(ii) Neka je K' krivulja konstantne Sirine D i neka su AB i PQ dvije paralelne tetive
takve da su dijegonale AQ i BP trapeza ABQP upravo promjeri krivulje K' (vidi
sliku[3.16). Oznacimo s A udaljenost izmedu pravaca AB i PQ. Neka je K krivulja
sastavljena od lukova AP i BQ krivulje K' i tetiva AB i PQ. Tada krivulja K ima
najvecu duljinu medu svim konveksnim krivuljama promjera D i Sirine A.
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P

Slika 3.16

Uoc¢imo da je Teorem 3.19[(ii) generalizacija Teorema[3.19](i). U Teoremu 3.19](i) pro-
matramo sve konveksne krivulje kojima je promjer fiksan, dok im je Sirina proizvoljna.
Jasno je da Sirina krivulje ne mozZe biti veca od njenog promjera. Medu svim takvim
krivuljama najvecu duljinu imaju krivulje kojima je Sirina konstantna i jednaka danom
promjeru. U Teoremu [3.19(ii) konveksne krivulje koje promatramo imaju fiksan pro-
mjer, ali i Sirinu. Medu svim takvim krivuljama, krivulje opisane u tvrdnji Teorema
B.19((ii) imaju najvecu duljinu.

Teorem 3.20. (i) Medu svim konveksnim krivuljama Sirine 1, krivulje konstantne $i-
rine 1 imaju najmanju duljinu.

(ii) Neka su AB i CD dva promjera krivulje K' konstantne Sirine A (vidi sliku .
Neka su ly i l, dva potporna pravca krivulje K' okomita na AB i neka su l3 i 1y dva
potporna pravca krivulje K' okomita na CD. Oznacimo s P sjeciste pravaca l i l5
i s Q sjeciste pravaca l i ly. Neka je D udaljenost izmedu tocaka P i Q. Neka je
krivulja K sastavljena od duzina AP, PD, BQ, QC i lukova AC i BD krivulje K'.

Tada krivulja K ima najmanju duljinu medu svim krivuljama Sirine A i promjera
D.

Sli¢no kao i kod Teorema[3.19} lako moZemo uotiti da je Teorem [3.20[(ii) generaliza-
cija Teorema [3.20{i). U prvoj tvrdnji Teorema [3.20| promatramo sve konveksne krivulje
kojima je Sirina fiksna, ovdje jednaka 1, dok im je promjer proizvoljan, naravno ne manji
od Sirine. Medu svim takvim krivuljama najmanju duljinu imaju krivulje konstantne S§i-
rine. U drugoj tvrdnji Teorema[3.20|promatramo sve konveksne krivulje kojima su fiksni
i Sirina i promjer. Od svih takvih krivulja najmanju duljinu ima upravo krivulja opisana
u tvrdnji teorema.
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Slika 3.17

Iz tvrdnji Teorema i mogu se dobiti sljedeée ograde za duljinu L konveksne
krivulje K koja ima promjer D i Sirinu A:

nD=Lz=nl;

A A
2 [D(g —arccosB) + VD? - A2 A(g —arccosB) + vV D? —AZ] .

=>L=2

Nakon duljine krivulje konstantne $irine, prelazimo na povrsinu koju ona omeduje.
Prije toga, dokazimo lemu koju ¢emo koristiti u dokazu tvrdnje vezane uz povr§inu ome-
denu krivuljom konstantne Sirine.

Lema 3.21. Svakoj konveksnoj krivulji moguce je opisati jednakokutni Sesterokut ko-
jemu su dvije nasuprotne stranice sukladne.

Dokaz. Neka je dana zraka OX ineka je a velicina kuta koji zraka OY zatvara sa zrakom
OX. Oko svake konveksne krivulje moZemo opisati jednakokutni Sesterokut, kojemu
su svi unutarnji kutovi jednaki 120°, tako da jedna stranica Sesterokuta ima isti smjer
kao i zraka OY. Oznacimo duljinu stranice Sesterokuta koja ima smjer OY sa a(a), a
duljinu njoj nasuprotne stranice sa b(a) (slika . Ocito stranica duljine b(a) ima
smjer suprotan smjeru OY. Pretpostavimo da je a(a) # b(«). Bez smanjenja opceni-
tosti, uzmimo da je a(a) > b(a), odnosno a(a) — b(a) > 0. Ako a zamjenimo sa a +180°,
opisani Sesterokut ¢e ostati nepromjenjen i stranica duljine a(a + 180°) ¢e se poduda-
rati sa stranicom duljine b(a), a stranica duljine b(a + 180°) sa stranicom duljine a(a).
Sada imamo a(a + 180°) — b(a + 180°) = b(a) — a(a) < 0. Bududi da je razlika a(a) — b(a)
neprekidna funkcija u varijabli a, mora postojati kut ap izmedu a i a + 180° takav da je
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a(ap) — b(ap) = 0. 1z toga slijedi da je a(ap) = b(ap), odnosno da Sesterokut ima u tom
poloZaju dvije nasuprotne stranice sukladne.

X
é 0
o

Y

b\°'\

Slika 3.18

O

Teorem 3.22. Od svih krivulja fiksirane konstantne Sirine kruznica C omeduje najvecu,
a Reuleauxov trokut T najmanju povrsinu.

Dokaz. Promatrat ¢emo jednakokutne poligone s 3-2" stranica opisane oko proizvoljne
krivulje K konstantne Sirine &, oko kruznice C promjera h i oko Reuleauxovog trokuta
T sirine h. Najprije cemo dokazati da oko svake krivulje konstantne Sirine 1 moZemo
opisati pravilni Sesterokut. Prema Lemi znamo da oko svake krivulje konstantne
Sirine h moZemo opisati jednakokutni Sesterokut kojemu su dvije nasuprotne stranice
sukladne. ProduZetci Cetiriju stranica tog Sesterokuta tvore paralelogram s kutom od
120°.

Slika 3.19: Jednakokutni Sesterokut opisan krivulji konstantne Sirine &
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Sve visine tog paralelograma imaju duljinu £, pajerije€ o rombu s visinama duljine &
i kutom od 120°. Dvije nasuprotne stranice Sesterokuta su okomite na dulju dijagonalu
romba i sijeku ju u tockama koje su od sredista romba udaljene za h/2 jer su odgova-
rajuce nasuprotne stranice jednake duljine (slika[3.19). Iz toga slijedi da je Sesterokut
pravilan, te da je polumjer njemu upisane kruznice jednak h/2.

Opisimo sada pravilni §esterokut oko kruznice C promjera h, oko Reuleauxovog tro-
kuta T 8irine & i oko krivulje K konstantne §irine & (slika[3.20). Uo¢imo da se tri vrha
pravilnog Sesterokuta opisanog Reuleauxovom trokutu 7 podudaraju s kutnim to¢ckama
Reuleauxovog trokuta 7.

Slika 3.20

Udvostruc¢imo sada stranice pravilnog Sesterokuta opisanog krivuljama C, T i K is-
tim postupkom kao u dokazu Teorema(3.18] Time dobivamo pravilne poligone opisane
krivuljama koji imaju 12 stranica. Ponovnim udvostru¢avanjem broja stranica dobi-
vamo pravilne poligone s 24 stranice, i tako dalje. Uzmimo jednakokutne poligone s
32" stranica opisane krivuljama C, T i K. Dokazat éemo da za svaki n, povrsina po-
ligona s 32" stranica opisanog kruznici C ne moze biti manja od povrsine poligona s
3-2" stranica opisanog krivulji K, te da povr§ina poligona s 3-2" stranica opisanog Re-
uleauxovom trokutu T ne moZe biti veca od povrsine poligona s 3-2" stranica opisanog
krivulji K. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po n.

Za n =1 tvrdnja vrijedi, jer su Sestrokuti opisani krivuljama C, T i K pravilni s polu-
mjerom upisane kruZnice jednakim //2, pa su svi medusobno sukladni.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za poligone s 3 - 2" stranica. PovrSina poligona s
3.2 stranica je dobivena iz povrsine poligona s 3 - 2" stranica oduzimanjem povrsina
3-2""! parova trokuta dobivenih rezanjem poligona s 3 - 2" stranica po paru potpornih
pravaca krivulje, kao na slici Za kruznicu C poligon s 3-2" stranica je pravilan i
svaki put crtamo sekante jednako udaljene od sredista poligona s 3-2" stranica jer je
kruZnica centralnosimetri¢na krivulja.
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Slika 3.21

Dokazimo sada da za Reuleauxov trokut T jedna od sekanti uvijek prolazi vihom
poligona s 3-2" stranica. Znamo da jedan od dva paralelna potporna pravca Reuleauxo-
vog trokuta uvijek prolazi jednom kutnom tockom. S obzirom da su sve kutne tocke
Reuleauxovog trokuta ujedno vrhovi opisanog Sesterokuta, nakon konstrukcije opisa-
nog jednakokutnog poligona s 12 stranica, jedan pravac u svakom od tri para paralelnih
potpornih pravaca prolazi vthom Sesterokuta. 1z tog razloga, jednakokutni poligon s
12 stranica opisan Reuleauxovom trokutu T ustvari ima 9 stranica jer tri njegove stra-
nice imaju duljinu 0. Stoga su sve tri kutne tocke Reuleauxovog trokuta ujedno vrhovi
poligona s 9 stranica (slika[3.22).

Slika 3.22

Sli¢no, za svaki jednakokutan poligon s 3 - 2" stranica opisan Reuleauxovom trokutu
T, sve tri kutne tocke Reuleauxovog trokuta T su ujedno vrhovi poligona s 3-2” stranica
(zapravo taj poligon uvijek ima manje od 3-2" stranica). Stoga, u svakom paru paralelnih
potpornih pravaca Reuleauxovog trokuta T u konstrukciji poligona s 3 - 2”**! stranica,
jedan potporni pravac uvijek prolazi vthom poligona s 3 - 2" stranica.

Sada u poligonima s 32" stranica opisanim krivuljama C, T i K, uzimamo rombove
koji su sastvaljeni od dviju susjednih stranica /; i I, te njima paralelnih stranica I3 i l4.
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Sva tri dobivena romba imaju visine duljine # i sukladan kut koji je jednak unutarnjem
kutu pravilnog poligona s 3 - 2" stranica, tj.
3.2 -2
3-27
Slijedi da su sva tri romba sukladna. Prema Lemi [3.17(ii), zbroj povrsina trokuta odvo-
jenih iz danog romba parom paralelnih stranica poligona s 3 -2*! stranica opisanog
kruZnici C, nije veéi od zbroja povrsina izrezanih trokuta krivulje K, dok zbroj povrsina
pripadnih trokuta Reuleauxovog trokuta T nije manji od zbroja povrS$ina izrezanih tro-
kuta krivulje K. Naime, kod kruZnice su ti pravci simetri¢ni s obzirom na srediSte romba,
dok kod Reuleauxovog trokuta jedan pravac prolazi vchom romba. Stoga, povrsina poli-
gona s 3-2" stranica opisanog kruznici C nije manja od povr$ine poligona s 3-2" stranica
opisanog krivulji K, dok povr$ina poligona s 3 - 2" stranica opisanog Reuleauxovom tro-
kutu T nije veca od povrsine poligona s 3-2” stranica opisanog krivulji K.

Prelazeci na limes kad n — oo dokazali smo da kruZznica C omeduje povrSinu koja
nije manja od povrsine koju omeduje krivulja K, dok Reuleauxov trokut T omeduje po-
vr$inu koja nije ve¢a od povrsine koju omeduje krivulja K.

Stovise, moZemo pokazati da krivulja K, koja nije kruznica, omeduje povrsinu strogo
manju od kruznice C, a ne samo povrsinu koja nije veca od one koju omeduje kruZznica
C. Svaki puta kada nacrtamo par paralelnih potpornih pravaca kruznice C i krivulje K,
izrezemo par trokuta dobivenih iz poligona opisanog krivulji K €ija povrSina nije manja
od povrsine para trokuta izrezanih iz poligona opisanog kruznici C. Dobivene povrSine
mogu biti jednake samo ako svaki puta, kod obje krivulje, izreZemo par trokuta jednakih
povrsina. To je moguce jedino ako je svaki par paralelnih potpornih pravaca krivulje K
nacrtanih u konstrukciji poligona s 3 -2**! stranica, simetri¢an s obzirom na srediste
romba sastavljenog od susjednih stranica poligona s 3 - 2" stranica. Ako se to dogodi,
onda su svi poligoni s 32" stranica opisani krivulji K centralnosimetri¢ni s centrom
simetrije u sredistu pravilnog Sesterokuta opisanog krivulji K. Stoga, krivulja K mora
imati centar simetrije, pa je prema Teoremu[3.8| K kruznica. Dakle, kruznica C promjera
h omeduje povrsinu strogo vecu od povrsine koju omeduje krivulja K konstantne Sirine
h koja nije kruZnica.

DokaZzimo sada da ako krivulja K nije Reuleauxov trokut, onda K omeduje strogo
vecu povrSinu nego Reuleauxov trokut 7. Krivulja K i Reuleauxov trokut T omeduju
jednaku povrsinu samo ako pri konstrukciji par paralelnih potpornih pravaca krivulje
K i Reuleauxovog trokuta T svaki puta odsjecaju trokute jednakih povrSina. No, prvi
par paralelnih potpornih pravaca krivulje K ne mora od opisanog pravilnog Sesterokuta
odsjecati povrSinu jednaku povrsini koju odsjeca par paralelnih potpornih pravaca Re-
uleauxovog trokuta T od njemu opisanog pravilnog Sesterokuta. To se dogada samo ako
jedan od dva paralelna potporna pravca krivulje K prolazi vrhom toj krivulji opisanog
pravilnog Sesterokuta, $to je pak moguce samo ako odgovarajuci vrh Sestrokuta pripada

-180°.
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krivulji K i dogada se samo ako krivulja K ima unutarnji kut veli¢ine 120°. Tada je prema
Teoremu [3.10| K Reuleauxov trokut. Dakle, Reuleauxov trokut T $irine & omeduje povr-
$inu strogo manju od povrsine koju omeduje krivulja K konstantne Sirine h koja nije
Reuleauxov trokut.

Time je dokazano da kruznica C omeduje najvecu, a Reuleauxov trokut T najmanju
povrsinu od svih krivulja fiksirane konstantne Sirine. O

Na temelju prethodnog teorema mogu se dobiti sljedece ograde za povrsinu S koju
omeduje bilo koja krivulja konstantne Sirine h:

1 1
0.7048h? ~ Ehz(n -V3)<S< Zﬂhz ~0.7854h°.

Uocimo da se povr§ina omedena krivuljom konstantne $irine / nalazi unutar vrlo uskih
ograda, $to znaci da se povrSine omedene svim krivuljama jednake konstantene Sirine
vrlo malo razlikuju.

3.3 Aproksimacija krivolinijskim poligonima

Svaki konveksan skup u ravnini moZze se aproksimirati konveksnim poligonima. Slicno
tome, svaki konveksan skup konstantne Sirine u ravnini moZe se aproksimirati krivo-
linijskim poligonima kojima su stranice kruzni lukovi. Upravo o tome bit ¢e govora u
ovom odjeljku.

Prije nego $to krenemo na Aproksimacijski teorem potrebno je opisati i definirati
okolinu krivulje, te udaljenost medu krivuljama.

Definicija 3.23. Neka je K konveksna krivulja. Uzmimo skup svih krugova polumjera r
kojima srediste leZi na krivulji K. Tocke ravnine koje prekriva barem jedan takav krug
tvore skup koji sadrzi krivulju K i koji nazivamo r-okolina konveksne krivulje K.

Slika 3.23: r-okolina konveksne krivulje K
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Neka je dana krivulja Kj i tocka A. Udaljenost tocke A do krivulje K; je udaljenost
tocke A do tocke na krivulji K; koja je najbliza tocki A (slika[3.24a).

K,

(a) Udaljenost tocke A (b) Udaljenost izmedu
od krivulje Ky krivulja K7 i K,

Slika 3.24

Neka su sada dane dvije krivulje K; i K>. Udaljenost krivulje K, od krivulje K; je
udaljenost od krivulje K; do tocke na krivulji K; koja je najdalje od krivulje K; (vidi sliku
3.24b). Drugim rije¢ima, da bismo odredili udaljenost krivulje K; od krivulje K; moramo
gledati sve moguce udaljenosti tocke A, od tocke A;, pri cemu tocka A, pripada krivulji
K>, a tocka A; krivulji K;. Za svaku fiksiranu toCku A; trazimo najmanju od svih tih
udaljenosti, i ona predstavlja udaljenost tocke A; od krivulje K;. Maksimum najmanjih
udaljenosti tocke A, od krivulje K3, kad A, ide po svim tockama krivulje K3, predstavlja
udaljenost izmedu krivulja K> i Kj.

Definicija udaljenosti krivulja je poprili¢no sloZena iz razumljivog razloga da mala
udaljenost izmedu krivulja podrazumijeva da su krivulje u §to vecoj mjeri jedna blizu
druge. Zato ne bi bilo dobro definirati udaljenost izmedu krivulja K; i K, kao najma-
nju udaljenost izmedu bilo koje tocke krivulje K; i bilo koje tocke krivulje K, jer dvije
krivulje mogu imati tocke smjeStene u blizini, no same krivulje ipak mogu biti bitno
razdvojene jedna od druge kao na slici[3.25) [2].

K

Slika 3.25
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Radi boljeg razumijevanja ovog pojma, navedimo i ekvivalentnu definiciju udalje-
nosti dviju krivulja. Neka su K; i K, konveksne krivulje i neka je broj r takav da je kri-
vulja K; cijela sadrzana u r-okolini krivulje K;. Nadalje, neka za r’ < r krivulja K; nije
cijela sadrzana u r’-okolini krivulje K;. Tada kazemo da je broj r udaljenost krivulje K,
od krivulje K; (slika[3.26).

Ko

i

Slika 3.26

Neka su dane dvije koncentri¢ne kruZnice K; i K» s polumjerima rq i r, (slika[3.27).

Slika 3.27

Krivulja K> je cijela sadrZzana u (r; — r»)-okolini krivulje K3, pa je udaljenost krivulje K»
od krivulje Kj jednaka (r) — r»). Takoder, krivulja Kj je cijela sadrZzana u (r; — r»)-okolini
krivulje K3, pa je udaljenost krivulje K od krivulje K> jednaka (r; — r2). Ocito su njihove
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medusobne udaljenosti jednake, no to ne mora uvijek biti tako. Naime, udaljenost kri-
vulje K; od krivulje K, ne mora biti jednaka udaljenosti krivulje K> od krivulje Kj, §to
¢emo vidjeti u sljedecem primjeru.

Neka su T; i T dva jednakostrani¢na trokuta s paralelnim stranicama i zajednic-
kim sredi$tem (slika[3.28). Odredimo udaljenost unutarnjeg trokuta 7> od vanjskog Tj.
Trazimo najmanju okolinu oko vanjskog trokuta T; u kojoj je sadrzan cijeli unutarnji
trokut 7. Udaljenost unutarnjeg trokuta 7> od vanjskog T; jednaka je udaljenosti iz-
medu paralelnih stranica tih trokuta. Odredimo sada udaljenost vanjskog trokuta T; od
unutarnjeg T». TraZimo najmanju okolinu oko unutarnjeg trokuta 7> u kojoj je sadr-
zan cijeli vanjski trokut 7. Udaljenost vanjskog trokuta 7; od unutarnjeg 7> jednaka
je udaljenosti izmedu odgovarajucih vrhova tih trokuta. Ocito udaljenost izmedu para-
lelnih stranica danih trokuta nije jednaka udaljenosti izmedu odgovarajucih vrhova tih
trokuta, $to znaci da udaljenost 7> od T nije jednaka udaljenosti 77 od T,. Stoga uda-
ljenost krivulja K; i K> definiramo kao veca od dviju udaljenosti, tj. K; od K> i K» od K
[2f.

Slika 3.28

Teorem 3.24 (Aproksimacijski teorem). Neka je K krivulja konstantne Sirine h. Moguce
je konstruirati krivulju konstantne Sirine h sastavljenu od kruznih lukova polumjera h
koja je proizvoljno blizu krivulje K.

Dokaz. Promatrajmo poligon Ay A;... Az, opisan krivulji K takav da su mu nasuprotne
stranice AgAg+1 1 ApskAnik+1 (k=1,2,..,n-1), te A,Au+1 1 A2 Ay paralelne. Nadalje,
uzmimo poligon B; B;...By, upisan krivulji K kojemu su vrhovi upravo tocke u kojima
opisani poligon A; A;... Az, dodiruje krivulju K (slika[3.29). Ne smijemo iskljuciti mo-
guénost da se susjedni vrhovi opisanog ili upisanog poligona podudaraju, kao u nasem
sluéaju Ag i A3 ili Bl, Bz i Bg.
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Slika 3.29

DokaZzimo da postoji krivulja konstantne Sirine /4 sastavljena od kruznih lukova koja
je upisana poligonu A; A,... Ay, i opisana poligonu B; Bs...By;,.

Ako su By i By+x dva nasuprotna vrha upisanog poligona B Bs...Bz,;, tada je tetiva
By B+ krivulje K ustvari njen promijer, jer su By i B+ tocke u kojima dva paralelna
potporna pravca dodiruju krivulju K. Iz toga slijedi da je duljina tetive By B+ jednaka
h. Analogno je i duljina tetive By Bj+x+1 jednaka h.

Zamijenimo sada nasuprotne lukove By By i By+xBp+k+1 krivulje K novim kruZznim
lukovima polumjera h tako da je krivulja i dalje upisana poligonu A; A,... A2, te da Sirina
krivulje ostane h. U tu svrhu konstruirajmo kruZznice polumjera h oko toc¢aka By i By+1
(slika [3.30a). Oznacimo sa Cj tocku presjeka tih kruznica koja lezi s iste strane tetive
B Bj+1 kaoitocke Byi 1 i Bytk+1-

Ocito je udaljenost tocke Cy do tocaka By i By jednaka h. Konstruirajmo sada
kruZzni luk polumjera h oko tocke Ci. Taj luk prolazi tockama By i By+1. Zamijenimo
luk By By krivulje K kruznim lukom polumjera & sa srediStem u tocki Cy. Takoder, za-
mijenimo luk BB +k+1 krivulje K kruznim lukovima B;,;Ck i CiBj+x+1 polumjera
h sa sredistem u tockama By i Bry1. Tako dobivenu krivulju oznac¢imo s K’. OCito je
nova krivulja K’ takoder krivulja konstantne $irine h. Zaista, neka su [ i I’ paralelni pot-
porni pravci krivulje K’. Ako potporni pravac [ dira luk B,,,Cy, tada potporni pravac
I’ prolazi vchom By. Ako potporni pravac [ prolazi tockom Cy, tada je potporni pravac
I’ tangenta na luk By By 1. Ako potporni pravac [ dira luk Cy B, r+1, tada potporni pra-
vac I’ prolazi vchom By,. Stoga je krivulja K’ takoder upisana poligonu A; A,... Ay, i
opisana poligonu B; B;...B;,.

Prema Teoremu/3.7|dva promjera krivulje konstantne $irine sijeku se u unutrasnjosti




POGLAVLJE 3. TEOREMI O KRIVULJAMA KONSTANTNE SIRINE 44

Blm Bk

nek

(b)

Slika 3.30

krivulje ili na krivulji. Ako se sijeku na krivulji, tada je tocka njihovog presjeka upravo
jedna od kutnih tocaka krivulje. Ukoliko se tocke By i Bi.; podudaraju, promjeri By B, k
i Br+1Bn+k+1 se sijeku na krivulji u tocki By = B4+ (slika. U tom slucaju je luk
B+ kBt k+1 upravo kruzni luk sa srediStem u tocki By = Bj;1 polumjera h.

Provedemo li analognu konstrukciju za svaki par nasuprotnih lukova krivulje K, do-
bit ¢emo krivulju Ky konstantne $irine, sastavljenu samo od kruznih lukova polumjera
h, koja je upisana poligonu A; A;... Az, i opisana poligonu B; B;... By, (slika[3.31).

Slika 3.31
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Preostaje jo§ dokazati da dobrim izborom poligona A; A;...A2, udaljenost izmedu
krivulja Kp i K moZemo uciniti po volji malom. Ova tvrdnja slijedi direktno iz ¢injenice
da su krivulje Ky i K obje upisane poligonu A; A;... A2, i opisane poligonu B} Bs...B2,,, pa
udaljenost izmedu krivulja Ky i K nije ve¢a od udaljenosti izmedu poligona A; A;... Az,
i B1B;...B>;,. Naime, ako r-okolina poligona A; A;...A2, sadrZi poligon B B;...Byj, i r-
okolina poligona B B;...By;, sadrzi poligon A; A;...Az,, onda krivulja K ne moZe lezati
izvan r-okoline krivulje Kj, a krivulja Ky ne moZze lezati izvan r-okoline krivulje K. Ako
dokaZemo da udaljenost izmedu poligona A; Ay... A2, i By B,... B2, moZe biti proizvoljno
mala, to ¢e povlaciti da i udaljenost izmedu krivulja Ky i K moZe biti proizvoljno mala.
Udaljenost izmedu poligona A; A;... Az, i B1B,...By;, jednaka je najvecoj udaljenosti iz-
medu vrhova A, Ay, ..., A2, poligona A; A;... A, i odgovarajucih stranica By, By, B1 B2,
...y Bon—1B2y, poligona B; B...By;,. Ako je d ta najveca udaljenost, onda je poligon Aj As... Az,
cijeli sadrzan u d-okolini poligona B B,...B,, i obrnuto, poligon B; B,...B;, je cijeli sa-
drzan u d-okolini poligona A; A... Az, (slika[3.32).

527

Slika 3.32

Pretpostavimo sada da su svi unutarnji kutovi poligona sukladni, odnosno da je nji-

hova veli¢ina jednaka
(2n-2)-180° ( 1) o
—=|1-—1-180".
2n n

Pogledajmo trokute B, A1 By, By A2Bs, ..., Bo—1A2,B2,. Duljina osnovice svakog od tih
trokuta je manja od h, a veli¢ina kuta pri vrhu A;,i =1,2,...,2n, jednaka je (1 - %) -180°,
jer je to ujedno unutarnji kut poligona (slika[3.33). O¢ito je visina svakog od tih trokuta
manja od visine slicnog trokuta kojemu najdulja stranica upravo tetiva duljine h.



POGLAVLJE 3. TEOREMI O KRIVULJAMA KONSTANTNE SIRINE 46

Slika 3.33

Kako se n povecava, duljine tih visina postaju po volji male. Stoga, odabirom poli-
gona Aj A;... A2, s dovoljno velikim brojem stranica, udaljenostizmedu poligona A; A;... Az,
i B1By...B2;,, pa onda i udaljenost izmedu krivulja Kj i K, je najmanja moguca. O

Iz Aproksimacijskog teorema direktno slijedi da za svaku krivulju K konstantne 8i-
rine h postoji niz krivulja K3, K>, ..., Ky, ... konstantne Sirine & sastavljenih od kruznih
lukova polumjera h, kojemu je limes krivulja K. Pri tome je dovoljno zahtjevati da je
udaljenost izmedu krivulja Kj i K manja od 1, udaljenost izmedu krivulja K> i K manja
od 1/2, ..., udaljenost izmedu krivulja K}, i K manja od 1/n, i tako dalje. Koristeci ovu
¢injenicu nije teSko dati jo$ jedan dokaz Barbierovog teorema|3.18



Poglavlje 4

Tijela konstantne Sirine

Prostorni analogon ravninskih likova konstantne $irine su tijela konstantne $irine. Kao
$to je u ravnini krug trivijalni primjer lika konstantne Sirine, tako je u prostoru kugla
trivijalni primjer tijela konstantne Sirine. Znamo da je kugla omedena sferom, odnosno
skupom tocaka u prostoru jednako udaljenih od neke ¢vrste tocke. OCcito je promjer
sfere jednak u svakom smjeru, pa je Sirine kugle jednaka u svakom smjeru, $to znaci
da je kugla doista tijelo konstantne Sirine. Jasno je da kuglu moZemo smjestiti izmedu
dviju paralelnih ravnina tako da ju one dodiruju. Spomenute ravnine nazivat ¢emo pot-
pornim ravninama. Potporne ravnine u prostoru su analogon potpornim pravcima u
ravnini. Rotiramo li kuglu u bilo kojem smjeru, ona ¢e uvijek dodirivati obje paralelne
potporne ravnine. OcCito je udaljenost dviju paralelnih potpornih ravnina kugle jednaka
Sirini kugle [5]. Sada moZemo navesti definiciju tijela konstantne Sirine.

Definicija 4.1. Konveksno tijelo u prostoru nazivamo tijelom konstantne Sirine h ako je
udaljenost bilo kojeg para paralelnih potpornih ravnina jednaka h [2].

Osim kugle, postoji beskonatno mnogo tijela konstantne Sirine. Opcenito, dijelimo
ih u dvije skupine, rotacijska i nerotacijska tijela konstantne Sirine.

4.1 Rotacijska tijela

Kod nekih tijela konstantne Sirine moze se uociti svojstvo simetrije. Takva tijela nas-
taju rotacijom lika konstantne Sirine oko njegove osi simetrije, zbog ¢ega ih i nazivamo
rotacijeskim tijelima konstantne Sirine. Najjednostavniji netrivijalni primjer tijela kons-
tantne Sirine je tijelo koje nastaje rotacijom Reuleauxovog trokuta oko jedne njegove osi
simetrije (vidi sliku[4.1) [2].

47
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Slika 4.1: Tijelo nastalo rotacijom Reuleauxovog trokuta oko jedne njegove osi simetrije

Prethodno smo dokazali da Reuleauxov trokut omeduje najmanju, a kruZznica naj-
vecu povrSinu medu svim krivuljama konstantne $irine (vidi Teorem (3.22). Sli¢na tvrd-
nja vrijedi i u prostoru za volumen kugle i tijela nastalog rotacijom Reuleauxov trokuta.

Teorem 4.2. Tijelo nastalo rotacijom Reuleauxov trokuta ima najmanji volumen medu
svim rotacijskim tijelima konstantne Sirine, dok kugla ima najveéi volumen [5].

Ova tvrdnja znatno je kompliciranija nego analogna tvrdnja u ravnini, te je dokazana
tek 2009. godine.

Na slici[4.2]je prikazan jo$ jedan zanimljiv primjer krivulje konstantne $irine koja je
sastavljena od Cetiri kruzna luka razlic¢itih duljina. Ovu krivulju nazivamo Reuleauxovim
cetverokutom (vidi odjeljak 2.2), zbog njene slicnosti s Reuleauxovim trokutom.

Slika 4.2: Reuleauxov cetverokut
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Rotacijom Reuleauxovog Cetverokuta oko njegove osi simetrije dobivamo tijelo kons-
tantne $irine prikazano na slici[4.3|[5].

Slika 4.3: Tijelo konstantne $irine nastalo rotacijom Reuleauxovog Cetverokuta

4.2 Nerotacijska tijela

Postoji i beskonacno mnogo tijela konstantne Sirine koja nisu dobivena rotacijom. Mi
¢emo dati samo primjer dvaju tipova takvih tijela dobivenih iz tetraedra.

Kao $to je ve¢ navedeno u prethodnom dijelu ovog rada, Reuleauxov trokut kons-
tantne Sirine h dobivamo presjekom tri kruga polumjera £, tako da svaki od tih krugova
prolazi kroz dva vrha jednakostrani¢nog trokuta, a srediSte mu je u treCem vrhu (vidi
odjeljak 2.1). Analogan postupak moZemo primijeniti za dobivanje Reuleauxovog tetra-
edra. U ovom slucaju, Reuleauxov tetraedar konstantne Sirine # dobivamo kao presjek
Cetiri kugle polumjera h, tako da svaka od tih kugli prolazi trima vrhovima pravilnog
tetraedra s bridom duljine £, a srediste joj je u Cetvrtom vrhu. Reuleauxov tetraedar se
sastoji od Cetiri kutne tocke, Cetiri dijela kugle i Sest zakrivljenih bridova od kojih je svaki
presjek dviju sfera (slika[4.4).

Slika 4.4: Reuleauxov tetraedar
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Smjestimo li Reuleauxov tetraedar izmedu dviju paralelnih potpornih ravnina tako
da jedna dodiruje kutnu tocku, a druga nasuprotnu stranu, odnosno dio kugle, udalje-
nost izmedu potpornih ravnina je ocito jednaka & po konstrukciji Reuleauxovog tetra-
edra. Medutim, ako potporne ravnine dodiruju Reuleauxov tetraedar u dva nasuprotna
brida, udaljenost izmedu potpornih ravnina je nesto veca od h. Toc¢nije, udaljenost je

V2
tada v/3 — - = 1.025 puta veca od h. Dakle, Sirina Reuleauxovog tetraedra nije kons-

tantna, veC se mijenja s obzirom na smjer, pa Reuleauxov tetraedar nije tijelo konstantne
Sirine. Ipak, Reuleauxov tetraedar mozemo transformirati do tijela konstantne Sirine na
sljedeci nacin.

1. Konstruiramo pravilni tetraedar s bridom duljine / te dalje ve¢ opisanim postup-
kom dobivamo Reuleauxov tetraedar.

Slika 4.5

2. Odredimo dvije ravnine koje se sijeku u jednom bridu pocetnog tetraedra. Ovaj
postupak primjenimo na tri brida tetraedra koja imaju zajdnicki vrh (slika}4.6a) ili
na tri brida koji ¢ine jednu stranu tetraedra (slika|4.6b).

Slika 4.6
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3. Uklonimo tri dijela Reuleauxovog tetraedra koja sadrZe zaobljeni brid i koja se na-
laze izmedu spomenutih ravnina.

4. Presjek Reuleauxovog tetraedra i svake od spomenutih ravnina je kruzni luk. Dva
kruzna luka nad svakim od triju odabranih bridova tetraedra imaju zajednicke
krajnje tocke u kutnim tockama Reuleauxovog tetraedra. Rotacijom jednog luka
oko odgovarajuceg brida stvara se ploha koja svojim oblikom odgovara dijelu vre-
tena.

Slika 4.7

Ovaj postupak primjenimo na svaki od tri odabrana brida poCetnog tetraedra. S
obzirom na to jesmo li odabrali tri susjedna brida pocetnog tetraedra (slika[4.8a) ili
tri brida koja ¢ine jednu stranu teraedra (slika[4.8b), dobivamo dva razlicita tijela
konstantne Sirine £ [2].

(@

Slika 4.8

Dva tipa nerotacijskih tijela konstante Sirine dobivena opisanim postupkom otkrio
je Svicarski matematicar Ernst Meissner (1883 — 1939), prema kojem ih nazivamo Meiss-
nerovim tijelima. Tijelo prikazano na slici dobiveno je zaobljivanjem tri susjedna
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brida Reuleauxovog tetraedra koji se sijeku u jednoj tocki, te predstavlja prvu vrstu Me-
issnerovih tijela koju oznatavamo sa My. Tijelo prikazano na slici[4.9b|dobiveno je za-
obljivanjem tri brida Reuleauxovog tetraedra koja €ine jednu njegovu stranu i predstav-
lja drugu vrstu Meissnerovih tijela koju oznacavamo sa M [5].

(a) (b)

Slika 4.9

Meissnerova tijela imaju Cetiri vrha, tri kruzna brida, Cetiri sferne povrSine i tri to-
roidalne povrSine. Sva Meissnerova tijela mogu se smjestiti izmedu dvije paralelne pot-
porne ravnine i pri tome jedna ravnina dodiruje tijelo u vrhu, a druga na sfericnom
dijelu, ili jedna ravnina dodiruje tijelo na o§trom bridu, a druga na toroidalnom dijelu.

Obje vrste Meissnerovih tijela My i Mr konstantne Sirine /2 imaju jednak volumen i
on iznosi

2 3 1
—— i .arccos— | -7+ h3 ~0.41986- h°.
3 4 3

Volumen Meissnerovog tijela iznosi oko 80% volumena /6 kugle promjera 1, te je za
6% manji od volumena Reuleauxovog tetraedra. Pretpostavlja se da Meissnerova tijela
imaju najmanji volumen od svih tijela konstantne Sirine. Dokaz ove tvrdnje ne postoji
iako je proveden velik broj eksperimenata i postoji mnogo metoda i razloga koji podu-
piru njenu istinitost.

Meissnerova tijela My i M konstantne 3irine h, osim jednakog volumena, imaju i
jednako oplosje, te ono iznosi

3 1
(2 - 7\/_ -arccos §) - h? ~2.934115- h2.

ViSe o volumenu i oplo§ju Meissnerovih tijela u [5].
Opcenito, prostorni analogon Barbierovog teorema ne vrijedi, odnosno razlicita ti-
jela konstantne Sirine 7 mogu imati razlicita oplo§ja.
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Pogledajmo ortogonalnu projekciju nekog konveksnog tijela na ravninu (slika[4.10).

Slika 4.10

Sve projekcije tijela konstantne Sirine /& na ravninu su ocito ravninski likovi kons-
tantne Sirine h. Prema Barbierovom teoremu slijedi da sve projekcije tijela konstantne
Sirine h na ravninu imaju jednak opseg. Stoga moZemo govoriti da konveksno tijelo ima
konstantan opseg ako sve njegove projekcije na ravnine imaju jednak opseg. Sada se
lako vidi da su sva tijela konstantne Sirine ujedno i tijela konstantnog opsega, ali vrijedi
i obrnuto, tj. svako tijelo konstantnog opsega je ujedno i tijelo konstantne Sirine, no
dokaz te tvrdnje je znatno teZi [2].
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SaZetak

Svakoj zatvorenoj krivulji moZemo odrediti Sirinu u bilo kojem smjeru. Krivulju ko-
joj je Sirina jednaka u svakom smjeru nazivamo krivuljom konstantne Sirine. Trivijalni
primjer takve krivulje je kruznica. Osim kruZnice, postoji beskona¢no mnogo krivulja
konstantne Sirine. Najjednostavniji primjer takve krivulje je krivolinijski trokut, kojeg je
otkrio njemacki znanstvenik i inZenjer Franz Reuleaux, prema kojem ga nazivamo Re-
uleauxovim trokutom. U prvom dijelu rada dani su i drugi nacini konstrukcije krivulja
konstantne Sirine.

Krivulje konstantne Sirine imaju mnoga zanimljiva svojstva, od kojih su neka na-
vedena i dokazana u drugom dijelu ovog rada. Primjerice, Barbierov teorem kaze da
krivulja konstantne $irine /i kruZnica promjera h imaju jednaku duljinu. Iskazane su i
ilustrirane i dvije tvrdnje o duljini i povr$ini obuhvac¢enoj takvim krivuljama, a dokazan
je i Aproksimacijski teorem za krivulje konstantne Sirine.

Krivulja konstantne Sirine ¢ini rub lika kojeg nazivamo likom konstantne Sirine. Pros-
torni analogon lika konstantne Sirine je tijelo konstantne Sirine. Prema nacinu na koji ih
dobivamo, dijelimo ih na rotacijska i nerotacijska tijela. Otkri¢e dva tipa nerotacijskih
tijela konstantne Sirine pripisuje se §vicarskom matematicaru Ernstu Meissneru. Kratko
izlaganje o tijelima konstantne $irine dano je u zavrSnom dijelu ovog rada.



Summary

For each closed curve we can determine the width in any direction. If the width of a
curve is the same in all directions, then it is called a curve of constant width. A common
example of such a curve is a circle. Apart from the circle, there are infinitely many other
curves of constant width. The simplest example of such curves is the curvilinear trian-
gle, also called the Reuleaux triangle because it was discovered by German scientist and
engineer Franz Reuleaux. In the first part of this graduate thesis we describe different
ways of constructing curves of constant width.

Curves of constant width have many interesting properties, and some of them are
mentioned and proven in this work. For example, Barbier’s theorem says that a curve
of constant width / and a circle of diameter / have the same length. This and other
statements on length and the area enclosed by such curves are given and illustrated.
The so called Approximation Theorem for curves of constant width is also proved.

A curve of constant width is the boundary of the figure that we call a figure of cons-
tant width. The three-dimensional analogy of the figure of constant width is the body
of constant width. According to the way they are obtained, they are divided into rotati-
onal and non-rotational bodies. Two types of non-rotational bodies of constant width
were discovered by Swiss mathematician Ernst Meissner. A short exposition on bodies
of constant width makes the last part of this thesis.
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