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Sadrzaj




Uvod

Svrha ovog diplomskog rada je pi@ti neke aspekte diferencijabilnosti. Prge se proditi
neprekidnost funkcije te limes funkcije, nakon tagase réi nesto otenito o nizovima i
konvergenciji nizova, zatim o derivaciji funkcije, tj. deaciji zbroja, umndka, kvocijenta
I kompozicije funkcija te derivaciji inverzne funkcije.






Poglavije 1

Neprekidnost | imes funkcije

1.1 Neprekidnost

Definicija 1.1.1 (Neprekidnost funkcije u t&ki). Neka je SC Rte nekaje f: S - R
funkcija. Neka je xe S. Kazemo da je funkcija f neprekidna u totkako za svaks > 0

postojis > 0 tako da za svaki ¥ S vrijedi:
ako je xe (Xp — 6, % + 0),0nda je {(x) € (f(X) — &, T(X) + ).
Primjer 1.1.2. Neka je f: R — R funkcija definirana s

F(x) = -1, x<2
1, X> 2.

Tvrdimo da funkcija f nije neprekidna u tocki 2. Pretpostaw suprotno. Tada za = 1

postojis > 0 tako da za svaki ¥ R vrijedi sljedece:
akoje xe (2-6,2+6)y,ondaje {(X) e (f(2)—¢, f(2)+ &).
Buducidaje f2) = 1i ¢ = 1, za svaki »x R vrijedi sljedece:
ako je xe (2-6,2+ 6),onda je {(x) € (0,2).

Neka je x= 2 - 4. Tada je
X€E(2-06,2+0)

pa iz prethodne implikacije slijedi da je(X) € (0, 2) . Po definiciji funkcije f vrijedi da je
f(xX) = =1 (jer je x< 2). Kontradikcija. Prema tome funkcija f nije neprekidna gki2.

Definicija 1.1.3 (Neprekidna funkcija) Neka je SC R te neka je f: S — R funkcija.

Kazemo da je f neprekidna funkcija ako je f neprekidna uiteg¢ka svaki x € S.

3



4 POGLAVLJE 1. NEPREKIDNOST | LIMES FUNKCIJE

Primjer 1.1.4. Neka je SC R, S # 0, te neka je Ke R. Neka je f: S — R funkcija
definirana s {x) = K, za svaki x S. Tada je f neprekidna funkcija. Dokazimo to.
Neka je ¥ € S. Neka jes > 0. Odaberimo bilo koj¥ > 0. Tada za svaki x S takav da je
X € (Xg — 8, Xo + O) vrijedi

f(x) € (f(x0) — &, f(X0) + &)

jerje f(xo) = Ki f(x) = K za svaki x S. Prema tome funkcija f je neprekidna u tocki x
Dakle f je neprekidna.

Primjer 1.1.5. Neka je SC R, S # 0, te neka je f: S — R funkcija definirana s (x) = X,
za svaki xe S. Tvrdimo da je f neprekidna funkcija. Neka jge € S te neka jee > 0.
Odaberimo bilo koji € (0,¢] . Tada je

(X0 =0, % +0) S{X—&X +&)

pa za svaki x S takav daje x (Xg — 8, Xo + 6) vrijedi X € (Xg — &, Xg + &), 1].

f(x) € (f(x0) — &, f(%0) + &

(er je f(X) = xi f(Xg) = X). Prema tome funkcija f je neprekidna g X0akle funkcija f
je neprekidna.

1.2 Limes funkcije

Definicija 1.2.1(Limes funkcije) Neka je SC R, neka je f: S — R funkcija te neka su
X € RiL € R. Kazemo da je L limes funkcije f u toCkj ako za svaké > 0 postojis > 0
tako da za svaki ¥ S, X # Xo vrijedi:

ako je Xxe (Xg— 6, % +d)y,onda je {X) e (L—¢,L+¢&).

Definicija 1.2.2(GomiliSte) Neka je SC R, te neka je ¥ € R. Kazemo da je xgomiliSte
skupa S ako za svaki> 0 postoji xe S tako daje ¥t Xgi X € (Xg— 6, X + I) .

Primjer 1.2.3. Neka je S=(0,1). Tada—% nije gomiliste skupa S. Naime nekajje- %
Tada je

1 1
<—§ - (5,—5 + 5> = <—l, O>

pa je oCito

[4-5-Lee)ns-u
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Prema tome ne postoji« S takav da je

X € 151+6ix;&1
2 2 2

Tvrdimo da je O gomiliste skupa S. Nekaje O.
Ako jes < 1 definirajmo x= 5. Tada je

X € (—6,0) te xe (0,1) tj. xe S.

Ocito je x# 0.
Ako jes > 1 definirajmo x= 3. Tada je

Xe€(=06,0),xeS ix#0.
U svakom sluCaju postojix S takav da je

X#0ixe(0-060+56).
Prema tome 0 je gomiliste skupd, 1) .

Napomena 1.2.4.Ako je % gomiliSte skupa S te ako je I R tako da je SC T, onda je
Xo gomiliste skupa T

Propozicija 1.2.5. Neka su ab € R, a < b. Tada za svaki x € [a,b] vrijedi da je %
gomiliSte skupda, by .

Dokaz. Neka jexg € [a,b] .

1. sliaj xp = a
Neka jes > 0. Vrijedi a < min{a + 6, b} pa postojix € R tako da je

a< X< minfa+¢6,b}.
Slijedi
a<X<bia<x<a+§

pa zakljiltujemo da je
Xxe(abyixe(a-da+o).

OCito je x # a. Prema tome je gomiliste skupda, b) .
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2.sliaj xo=b
Neka jes > 0. Vrijedi max{a, b — 6} < b pa postojix € R tako da je

maXxa,b-48} < x<b.
Slijedi
a<x<bib-6<x<b

pa zaklji€ujemo da je
xe(abyixeb-6,b+0).

Otito je x # b. Prema tomé je gomiliste skupga, b) .
3. slitaj xg € (a,b)
Tada jea < X < b. Prema dokazanom (1. €laj) X, je gomiliste od(xg, by . No
(X, b) € (a,b)
pa iz napomenie_1.2.4 slijedi da)g gomiliste od(a, b).
i

Propozicija 1.2.6. Neka je SC R, Xp € Rte f: S — R funkcija. Pretpostavimo da je,x
gomiliste skupa S te da sy LL, limesi funkcije f u ¥ Tadaje Ly = L.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, ti.; # L,. MoZemo pretpostaviti da jie; < L,. Neka je
e =2t Tadajes > Oteje 2 = L,— Ly pajel; +& = L, —e. Iz zadnje jednakosti slijedi
(Li—eLi+eyn{la—¢g Ly +&)=0. (1.1)
Buduwti da jeL, limes funkcijef u Xo, postojid, > 0 tako da za svaki € S, X # Xg vrijedi:
ako jex € (Xg — 61, X0+ 61yonda jef(x) e (L1 — &, L1 + &). (1.2)
Takader, bud@i da jeL, limes funkcijef u Xo, postojis, > 0 tako da za svaki € S, X # Xg
vrijedi
ako jex € (X — 02, X + d2yondajef(x) e (Lo — &, Lo + &) (1.3)

Neka jes = min{dy, 6,}. BudLEi da jex, gomiliSte skupas postojix € S tako da jex # Xg
I X € (Xg— 6, % +6). Budwti da jed < 61, vrijedi X € (Xg + 01, Xo + 61) pa iz [1.2) slijedi
f(X) € (Ll -& L4 +&).
Isto takod < &, povlati dajex € (X — 62, Xo + 02) paiz (1.3) slijedif (X) e (Lo — &, Lo + &).
Dakle

f(X) e(li—¢e,Li1+¢) i f(X) e{lo—¢g La+ée),

no to je u kontradikciji sa{111).
Prematomé.; = L. O
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Napomena 1.2.7.Neka je SC R, f : S — R funkcija, % € R te L € R. Pretpostavimo
da x nije gomiliSte skupa S . Tada je L limes funkcije fou X
Naime, iz Cinjenice dagmije gomiliste od S slijedi da postaji > 0 za kojeg ne postoji
x € S tako da

X# Xgl X € (Xg—0, %Xy + ).

Ako jee > 0, onda za svaki x S tako da je xt X, implikacija
ako je Xe (Xo— 6, %y + 0) ,tada je f(x) e (L—&,L + &)
trivijalno vrijedi.

Primjer 1.2.8. Neka su ab € R,a < b. Neka je ¥ € R tako da x ¢ [a,b]. Tada % nije
gomiliste od a, b] . Dokazimo to.
1z X ¢ [a,b] slijedi

Xo < ailib < X.

Ako je % < a, definirajmos = a — Xg te imamo
0>0iXg+0=a,
iz Cega slijedi
(Xo—06,%+0)Nn[abl =0

pa je oCito da ¥ nije gomiliste oda, b] .
Ako je b< Xy, definirajmos = X, — b pa imamo

5>0iX0—5:b,

Sto povlaci
(Xo—0,% +6)N[ahb] =0,

dakle % nije gomiliSte oda, b] .

Primjer 1.2.9. Neka je f: R — R,

0, x#2
f(x) =<~
) {1, X=2.

Neka je ¥ € R, X # 2. Tvrdimo da je O limes od f ugxPromotrimo prvo slucaj kad je
Xo < 2. Neka jee > 0. Definirajmod = 2 — xo. Tada je

6>0iXg+06=2
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pa slijedi da

Stoga za svaki & (xg — J, X + ) vrijedi f(X) = 0 paje
f(X) e(0—¢,0+¢).

Prematome O je limes od f y.»Do istog zakljuCka dolazimo kada < Xg.
No tvrdimo da je O limes od f i u tocki 2. Nekage- 0. Uzmimo bilo kojis > 0. Tada za
svaki xe R tako da je x# 2 vrijedi:

akoje xe (2-6,2+ 6)ytadaje f(x) e (0—¢,0+ &)
jer za svaki xe R, x # 2, vrijedi f(x) = 0.
Lema1l.2.10.Nekasuabe R,a<b,te nekasuy e[ab]. Tadajelx-y <b-a

Dokaz. Promotrimo prvo sl@aj kada jex <.
Imamoa< x<y<h.lza< xslijedi-x< —-apaje

y—-x<y-a (1.4)

S druge strane iy < b slijedi
y—-a<b-a (1.5)
Iz (X.4) i (1.5) slijediy — x < b—a. No
X—yl=y-Xjerjex<y.
Prema tome
X—yl<b-a

U sluajuy < x analogno dolazimo do istog zakdjka. m|

Primjer 1.2.11. Nekaje f: R — R,

(09 = {o, x ¢ [2,3]
1, xe[273].
Neka je ¥ € R, X ¢ [2,3]. Tada je 0 limes od f ugxNaime, vrijedi ¥ < 2ili 3< X, au
oba slucaja vidimo da tvrdnja vrijedi analogno kao u predinom primjeru.
Neka je ¥ € (2,3). Tada je
2< Xy <3
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Definirajmo
0 = min{Xy — 2,3 — X}
Tada jes > 0.1z 6 < X — 2 slijedi
2< X — 0,
aizo < 3 - X slijedi
Xo+6 <3

Dakle2 < xg—diXo+ 6 < 3. Stoga je

(Xo — 8, X9 + 0) C(2,3)

pa za svaki x (Xg — 6, X + ) vrijedi f(x) = 1. Iz ovoga je jasno da je 1 limes od f g.x
Neka je ¥ = 2. Tvrdimo da ne postoji limes od f @.x

Pretpostavimo suprotno, tj. da postojid.R tako da je L limes od f ugxNeka jes > O.
Tada postoji > 0tako da za svaki ¥ R, X # Xo vrijedi:

ako je xe (Xp—0,% +0)y,ondaje (x) e (L-¢g,L+¢). (1.6)
Odaberimo x R takav da je
Xg— 0 < X< Xo.
Slijedi
Xg—0 < X< Xg+0
paje

XE(Xg—0,%X+0).
Nadalje oCito je x+ Xo. Iz (1.6) slijedi
f(X)e(L-¢g, L+¢).
NO X< Xo, tj. X < 2 povlaci daje {xX) = 0. Dakle,0 e (L —¢&,L + &).
Ocito je
Xo < Min{Xg + &, 3}

pa postoji xe R takav da je
Xo < X < mMin{Xg + 6, 3}.
Slijedi
Xo< X< Xp+d8iXx<3.
Stoga je
Xo €{(X—6,X +9),
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X# X1 X €(2,3) (jer je x = 2) . Iz (1.6) slijedi
f(x)e(L-¢g,L+¢).
Zbog xe (2, 3) vrijedi f(x) = 1. Dakle
le{(L-gL+e¢).

Prema tome
0,1e(L-gL+s&)

pa iz leme 1.2.10 slijedi
-1 <L+e—-L+eg t. 1< 2e.

Dokazali smo da jd < 2¢ za bilo kojie > 0. To je oCito nemoguce.
Zakljucak: funkcija f nema limes u 2.
Analogno dobivamo da f nema limes u tocki 3.

Propozicija 1.2.12.Neka je SC R, X € S, te f: S — R. Tada je f neprekidna u toCki
Xo ako i samo ako je (o) limes od f u ¥.

Dokaz. Pretpostavimo da jé neprekidna u téki x,. Zelimo dokazati da jé (xo) limes od
f u Xo. Dakle, zelimo dokazati da za svaki > 0 postojié > O tako da za svakx € S,
X # Xo, Vrijedi:

ako jex € (Xg — 6, Xy + 6),onda jef(x) € (f(xg) — &, f(X) + &). (1.7)
No ovo cito vrijedi jer je f neprekidna wo.
Obratno, pretpostavimo da jé€x,) limes odf u xg. Tada za svaks > 0 postojis > 0 tako
da za svakk € S, X # Xy, vrijedi (1.14). No c@ito je da[(1.¥) vrijedi i za
X = Xg (za bilo kojee > 016 > 0).
Prema tomd je neprekidna . m|

Propozicija 1.2.13.Neka su S i T podskupovi ®dte nekasu £ S—Rig: T — R
funkcije. Pretpostavimo da sy ¥ Rir > Otakvida je

SN((X=rX+nN\{X})=TN{X="X%X+r\{X})

i f(X) =9g(x)zasvaki xc SN ({(X -1, X +r)\ {X}). Pretpostavimo da je L limes od f u
Xo. Tada je L limes od g ugx
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Dokaz. Neka jes > 0. BudLti da jeL limes odf u Xo, postojis > 0 tako da za svaki € S,
X # Xo, Vrijedi

akojexe (Xp—6,% +0)y,ondajef(x) e (L—¢g,L+¢). (1.8)
Neka jes’ = min{s,r}. Tada jes’ > 0. 1z¢” < r slijedi
Xo=T<X—0 <X+ <X+
paje
X=X +0)YC(Xo—T,X+TI). (2.9)

Analogno zaklj@ujemo da je

Xo— 0, X0 +08)C(Xo—6, %X +0). (1.10)
Tvrdimo da za svakk € T, X # Xo, vrijedi

akojexe (Xg— ¢, % +d")y,ondajeg(x) e(L—¢g,L+e). (1.11)

Neka jex e T takodajex # Xpi X€ (X — ¢, X + ') .
Iz (1.9) slijedix € (Xo — 1, Xy + r). Stoga je

XE((X—T%+N\{X})NT.
Iz pretpostavke propozicije slijedi
Xe((X-rX%+MN\{X})NS
i g(x) = f(X). Nadalje, iz[1.1D) slijedk € (xo — 6, X + 6) pa iz (1.8) zaklj@ujemo da je
f(X)eL-gL+e), ff.gxX)e{L-—¢g,L+¢).

Time smo dokazali da za svakie T takav da jex # %o vrijedi (1.11).
Zakljucak: L je limes odg u xo. |

Propozicija 1.2.14.Neka je SC R, Xy € R, te f : S — R. Pretpostavimo da je L limes
od f u . Definirajmo funkciju g S U {xo} — R,

-1 2
, X = Xo.

Tada je funkcija g neprekidna w.x



12 POGLAVLJE 1. NEPREKIDNOST | LIMES FUNKCIJE

Dokaz. Odaberemo bilo koji > 0. OCito je

X=X+ \{X})NSC((Xo-T X+ \{X})N(SU{x)}).

Obratno ako je
X€ (X=X + 1)\ {X}) N (SU{X})

ondajex # Xgpaizx e SU {xo} slijedi x € S. Stoga je
X€((X—TX+r)\{X})NS.

Prema tome

((Xo—rX+MH\{X})NS=((X—rX+r\{X})N(SU{x)).

Nadalje, za svakk € ((Xo—r,X + )\ {X}) N S vrijedi f(X) = g(x) (prema definiciji

funkcije g).
Iz propozicije 1.2.113 slijedi da jk je limes odg u X,. No L = g(Xo), dakleg(xo) je limes
odg u xo. 1z propozicije 1.2.12 slijedi da jg neprekidna wq. m|

1.3 Konvergencija niza

Definicija 1.3.1(Niz uR ). Za svaku funkcijilN — R kazemo da je niz B.
Ako je x niz WR (tj. x : N — R), onda za ne N umjesto ¥n) piSemo i ¥, a funkciju x
oznaCavamo i §X,) ili (Xn)ne-

Definicija 1.3.2(Konvergencija niza)Neka je(X,) niz uR te neka je k R. Kazemo da niz
(xn) teziili konvergira prema | i piSemo,x— | ako za svake > 0 postoji iy € N tako da
za svaki n> ng vrijedi

Xl —gl+&).

Primjer 1.3.3. Neka je a R te neka jgx,) niz uR definiran s
X, = a za svaki re N.
Tada % — a. Naime, za svald > 0i za svaki ne N vrijedi x, € (a—&,a+ &).

Primjer 1.3.4. Neka je(x,) niz uR definiran s

1 .
Xn = = za svaki ne N.
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Tada x — 0.
Dokazimo to. Neka je > 0. Odaberimo g € N tako dajeﬁ < ng. Neka je n> ny. Tada je
1 <npaje

< t. X <
&, 1. &
J n

Sto povlaci
Xn € (—&, &) (0Cito je % > 0), {j. X, €(0—¢,0+¢).

Dakle, za svaki = ng vrijedi x, € (0 — &,0 + &). Prema tomé€x,) tezi prem&0.

Definicija 1.3.5(Limes niza) Neka je(x,) niz uR te neka je le R tako da ¥ — |. Tada
zal kazemo da je limes nif&,).

Propozicija 1.3.6. Neka je(x,) niz uR te neka suili |, limesi niza(x,). Tada je | = I,.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj; # I,. MoZemo pretpostaviti da jg < |,. Kao u
dokazu propozicije_1.2.6 zakujemo da postojt > 0 tako da je

<|1—8,|1+8>m<|2—8,|2+8>:Q) (112)

Iz x, — |1 slijedi da postojing € N tako da za svakmn > ng vrijedi X, € (I, — &,11 + &).
Iz X, — |, slijedi da postojimy € N tako da za svakmn > my vrijedi X, € (I, — &, + &).
Neka jen = maxng, mp}. Tada je

nN>ngin>ny

paje
Xn€<|1—8,|1+8> i Xn€<|2—8,|2+8>,
tj.
XnG<|1—8,|1+8>ﬂ<|2—8,|2+8>.
Ovo je u kontradikciji s[(1.12). Prema torhe= I5. i

Propozicija 1.3.7.Neka je SC R, f : S — R funkcijate le S. Pretpostavimo da je
funkcija f neprekidna u | te da jéx,) niz realnih brojeva koji tezi prema | te takav da je
Xn € S za svaki re N. Tada niz(f(x,)) tezi prema fl).

Dokaz. Neka jee > 0. Tada postojp > 0 tako da za svaki € S vrijedi
akojeze (I -6,1+6),ondajef(2) e (f() — &, () + &). (2.13)
Budwti dax, — | postojing € N tako da za svakm > ng vrijedi

X € =6,1 +6).
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Neka jen € N tako da jen > nqg. Tada je
Xn € (I = 6,1 +6)
paizx, € Si([@.13) slijedi
f(x) e(f(l)—g, f(1) +&).
Time smo dokazali d&(x,) — f(I). O

Propozicija 1.3.8. Neka je SC Rte f : S — R funkcija. Pretpostavimo da je L limes
funkcije f u tocCki a te da j€x,) niz realnih brojeva koji tezi prema a te takav da je «
S\ {a} za svaki nre N. Tada niz(f(x,)) tezi prema L.

Dokaz. Neka jes > 0. Tada postojp > 0 tako da za svaki € S, z # a vrijedi
akojeze (a—6,a+d),ondajef(z) e (L-¢,L+¢). (1.14)

Budwti dax, — a postojing € N tako da za svaki > ng vrijedi

Xp €(a—o,a+9).
Neka jen € N tako da jen > ny. Tada je

Xa €{(@a—0,a+0)
paizx, € S, x, # ai (L.14) slijedi

f(x)) e{L—g,L+¢).

Time smo dokazali da jé(x,) — L. m|

Lema 1.3.9.Neka je(x,) niz uR te neka je & R tako da je
1 1 .
Xy € <a— ﬁ,a+ ﬁ>za svaki ne N. (1.15)

Tada x — a.

Dokaz. Neka jes > 0. Odaberimay € N tako daje% < e&. Nekajen > ny. Tada |
pajel < &. 1z ovoga slijedi

SIR
A
Sl=

1. 1
a-e<a——-la+-<a+e.
n n
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Stoga je
1 1
<a— —,a+ —> C(a—-g,a+e¢)
n n
pa iz [1.15) slijedi
Xa €{a—¢g,a+e).

Dakle, za svakn > ng vrijedi
Xa €{a—¢g,a+e).

Time je tvrdnja leme dokazana. ]

Teorem 1.3.10.Neka je SC R, f : S — R funkcija, a€ R te L € R. Pretpostavimo da za
svaki niz(x,) takav da x — aitakav daje x € S\ {a} za svaki ne N vrijedi f(x,) — L.
Tadaje Llimesod f ua.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji> O tako da za svaki > 0 postojix €
S\ {a} tako da je
Xxeda—9,a+0)

f(X)¢g(L-g,L+e).
Posebno za svaki € N postojix, € S\ {a} takav da je

X, €la—=,a+ =
n n

f(xp) ¢{L—¢g,L+e&).

Iz leme[1.3.1D slijedi d, — a. Prema pretpostavci teorema vrijefdix,) — L. Stoga
postojing € N takav da za svaki > ng vrijedi

f(x)) e{L—g,L+¢).
No ovo je u kontradikciji €injenicom da
f(x) ¢{(L—g,L+¢)
za svakin € N (prema konstrukciji nizax,)). Prema tomé je limes odf u a. ]
Napomena 1.3.11Neka su ab € Rtee > 0. Tada je
b-a<eobe(a-¢ga+e).
Naime vrijedi

b-a<eo -ec<b-a<eoa-cs<b<a+eobe(a-ga+e).
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Propozicija 1.3.12. Neka su(x,) i (y») nizovi realnih brojeva te neka suylae R takvi da
X, — aiy, — b. Tada niz

(Xn + Yn)ne t€Z1 prema a+ b,
(tj. Xn +Yn — a+b).

Dokaz. Neka jee > 0. Tada postojny € N takav da za svaki > ng vrijedi

c(a-Za+l)
Xrl 27 2 2

tj. prema napomefi 131, - a < 3.
Takader postojimg € N takav da za svaki > mg vrijedi [y, — b| < £. Neka je

n > maxng, Mp}.

Tadajen>ngin>mypaje

€. £
|Xn—a|<§I |Yn—b|<§-

Imamo
E &
O +yn) — @+ D) =[x =8) + (o= DI < P —dl+ W —bl <5+ 5=
Dakle,
(X + Yn) — (@+ b)l <&,
za svakin > maxng, mp}. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Lema 1.3.13.Neka su uv e R. Tada je|lu] — V|| < |u— V.
Dokaz. Imamo
U=u-v+Vv|<|u-Vv|l+ |V
paje
ul — vl < u—-v. (1.16)
Imamo
V=V-u+Uu <|v—u +|u
paje
M—ju<iv—ul, t. —(u-M)<ju-v. (1.17)
Iz (1.16) i (T.17) slijedi

Ul = VIl < Ju—=v.
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Propozicija 1.3.14. Neka je(x,) niz realnih brojeva te neka je a R takav da x — a.
Tada-x, — —ai|x, — |a.

Dokaz. Neka jee > 0. Tada postojing € N takav da za svaka > ng vrijedi [x, — al < &.
Za svakin € N vrijedi

[(=Xn) = (=) = X, — 4.

Dakle,|(—x,) — (-a)| < & za svakin > n.
Nadalje, prema lenii 1.3.13 za svake N vrijedi

1%l = &l < % — @
pa za svakn > ng vrijedi ||X,| — |al| < . Prema tome-x, —» —ai |X,| — |a. O

Definicija 1.3.15(Konvergencija niza)Za niz realnih brojevdx,) kazemo da je konver-
gentan ako postoji & R takav da x — a.

Lema 1.3.16.Neka je(x,) konvergentan niz. Tada postoji M 0 takav da jelx,| < M za
svaki ne N.

Dokaz. Prema pretpostavci posta@ic R tako dax, — a. 1z propozicije 1.3.14 slijedi da
IX,| — |al. 1z ovoga (zee = 1) slijedi da postojing € N takav da za svaki > ng vrijedi

%l € (lal = 1. 1al + 1).

Posebno
X2l < la + 1 za svakin > ng. (1.18)

Neka je
M = max|xil, [Xa|, ..., [Xal , [@] + 1}.

Tada za svakn < ng vrijedi [x,| < M. Nadalje vrijedila] + 1 < M pa iz (1.18) slijedi
[X.| < M za svakin > ng. Prema toméx,| < M za svakin € N. Imamo

O<la+1<M
pajeM > 0. |

Teorem 1.3.17.Neka su(x,) i (yn) nizovi realnih brojeva te neka sula € R takvi da
Xn — aiy, — b. Tada
Xn-Yn — a-b.
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Dokaz. Prema lemi . 1.3.16 postoM > 0 takav da jgx,| < M za svakin € N. Neka je
n € N. Imamo

Xn-Yn—a-bl =X Yn—X-b+ X -b—a-D

= [Xa(Yn = b) + b(Xn — @)] < [Xa(yn — D)I + [B(X, — &)

= [Xal Yo — bl + 0| [Xy — & < M - |y, — b + |b] |X, — & .

Dakle,
Xn-Yn—a-bl < M-y, —bl+|b]|X, — a za svakin € N. (12.19)

Neka jee > 0. Zbogx, — a postojing € N tako da za svakn > ng vrijedi

&
Xy —al < m (120)
Nadalje zbog/, — b postojimy € N tako da za svakm > my vrijedi
Vo — bl < —— (1.21)
yn 2M . .
Neka je
n > maxmy, No}.
Tada jen > ng i n > my pa vrijedi (1.20) i[1.211). Sada iz (1119) slijedi
& €
|Xn'Yn—a'b|<m'M+|b|'m
. B
"2 2 m+1 27277
Dakle
X - Yo — @- b] < & za svakin > max{my, ny}.
Time je tvrdnja teorema dokazana.
m]

Lema 1.3.18.Neka je(x,) niz realnih brojeva te neka je aR takav da x — a. Pretpos-
tavimo da je a# Ote da je x # 0 za svaki ne N. Tada postoji r> 0 takav da je r< |x,| za
svaki ne N.
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Dokaz. Iz propozicije L.3.14 slijedi di,| — |al. Neka jes = &. Tada jes > 0 pa postoji
no € N takav da za svaki > ng vrijedi

Xl € (lal — &, al + &) .

Posebno
lal — & < |%y| za svakin > ng, tj.
|al :
> < |Xn| za svakin > n.
Neka je
. |a
r= mln{|Xl| 5 |X2| 9 ooy |Xn0 s E}

Tada jer = |x| za nekii < ngili r = % U svakom slgajur > 0O (jer jex # 0).
Nadalje, @ito jer < |x,| za svakin < ng. Za svakin > ng vrijedi

|a :
r< = <l 4.1 <X

Prema tome,
r <|x, zasvakin € N.

i
Propozicija 1.3.19. Neka je(x,) niz realnih brojeva te neka je a R takav da x — a.

Pretpostavimo da jex# 0 za svaki ne N te da je a# 0. Tada niz

( 1 ) .. 1
— tezi prema-.
neN a

Xn

Dokaz. Prema lemi_1.3.18 postdqji> 0 tako da jer < |x,| za svakin € N. Tada je

1 1 )
— < - za svakin € N.

[ Xn]
Neka jen € N. Vrijedi
1 1' a—X| |a— X 1 11
——-I= = =la— Xy —— < |a— X, =—.
% al Ixal a2 e S F
Dakle 11 1
— — —| < |a— x,| —— za svakin € N. 1.22
- a‘_| o . (1.22)
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Neka jes > 0. Budli dax, — a postojing € N tako da za svakm > ng vrijedi
la— Xy < erlal.
Slijedi
|a | 1 < egzasvakin > n
- _— E .
Xn ral = No
Iz ovoga i [1.22) slijedi
' 1 1‘ :
— — —| < g za svakin > ng.
Xp a

Zakljugak: = — 3. m
Korolar 1.3.20. Neka su(x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka sula € R takvi da
Xn — aliy, — b. Pretpostavimo da je,yt 0 za svakire Nib # 0. Tada

- —.
Yn b
Dokaz. Prema propozicifi 1.3.19 slijedi

1 1

—_— H —.

Yn b
Iz teoremd 1.3.17 sada slijedi

1 1

Yn b
Dakle,

@

Yn b’

O

Propozicija 1.3.21.Neka su fg: S — R funkcije te neka je & R. Pretpostavimo da je
L limes od f uate daje K limes od g u a. Tada vrijedi sljedece:

1. L+Kjelimesod f+gua
2. L-Kjelimesod f-gua

Dokaz. Neka je &) niz realnih brojeva takav d&, — ai x, € S\ {a} za svakin € N.
Prema propoziciji 1.318 vrijedi

f(x,) — Lig(x) — K.
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|z propozicije 1.3.IR slijedi
f(%0) +9(%) = L+ K,

aiz teorem&a1.3.17
f(X.) - 9(x) = L- K

Prema tome
(f+9)(%) - L+ Ki(f-g)(x)—L-K

Iz teorema 1.3.70 slijedi da je+ K limes funkcijef + gu ate da jeL - K limes funkcije
f-gua |

Propozicija 1.3.22.Neka su fg : S — R funkcije neprekidne u toCkip»x S. Tada su
funkcije f+ g, f - g: S — R takader neprekidne u

Dokaz. Prema propoziciji_1.2.12 imamo da jéxo) limes od f u xg i g(Xo) limes odg u
Xo. Prema propozicii 1.3.21 imamo da j€xo) + g(Xo) limes odf + g u o, tj. (f + 9)(Xo)
je limes odf + g u X,. Prema propozicifi 1.2.12 vrijedi da je+ g neprekidna u teki Xo.
Analogno dobivamo da je funkcija- g neprekidna u téki Xo. O

Korolar 1.3.23. Neka su fg : S — R neprekidne funkcije. Tada su i funkcije-§, f -9 :
S — R neprekidne.






Poglavlje 2

Diferencijabilnost

2.1 Derivacija funkcije

Definicija 2.1.1 (Derivacija) Neka je SC R te neka je f: S — R funkcija. Pretpos-
tavimo da je ¥ € S te da je x gomiliSte skupa S. Neka je FS \ {xg} — R funkcija
definirana s
f(x) — f(x)

X=X
Pretpostavimo da je L limes funkcije F y. ¥ada za L kazemo da je derivacija funkcije f
u toCki ». Takader kazemo da je f derivabilna . XBroj L oznacavamo s’{Xxo).
UocCimo da je derivacija funkcije f ugx ako postoji, jedinstvena. Naime, to slijedi iz
propozicije 1.2.B, te iz Cinjenice da jg gomiliSte od S\ {xo} ako je ¥ gomiliSte od S .

F(X) =

Napomena 2.1.2 Neka je SC R, neka je ac R te neka je f: S — R funkcija definirana
s f(X) = a, za svaki xc S. Tada za svakigxe R vrijedi da je a limes od f ux Naime
neka jes > 0. Tada za svaki x S ocito vrijedi {(x) € (a— ¢,a+ &) pa stoga za bilo koji
6 > 0izasvaki xe S takav da je % X vrijedi implikacija:

ako je Xxe (Xo— 6, % + d)y,ondaje (X)) e (a—¢,a+¢).

Primjer 2.1.3. Neka je SC R, te neka je ¥ € S takav da je xgomiliSte od S. Neka je
c € R. Definirajmo funkciju f: S - R s f(X) = ¢ za svaki x S. Tada je f derivabilna u

Xo 1 /(%) = 0.
Definirajmo F: S\ {xg} = R's

£ = 100)

F(x) = X~ %

23
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Ocito je H(x) = 0 za svaki xe S\ {X}. 1z napomene_2.1.2 slijedi da {elimes funkcije F
u X%. Stoga je po definicifd derivacijaod f u .

Primjer 2.1.4. Neka je SC R, te neka je x € S takav da je xgomiliSte od S. Neka je
f : S — R funkcija definirana s fx) = x za svaki xe S. Tada je f derivabilna ugx
f'(%) = 1.

Definirajmo F: S\ {Xo} > RS

Fg = 000,

Ocito je F(X) = 1 za svaki xc S\ {xo}. 1z napomenk2.1.2 slijedi da jelimes funkcije F
U %. Stoga je po definicijl derivacija od f u .

Definicija 2.1.5 (Derivabilna funkcija) Neka je SC R te neka je f: S — R funkcija.
Kazemo da je f derivabilna ako je f derivabilna giza svaki ¥ € S.

Propozicija 2.1.6. Neka su fg : S — R funkcije derivabilne u toCkigx Tada je funkcija
f+g9g:S — Rderivabilne u yi

(f +9)" (%) = '(X0) + g'(X0).
Dokaz. Neka suF,G : S\ {Xo} — R funkcije definirane s

f(x) - () 9(x) — 9(x0)
X —_

F(X) = X~ %

i G(X) =

Znamo da jef’(X) limes odF u xg i g'(Xo) limes odG u X,. Prema propoziciji 1.3.21
znamo da jef’(Xg) + g'(Xo) limes odF + G u X. Neka jeH : S\ {Xo} — R funkcija
definirana s
(f +9)(x) - (f +9)(x0)
X — Xg '
UoCimo da jeH = F + G. Dakle f’(Xp) + g'(Xo) je limes odH u x.
Zakljucak: Funkcijaf + g je derivabilna uxg i

H(X) =

(f +9)" (%) = '(x0) + g'(X0)-
O

Propozicija 2.1.7. Neka je f: S — R funkcija derivabilna u tocki x Tada je f nepre-
kidna u %.
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Dokaz. Neka jeF : S\ {xo} — R,

£ = 100)

F(x) = X~ %

Tada jef’(Xo) limes funkcijeF u Xo. N
UoCimo da je(S \ {Xo}) U {Xo} = S. Iz propozicije_1.2.14 slijedi da je funkcifa : S — R,

R@:{H@, xe S\ (x)

neprekidna w. 1z definicije funkcijeF slijedi da jef(x) — f(xg) = F(X)(X — Xo), t].
f(X) = F(X)(X = Xo) + f(Xo) za svakix € S\ {Xo}.
BudLti da jeF prosirenje odF, imamo
f(X) = F(X)(X — Xo) + f(Xo) za svakix € S\ {Xo}. (2.2)

Ova jednakost @ito vrijedi i zax = Xo, dakle vrijedi za svakk € S. Neka suh,v:S —» R
funkcije definirane s

h(xX) = x— X1 V(X) = f(X) za svakix € S.

Funkcijav je neprekidna prema primjefu_1.1.4, a funkdijge neprekidna kao zbroj dvije
neprekidne funkcije prema koroldru 1.3.23 i primjeru 1.1.5
Iz (2.0) slijedi

f=F-h+w

FunkcijaF -h je neprekidna o, prema propozicifi 1.3.22 pa je i funkcifa-h+v neprekidna
U Xo prema istoj propoziciji. Daklef je neprekidna wo. O

Propozicija 2.1.8.Nekaje SC R, f : S — R, a€ Rte L € R. Pretpostavimo da je L
limes funkcije f u a. Tada jeL limes funkcije-f u a te je[L| limes funkcijg f| u a.

Dokaz. Neka je &,) niz realnih brojeva koji t&i premaai X, € S\{Xo} za svakn € N. Tada
prema propoziciji 1.318 imamé(x,) — L pa iz propozicijé 1.3.14 slijedi f (x,) — —L, tj.
(= )(%) — —L. Iz teorem& 1.3.10 slijedi da jeL limes od- f ua. Analogno dokazujemo
da je|L| limes funkcije|f| u a. O

Korolar 2.1.9. Neka je SC R te neka je f: S — R funkcija neprekidna u tockipx Tada
su i funkcije—f i |f| neprekidne u x
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Dokaz. Prema propozici[L 1.2.12(xo) je limes odf u xg. Prema propozicifi 2.118f)(xo)
je limes funkcije-f u Xo. 1z propozicijd 1.2.12 slijedi da je f neprekidna w,. Analogno
dokazujemo da jé&f| neprekidna wq. O

Korolar 2.1.10. Neka je SC R te neka je f: S — R neprekidna funkcija. Tada su
funkcije-f, |f| : S — R neprekidne.

Primjer 2.1.11. Neka je f: R — R funkcija definirana s x) = |x| za svaki xe R.

Funkcija g: R — R, g(X) = x je neprekidna prema primjerl(1.1.5) pa iz korolara 2.1.10

slijedi da je|g| neprekidna funkcija. Ndg| = f, prema tome f je neprekidna funkcija. No

f nije derivabilna u tockD. Definirajmo

f(x)-0
-0

Pretpostavimo da postoji E R tako da je L limes funkcije F Q. UoCimo da je

F:R\{0} - RsF(X =

F(X) = % za svakiR \ {0}.

Dakle, za svaki x R \ {0} vrijedi

1
fx) =& x>0
-1, x<0O.

Definirajmo niz(x,) UR,
1 .
Xy = = za svaki ne N.

Prema primjerd_1.3}4 vrijedi da je O limes tog niza. UoCinejd %, € R \ {0} za svaki
n € N. 1z propozicije[1.318 slijedi da je L limes ni{&(x,)). Za svaki ne N vrijedi
F(x,) = 1 paiz primjerd 1.1.4 slijedi da je 1 limes ni&(x,)). 1z propozicijé 1.316 slijedi
L=1

Definirajmo niz(y,) uR,

1 .
Yn = - za svaki ne N.

Iz propozicije 1.3.14 slijedi da,y— 0. Zaklju€ujemo da jéF(y,)) — L. Za svaki ne N
vrijedi F(y,) = -1 pa iz primjerd 1.1.4 slijedi da §,) — —1. Slijedi L = —1. Kontradik-
cija.

Funkcija F nema limes u tocki O pa funkcija f nije derivalila 0.

Lema 2.1.12.Neka je f: S — R funkcija derivabilna u tocki x Pretpostavimo da je
(Xn) niz realnih brojeva takvih da jexe S\ {Xo} za svaki re N te takav da x — X,. Tada

niz
(f(xn) — f(xo)

tezi prema f(xp).
Xn — Xo )neN P bo)
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Dokaz. Definirajmo funkcijuF : S — R,

109~ fx0)

RO = =

Znamo da jef’(Xo) limes funkcijeF u xg. Prema propoziciji 1.3]8

F(X) = '(X0).
Uocimo da je

w za svakin € N,

F(X) =
Dakle, tvrdnja leme je dokazana. O

Lema 2.1.13.Neka je SC Rte neka je f: S — R. Neka je ¥ € S gomiliste skupa S.
Pretpostavimo da je [@ R takav da vrijedi sljedece
ako je x niz realnih brojeva takav da je,xe S\ {Xo} za svaki ne N te takav da x — Xg
onda
T00) = T00)
Xn = Xo
Tada je funkcija derivabilna ugd f’(Xp) = D.

Dokaz. DefinirajmoF : S\ {Xo} — R's

£ = fx0)

FOO = =

Zelimo dokazati da j®© limes funkcijeF u xo. U tu svrhu iskoristitemo teorerfi 1.3.10.
Pretpostavimo da jexg) niz realnih brojeva takvih d&, — X, te takvih da jex, €
(S\ {xo}) \ {Xo}, za svakin € N (tj. X, € S\ {X} za svakin € N). Prema pretpostavci
leme vrijedi

) - T00) |

Xn — Xo
Dakle

F(x,) — D.
Iz teoremd_1.3.10 slijedi da jB limes odF u X,. Prema tomef je derivabilna uxg i
f’(Xo) = D. ]

Propozicija 2.1.14.Neka je SC R, te neka su ,fjg : S — R funkcije derivabilne u tocki
Xo. Tada je funkcija f g: S — R derivabilna u x te vrijedi

(f-9)" (%) = F'(X0) - 9(%0) + f(X0) - ' (X0).
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Dokaz. Neka je ) niz realnih brojeva takvih da
Xn = Xo 1 X € S\ {Xo} za svakin € N.

Dokazimo da

(f - 9)(x0) = (f - 9)(X0)
Xn — Xo
Ako to doka&emo ondate tvrdnja propozicije slijediti iz lemg_2.1113. Nekaree N.

Vrijedi
(f - 9(n) = (f - 9(x0) _ () - 9(%n) — f(x0) - g(x0)
Xn = Xo Xn = Xo

— /(%) - g(X0) + f(X0) - g'(X0).

_ f() - 9(x0) = f(x0) - 9(%n) + f(x0) - 9(%n) — F(x0) - 9(%0)
Xn = Xo

_ (F(n) = T(%0))9(xn) + T(X0)(9(Xn) — 9(X0))
Xn — Xo

_ (%) = f(x0) g(Xn) — 9(Xo)
= T x0T

Prema lemi:2.1.12 vrijedi
f(Xn) — f(Xo)

— f’
e (%)

g(%n) —9(%)
v— — J'(X0)-
Prema propoziciji 1.317 vrijedi
9(Xn) = 9(Xo).
Prema teoremu 1.3.117 i propozi¢iji 1.3} 12 vrijedi
f (%) — f(Xo) 9(%n) — 9(%o)
Xn — Xo — Xo

g(%n) + f(%o) — f'(%0) - 9(X0) + (X0) - g'(X0).

Dakle,
(f - 9)(%) — (f - 9)(Xo)
Xn = Xo
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

— f'(%0) - g(X0) + (X0) - g'(X0).
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Propozicija 2.1.15.Neka je SC R te f : S — R funkcija takva da je (x) # 0 za svaki
X € S. Pretpostavimo da je f derivabilna y.Xada je funkcija% : S — R derivabilna u

Xo 1 vrijedi
1) ()
(f) 00) = o2

Dokaz. Neka je ,) niz realnih brojeva takvih da j&, € S \ {Xg} za svakin € N te takvih
dax, — Xo. Za svakin € N vrijedi

f(x0)~ (%)
(%)(X") ‘(%)(XO) B o0~ oo B TEmITes
X — X0 Xn — Xo Xn — Xo

1 -1 f(x%)— f(x)

T f0) X%
|z propozicije 2. 1.7, propozicije 1.3.7 i propozidije 119 slijedi da

N
f(x)  f(x)
1z lemel2.1.IP slijedi
1 -1 (%) - f(x) —f'(x)

) T(0) Xa-%  (FO0)?

Dakle
(H o0 - (3) 00 —t(x)
%  (F(0)?
1z leme[2.1.1B slijedi da je funkcija derivabilna ux, i vrijedi

(5] 00 = o)

(f(x0))?
O
Korolar 2.1.16. Neka je SC R te neka su fg : S — R funkcije takve da je(®) # O

za svaki xe S. Pretpostavimo da su f i g derivabilne g Xada je funkcijaé :S—R
derivabilna u x i vrijedi

Yo F(%) - 900) = F(%0) - g (%)
(g) (xa) = B
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Dokaz. Vrijedi

L
g g

Prema propozicifL2.1.15 funkcijg je derivabilna ux i

1 o =g (%)
(J%“mwm

Stoga je prema teoreriu 1.3.17 funkcija% derivabilna uxg i vrijedi

’

1) , 1 1
(ramwuwawwmwam)

_ () —9(x)
=300 T G2

_ (%) - 9(x0) - f(x0) - g'(x0)
(9(x0))? '

Dakle,é je derivabilna uxg i vrijedi

Y L ) g%) — F(x) - g (%)
(J%“ O '

O
Klasicne kompozicije g f funkcija f i g definiramo u slucaju kad je kodomena funkéije
jednaka domeni funkcije g. Sada cemo prosSiriti pojam kaargije funkcija.
2.2 Derivacija kompozicije

Definicija 2.2.1(Kompozicija funkcija) Neka su A, B, C i D skupovi te nekasuA — B
i g : C — D funkcije takve da je (fA) € C. Tada definiramo funkcijugf : A — D,

(9o f)(X) = g(f(x)), za svaki x A.

Za go f kazemo da je kompozicija funkcija f i g.
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Propozicija 2.2.2. Neka su ST C Rtenekasu £ S —» Rig: T — R funkcije takve da
je f(S) C T. Pretpostavimo da je f neprekidna gite da je g neprekidna u(kp). Tada je
funkcijago f : S — R neprekidna u ¥

Dokaz. Neka jes > 0. BudLEi da je funkcijag neprekidna uf (X) postojidy > 0 tako da
za svakiy € T vrijedi

ako je'y € (f(xo) — do, f(X0) + do) onda jeg(y) € (9(f (%)) —&,9(f(x0)) +&). (2.2)
BudLti da je funkcijaf neprekidna w, postojié > 0 tako da za svaki € S vrijedi
ako jex € (X — 8, Xo + ) onda jef(x) € (f(Xo) — do, T(X0) + o) . (2.3)

Neka jex € S takav da je
XE(Xg—0,%X+0).

Tada je premd (2 3)
f(x) € (f(X0) — o, f(Xo) + 60) -

Vrijedi f(x) € T (jerje f(S) c T). Premal(2.R) (zg = (X)) vrijedi
9(f(¥) € (9(f(x0)) — &, 9(f(x0)) + &) -

Time smo dokazali da za svakie S vrijedi

ako jex € (X — 6, % + 6) onda jeg(f(x)) € (9(f () - do. 9(f (X)) + b0) -

Prema tome funkcijg o f je neprekidna .
m|

Propozicija 2.2.3.Neka je SC R, x € S te f: S — R. Pretpostavimo da jepgomiliSte
odS.

1. Pretpostavimo da je f derivabilna @y.XTada postoji funkcija : S — R neprekidna
U X takva da je
f(X) = e(X)(X — Xo) + T(X0) za svaki x S.

2. Pretpostavimo da postoji funkcifa: S — R neprekidna u xtakva da je
f(X) = e(X)(X — Xo) + T(X0) za svaki xe S.
Takva da je f derivabilna ugd f’(Xg) = ¢(Xo).
Dokaz. 1. Ova tvrdnja slijedi iz dokaza propozicfle Z.11.7. (stagim= F(x)).
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2. DefinirgjmoF : S\ {xo} = R

F(X) =

f(x) — f(%o) :
e za svakix € S\ {Xo}.

Zelimo dokazati da je(xo) limes odF u Xo. 1z pretpostavke slijedi da je

_ (¥ = f(x) ,
o(X) = W za svakix € S\ {Xo}.
Prema tome
¢(X) = F(X) za svakiS \ {Xo}. (2.4)

Prema propozici[L1.2.12(xo) je limes odp u Xo. Odaberimo bilo kojir > 0. Domena
funkcije ¢ je S, domena funkcijé= je S \ {Xo}, vrijedi

X=X+ \{X)NS=(Xx—-TrX+N\{X})N(S\{X)})

te za svaki
X € ((Xo—T,% +ryNS) vrijedi p(X) = F(X)

prema[(2.4). Sada iz propozicle 1.2.13 slijedi dap{&) limes odF u x;. Prema
tome f je derivabilna uxg i

f'(X0) = ¢ (o).

Definicija 2.2.4. Neka su ST C R te neka je f: S — T funkcija. Neka jef : S —» R
definirana s

f(x) = f(xX) za svaki x S.

Neka je ¥ € S. Kazemo da je funkcija f neprekidnagiako je funkcijaf neprekidna u
Xo. Kazemo da je funkcija f derivabilna @ ako je funkcijanc~ derivabilna u ¥ te u tom
slucaju broj(f)' (X0) nazivamo derivacija od f ugX oznacavamo {xp). Za funkciju f
kazemo da je derivabilna ako je derivabilna u svakoj tockiS . Kazemo da je funkcija f
neprekidna ako je neprekidna u svakoj toClki $ .

Teorem 2.2.5.Neka su ST C R, neka je f: S — T funkcija derivabilna u xte takvi da je
f(S) C T. Nekaje g T — R funkcija derivabilna u {xo). Tada je funkcijag f : S - R
derivabilna u x i

(9o ) (%) = g(f(x0)) - (o).

Dokaz. Prema propoziji 2.213 postoji funkcija: S — R koja je neprekidna ug te takva
daje

f(X) = o(X)(X — Xg) + f(X0) za svakix € S.
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Uocimo da je prema propozicli 2.2@3(xo) = f’(X). Analogno, postoji funkcijay : T —
R koja je neprekidna i (Xo) takva da je

a(y) = ¢y — f(x0)) + 9(f(%0)) za svakiy € T

U (f (%)) = g'(f(x0))-
Neka jex € S. Imamo
(9o H)(x) = g(f(x)) = ¢ (F(X))(F(X) = £(x0)) + 9(F(X0)) = ¥ (F (X)) (X)(X = Xo) + 9(f (%0)).

Dakle,
(9o H)(X) = W(F(X) - (X)X = Xo) + (g o F)(Xo). (2.5)

Definirajmo funkcijuH : S — R sa
H(X) = ¢(f(X)) - ¢(X) za svakix € S.

Uocimo da jeH = (¢ o ) - . Funkcijaf je neprekidna w, (jer je derivabilna uxp), ay
je neprekidna u (Xp). Prema propozicii 2.21% o f je neprekidna . Prema propoziciji
[1.3.22H je neprekidna ,. Premal(2.5) slijedi

(go f)(X) = H(X)(Xx — Xo) + (g o f)(X) za svakix € S.
Prema propoziciji 2.2]3 slijedi da jg ¢ f) derivabilno uxg i
(9o f)' (%) = H(X).
Vrijedi
H(%0) = ¢(f(X0)) - ¢(%0) = g'(f(X0)) - F'(X0)-
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

2.3 Derivacija inverzne funkcije

Lema 2.3.1.Neka je f: S — R funkcija neprekidna u toCkigx Pretpostavimo da je
f(X) # 0 za svaki x S. Tada je funkcijg : S — R neprekidna u x

Dokaz. Neka je &,) niz realnih brojeva takvih da jg, € S \ {Xy} za svakin € N te takvih
dax, — Xo. Prema propozicii 1.318(x,) — f(X). Prema pretpostavci leme imamo

f(X,) # 01 f(X) # 0 za svakn e N.
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Iz propozicije 1.3.19 slijedi

1

f(x)  f(x)
g.

206) - 200).

1z teoremd_1.3.70 slijedi da ji(xo) limes od u xo. 1z propozicije 1.Z.I2 slijedi da j¢
neprekidna u toki Xy. Time je tvrdnja leme dokazana

Teorem 2.3.2.Neka su ST € R. Neka je g: S — T bijekcijate nekajeg T — S
inverzna funkcija od f. Neka jeyx S te neka jey = f(Xy). Pretpostavimo da je f
derivabilna u x te da je f(xo) # Ote da je y gomiliSte skupa T. Nadalje, pretpostavimo
da je g neprekidna ugy Tada je g derivabilna ugi g’(yo) = ﬁ.

Dokaz. Prema propozicifi 2.2]3 postoji funkcija: S — R takva da je

f(X) = e(X)(Xx = X0) + f(Xo) (2.6)

za svakix € S te takva da je
¢(%0) = '(X0).
Neka jey € T. Tada jeg(y) € S pa iz (2.6) slijedi, imajai na umu da je

f(X0) = Yo i 9(Yo) = Xo,

daje
f(a(y)) = e(a(y)(@y) — 9(¥o)) + Yo.
S obzirom na to da jg inverzna funkcija odf slijedi da je

f(aly)) =vy.
Stoga je
y = o(9(y)(a(y) — 9(Yo)) + Yo. 1.

Y= Yo = (¢ 2 9)((AY) — 9(o))- (2.7)

Dakle, [2.7) vrijede za svakie T. Tvrdimo da je ¢ o g)(y) # 0 za svakiy € T. Za svaki
y € T takav da jey # Yy to slijedi iz (Z.1). Imamo

(¢ 2 9)(Yo) = ¥(9(Yo)) = ¢(Xo0) = f'(X0) # 0.

Dakle
(pog)(y) # 0zasvaky e T.
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Imamo da je funkcijag neprekidna vy, a¢ neprekidna wy = g(yo). Prema propoziciji
[2.2.2¢ o g je neprekidna . 1z leme[2.3.1L slijedi da je funkcij% : T — R neprekidna
uyo. Nekajey e T. Iz (2.7) slijedi

1
m (Y= Yo) = d(y) — d(Yo)
paje .
9 = o g™ = Yo) + 900).
Iz propozicije 2.2.B slijedi da jg derivabilna uyj i
g'(Yo) = " i- g(YO)~
Imamo
1 (Vo) = 1 _ 1 _ 1 _ 1
©0g°"  (pod)yo) @A) e(0) (x0)
Dakle

506) = T
O

Primjer 2.3.3. Neka je f: R — R, f(x) = vX. Tvrdimo da funkcija f nije derivabilna
u toCkiO. Pretpostavimo suprotno. Oznacimo=Df’(0). Definirajmo niz realnih brojeva

(%) sa
1 y
xn_ﬁzasva I e N.

Otito je % € R\ {0} za svaki ne N. Prema primjeri’1.314 — 0 pa iz teorem&1.3.17 lako
zakljucujemo da

1 .
$—>0,tj.xn—>0.

1z lemd 2.1.73 slijedi da
f(x:) - (0) ,
% —0 — f7(0),

g.

Za svaki ne N vrijedi
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Dakle, i — D. Prema lem[1.3.16 postoji M O takav da je A < M za svaki ne N.
Slijedi da je n< VM za svaki re N, 5to je o¢ito nemoguce. Prema tome f nije derivabilna
u tockiO.

Propozicija 2.3.4.Zane N neka je f : R — R funkcija definirana s
fa(X) = X" za svaki xe R.
Za svaki ne N vrijedi da je f, derivabilna funkcija i
f/(x) = n- x"* za svaki x R.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom pa1. Imamo fi(X) = x za svakix € R, a iz
primjera[2.1.4 slijedi da jé; derivabilna funkcija i

f/(xX) = 1 za svakix € R,
£.
f/(x) = 1- x'"! za svakix € R.

Dakle, tvrdnja propozicije vrijedi za = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neke N. Vrijedi

fra(X) = X" = X" x = f,(X) - f.(X) = (fa - f1) (X) za svakix € R.

Dakle
fn+1 = fn : fl-

Prema induktivhoj pretpostavdj, je derivabilna funkcija, a znamo da fe derivabilna
funkcija, pa prema propozic[i 2.1.14 slijedi dafig, derivabilna funkcija i

frea(¥) = 100 - f2(%) + fa(X) - f1(X).
Prema pretpostavci indukcije vrijedi

f/(x) = n- x"* za svakix € R.

Stoga je
fo.00=n-x"t. x+x"-1
=n-xX"+ X'
= (n+ 1)x" za svakix € R.
Dakle,

fr (%) = (n+ 1) X" za svakix € R.

Time smo dokazali da tvrdnja vrijedi ze+ 1 pa je propozicija dokazana. O
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Definicija 2.3.5(Monotona funkcija) Neka su ST C R te neka je f: S — T funkcija.
KaZzemo da je f rastuca funkcija ako za svg & S takve da je x y vrijedi

f(X) < f(y).

Kazemo da je f padajuca funkcija ako za syg x S takve da je x y vrijedi

f(x) > f(y).

Za funkciju f kazemo da je monotona ako je f padajuca iliuéas.

Lema 2.3.6.Neka su ¥ u,v € R takvi da je u< Xy < v. Tada postoj > 0 tako da za
svaki xe (X — 6, Xg + o) vrijedi
U< X<V

Dokaz.Imamoxy —u> 0iv— Xy > 0. Definirajmo
0 = min{Xy — U,V — Xp}.

OcCito jed > 0. Iz
0 < X —uslijediu < xy - 6.

Iz
0 <V—Xoslijedis+ x < V.
Dakle,
UL Xg—FiX+0< V.
Ocito je da definirani bro§ zadovoljava tvrdnju leme. O

Propozicija 2.3.7.Neka su ST C Rte neka je f: S — T monotona bijekcija. Pretposta-
vimo da za svaki ¢ T i svakir> 0 postoje y,y, € T takvida je

Yy—TI <y <Y<Y, <Yy+r.
Tada je f neprekidna funkcija.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcijé rastica. Neka jex, € S. Neka jes > 0. Imamo
f(X0) € T pa prema pretpostavci propozicije postgjey, € T tako da je

f(%0) —& <y1 < (%) <Yz < f(x) + & (2.8)
Budwti da je f bijekcija postojeu, v € S takvi da je

fu) =yii f(v) =ya.
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Vrijedi u < Xo. Naime, u suprotnom bismo imaly < u pa bi slijedilo f(x) < f(u), tj.
f(Xo) < y1 5to je nemogee premal(2]8). Dakley < Xy, a analogno dobivamo da jg < v.
Prema lemi2.3]6 postaji > 0 tako da

za svakix € (Xg — 6, X + 6) vrijediu < X< V.
Neka jex € S tako da jex € (Xg — 8, Xo + 6). Slijedidajeu< x<vpaje
f(u) < f(x) < f(v), . y1 < T(X) < ¥o.

Imamo
f(x)—e<yi < f(X)<y2<f(X)+e
paje
f(X) € (f(x) —&, f(X0) + &)

Zakljucak: Funkcijaf je neprekidna u ki xo. Dakle, funkcijaf je neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da jé padajita funkcija. Neka je € S. Neka jes > 0. Postojey,y, € T
takvi da vrijedi [2.8). Neka su, v € S takvi da je

f(u) =yii f(V) =y
Lako se dobiva da je < Xy < u. Prema lemi 2,316 postaji > 0 takav da
za svakix € (Xg — 6, Xo + 6) vrijediv< x < U.

Lako se provjeri da za svakie Stakav dajex € (Xo — 8, Xo + 0) vrijedi f(X) € (f(Xo) — &, T(X) + &).
Prema tome, funkcijd je neprekidna o, tj. funkcija f je neprekidna. m]

Primjer 2.3.8. Neka je g R — R funkcija definirana s
g(x) = Vx za svaki »x R.

Tada je g rastuca bijekcija. OCito za svakeyR i r > 0 postoje y, Y, € R takvi da je
Y-T <y <Y<Y, <y+r.

Iz propozicije 2.317 slijedi da je g neprekidna funkcija.

Primjer 2.3.9. Neka je f: R — R funkcija definirana s
f(x) = x°* za svaki x R.

Neka je g R — R funkcija definirana s

a(y) = vy za svaki ¥ R.
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Nekajey € R, yo # 0. Neka je ¥ = d(Yo)- Tada je x # 01 f(Xo) = Yo. Prema propoziciji
[2.3:2 vrijedi

f'(x0) = 3%
paje

f'(%) # O.
Imamo: funkcija f je bijekcija, funkcija g je inverzna fujkood f, f'(xo) # O, funkcija g
je neprekidna u y(prema primjerd_2.318) i yje gomiliSte odR (oCito). 1z teorema 2.3]2
slijedi da je funkcija g derivabilna ugyi

, 1

Dakle,

11 111
3¢ 3P 3G g 3

9'(Yo) =
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Sazetak

U prvom poglavlju se definira neprekidnost funkcije u taélje dan primjer funkcije koja
je neprekidna u svakoj tocki osim u jednoj. Zatim se defigomiliSte skupa i limes funk-
cije te su navedeni primjeri vezani uz to. Navedeni su retzliogi povezuju neprekidnost
funkcije i limes funkcije. Zatim se definira niZRute konvergencija nizova. Iskazane su
I dokazane neke propozicije vezane uz konvergenciju nizblakraju poglavlja doka-
zano je da su zbroj i umnozak neprekidnih funkcija neprekiginkcije. Drugo poglavlje
pocinje definicijom i primjerima derivabilnosti funkcij8lijede iskazi i dokazi propozicija
o derivaciji zbroja, umnoska i kvocijenta funkcija te igkadokazi propozicija koje pove-
zuju neprekidnost i derivabilnost funkcija te konverggnnizova. Nakon toga se dokazu

propozicije o neprekidnosti i derivabilnosti kompozidimkcija. Zatim slijede svojstva
inverznih funkcija.






Summary

In the first chapter we study the notion of continuous functibhen we examine accu-
mulation points of a set and limits of function. We also gesuits about the relationship
between the continuity of a function and a limit of a functidfe study convergent sequen-
ces inR. At the end of the first chapter we prove that the sum and theuptad continuous
functions are continuous functions. In the second chaptestugy derivable functions. We
examine derivability of the sum, the product and the quobéthe functions and we prove
some results which connect continuity and derivability oictions and convergent sequ-
ences. We examine continuity and derivability of the coimtipasof functions. We also
examine derivability of inverse functions.
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