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Uvod

Od samih pocetaka ljudske kulture, ljudi su nastojali predmete iz svoje okoline tj.
trodimenzionalne objekte prikazati na listu papira kao dvodimenzionalne objekte. Na
samom pocetku su ti crtezi sluzili kao podloga za razvoj likovne umjenosti, no uskoro,
s razvojem graditeljstva i njihova svrha se promijenila. Po prvi puta su sluzili kao
prakticna i tehnicka pomo¢. Prvi dokazi o postojanju neke vrste tehnickih crteza
sezu iz 25. godine prije Krista, a navedeni su u djelu De arhitectura, Marcusa Vi-
truviusa Pollioa. U stolje¢ima nakon Pollioa sve vise su se razvijali tehnicki crtezi,
no i dalje im je nedostajalo tumacenje o metodama po kojima nastaju. Po prvi
puta, pravo geometrijsko razumijevanje i prostorno predstavljanje (jos uvijek daleko
od egzaktnih metoda) mozemo pronaéi u djelu Cetiri knjige o mjerenju njemackog
slikara Alberchta Diirera iz 16. stolje¢a. Osnivacem nacrtne geometrije smatramo
francuskog vojnog inzenjera i matematicara Gesparda Mongea. Monge je u svom
djelu Geometrie descriptive prikazao sve postupke tehnickog crtanja koji su tijekom
prethodnih stolje¢a razvijeni. On definira nacrtnu geometriju kao znanost o me-
todama koje omogucuju prikazivanje trodimenzionalnih figura iz prostora na nekoj
dvodimenzionalnoj ravnini i rjeSavanje prostornih problema u ravnini konstruktivno
- geometrijskim putem. Danas se uz naziv nacrtna geometrija, upotrebljavaju i na-
zivi deskriptivna geometrija te opisno mjeriteljstvo. Neke od najpoznatijih metoda
nacrtne geometrije su: Mongeova projekcija, perspektiva; kosa projekcija, fotograme-
trija, kotirana projekija, aksonometrija, itd.

U ovom radu posebno ¢emo se posvetiti metodi nacrtne geometrije koja se naziva
aksonometrija. Glavna svrha aksonometrije je stvaranje predodzbe o stvarnom iz-
gledu nekog predmeta u prostoru. Svi prikazi u radu bit ¢e vezani uz jedan prostorni
koordinatni sustav, koji ¢e u ovisnosti o situaciji biti koso ili ortogonalno projiciran
na jednu ravninu, tzv. ravninu slike. Ishodiste tog koordinatnog sustava oznacavat
¢emo sa O, a njegove medusobno okomite osi sa x, y i z. Opcenito, ishodiste O sa
svojim osima x, y i z nazivamo osni kriZ Oxyz. U ovisnosti o projekciji na ravninu
slike (okomito ili koso) i polozaju osi s obzirom na ravninu slike (jedna ili dvije osi
usporedne s ravninom slike) dobivamo cetiri vrste aksonometrijskih metoda:



UvOD 2

1. Sve tri osi koso postavljene na ravninu slike i smjer projiciranja kos - kosa
aksonometrija.

2. Jedna os usporedna s ravninom slike i smjer projiciranja kos - vojna aksonome-
trija.

3. Dvije osi usporedne s ravninom slike i smjer projiciranja kos - kosa projekcija.

4. Sve tri osi koso postavljene na ravninu slike i smjer projiciranja okomit - orto-
gonalna aksonometrija.

Opcenito, u aksonometrijskim metodama projekcije tocaka (A, B, C, ... ) i pravaca
(p,q,r,...) na ravninu ozna¢avamo sa crticom iznad svakog slova (Z, Dye--)
U ovom radu ¢u iznijeti karakteristike osnovnih aksonometrijskih metoda, a zatim
te iste metode primijeniti pri projiciranju nekih tijela te odredivanju presjeka tih
tijela s ravninom. Posebnu paznju posvetit ¢emo kosoj aksonometriji, buduéi da sve
ostale aksonometrijske metode na neki nacin proizlaze iz nje. U posljednjem poglavlju
osvrnut ¢emo se na dio skolskog gradiva koje je povezano s ovom temom.



Poglavlje 1

Paralelno projiciranje

Kako bi neki problem gometrije prostora rijesili konstruktivno potrebno je cijeli pros-
tor E? preslikati na odredenu ravninu u kojoj bi onda izvodili konstrukcije. Stoga,
nam se prirodno namece pitanje: ”Kako pogodno preslikati elemente, tj. objekte
prostora na ravninu?”.

Svako preslikavanje prostora £% na neku ravninu zovemo projiciranjem prostora na
ravninu.

Ravninu na koju projiciramo zovemo ravnina projiciranja i oznacavamo je sa 7, a
slike tocaka i objekata zovemo projekcije.

Medutim, u nacrtnoj geometriji trebamo biti pazljivi, jer nam rjeSavanje problema
zahtijeva i obrnut postupak. Buduéi da je pozeljno da dobivenu projekciju znamo
interpretirati prostorno, trazeno preslikavanje treba biti bijekcija. Od velikog interesa
u ovom radu ¢e biti paralelno projiciranje koje ¢emo sada malo detaljnije obasniti.
Prirodno nam se namece na sljede¢i na¢in opisati, odnosno definirati paralelno pro-
jiciranje.

Neka je u E? dana ravnina 7 i pravac p tako da pravac nije paralelan s danom ravni-
nom. Tim pravcem je definiran snop pravaca koji su medusobno paralelni, a upravo
s tim je definiran njihov smjer. Ako nekom tockom A € E? poloZimo pravac a istog
smjera kao i pravac p te odredimo probodiste pravca a i ravnine m na jednoznacan
nacin smo tocki prostora pridruzili tocku ravnine.

Definicija 1.1. Neka je m ravnina, a p pravac koji nije paralelan s ravninom .
Preslikavangje f: E? — 7 kojim svakoj tocki A € E? pridruzujemo tocku A, € 7 tako
da je tocka Ay probodiste pravca kroz tocku A paralelnog sa pravcem p i ravnine m
nazivamo paralelnim projiciranjem prostora E® na ravninu 7.

Smjer pravca p nazivamo smjerom paralelnog projiciraja, pravce smjera p
zrakama paralelnog projiciranja, a tocku A; paralelna projekcija tocke A na
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P a

Slika 1.1.: Paralelno projiciranje

ravninu 7.

Kada je smjer projiciranja okomit na ravninu 7 tada ovo preslikavanje nazivamo
normalnim ili ortogonalnim preslikavanjem. Paralelno preslikavanje koje nije
normalno nazivamo kosim projiciranjem. U ovom radu necemo toliko govoriti
o normalnom preslikavanju, ali u [4] je ono na veoma pogodan i razumljiv nacin
objasnjeno.

Dakle, od sada pa nadalje ¢emo promatratti koso projiciranje i njegovu primjenu u
nacrtnoj geometriji.

Koso projiciranje kao vrsta preslikavanje ima nekoliko veoma ”lijepih” svojstava:

1. Kosa projekcija duzine (kuta) na ravninu moze biti kraca, jednaka ili duza od
njene prave veli¢ine.

2. Kosa projekcija paralelnih pravaca su paralelni pravci.

3. Kosa projekcija omjera triju ili dvoomjera cetiriju tocaka na jednom pravcu
ostaje nepromijenjena.

4. Ako je a kut izmedu duzine duljine d i njene kose projekcije duljine d, ap
kut izmedu kose projekcije duljine d i zrake kosog projiciranja tada: za o < f8
vrijedi d < d, za a = 3 vrijedi d = d i za f < « vrijedi d < d.

5. Ako je duzina duljine d okomita na ravninu projekcije 7, tj. a = 90° tada je
d < (>)d kada je 5 < (>)45°.
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Aksonometrijske metode

Paralelno projiciranje prostora na ravninu ocito nije bijekcija te promatrajué¢i samo
sliku predmeta ne mozemo znati kako taj predmet izgleda u originalu. Ali ako pro-
matrani predmet smjestimo u koordinatni sustav te pri paralelnom projiciranju osim
predmeta projiciramo i koordinatni sustav tada je problem ”rekonstruiranja” origi-
nalne slike rjesiv, tj. promatrajuéi samo dvodimenzionalnu sliku predmeta mozemo
otkriti sve podatke o izgledu tog predmeta kao trodimenzionalnog objekta. Ovakvo
projiciranje naziva se aksonometrija. Dakle, aksonometriju mozemo definirati na
sljede¢i nacin:

Definicija 2.1. Aksonometrija je paralelna projekcija prostora s istaknutim koordi-
natnim sustavom na jednu ravninu, pri cemu se koordinatni sustav nalazi u opéem
poloZaju prema ravnini projekcije.

U uvodnom dijelu ve¢ smo nabrojali da aksonometriju mozemo podijeliti na cetiri
skupine:

1. Kosa aksonometrija;

2. Specijalna kosa aksonometrija;
3. Kosa projekcija;

4. Ortogonalna aksonometrija.

Unutar svake od tih skupina imamo jo§ mnostvo podjela, no nama ¢e od najveceg
interesa biti promatranje nastajanja kosoaksonometrijeske slike predmeta.



POGLAVLJE 2. AKSONOMETRIJSKE METODE 6

2.1 Kosa aksonometrija

Prije no sto kazemo vise o samom nastajanju kosoaksonometrijske slike geometrijskih
tijela prisjetimo se Mongeove projekcije. Kod Mongeove projekcije, tijela smo zada-
vali tlocrtom i nacrtom te na taj nacin u potpunosti odredili njihovu veli¢inu, oblik
i smjestaj u prostoru. Kod paralene projekcije tijela predocavamo samo u jednoj
ravnini, ravnini projekcije te na taj nacin ih ne odredujemo u potpunosti. Zbog toga
je potrebno uz samu projekciju tijela vezati i koordinatni sustav, koji se sastoji od
tri medusobno okomite osi x, y i z te ishodista O.

Duzine ¢éu u cijelom radu oznacavati bez crte iznad tocaka jer ce se pri kosoj ak-
sonometriji slika tocke oznacavati pomocu crte iznad imena tocke.

Ukoliko sukladne duzine OA, OB i OC' koje se nalaze na koordinatinim osima x,y
i 2z koso projiciramo na ravninu slike dobivamo tri nove duzine: OA , OB iOC .
Medutim, dobivene projicirane duzine nisu niti sukladne ni medusobno okomite, ali
sve tri prolaze tockom O. Duljina kose projekcije svake od tih duzina mijenja se
po odredenom omjeru: za os x |OA | : |OA|, za os y |[OB | : |OB| te za os z
{56 ’ : |OC|. Ovi se omjeri nazivaju prikrate i oznacavaju se redom p,, p, i p..
Upravo na ovom principu se zasniva nastajanje kosoaksonometrijske slike predmeta.
Kada zamisljamo neko tijelo, ve¢inom ga zamisljamo u vertikalnom polozaju stoga
kosu projekciju jedne osi (najcesce z), postavljamo u vertikalan polozaj. Kako bi
otkrili na¢in konstruiranja kosoaskonometrijske slike nekog predmeta iz tlocrta i na-
crta, jos nam preostaje da odredimo duzine O A, O B i O C' na kosim projekcijama
osi. Tu nam do velikog izrazaja dolazi sljede¢i teorem, tzv. Pohlkeov stavak:

Teorem 2.2. []] Povucéemo li iz jedne tocke O bilo kakve tri duzine OA , OB
i OC , koje ne pripadaju istom pravcu, tada se te tri duZine uvijek mogu smatrati
paralelnom projekcijom triju sukladnih duzina OA, OB i OC koje izlaze iz jedne tocke
O, a medusobno su okomite (pravilni pravokutan trobrid OABC).

Dokaz. NekasuOA, OB iOC zadane tri duzine sa zajedni¢kom pocetnom tockom
O te neka duzina AC sijece duzinu O B u tocki E (slika 2.3.).

Nadalje, neka je u prostoru zadan pravilan pravokutni trobrid OABC (OALOB,
OALOC, OBLOC). Tocke Ey i E; su uzete tako da bude |OE | : [EB | = |OE] :
|E\B| te |AE| : |[EC| = |AE,| : |E2C|. Tockama O, A, B i C' povucimo pravce o, a,
b i ¢ tako da budu paralelni sa pravcem E;FEy = e. Ako pravce a, b i ¢ uzmemo kao
bridove pravilne trostrane prizme mozemo dokazati da se dobivena trostrana prizma
moze presjeé¢i nekom ravninom 7 u trokutu A; B;C; koji ée biti slican trokutu A B C .
Buduéi da tocka E, pripada duzini AC slijedi da to¢ka E; pripada duzini A; C; i
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Slika 2.1.: Pohlkeov stavak

vrijedi |Ay By | : |E1C1 | = |AEs| 1 |[E,C| = |AE| : |EC.
Medutim, pravci b, o i e pripadaju istoj ravnini stoga sjeciste O; pravca o s ravninom
7 na spojnici By Ey i vrijedi |B1 Ey | : |E1 Oy | = |BEy| : |E,O| = |BE| : |EO].
Bududi da su trokuti 41B,C, i ABC sliéni, slijedi da su ¢etverokuti O ABC i
01A B sli¢ni.
Dakle, zakljucili smo da za duzine 014, ,0,B, i0,C, koje pripadaju ravnini
7 postoji u prostoru pravilan pravokutni trobrid OABC, koji se u smjeru pravca e
projicira na tu ravninu. Isto to mozemo zakljuciti i za duzine OA, OB i OC. Taj
trobrid (s ishodistem O; i krajnjim tockama Ay, By i C}) bi dobili tako da na duzine
OA, OB i OC duljine d nanesemo od tocke O duzinu duljine d; tako da vrijedi:
d:d=|0B|:[0:B |=[0C|:[0:C |.

m

Ovaj stavak nam omoguéuje da uvijek mozemo iz neke tocke O povuéi tri polu-
pravca T, i 1 Z i na njih pocevsi od tocke O nanijeti tri po volji uzete duzine duljina
|EZ ‘ = dy, }6? ! =d, i ‘66 ‘ = d,. Upravo te duzine tada mozemo smatrati
projekcijama triju medusobno okomitih duzina duljina d.

S obzirom na razlicite duzine duljina d,, d, i d, i njihov odnos dobivamo sljedece

vrste kose aksonometrije:

1. Zad, =d.=did,> (<)d dobivamo KOSU DIMERTIJU.
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2. Zad, = d, = d, = d dobivamo KOSU IZOMETRIJU.
3. Za d, # d, # d, dobivamo KOSU TRIMETIJU.

Sloboda biranja duzina duljina d,, d, i d. uvjetuje slobodu u biranju mjerila pri
kosom projiciranju. Medutim, kao i u bilo kojem drugom projiciranju, cilj nam je
da projekcija objekta bude Sto manje izoblicena, odnosno da joj damo $to prirod-
niji izgled. Stoga postoji nekoliko dogovorenih pravila kojih se drzimo kada radimo
kosoaksonometrijsku sliku predmeta.

1. 10° <a < 15°120° < B < 30°

Slika 2.2.: Osni kriz

2. Os z uvijek postavimo tako da bude u vertikalnom polozaju (vertikalni bridovi
i na slici ostaju vertikalni).

3. Prikrate: 0.7 <p, <1,05<p, <08ip,~1.

Takoder s ciljem §to prirodnijeg izgleda slika u cijelom radu ¢u pri odredivanju vid-
ljivosti bridova smatrati da tijelo gledamo odozgo.

Aksonometrija se u velikoj mjeri oslanja na poznavanje Mongeove projekcije te ¢u
u ovom radu smatrati da je citately dobro upoznat s osnovnim idejama i postupcima
konstruiranja Mongeove projekcije objekata.

2.1.1 Prenosenje tocke iz Mongeove projekcije u kosu akso-
nometriju
Primjer 2.3. Neka je zadana kosoaksonometrijska slika pravokutnog koordinatnog

sustava i tocka T'(1,1,2). Odredimo kosoaksonometrijsku sliku tocke T tako da d, =
d,d,=07did,=0.9d.
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Slika 2.3.: Tocka T" u Mongeovoj projekciji

Rjesenje. Oznacimo sa P presjek TT” i z osi te uzmimo da je |OP| =d = 1.
1. Na T pocevsi od tocke O nanesemo |O P | = d.
2. Konstruiramo paralelu s 7 osi kroz tocku P.
3. Na paraleli odredimo toc¢ku 77 tako da je |PT" | = 0.7|PT].
4. Konstruiramo paralelu sa Z osi kroz tocku 7",

5. Na paralelu pocevéi od tocke 77 nanesemo |T'T | = 0.9|PT"|. Tocka T je
kosoaksonometrijska slika zadane tocke T
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Slika 2.4.: Kosoaksonometrijska slika tocke T

Sada ¢emo kroz nekoliko primjera predociti projekcije kocke te vidjeti kako se iz-
gled kocke mijenja s obzirom na razlic¢ite prikrate i kutove. Zanimljivo je vidjeti kako
kocka poprima neprirodan izgled kada uzmemo prikrate i kutove izvan dogovorenih
veli¢ina.

Primjer 2.4. Odredimo kosoaksonometrijsku sliku kocke brida a = 2.5 c¢m zadane
svojim tlocrtom i nacrtom ako je:
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B =y A =Dy

B A
B =5 A=A

ol =¢’ D=0

Slika 2.5.: Tlocrt i nacrt kocke
1. pp =08,p,=071ip, =09, a =15°1 B = 30°

Rjesenje. Postavimo osni kriz tako da O = B.

Bududi da je tocka A pripada z-osi i tocka C' pripada y-osi lako odredimo
d(0,A)id(0,C), odnosno polozaj tocki Ai C.

d(O,A) =p,-d(O,A) =0.8-2.5=2 cm;

d(O,C) =p,-d(0,C) =0.7-2.5 = 1.75 cm.

Paralela s 7 kroz tocku C sijece paralelu s 7 kroz tocku A u tocki D.
Nadalje, znamo da je By pripada z-osi, pa vrijedi:

d(O, By) =p. -d(0, B;) = 0.9-2.5 = 2.25 cm.

Kako bi odredili preostale vrhove gornje baze kocke jos trebamo povuéi paralele
s z-osi iz vrhova donje baze kocke i na svaku paralelu pocevsi od vrha donje
baze nanijeti duzinu duljine 2.25 cm.



POGLAVLJE 2. AKSONOMETRIJSKE METODE 12

Slika 2.6.: Kosoaksonometrijska slika kocke uz p, = 0.8, p, =0.71ip, = 0.9
2. p,=04,p,=091p, =09, a =151 8 = 30%

Rjesenje. Postavimo osni kriz tako da O = B .
Analogno kao u 1. dolazimo do projekcija vrhova kocke, samo nam se mijenjaju
veli¢ine, odnosno:

d(0, A)
d(O,C) =p,-d(O,C) =0.9-2.5 = 2.25 cm:
d(O,By) = p.-d(0O,B;) =0.9-2.5 =225 cm.

pr-d(O,A) =0.4-25=1 cm;

Analogno kao u 1. odredujemo projekcije vrhova gornje baze kocke.
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Slika 2.7.:  Kosoaksonometrijska slika kocke uz p, = 0.4, p, = 0.91ip, = 0.9
3. po =08, p,=061ip, =09, a=40°1p=10°;

Rjesenje. Postavimo osni kriz tako da O = B .

d(O,A) =p, -d(O,A) =0.8-2.5 =2 cm;

Slika 2.8.:  Kosoaksonometrijska slika kocke uz o = 40° i g = 10°

13
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4. p,=04,p,=08ip, =02, =201 =25°;

Rjesenje. Postavimo osni kriz tako da O = B .
d(O,A) =p, -d(O,A) =0.4-2.5=1 cm;
d(0,C) =p,-d(O,C) =0.8-2.5 =2 cm;
By

d(O,B,) = p,-d(O,B;) =0.2-2.5=0.5 cm.

Slika 2.9.: Kosoaksonometrijska slika kocke uz p, = 0.4, p, = 0.8 i p, = 0.2

5. pe=05,p,=09ip. =06, a=235ip8=10°.

Rjesenje. Postavimo osni kriz tako da O = B . U ovom primjeru ¢emo i os z
postaviti nakoso pod proizvoljnim kutom.

d(0,A) =p, -d(O,A) =0.5-2.5=1.25 cm;
d(0,0)
d(O, B_l) =p.-d(O,B;)=0.6-25=15 cm.

-d(0,C)=0.9-2.5=2.25 cm;
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Slika 2.10.:  Kosoaksonometrijska slika kocke uz p, = 0.5, p, = 0.9 1 p, = 0.6,
a=35°1p3=10°

Kao sto vidimo iz prethodnih primjera, najprirodniju sliku dobili smo u prvom
primjeru.

2.1.2 Kutovi proporcionalnosti

Vidjeli smo kako pomocu tlocrta i nacrta tocke mozemo konstruirati kosoaksono-
metrijsku sliku tocke. Na analogan nac¢in mozemo konstruirati kosoaksonometrijsku
sliku tijela zadanog pomocu tlocrta i nacrta. Zamjetimo da smo pri prethodnoj
konstrukciji racunali duljine sto se u nacrtnoj geometriji pokusava svesti na najma-
nju mjeru. Uvijek se vise cijeni konstruktivni postupak. Osim toga, ukoliko treba
preslikati nekoliko desetaka tocaka, tada je jasno da ra¢unanje njihovih prikracenih
duzina nije racionalno rjesenje. Medutim, postoji i jednostavniji nac¢in, pomocu tzv.
kutova proporcionalnosti. Na sljede¢em primjeru ¢emo vidjeti na koji nacin se
konstruiraju kutovi proporcionalnosti neke duzine.

Primjer 2.5. Odredimo kutove proporcionalnosti duzine AB c¢ija duljina iznosi d,
ako je zadano d, =08 d, dy =0.6 d id, =0.9 d.

Rjesenge.
1. OpiSemo kruzni luk sa sredistem u tocki A i polumjerom |AB|.
2. Na kruzni luk nanesemo duzine duljina: 0.8|ABJ, 0.6|AB| i 0.9|AB|.
3. Presjek kruznog luka i nanesenih duzina su tocke: C', D i E.

4. /BAC = « /BAD = pj /BAE =~ L
Kutovi a, i v se nazivaju kutovi proporcionalnosti duzine AB.
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Slika 2.11.: Kutovi proporcionalnosti

Primjetimo da ako odaberemo neku drugu udaljenost d, razlicitu od |AB| ovi
kutovi zajedno s lukovima daju prikrac¢ene duzine d,, d, te d..

Slika 2.12.: Odredivanje prikrata za proizvoljnu udaljenost

Neka je W proizvoljna tocka na AB. Kruznica sa sredistem u tocki A kroz tocku
W sijece polupravac AC u tocki W,. O¢cito je da su trokuti AWW, i ABC sli¢ni po
K-K poucku o sliénosti trokuta. Tada vrijedi:
(WW,| _ [BC| _
AW~ |AB|

(WW,| = p. - |[AW]
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Dakle, dokazali smo da udaljenost izmedu tocka W i W, doista jest prikrata u smjeru
x-osi. Analogno bi dokazali i za prikrate u smjeru y i z osi.

Ako znamo kosoaksonometrijsku sliku tocke W, kako odrediti tlocrt i nacrt tocke W7
Neka je W € zy ravinini. Sada smo u situaciji da poznajemo O W, , tj. duljinu osno-
vice jednakokra¢nog trokuta koji se javlja kod kutova proporcionalnosti, a trebamo
naci krak. Taj krak ¢e biti z koordinata tocke W.

Slika 2.13.: Prikaz tocke W u kosoj aksonometriji i Mongeovoj projekciji

_ oW | _ oW, |
ow,] 7 low,)

Dz

Simetrala kuta ZBAC sijece BC u tocki N. Na BC' s pocetkom u N nanesemo

oW,
duljinu % Na taj smo nacin dobili tocke G i H Paralele sa AN kroz G i H

sijeku krakove AC' i AB u tockama K i J. Trazena apscisa |OW,| je duljina kraka
Al.
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Slika 2.14.: Konstrukcija duljine apscise |OW,|

2.2 Specijalna kosa aksonometrija

Kao §to smo u uvodnom dijelu ve¢ naveli, osim kose aksonometrije postoji jo§ neko-
liko aksonometrijskih metoda. Naime, kosa aksonometrija je najopcenitija metoda,
odnosno metoda u kojoj su sve tri osi koso smjestene prema ravnini slike 7. Ukoliko
jednu od osiju, na primjer os z postavimo tako da bude paralelna s ravninom slike
dobivamo novu metodu koju nazivamo specijalna kosa aksonometrija.

Primjer 2.6. Neka je dana kocka svojim nacrtom i tlocrtom. Odredimo specijalno

BJH _ (!Jb’ ‘4]}} — D.J.U
0=B"-C" A= D" 12

B'=5B A= A

ol = D/ =D

Slika 2.15.: Tloert 1 nacrt kocke
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kosoaksonometrijsku sliku kocke ako je:
1. p, =08, p, =0.6, « = 15° te § = 25°
2. p, = 0.3, p, =0.9, a = 30° te B = 30°.

Rjesenje. Specijalno kosoaksonometrijsku sliku kocke odredujemo analogno kao i
kosoaksonometrijsku sliku kocke pomocu kutova proporcionalnosti.

K

Slika 2.17.: Neprirodni izgled kocke u specijalnoj kosoj aksonometriji
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2.3 Kosa projekcija

Kosa projekcija je jos jedna metoda aksonometrije koja se temelji na tome da dvije
osi (najcesce osi x i z) postavimo tako da budu paralelene s ravninom slike. Pri
preslikavanju svi bridovi tijela koji su usporedni sa osima x i z prikazivat ¢e se u
pravoj veli¢ini i bit ¢e medusobno okomiti. Os y projicirat ¢e se koso i s osi =
¢e zatvarati odredeni kut «, a kosa projekcija neke duzine na toj osi u ovisnosti
o priklonom kutu bit ¢e manja, jednaka ili ve¢a od prave velicine. Pri zadavanju
zadataka, uz kut « zadaje se i takozvana prikrata n koja nam predstavlja omjer
kose projekcije neke duzine i njene prave veli¢ine, ako je na osi y.

Primjer 2.7. Odredimo kosu projekciju kocke zadane svojim tlocrtom i nacrtom
(slika 2.15) ako je:

— o _ 2.

1. « =60 , = 37

2. a=060°, n=23.
Rjesenge.

B =" =5 AT =D =T

o

i
:
! Dy
1
i
1
04 B =0"=1. A =D =4
__________________
o B =1 A=A
/
s
/
/
¢ b

o =¢" D' =D

Slika 2.18.: Prirodni izgled kocke u kosoj projekciji, n = %
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I
=3

&t

ot

3

Slika 2.19.: Neprirodni izgled kocke u kosoj projekciji, n = 5



Poglavlje 3

Kosa aksonometrija pravca,
ravnine i tijela

Veé¢ prije u radu smo objasnili na koji nacin se dobiva kosoaksonometrijska slika
tocke, stoga nam je ostalo joS promotriti kako odrediti kosoaksonometrijsku sliku
pravca, ravnine i tijela. Buduéi da je pravac odreden s dvije tocke, kosoaksonome-
trijska slika pravca je pravac koji prolazi kosoaksonometrijskim slikama tocaka koje
odreduju pocetni pravac.

Kosu ¢emo aksonometriju uvijek izvoditi pomoéu kutova proporcionalnosti, ali crteze
tih kutova ¢emo dati samo u nekoliko prvih primjera, dok ¢emo ih u ostalima izosta-
viti.

Primjer 3.1. Odredimo kosoaksonometrijsku sliku pravca AB ako je A(1,2,3), B(3,2,4)
tep, =09, p, =0.6, p, =08, a =15° ¢ B = 30°.
Rjesenge.

1. Na temelju zadanih podataka odrediti Mongeovu projekciju pravca AB.
Pravac A”B” je nacrt pravca AB, a pravac A’B’ njegov tlocrt. Tocke presjeka
A'A" 1 B'B” sa (x5 oznac¢imo sa Ag i By.

22
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Slika 3.1.: Mongeova projekcija pravca AB

2. Pomocu kutova proporcionalnosti odrediti aksonometrijsku sliku tocaka A i B.
Neka je d = 10 cm. Tada je d, = p, - 0.9 = 9 cm, d, = p, - 0.6 = 6 cm te
d,=p,-0.8=8cm.

(a) Duzinu duljine d presjecemo lukom duljine |OAg| te odredimo presjek luka
i polupravca koji odreduje na koji nacin se mijenjaju koordinate na osi x.

(b) Udaljenost presjeka od odgovarajuée tocke na duzini d nanesemo iz tocke O
na . Tockom presjeka T i nanesene udaljenosti polozimo pravac paralelan
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sa .
(¢) Duzinu duljine d presjecemo lukom duljine |AgA’| te odredimo presjek luka
i polupravca koji odreduje na koji nacin se mijenjaju koordinate na osi y.

(d) Udaljenost presjeka od odgovarajuée tocke na duzini d nanesemo na pret-
hodno dobiven pravac paralelan sa 7. Tockom presjeka paralelnog pravca
sa ¥ 1 nanesene udaljenosti polozimo pravac paralelan sa z.

(e) Duzinu duljine d presjecemo lukom duljine |AgA”| te odredimo presjek
luka i polupravca koji odreduje na koji nacin se mijenjaju koordinate na
osi z.

(f) Udaljenost presjeka od odgovarajuée tocke na duzini d nanesemo na pret-
hodno dobiven pravac paralelan sa Z kako bi odredili kosoaksonometrijsku
sliku tocke A

Analogan postupak ponovimo kako bi odredili kosoaksonometrijsku sliku tocke
B. Pravac A B je kosoaksonometrijska slika pravca AB.

Slika 3.2.: Kutovi proporcionalnosti
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Slika 3.3.: Kosoaksonometrijska slika pravca AB

Bududi da je ravnina odredena svojim tragovima vrlo lako mozemo odrediti koso-
aksonometrijsku sliku ravnine sada kada znamo kako se odreduje kosoaksonometrijska
slika tocke i pravca.

1. Odrediti kosoaksonometrijsku sliku ¢vora ravnine (kosoaksonometrijska slika
tocke).

2. Odrediti kosoaksonometrijsku sliku tragova ravnine (kosoaksonometrijska slika
pravca). Kod projicirajuce ravnine jedan trag ¢e biti paralelan sa osi (ovisi o
vrsti projicirajuce ravnine).

Primjer 3.2. Odredimo kosoakosometrijsku sliku ravnine p(4,00,3) ako je p, = 0.7,
py = 0.6, p. =0.9 te a = 15° ¢ B = 30°.

Rjesenge.
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1. Iz zadanih podataka odrediti Mongeovu projekciju ravnine p. Oznacimo s F
¢vor ravnine te s A presjek drugog traga i z osi.

A
z

T3

\ B

Yy B

Slika 3.4.: Tragovi ravnine p

2. Odrediti kosoaksonometrijsku sliku tocaka E i A.
Pravac E A je kosoaksonometrijska slika drugog traga ravnine p. Pravac kroz
E paralelan sa 7 je kosoaksonometrijska slika prvog traga ravnine p, a pravac
kroz A paralelan sa 7 je kosoaksonometrijska slika treceg traga ravnine p.
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<

Slika 3.5.: Kosoaksonometrijska slika projicirajuc¢e ravnine p

U primjeru 3.2. smo vidjeli kako bi odredili kosoaksonometrijsku sliku tragova dru-
gopojicirajuc¢e ravnine. Postupak odredivanja kosoaksonometrijske slike prvoprojici-
rajuce, ili pak treceprojicirajuc¢e ravnine je analogan.

Primjer 3.3. Odredimo kosoakosometrijsku sliku ravnine p(4,2,3) ako je p, = 0.7,
py = 0.6, p. =0.9 te a = 15° ¢ § = 30°.
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Rjesenge.

1. Iz zadanih podataka odrediti Mongeovu projekciju ravnine p. Oznac¢imo s E
¢vor ravnine, A presjek drugog traga i z osi te s B presjek prvog traga i y osi.

'
z

/B

Y

Y

Slika 3.6.: Tragovi ravnine p

2. Odrediti kosoaksonometrijsku sliku tocaka £, A i B.
Pravac E A je kosoaksonometrijska slika drugog traga ravnine p.
Pravac E B je kosoaksonometrijska slika prvog traga ravnine p.
Pravac AB je kosoaksonometrijska slika treéeg traga ravnine p.
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Slika 3.7.: Kosoaksonometrijska slika opce ravnine p

Sada kada znamo na koji nacin se odreduju kosoaksonometrijske slike tocaka, pra-
vaca i ravnina vrlo lako mozemo odrediti kosoaksonometrijsku sliku tijela.

Primjer 3.4. Dana je prizma ABCA,B,C1, A(0,4,0), B(0.7,6.5,0), C(3,5.5,0),
A1(2.2,1,8). Konstruirajmo kosoaksonometrijsku sliku prizme ako je p, = 0.9, p, =
0.6, p, =0.8 te f =30°, a = 15°.

Rjesenge.

1. Pomoc¢u zadanih podataka odredimo Mongeovu projekciju prizme.
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O:A//

122

A/

B/

Slika 3.8.: Mongeova projekcija prizme (mjerilo 4 : 5)

2. Kosoaksonometrijska slika prizme dobivena uz pomo¢ kutova proporcionalnosti.
Neka je d = 10 cm. Tada je: d = p,-d = 9 cm, dy = p,-d = 6 cm te
d, = p,-d = 8 cm. Kako bi odredili kosoaksonometrijsku sliku tocaka koje
odreduju prizmu koristimo se pomoénom slikom (gore na slici 3.8) na kojoj
odredujemo na koji na¢in se mijenjaju veli¢ine za odredenu tocku.
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Slika 3.9.: Kosoaksonometrijska slika prizme (mjerilo 4 : 5)
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(a)
(b)

()
(d)

()

(h)
(i)

Buduéi da se tocka A” nalazi u ishodistu koordinatnog sustava tada se
tocka A nalazi na osi 3.

Duzinu duljine d presjecemo lukom duljine udaljenosti tocke A’ od 1 X :5 te
odredimo presjek luka i polupravca koji odreduje na koji nacin se mijenjaju
koordinate na osi y.

Udaljenost presjeka od odgovarajuce tocke na duzini d nanesemo iz tocke
O na 7. Time smo dobili tocku A

Duzinu duljine d presjecemo lukom duljine udaljenosti tocke B” od O te
odredimo presjek luka i polupravca koji odreduje na koji nacin se mijenjaju
koordinate na osi x.

Udaljenost presjeka od odgovarajuce tocke na duzini d nanesemo iz tocke
Onaz.
Tockom presjeka T i nanesene udaljenosti polozimo pravac paralelan sa
y. Na analogan nacin odredimo odgovaraju¢u velicinu koja predstavlja
promjenu za y vrijednost i nanesemo ju na paralelu. Time smo dobili
tocku B

Analogno kao u (c), (d) i (e) odredimo C i kosoaksonometrijsku sliku
tlocrta tocke A;.

Dobivenom kosoaksonometrijskom slikom tlocrta tocke A; polozimo pa-
ralelu sa Z te na nju nanesemo odgovaraju¢u udaljenost koja predstavlja
promjenu za z vrijednost. Time smo dobili tocku A;

Presjek paralele kroz tocku C's AA; i pralele s AC kroz A; je tocka Cf.
Presjek paralele kroz tocku B s AA; i pralele s BC kroz C] je tocka By.

Napravit ¢emo i jedan primjer s kosom projekcijom prizme, a u nastavku teksta
¢emo iskljucivo slike raditi u kosoj aksonometriji.

Primjer 3.5. Dana je prizma ABCA,B,C;, A(0,4,0), B(0.7,6.5,0), C(3,5.5,0),

A1(2.2,1,8). Konstruirajmo kosu projekciju slike ako je a = 60° in =

Rjesenge.

1.

2
5

Konstruiramo trokut prikrate te na x osi odredimo presjeke duzina odredenih
nacrtima i tlocrtima tocaka.

. Kroz tocku A/_ polozimo paralelu sa YY te kroz odgovarajuci presjek na osi x
paralelu sa XY. Presjek paralela je tocka A.
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3. Analogno kao tocku A odredimo B, C te kosu projekciju tlocrta tocke A;.

4. Kosom projekcijom tlocrta tocke A polozimo paralelu sa Z te na nju nanesemo
visinu nacrta tocke A;. Time smo dobili tocku A;.

5. Kosom projekcijom tlocrta tocke B; polozimo paralelu sa Z te na nju nanesemo
visinu nacrta tocke B;. Time smo dobili tocku B;.

6. Kosom projekcijom tlocrta tocke €y polozimo paralelu sa Z te na nju nanesemo
visinu nacrta tocke C;. Time smo dobili tocku C;.

Slika 3.10.: Kosa projekcija prizme (mjerilo 4 : 5)
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Prethodni primjeri nam pokazuju dva prikaza istog tijela pomoc¢u aksonometrije.
lako na prvi pogled izgleda da se u obje konstrukcije sluzimo slicnim metodama
vidimo da se na kraju prikaz tijela ipak razlikuje. U sljede¢im primjerima uz kons-
truiranje aksonometrijske slike predmeta konstruirat ¢emo i presjek zadane ravnine
i tijela. Pri konstruiranju kosoaksonometrijskih slika tocaka koje odreduju tijelo ili
presjek tijela i ravnine koristit ¢emo se kutovima proporcionalnosti.

Osim dobrog poznavanja postupka odredivanja kosoaksonometrijske slike tijela pri
rjeSavanju zadataka bit ¢e nam potrebno i poznavanje postupka odredivanja pro-
bodista pravca i ravnine te odredivanja presjeka dviju ravnina. Kroz sljedeca dva
primjera ¢u prvo objasniti na koji na¢in odredujemo probodista (tocke presjeka) u
Mongeovoj projekciji, a zatim to isto napraviti u kosoj aksonometriji.

Pogledajmo kako bi odredili presjek pravca i opée ravnine:

Primjer 3.6. Odredimo kosoaksonometrijsku sliku tocke koja je presjek praveca p =
AB, A(-15,2,3.5), B(0,1,1.5) i ravnine p(—2.5,1.5,2), ako je: p, = 0.8, p, = 0.6,
p, = 0.9 te a = 20° 7 § = 30°

Rjesenge.

1. Iz zadanih podataka odrediti Mongeovu projekciju pravca i ravnine.

2. Kako bi odredili presjek pravca p i ravnine p uvodimo prvo(drugo) projicirajuéu
ravninu o koja sadrzi pravac p. Uzmimo da je o drugoprojicirajuc¢a ravnina.
To nam povlaci da se svi nacrti nalaze na drugom tragu ravnine, odnosno da
je nacrt pravca p drugi trag ravnine o

3. U svrhu odredivanja tocke presjeka ravnine p i pravca p trebamo odrediti pre-
sjek ravnine p i ravnine o. Ozna¢imo sa ¢ presjek ravnina p i o.

(a) r1 Ns; = {Q}} te iz te tocke povucemo ordinalu do osi = kako bi dobili
tocku Q.

(b) 7y N sy = {Q5} te iz te tocke povucemo ordinalu do osi x kako bi dobili
tocku Q.
(¢) Pravac Q|Q} je tlocrt praveca g, a pravac Q]Q45 njegov nacrt.

Opéenito, kada odredujemo presjek dviju ravnina (projicirajuéih ili ne) postu-
pak se uvijek svodi na gore navedena tri koraka.
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4. Sada nam se trazenje presjeka pravca i ravnine svelo na trazenje presjeka dvaju
pravaca, p 1 q.
p'Ng = {P'} te iz te tocke povucemo ordinalu do nacrta pravca p (p” = ¢" = s2)
kako bi odredili nacrt tocke presjeka, odnosno tocku P”.
Dakle, tocka P’ je tlocrt presjeka ravnine p i pravea p, a tocka P” njegov nacrt.

’ p =S :q 3 |
q o 3
AI/ i i p/
0s
B’
i ) :P//
E i Qg’i O‘ Q" 122
hd \T I -
: TN !
N\
P
o CTON
Q1

Slika 3.11.: Mongeova projekcija presjeka pravca p i ravnine p

5. Pomo¢u kutova proporcionalnosti odredimo na koji nac¢in se mijenjaju veli¢ine
na osima. Neka je d =5 cm. Tada je: d, =4 cm, d, = 3 cm te d, = 4.5 cm.

6. Kao u primjeru 3.1. odredimo kosoaksonometrijsku sliku pravca p te kao u
primjeru 3.2. sliku ravnina p i 0. Sjecista tragova ravnina p i o odreduju
pravac g, a presjek pravaca P i g je trazena tocka P (presjek ravnine p i pravca

D).
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g

<

Slika 3.12.: Presjek pravca p i ravnine p u kosoj aksonometriji



Poglavlje 4

Projekcije 1 presjeci tijela

U ovom poglavlju naglasak ¢e biti na prikazu projekcije tijela pomoc¢u aksonometrije,
a zatim na presjeku tijela i ravnine. U svim primjerima prolazit ¢u kroz tri temeljne
konstrukcije:

1.
2.

Na temelju zadanih podataka odrediti Mongeovu projekciju tijela.
Odrediti Mongeovu projekciju tocaka presjeka ravnine i tijela.

Odrediti aksonometrijsku sliku predmeta (aksonometrijska slika tocaka s kojima
je tijelo odredeno).

. Odrediti aksonometrijsku sliku tocaka presjeka tragova ravnine i tlocrta (nacrta)

tijela.

Prvo ¢emo odredivati presjek tijela i projicirajuce ravnina, a zatim na dva nacina
(metodom stranocrta i kolineacije) odredivati presjek tijela i opée ravnine.

Primjer 4.1. Neka je kvadrat ABCD, A= (1,3,0) i B=(5,2,0) osnovka uspravne
prizme visine v = 6. Odredimo kosoaksonometrijsku sliku uspravne prizme i presjek
prizme i ravnine 7(7,00,4) ako je: o =15°, f =30°, p, = 0.8, p, = 0.7 i p, = 0.9.

Rjesenge.

1.

Iz zadanih podataka konstruiramo Mongeovu projekciju uspravne prizme.
Budu¢i da je m projicirajuc¢a ravnina, nacrti svih njegovih tocaka nalaze se na
drugom tragu ps. Dakle, i nacrti tocaka koje su u presjeku ravnine 7 i tijela
nalaze se na drugom tragu. Drugi trag p, sijeCe nacrt bo¢nih bridova prizme u
tockama, 17, 2", 3" 1 4” i to su nacrti vrhova presjecnog poligona. Bududi da je
1 € AA; slijedi da je 1" € A/A}, tj. 1/ = A’ = A, Analogno vrijedi za ostale
tocke.

37
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Slika 4.1.: Mongeova projekcija uspravne prizme (mjerilo 7 : 10)

2. S obzirom na zadane kutove « i [ postaviti osni kriz.

3. Uz pomo¢ kutova proporcionalnosti analogno kao u primjeru 3.4. dobivamo
projekcije vrhova uspravne prizme.

4. Konstrukcija presjeka uspravne prizme i ravnine 7.
Analogno kao u primjeru 3.3. konstruiramo tragove ravnine 7 te odredimo
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presjek drugog traga Ps i nacrta uspravne prizme. Time smo dobili tocke 17,
Iz svake tocke presjeka povucemo paralele sa .

Presjek paralela i odgovarajuéih stranica su tocke 1, 2, 3, 4, odnosno tocke
u kojima zadana ravnina sijece boc¢ne bridove uspravne prizme. Presjek je
cetverokut 1234 .

Slika 4.2.: Presjek uspravne prizme i ravnine = (mjerilo 7 : 10)
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Primjer 4.2. Neka je dana cetverostrana kosa prizma ABCDEFGH kojoj baza
lezi u my, A(1.5,0,2.5), B(3.5,0,1), C(5.5,0,2), D(3,0,3.5), E(4,5.5,6). Odredimo
kosoaksonometrijsku sliku presjeka kose prizme i ravnine 0(9,6,8), ako je: p, = 0.7,
py = 0.5, p, =09 te a =15° 1 f = 25°.

Rjesenje. Kao sto smo ve¢ napomenuli presjek opée ravnine i tijela mozemo odrediti
na dva nacina: metodom kolineacije i metodom stranocrta. U ovom primjeru ¢emo
se koristiti metodom kolineacije.

1. Iz zadanih podataka odredimo Mongeovu projekciju kose prizme, a zatim me-
todom kolineacije odredimo tocke presjeka prizme i ravnine o.
Tocke u kojima ravnina o sijeCe bo¢ne bridove AE, BF, CG, DH ozna¢imo
redom s 1, 2, 31 4.

(a) Trebamo odrediti jedan od nacrta tocaka presjeka. Na primjer odredimo
tocku 1” koja je nacrt tocke 1 u kojoj ravnina o sijece brid AE.

(b) Znamo da je 1” tocka presjeka pravca A”E” i ravnine o. Analogno kao
u primjeru 3.5. odredimo gdje se na A”E” nalazi tocka 1”. U tu svrhu
postavimo projiciraju¢u ravninu p tako da joj se prvi trag r; podudara
s tlocrtom pravca AE na kojem lezi brid AE. Presjek ravnina p i o je
pravac ¢, a presjek pravca ¢ i AFE je tocka 1.

(¢) Sada definiramo afinost, odnosno kolineaciju s beskona¢no dalekim sredistem,
Cija je os s9, a zrake bocni bridovi prizme. Pomoc¢u definirane afinosti do-
lazimo do tocaka 2", 3" i 4”. Dakle, A”B"C"D" je perspektivno afin sa
1//2//3//4//‘

(d) Spustimo ordinale do odgovarajuéi bridova u tlocrtu kako bi dobili tocke
17,2/, 314"
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Slika 4.3.: Mongeova projekcija presjeka kose prizme i ravnine o (mjerilo 7 : 10)

2. Neka je d = 10 cm. Tada vrijedi: d, =7 c¢cm, dy, =5 cm te d, = 9 cm. Pomocu
tih podataka konstruiramo kutove proporcionalnosti. Odredimo kosoaksono-
metrijsku sliku prizme pomoéu kutova proporcionalnosti, a zatim, buduéi da
smo u Mongeovoj projekciji odredili tocke presjeka ravnine i prizme vrlo lako

odredimo i kosoaksonometrijske slike tocaka presjeka.
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Slika 4.4.: Presjek kose prizme i ravnine o (mjerilo 7 : 10)

U sljede¢em primjeru prikazat ¢emo na koji nacin odredujemo presjek prizme i
opée ravnine metodom stranocrta.

Primjer 4.3. Neka je dana trostrana prizma ABCDEF kojoj baza lezi umy, A(1.5,5,0),
B(3.5,6,0), C(5.5,4,0), D(3.5,2.5,5). Odredimo kosoaksonometrijsku sliku presjeka
prizme i ravnine p(—3,4, 1), ako je: p, = 0.8, p, = 0.6, p, = 0.9 te a = 15° i § = 25°.

Rjesenge.
1. Iz zadanih podataka odredimo Mongeovu projekciju trostrane prizme, a zatim

metodom stranocrta odredimo presjek prizme i ravnine p. Tocke u kojima
ravnina p sijece bo¢ne bridove AD, BE, C'F' ozna¢imo redom s 1, 2, 3.
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(a)
(b)

Postavimo ;x5 tako da bude okomit na ry.

Spustimo ordinale iz to¢aka A’, B’, C’, D’ na {x3 te nanesemo visine nacrta.
Time smo dobili tocke A”, B"”, C" i D". Kroz tocku D" povucemo
paralelu s 1x3. Kroz tocke B” i C" povucemo paralele s A” D" te u
presjeku paralelom kroz tocku D" dobivamo tocke E” i F"

Uzmimo bilo koju toéku U” na ry. Spustimo ordinalu na x5 kako bi odre-
dili tlocrt tocke, tj. U’.

Povucemo okomicu iz U’ na 3 te od tocke presjeka okomice i 123 nane-
semo visinu nacrta. Time smo dobili tocku U"”.

Pravac kroz tocke U i presjek prvog traga ravnine p i 1x9 je treéi trag
ravnine p.

U sustavu m; — w3 p je projicirajuc¢a ravnina, stoga mozemo lako odrediti
tocke presjeka. Tocke presjeka su 1”7 € A”D" 2" € B"E" te 3" €
C///F///.

Presjek ordinale iz 1" na 23 i brida A’V’ je tocka 1. Na analogan nacin
dobijemo tocke 2’ 1 3'.

Presjek ordinale iz 1’ na yx5 i brida A”V” je tocka 1”. Na analogan nacin
dobijemo tocke 2" i 3".
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Slika 4.5.: Mongeova projekcija presjeka trostrane prizme i ravnine p (mjerilo 1 : 2)

2. Neka je d = 10 cm. Tada vrijedi: d, = 8 cm, d, = 5 cm te d, = 9 cm. Ana-
logno kao u prethodnim primjerima, budué¢i da smo odredili Mongeovu pro-
jekciju presjeka prizme i ravnine, pomoc¢u kutova proporcionalnosti odredimo
kosoaksonometrijsku sliku presjeka.



POGLAVLJE 4. PROJEKCIJE I PRESJECI TIJELA 45

I\

Slika 4.6.: Presjek trostrane prizme i ravnine p (mjerilo 1 : 2)

Vidjeli smo na prethodna dva primjera dvije metode za odredivanje presjeka tijela
i opée ravnine. U ovisnosti o situaciji, biramo onu metodu koja nam je pogodnija.
Sada ¢emo analogno kao So smo za prizmu napravli, napraviti nekoliko primjera
s piramidom. Prvo ¢emo pogledati kako odrediti presjek piramide i projicirajuce
ravnine, a zatim kako odrediti presjek piramide i opée ravnine (metoda stranocrta i
metoda kolineacije).

Primjer 4.4. Neka je dana trostrana piramida ABCV | A(2,5,0), B(5.5,3,0), C(1,1,0),
V(2.5,3.2,5) i ravnina o(—1,00,1.2). Odredimo kosoaksonomerijsku sliku presjeka
trostrane piramide i ravnine o ako je: p, = 0.7, p, = 0.6, p, = 0.9 te a = 10°,

8 = 20°.

Rjesenge.

1. Odredimo Mongeovu projekciju trostrane piramide te presjek trostrane pira-
mide i ravnine 0 u Mongeovoj projekciji.
Oznacimo s 1, 2, 3 presjecne tocke bo¢nih bridova VA, VB i V(' s ravninom
o. Bududi da je ravnina o projicirajuca,nacrti svih njezinih tocaka nalaze se
na drugom tragu s,. Ujedno, nacrti 1”7, 2” i 3” nalaze se i na nacrtima bridova
V"A", V"B" i V"C". Tlocrte tocaka 1, 2 i 3 dobivamo povlacenjem ordinala
do tlocrta boc¢nih bridova.
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Slika 4.7.: Mongeova projekcija presjeka trostrane piramide i ravnine o

2. Konstrukcija presjeka trostrane piramide i ravnine o.
Analogno kao u primjeru 3.3. konstruiramo tragove ravnine o te odredimo
presjek drugog traga S; i nacrta piramide. Time smo dobili kosoaksonometrijske
slike tocaka nacrta presjeka piramide i ravnine.
Iz svake tocke presjeka povucemo paralele sa 7.
Presjek paralela i odgovarajué¢ih stranica su tocke 1, 2, 3, odnosno tocke u
kojima zadana ravnina sijeCe trostranu piramidu.
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Slika 4.8.: Kosoaksonometrijska slika presjeka trostrane piramide i ravnine o

Primjer 4.5. Konstruirajte kosoaksonometrijsku sliku peterostrane piramide ABCDEV
ako je A(4,0,3), B(7,0,4), C(8,0,2.5), D(5.5,0,1), E(4.5,0,1.5) V(6,6,1.5), a =
20°, B = 30° te p, = 0.8, p, = 0.5, p. = 0.9. Odredimo presjek piramide i ravnine
p(—1,0.5,1).

Rjesenje. Ovaj primjer ¢emo rijesiti koristeéi se metodom kolineacije, pri ¢emu ¢ée
nam u zadatku os kolineacije biti drugi trag ravnine p, srediste kolineacije tocka V"
te par pridruzenih tocaka A” — 1”.

1. Odredimo Mongeovu projekciju peterostrane piramide, a pomoc¢u metode koli-
neacije odredimo tocke presjeka peterostrane piramide i ravnine p u nacrtu.

2. Iz svake tocke presjeka u nacrtu povucemo ordinalu na iz, do odgovarajuéih
bridova u tlocrtu. Na taj nacn odredili smo presjek peterostrane piramide i
ravnine p u tlocrtu.
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Slika 4.9.: Mongeova projekcija presjeka peterostrane piramide i ravnine p (mjerilo
7:10)

3. Neka je d = 10 cm. Tada vrijedi: d, = 8 ¢cm, d, =5 cm te d, = 9 cm. Pomocu

kutova proporcionalnosti analogno kao u prethodnim primjerima odredimo ko-
soaksonometrijsku sliku presjeka peterostrane piramide i ravnine p.
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Slika 4.10.: Kosoaksonometrijska slika presjeka peterostrane piramide i ravnine p
(mjerilo 7 : 10)

Primjer 4.6. Konstruirajte kosoaksonometrijsku sliku trostrane piramide ABCV ako
je A(2,5,0), B(5.5,3,0), C(1,1,0), V(2.5,3.2,5), a = 20°, B = 30° te p, = 0.8,
py = 0.5, p, = 0.9. Odredimo presjek piramide i ravnine p(—1,3,0.6).
Rjesenge.

1. Iz zadanih podataka konstruiramo Mongeovu projekciju trostrane piramide.

2. Ucrtamo tragove ravnine p.
Buduéi da je ravnina p opca ravnina, uvest ¢emo novu ravninu, stranocrtnu
ravninu 73 koja ¢e biti okomita na .
U sustavu 7, — 3 ravnina p ¢e postati projicirajuca ravnina te se zadatak svodi
na presjek tijela i projicirajuce ravnine.

3. Pomocu stranocrta odredimo presjek dane ravnine i piramide:

(a) Postavimo ;3 tako da bude okomit na 7.

(b) Spustimo ordinale iz tocaka A’, B’, C', V' na ;x5 te nanesemo visine nacrta.
Na taj nacin dobivamo tocke A", B"”, C" V",
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Uzmimo bilo koju tocku U” na rs.

Spustimo ordinalu na ;x5 kako bi dobili tocku U’.

Povuéemo okomicu iz U’ na 1x3 te od tocke presjeka okomice i ;3 nane-
semo visinu nacrta. Na taj nacin smo dobili tocku U"”.

Presjek prvog traga ravnine p i 1x3 oznacimo sa W. Pravac WU" je tre¢i
trag ravnine p.

U sustavu m — 3 p je projicirajuc¢a ravnina, stoga mozemo lako odrediti
tocke presjeka, tj. tocke 172" 3" pri ¢emu tocka lpripada bridu V A,
tocka 2 bridu V B, a tocka 3 pripada bridu VC.

Presjek ordinale iz 1” na 23 i brida AV’ je tocka 1. Na analogan nacin
dobijemo tocke 2" 1 3'.

Presjek ordinale iz 1’ na jx5 i brida A”V" je tocka 1”. Na analogan naé¢in
dobijemo tocke 2" i 3",
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Slika 4.11.: Presjek trostrane piramide i ravnine p (mjerilo 7 : 10)

4. S obzirom na zadane kutove « i § postavimo aksonometriju koordinatnih osi.

5. Neka je d = 10 cm. Tada je d, = 8 cm, dy, = 5 cm te d, = 9 cm. Bududi da
smo odredili Mongeovu projekciju presjeka piramide i ravnine, pomocu kutova
proporcionalnosti analognim postupkom kao u primjeru 4.3 odredimo kosoak-
sonometrijsku sliku presjeka trostrane prizme i ravnine p.

Presjek trostrane piramide i ravnine p je trokut 123 .
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Slika 4.12.: Presjek trostrane piramide i ravnine p (mjerilo 7 : 10)

Primjer 4.7. Neka je baza uspravnog stosca u ravnini my takva da S(5,3,0) ir = 2.5,
a visina stosca iznosi v = 6. Odredite kosoaksonometrijsku sliku uspravnog stosca i

presjek stosca i ravnine p(4,00,—) po paraboli ako je: o = 20°, f = 30° te p, = 0.8,
py =06 17p, =0.9.
Rjesenge.

1. Odredimo drugi trag ravnine p.
Buduc¢i da je drugi trag paralelan s izvodnicom uspravnog stosca iz tocke pre-

sjeka prvog traga ravnine p i ;29 povucemo paralelu sa izvodnicom stosca.

2. Iz zadanih podataka konstruiramo Mongeovu projekciju uspravnog stosca i pre-
sjek stosca i ravnine u Mongeovoj projekciji.
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Slika 4.13.: Mongeova projekcija uspravnog stosca (mjerilo 7 : 10)

3. Neka je d = 10 cm. Tada je d, = 8 ¢cm, d, = 6 cm te d, = 9 cm. Znamo da
je kosoaksonometrijska slika kruznice elipsa, stoga s ciljem njene konstrukcije
uzmemo bilo koja dva medusobno okomita promjera kruznice i preslikamo ih
kosom aksonometrijom. Na taj nac¢in smo dobili konjugirane promjere elipse.
Malu i veliku poluos konstruiramo pomocé¢u Rytzove konstrukcije. Konturne
izvodnice su tangente iz V na elipsu.

Pomoc¢u kutova proporcionalnosti odredimo kosoaksonometrijske slike tocaka
presjeka uspravnog stosca i ravnine p te kosoaksonometrijsku sliku vrha stosca.
Presjek uspravnog stosca je krivulja koja prolazi tockama 1, 2, 3, 4, 5.

Tocku 8 u kojoj slika parabole mijenja vidljivost odredujemo na sljedeéi nacin.
Ta tocka lezi na konturnoj izvodnici VW . Tocka W lezi na elipsi i ona je
kosoaksonometrijska slika tocke W sa kruznice baze. Odredimo W' i W” u
Mongeovoj projekciji baze stozca (kao u poglavlju 2.1.). Koristeéi izvodnicu
VW u nacrtu odredimo tocku 8”, a potom i 8 te tocku 8 preslikamo kosom
aksonometrijom.
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Slika 4.14.: Kosoaksonometrijska slika presjeka uspravnog stosca i ravnine p (mjerilo
7:10)

Primjer 4.8. Odredimo kosoaksonometrijsku sliku i presjek rotacijskog valjka rav-
ninom p(5.5,00,4) ako se baza valjka nalazi u 7, S(2,8,0) je srediste baze valjka,
r=2v=5tea=10° =25, p, =09, p,=0.6ip, =038.

Rjesenge.

1. Iz zadanih podataka konstruiramo Mongeovu projekciju rotacijskog valjka i
presjek valjka i ravnine.
Buduéi da ravnina p sijece sve izvodnice valjka presjek je elipsa ¢iji se tlocrt
podudara s tlocrtom osnovke. Nacrt elipse je duzina po kojoj drugi trag r, sijece
nacrt valjka jer je p projicirajuca ravnina pa su nacrti svih njezinih tocaka, a
time i nacrti svih tocaka presjeka na tragu rs.



POGLAVLJE 4. PROJEKCIJE I PRESJECI TIJELA 25

Ny

12

T1

Slika 4.15.: Mongeova projekcija presjeka rotacijskog valjka i ravnine p (mjerilo 7 : 10)

2. Neka je d = 10 cm. Tada je d, =9 c¢m, d, = 6 cm te d, = 8 cm. Analogno kao
u prethodnom primjeru odredimo kosoaksonometrijsku sliku kruznice, odnosno
elipsu (donja baza valjka)

Translatiramo dobivenu elipsu za prikra¢enu visinu u kosoj aksonoometriji.
Pomoc¢u kutova proporcionalnosti odredimo kosoaksonometrijske slike tocaka
presjeka rotacijskog valjka i ravnine p.

Presjek rotacijskog valjka i ravnine p je krivulja koja prolazi tockama 1, 2, 3,
4, 8. To je kosoaksonometrijska slika elipse odredene tockama 1,2,3,...,8
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Slika 4.16.: Kosoaksonometrijska slika presjeka rotacijskog valjka i ravnine p (mjerilo

7:10)



Poglavlje 5

Primjena u srednjoskolskoj
matematici

S pojmom i metodama aksonometrije vjerojatno se veéina studenata nije susrela do
prve godine na fakultetu. Medutim, pocevsi od nizih razreda osnovne skole, a zatim
i u visim razredima c¢esto smo se koristili s aksonometrijom. Pravi primjer za to
nam je kocka koju crtamo upravo na nacin na koji sam ju ja konstruirala koristeci se
kosom projekcijom. Tako ne znajuéi, vidimo da se tijekom cijelog skolovanja koristimo
metodama aksonometrije.

Ucenici u nizim razredima osnovne skole se po prvi puta upoznaju s geometrijskim
tijelima i nekim njihovim osnovnim svojstvima. Potom u visim razredima osnovne
skole, naroc¢ito u osmom razredu, malo detaljnije proucavaju geometrijska tijela i
njihova svojstva. No, prvi puta kada se ucenici zapravo dosta detaljnije posvecéuju
geometrijskim tijelima i presjecima geometrijskih tijela i ravnina je u drugom razredu
srednje skole. Prvo proucavaju opc¢enito geometriju prostora i njene osnovne pojmove,
a zatim prelaze na geometrijska tijela gdje postepeno obraduju razlic¢ite skupine tijela.
U ovom poglavlju na nekoliko primjera ¢u objasniti na koji nacin odredujemo presjek
geometrijskog tijela i ravnine. Odnosno prikazat ¢u kako se ucenicima u srednjoj skoli
objasnjava sto je presjek nekog tijela i ravnine.

Primjer 5.1. [1] Konstruiraj presjek kocke ravninom Sto je odredena trima istaknu-
tim tockama. Tocke P i Q) polovista su bridova na kojima leze. Ako je duljina brida
kocke a odredi povrsinu presjeka.

o7
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Slika 5.1.: Kocka i istaknute tocke ravnine

Rjesenge.

1
A T S

Slika 5.2.: Presjek kocke i ravnine

Buduéi da su ravnine ABB; i DCC paralelne slijedi da su presjecni pravci tih
ravnina s ravninom AP paralelni. Drugim rije¢ima, duzina P(Q) je paralelna s onom
stranicom presjecnog poligona koja se nalazi na strani kocke ABB;A;. Bududi da
PQ sa C1D; zatvara kut od 45° taj kut ¢e zatvarati i stranicapresjetnog poligona, a
to znaci da je trazena stranica upravo dijagonala A;B.

Lako se vidi da je presjek kocke i ravine odredene istaknutim to¢akama na kocki jed-
nakokracni trapez kojem je duljina vece osnovice duljina dijagonale strane kocke, od-
nosno av/2, a duljina krac¢e osnovice polovina duljine dijagonale strane kocke, odnosno
aT\/ﬁ' Duljine krakova i visine trapeza odredimo koristeci se Pitagorinim pouckom, a

a5 . 3av/2

one iznose — 1
2 4

. Jos nam je preostalo izracunati povrsinu presjeka:

P (av/2 + 22302 _ 18a®>  9a®
B 2 16 8
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Primjer 5.2. [1] Neka je dan pravilan tetraedar ABCD te neka su tocke M i N
polovista bridova C'D i AB. Odredimo presjek ravnina ABM i CND.

Rjesenje. Nacrtajmo tetraedar ABCD i istaknimo zadane ravnine. Oznacimo s P
presjek duzina AM i DN te s R presjek duzina BM i C'N. Na prvi pogled dobivamo
dojam kao da je presjek ovih dviju ravnina pravac PR.

Slika 5.3.: Presjek ravnina AMB i CND

Medutim, uo¢imo da su pravcei AM i DN mimoilazni, kao i pravei BM i CN. To
zakljucujemo iz kriterija mimoilaznosti dvaju pravaca (pravac DN pripada ravnini
ABD jer tocka D pripada toj ravnini, a tocka N pripada duzini AB koja takoder
pripada ravnini, no pravac AM sijeCe tu ravninu u tocki A koja ne pripada pravcu
DN, analogno se pokaze i za mimoilaznost pravaca BM i C'N). Dakle, presjek danih
ravnina nije pravac PR.

Uocimo da tocke N i M (poloviste stranice C'D) pripadaju ravnini CND stoga i
pravac M N pripada toj ravnini. Isto tako, tocke M i N (poloviste stranice AB)
pripadaju ravnini AM B, pa i pravac M N pripada toj ravnini.

Bududi da pravac M N pripada ravnini C N D i ravnini AM B on je presjek tih dviju
ravnina.

Uz zadatke ovog tipa, gdje se odreduje presjek ravnina u nekom geometrijskom
tijelu, u udzbenicima za srednju skolu pojavljuje se mnostvo zadataka u kojima je
potrebno prvo odrediti presjek nekog geometrijskog tijela s ravninom, a zatim odrediti
opseg ili povrsinu lika nastalog presjekom.
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Primjer 5.3. [1] Neka je dana kocka ABCDAB,C1D;. Dokazimo da su ravnine
AB1Dy i BC1D paralelne i odredimo udaljenost izmedu tih ravnina.

Rjesenje. Nacrtajmo kocku ABC DA, B,C1D, i istaknimo zadane ravnine.

Dy o
S1

Ay 5 h

Slika 5.4.: Polozaj ravnina AB;D; i BC1D (lijevo). Udaljenost izmedu ravnina
ABlDl i BClD (desno)

Znamo da vrijedi: AD, || BCy (ADy € ADD1A,, BC, € BCC} By, a bududi da
je ABCDA;B1C1D; kocka ravnine ADD;B; i BCC}B; su medusobno paralelne) i
AB; || DCy (analogno dokazemo). Dakle, zaklju¢ujemo da su ravnine AB; Dy i BC1D
medusobno paralene.
Trokuti AB;D; i BC, D su jednakokraéni s krakovima duljine av/2, gdje je a duljina
brida kocke. Udaljenost ravnina AB;D; i BC1D jednaka je udaljenosti pravaca AS;
i C15, gdje su tocke S i Sy sredista strana ABC'D i A;B;C1D; kocke (isto tako to
su polovista osnovica odgovarajucih jednakokracnih trokuta). Iz tocke S; spustimo
okomicu na duzinu C}5 i dobiveni presjek oznac¢imo sa F. Udaljenost izmedu ravnina
jednaka je |S1E|. Duljinu duzine S;E izra¢unat ¢emo izjednacavanjem izraza za
povrsinu trokuta SC1S;. Imamo:

[SCy| - [S1E] _ [SSi] - [S1Ch]

2 2

0I5Bl a-
2 2

a3

s

|S1E| =

3
Dakle, udaljenost izmedu paralelnih ravnina ABy D, i BC1 D je %, gdje je a duljina
brida kocke.
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Primjer 5.4. [1] U polukugli je upisan uspravan stoZac tako da ta dva tijela imaju
zajednicku osnovku. Paralelno s osnovkom polovistem visine stoSca poloZena je rav-
nina. DokaZite da je povrsina lika izmedu polukugle i stosca koji se dobije pri tom
presjeku jednaka polovini povrsine osnovke stosca.

Rjesenje. Nacrtajmo polukuglu i njoj upisani stozac, a zatim i ravninu paralelnu
osnovci kroz poloviste visine stosca.

Slika 5.5.: Presjek stosca i polukugle ravninom paralelnom osnovki kroz poloviste
visine stosca.

Uocimo da je trokut ABV pravokutan i jednakokracan. Znamo da vrijedi |[AS| =
|SV| =rte|SP|=|CP| = g, gdje je r polumjer osnovke stosca. Udaljenost izmedu

tocaka D i P oznac¢imo sa 71, a udaljenost izmedu tocaka C'i P sa ry. Iz Pitagorina
2
- L V3
poucka slijedi 77 = r* — 1 tj. r1 = i
Povrsinu lika izmedu polukugle i stosca koji se dobije pri presjeku oznacimo s P. Ona
2
rem
iznosi: P = r?w — rjm = ——, a upravo to smo i trebali dokazati.

2
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Sazetak

U ovom radu posebnu paznju posvetila sam presjecima tijela aksonometrijskim meto-
dama i njihovoj primjeni u srednjoj skoli. U prvom poglavlju objasnila sam opéenito
Sto je to aksonometrija te nabrojila i ukratko objasnila njene vrste. Kao vaznu
¢injenicu koja nam omogucava proizvoljan odabir pri konstruiranju osnog kriza izni-
jela sam i dokazala Pohlkeov stavak. Iako u radu nije svaki put napisano, ali upravo
ovaj stavak nam je omogucio sve konstrukcije. Nadalje sam opisala na koji nacin se
tocke, pravci, ravnine i tijela prenose iz Mongeove projekcije u kosu aksonometriju.
Kao posebnu cjelinu sam navela i objasnila kutove proporcionalnosti uz pomo¢ ko-
jih mozemo na brzi na¢in do¢i do kosoaksonometrijskih slika tocaka. Kroz cijeli rad
sam konstruirala slike u kosoj aksonometriji, ali sam isto tako navela i ostale vrste
aksonometrije (specijalna kosa aksonometrija, kosa projekcija) te na primjeru kocke
prikazala kako izgledaju slike u prirodnom izgledu, a kako u neprirodnom.

U cetvrtom poglavlju sam obradila razne primjere presjeka tijela i ravnine u kosoj
aksonometriji. Uvijek sam polazila od jednostavnijih presjeka (presjek tijela i pro-
jicirajuce ravnine) prema slozenijima (presjek tijela i opée ravnine). Nastojala sam
obuhvatiti sva tijela, pa sam tako napravila presjek prizmi, piramida, stoSca i valjka
sa zadanim ravninama.

U petom i posljednjem poglavlju u ovom radu, posvetila sam se primjeni u srednjoj
skoli. Na nekoliko primjera sam pokazala kako bi se u srednjoj skoli doslo do presjeka
tijela i ravnine.



Summary

Throughout this dissertation I have dedicated attention towards axonometric met-
hods and their use in high schools. In the first chapter I provided a general idea of
axonometric projections and further enlisted and explained their various variants. I
have shown the important concept which allows arbitrary selection when constructing
the axial cross by proving the Pohlke’s theorem. This theorem allowed us to create
all constructions. I have described how to construct an oblique projection of points,
lineas, surfaces and some figures. An entire section of this dissertation is devoted to
the proportional angles which help us to determine the oblique-axonometric construc-
tions in a faster manner. I have also enlisted other types of axonometric projection
(special oblique axonometric projection, oblique projection ) and using the cube as
an example I showcased how different cases of p,, p,, p., & and 3 give us natural or
less natural pictures.

In the fourth chapter I constructed several examples of intersections of surfaces
and figures using oblique axonometric projection. Throughout this paper, I always
started from simpler examples of intersections towards more complicated examples. [
endeavoured to cover all of bodies, therefore I made intersections of prisms, pyramids,
cones and cylinders with assigned planes.

Fifth and last chapter of this paper I dedicated to constructive problems in high
school mathematics. Through a couple of examples I showcased methods on how to
construct intersections of bodies and planes in high school mathematics.
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