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Uvod

U ovom diplomskom radu proucavat ¢e se klasi¢ni teoremi vezani za neprekidne funkcije
na segmentu te ¢e se dati elementarni dokazi tih teorema, a takoder ¢e se dati i dokazi koji
ukljucuju topoloske koncepte.

U prvom poglavlju prou¢avamo konvergenciju i gomiliSta nizova u R te koriste¢i odredene
rezultate s tim u vezi dokazujemo da svaka neprekidna funkcija na segmentu poprima mi-
nimum i maksimum.

U drugom poglavlju prouc¢avamo topoloske prostore i kompaktne skupove u topoloSkim
prostorima. Prvo definiramo pojmove topologije 1 baze topologije 1 dokazujemo neke re-
zultate s tim u vezi, a zatim prouc¢avamo neprekidnost funkcija izmedu topoloSkih prostora
1 pojam relativne topologije. Nakon toga slijedi prouc¢avanje kompaktnih topoloskih pros-
tora 1 kompaktnih skupova u topoloSkim prostorima. Takoder, prou¢avamo zatvorene sku-
pove i njihovu vezu s kompaktnim skupovima kako bismo na kraju dokazali da neprekidne
realne funkcije na kompaknim prostorima poprimaju minimum i maksimum.

U tre¢em poglavlju prvo dokazujemo da neprekidna funkcija na segmentu koja mijenja
predznak ima nultocku. Nakon toga prou¢avamo povezane skupove u topoloSkim pros-
torima te posebno dokazujemo da je svaki segment u R povezan skup. Dokazujemo da
neprekidna realna funkcija na povezanom prostoru poprima meduvrijednosti te na kraju
dokazujemo da je slika neprekidne funkcije na segmentu segment, a s tim u vezi dajemo 1

neke primjere.



Poglavlje 1

Neprekidne funkcije na segmentu

1.1 Konvergencija nizova

Definicija 1.1.1.
Neka je S skup. Svako preslikavanje f : N — § zovemo niz u skupu S .

Ako je x : N — S niz u skupu S, onda za n € N umjesto x(n) piSemo i x,, a niz x

oznacavamo takoder sa (x,) ili (x,)qen.

Definicija 1.1.2.
Neka je (x,) niz realnih brojeva (tj. niz u R) te neka je | € R. KaZemo da niz (x,) teZi (ili
konvergira) prema l i piSemo x,, — | ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki

n > ng vrijedi |x, — l| < €. U tom slucaju kaZemo takoder da je [ limes niza (x,).

Primjer 1.1.3.
Neka je a € R. Definirajmo niz (x,) sa x, = a, za svaki n € N. Tada x, — a. Naime, za

svaki € > 0 vrijedi |x, — a| < €, za svaki n € N.

Primjer 1.1.4.
Neka je (x,) nizu R definiran sa x, = % za svakin € N. Tada x,, — 0.

Dokazimo to.
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< nio, dakle

1
n

Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je n]—o < €. Za svaki n > ng vrijedi
i < €. No za svaki n € N vrijedi |x, — 0| = % pa zakljucujemo da za svaki n > ng vrijedi
|x, — 0] < e.

Time je tvrdnja dokazana.

Definicija 1.1.5.

Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je konvergentan ako postoji | € R takav da x,, — L.

Propozicija 1.1.6.
Neka je (x,) niz realnih brojeva. Neka su l,,1, € R takvi da x, — 1, x, — L.
Tada je I, = L.

— li=h]
2

Tada je € > 0 pa iz x, — [ slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. [; # l,. Neka je €
|x, — 1| < €. Isto tako iz x, — [, slijedi da postoji my € N takav da za svaki n > my vrijedi
|x, — L] < €.

Odaberimo n € N takavdan > nyin > my. Tada je |x, — 1| < €1 |x, — 5| < € pa dobivamo:

=Ll =1l = Xy + X0 = bl < |l — x| + 16y — bl <e+e=2€ (1.1)

Dakle, |l; — I,| < 2e pa je @ < € §to je u kontradikciji s definicijom broja €.

Zakljucak: [, = [,. O

Primjer 1.1.7.

Neka je (x,) niz u R definiran sa (x,) = (—=1)". Niz (x,) nije konvergentan.
DokaZimo to.

1 ..
5. Tada postoji
ny € N tako da za svaki n > ng vrijedi |x, — l| < €. Odaberimo bilo koji n > n.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji | € R takav da x, — |. Neka je € =

Imamo |x, — l| < €i |x,41 — I| < € pa je

1
I, = X1l = =+l =Xt S |y = |+l = Xpp1| <e+e=2e=2--=1.

2

Dakle, |x, — x,.1| < 1. No iz definicije niza (x,) je ocito da je |x, — X,1| = 2.
Kontradikcija.

Dakle, niz (x,) nije konvergentan.
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1.2 Gomilista i omedenost

Definicija 1.2.1.
Neka je (x,) niz u R te neka je a € R. KaZemo da je a gomiliste niza (x,) ako za svaki € > 0

i za svaki N € N postoji n > N takav da je x, € {(a — €,a + €).

Propozicija 1.2.2.

Neka je (x,) nizu R. Pretpostavimo da je a limes niza (x,). Tada je a gomiliste niza (x,).

Dokaz. Neka je € > 0 te neka je N € N. Budu¢i da x, — a, postoji ny € N takav da za
svaki n > ng vrijedi x,, € (a — €,a + €).
Neka je n = max {N, ny}. OCito je n > N. S druge strane iz n > ny slijedi x,, € (a — €,a + €).

Zakljucak: a je gomiliSte niza (x;,). O

Primjer 1.2.3.

Neka je (x,) niz u R definiran sa x,, = (—1)". Tvrdimo da je 1 gomiliste ovog niza.

Neka je € > 0 te neka je N € N. Odaberimo neki paran broj n takav da je n > N (npr.
n = 2N). Tada je x, = 1 pa je ocito x, € {1 —€,1 + €). Prema tome, 1 je gomiliste niza
().

Na isti nacin zakljucujemo da je i —1 gomiliste ovog niza. Uocimo da 1 i —1 nisu limesi

niza (x,), ¢ak Stovise niz (x,) nije konvergentan (primjer|1.1.7).

Primjer 1.2.4.

Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = n, za svaki n € N. Tvrdimo da niz (x,) nema
gomiliste.

Pretpostavimo suprotno.

Tada postoji a € R takav da je a gomiliste niza (x,). Odaberimo bilo koji € > 0. Nadalje,
odaberimo N € N takav da je N > a + €. Prema definiciji gomilista tada postoji n > N
takav da je x, € (a — €,a + €). Slijedi x, < a + €, tj. n < a + €. No, ovo je nemoguce jer je
a+e<N<n

Prema tome, niz (x,) nema gomiliste.

Prethodni primjer pokazuje da ne mora svaki niz u R imati gomili§te. Ono S§to ¢emo
kasnije dokazati jest da svaki omeden niz u R ima gomiliSte. No, definirajmo prije svega

potrebne pojmove.
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Definicija 1.2.5.
Neka je S C R te neka je M € R. KaZemo da je M gornja meda skupa S ako je x < M, za

svaki x € S.

Definicija 1.2.6.

Za skup S C R kaZemo da je odozgo omeden ako postoji bar jedna gornja meda za S .

Definicija 1.2.7.
Neka je S C R te neka je a € R. KaZemo da je a supremum skupa S ako je a najmanja

gornja meda skupa S, tj. ako vrijedi sljedece:
1.) aje gornja meda od S
2.) ako je M gornja meda od S, onda je a < M.

Ako supremum skupa S postoji, onda je on jedinstven.
Naime, ako su a i b supremumi skupa S, onda je a < b jer je a supremum skupa S i b

gornja meda skupa S, aisto tako jeib < apajea = b.

Supremum skupa S, ako postoji oznacavamo sa supS'.

Definicija 1.2.8.
Neka je S C R te neka je sy € S. KaZemo da je sy maksimumm skupa S ako je x < s, za

svaki x € S (1. ako je sy gornja meda skupa S ).

Ako je so maksimum skupa §, onda je sy 1 supremum skupa §. Naime, ocito je s
gornja meda skupa S, a za svaku gornju medu M skupa S vrijedi 5o < M jer je sp € S.

Iz ovoga slijedi da je maksimum skupa, ako postoji, jedinstven.

Primjer 1.2.9.

Neka je S = (—o0, 1) . Tada je supS = 1.

DokaZimo to.

Ocito je 1 gornja meda skupa S. Neka je M bilo koja gornja meda skupa S .

Zelimo dokazati da je 1 < M.

Pretpostavimo suprotno.

Tada je M < 1. Odaberimo x € R takav da je M < x < 1. Tada je x € S pa mora vrijediti
da je x < M jer je M gornja meda skupa S. Ovo je u kontradikciji s odabirom broja x.

Prema tome, 1 < M i time smo dokazali da je supS = 1.
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Uocimo da skup S nema maksimum.

Naime, kada bi ga imao onda bi on bio 1 supremum skupa pa bi bio jednak 1,ali 1 ¢ S.

AKSIOM POTPUNOSTI.
Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je x <y za svaki x € A i za svaki y € B.
Tada postoji 7 € R takav da je x < 7 <y, za svaki x € A, za svakiy € B.

Podskupovi od R koji nisu odozgo omedeni o€ito nemaju supremum. Nadalje, prazan
skup takoder nema supremum. Naime, svaki realni broj je gornja meda praznog skupa pa

stoga taj skup nema najmanju gornju medu.

Sljedeca vazna tvrdnja je posljedica aksioma potpunosti.

Propozicija 1.2.10.

Neka je S neprazan, odozgo omeden skup. Tada S ima supremum.

Dokaz. Neka je B skup svih gornjih meda skupa S. Vrijedi B # 0 jer je S odozgo omeden.
Nadalje, za svaki x € S i za svaki y € B ocito vrijedi x < y. Iz aksioma potpunosti slijedi
da postoji z € R takav da x < z < y za svaki x € S iza svaki y € B. 1z ovoga je jasno da je

z najmanja gornja meda skupa S. Dakle, z je supremum skupa S . O

Definicija 1.2.11.
Neka je S C R te neka je m € R. KaZemo da je m donja meda skupa S ako je m < x, za

svaki x € S.

Definicija 1.2.12.
Za S C R kaZemo da je odozdo omeden ako postoji bar jedna donja meda skupa S .

Definicija 1.2.13.
Neka je S C R te neka je a € R. KaZemo da je a infimum skupa S ako je a najveca donja

meda skupa S to jest ako vrijedi sljedece:
1.) a je donja meda od S

2.) ako je m donja meda od S, onda je a > m.
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Sli¢no kao kod supremuma vrijedi da infimum skupa ako postoji, mora biti jedinstven.

Infimum skupa §, ako postoji, oznaCavamo s infS.

Definicija 1.2.14.
Neka je S C R te neka je sy € S. KaZemo da je sy minimum skupa S ako je sy < x, za svaki

x € S (4. ako je sy donja meda skupa S ).
Vrijedi sljedece: ako je so minimum skupa S, onda je on 1 infinum skupa S .

Propozicija 1.2.15.

Svaki neprazan, odozdo omeden podskup od R ima infimum.

Dokaz. Neka je A skup svih donjih meda skupa S. Vrijedi A # 0 jer je S odozdo omeden.
Nadalje, za svaki y € A iza svaki x € § ocito vrijedi y < x. Iz aksioma potpunosti slijedi
da postoji z € R takavday < z < xzasvakiy € Aizasvaki x € §. Iz ovoga je jasno da je

z najveca donja meda skupa S . Dakle, z je infimum skupa S'. O

Definicija 1.2.16.
Neka je S C R. KaZemo da je S omeden skup ako je S omeden odozgo i odozdo.

Definicija 1.2.17.

Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je omeden ako je skup {x, | n € N} omeden.

Definicija 1.2.18.
Neka je (x,) nizu R te neka je S C R. KaZemo da je skup S gomiliste niza (x,) ako za svaki
N € N postoji n > N takav da je x, € S.

Ako je (x,) nizu R te a € R, onda ocito vrijedi sljedece: tocka a je gomiliste niza (x,)

ako 1 samo ako za svaki € > 0 vrijedi da je skup {(a — €, a + €) gomiliSte niza (x,,).
Napomena. Neka je (x,) niz u R te neka su S i T podskupovi od R.
a) Ako je S gomiliste niza (x,) i S C T, onda je ocito i T gomiliste niza (x,).

b) Pretpostavimo da je S gomiliste niza (x,) te da T nije gomiliste niza (x,). Tada je

S\ T gomiliste niza (x,).
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DokaZimo to.

Buduci da T nije gomiliste od (x,), postoji Ny € N takav da za svaki n > Ny vrijedi x,, ¢ T.
Neka je N € N. Buduci da je S gomiliste od (x,), postoji n > max{N, Ny} takav da je
x, € S. Vrijedi n > Ny pa slijedi x, ¢ T. Prema tome, x, € S \ T, a ocito jen > N.

Teorem 1.2.19.

Svaki omeden niz u R ima gomiliste.

Dokaz. Neka je (x,) omeden niz u R. Tada je skup {x, | » € N} omeden pa postoje a,b € R
takvi da je a donja meda tog skupa, a b gornja meda tog skupa. Dakle,

a <x,<b, zasvakin € N, (1.2)

Neka je
S ={zeR|[z,00) je gomiliste od (x,)}. (1.3)

Prema (I.2)) za svaki n € N vrijedi x, € [a, o), stoga je [a, co) gomiliste niza (x,). Prema
tome,a € S.

Neka je z € §. Tvrdimo da je z < b. Pretpostavimo suprotno: b < z.

Zbog z € § imamo da je [z, co) gomiliSte niza (x,) pa postoji n € N takav da je x,, € [z, o).
Slijedi z < x, Sto zajedno s b < z daje b < x,,. Ovo je u kontradikciji s (I.2).

Prema tome, z < b, za svaki z € §. Dakle, b je gornja meda skupa S. Bududi da je
S neprazan 1 odozgo omeden skup prema propoziciji postoji ¢ € R takav da je ¢
supremum skupa S. Tvrdimo da je to¢ka ¢ gomiliSte niza (x,,).

Neka je € > 0. Dokazimo da je (¢ — €, c + €) gomiliSte niza (x,). Skup [c + €, 00) nije
gomiliSte niza (x,). Naime, kada bi bio imali bismo da je ¢ + € € § S§to je u kontradikciji
s Cinjenicom da je ¢ supremum skupa S. Broj ¢ — € nije gornja meda skupa S (jer je ¢
najmanja gornja meda skupa ). Stoga postoji z € § takav da je ¢ — € < z. Iz ovoga slijedi
da je [z,00) C (c —€,0). No [z,00) je gomiliSte niza (x,) (jer je z € S) pa iz napomene
(I.2) slijedi da je (¢ — &, co) gomiliSte niza (x,). Iz napomene (I.2) takoder slijedi da je
(c —€,0) \ [c+ € 00) gomiliSte niza (x,). No (c —€,0) \ [c+€,0) = (c—€,c+€).
Prema tome (c — €, ¢ + €) je gomiliSte niza (x,). Dakle, za svaki € > 0 skup {(c — €,¢c + €)
je gomiliSte niza (x,). Prema tome tocka c je gomiliSte niza (x,). Time je tvrdnja teorema

dokazana. O
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1.3 Tocke minimuma i maksimuma neprekidnih funkcija

Definicija 1.3.1.

NekajeS CR, f:S — R funkcija te xo € S. KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki
Xo ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da

za svaki x € S N {xy — 0, xo + 0) vrijedi f(x) € (f(xo) — €, f(xg) + €).

Definicija 1.3.2.
Za funkciju f : S = R, § C R, kaZemo da je neprekidna ako je f neprekidna u x,, za svaki

X0 €S.

Definicija 1.3.3.
Neka je X skup te f : X — R funkcija. KaZemo da je f omedena funkcija ako je f(X)

omeden skup u R.

Teorem 1.3.4.
Neka sua,b € R, a < b, te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada je f omedena
funkcija.

Dokaz. Treba dokazati da je f([a, b]) omeden skup.

Dokazimo prvo da je f([a, b]) omeden odozgo.

Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki u € R vrijedi da u nije gornja meda od f([a, b]) pa
postoji v € f([a, b]) takav da je u < v. Posebno, za svaki n € N postoji y, € f([a, b]) takav
daje n < y,. Nadalje, za svakin € Niz y, € f([a, b]) slijedi da postoji x,, € [a, b] takav da
V. = f(x,). Imamo niz (x,),cy u R. Za svaki n € N vrijedi x,, € [a, b] pa je niz (x,) oCito
omeden. Prema teoremu postoji ¢ € R takav da je ¢ gomiliSte niza (x,). Uo¢imo da
je ¢ € [a, b]. Naime, kada bi vrijedilo » < ¢ onda bi za € = ¢ — b vrijedilo da je £ > 0 pa bi
postojao n € N takav da x,, € (¢ — &, ¢ + &) a iz toga bi slijedilo x, < b = c — & < x, §to je
nemoguce. Dakle, ¢ < b. Analogno zakljucujemo da je a < c.

Buduc¢i da je f neprekidna u ¢, postoji 6 > 0 takav da

Vx € [a, bl N{c—0,c+0)vrijedi f(x) € (f(c)—1, f(c)+ 1). (1.4)
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Odaberimo N € N takav da je N > f(c) + 1. Budu¢i da je ¢ gomiliSte niza (x,), postoji

n > N takav da je x,, € (¢ — 6, ¢ + §). Imamo
X, € [a,b] N {c —06,c + )

pa iz[I.4]slijedi
fla) € (fle) =1, flo) + 1).

Posebno f(x,) < f(c) + 1. S druge strane vrijedi
fO+1<N<n<y,=f(x,).

Dakle, f(c) + 1 < f(x,).

Kontradikcija.

Zakljucak: f([a,b]) je omeden odozgo.

Analogno dobivamo da je f([a,b]) omeden odozdo. Prema tome f je omedena funkcija.

O

Definicija 1.3.5.
Neka je X skup te neka je f : X — R funkcija. KaZemo da funkcija f poprima maksimum
ako postoji xo € X takav da je f(x) < f(xo) za svaki x € X. KaZemo da funkcija f poprima

minimum ako postoji xo € X takav da je f(x) > f(xo) za svaki x € X.

Neka je X skup te f : X — R funkcija. Tada f poprima maksimum ako i samo ako
skup f(X) ima maksimum. Nadalje, funkcija f poprima minimum ako i samo ako skup

f(X) ima minimum.

Teorem 1.3.6.
Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada f poprima

minimum i maksimum.

Dokaz. Prema prethodnom teoremu skup f([a, b]) je omeden. Neka je u = supf([a, b]).
Neka je n € N. Imamo u — }l <pupau-— rll nije gornja meda skupa f([a, b]). Stoga postoji

vn € f(la, b)) takav da je
1
== <Yn (1.5)
n
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Nadalje, za svaki n € N postoji x, € [a, b] takav da je y, = f(x,). Niz (x,) je ofito omeden
pa postoji gomiliSte ¢ tog niza. Kao u dokazu prethodnog teorema zakljuCujemo da je
c € la,b].

Tvrdimo da je f(c) = pu.

Pretpostavimo suprotno. Tada je f(c) < u. Slijedi 4 — f(c) > 0 pa postoji N € N takav da

je v < u— f(o). Iz toga slijedi f(c) < pu — 1.

Definirajmo & = (u - %) — f(c). Tada je € > 0 pa iz Cinjenice da je f neprekidna u c slijedi

da postoji 6 > 0 takav da
Vx € [a,b] N{c—0,c+0) vrijedi f(x) € (f(c) — &, f(c) + &). (1.6)

Bududi da je ¢ gomiliste niza (x,) postoji n > N takav da je x, € (¢ — §,c + 6). 1z
slijedi
f(xn) €f(c) — &, fc) + &).

Posebno,

() < flo) + &

No, f(c) + & = u — + (prema definiciji od &). Stoga je f(x,) < u— 7.
Izn> N slijedi yu — # S,u—%pajef(xn) <,u—%,tojesty,, <,u—%.
To je u kontradikciji s (I.5).
Zakljucak: f(c) = .

Prema tome p je maksimum skupa f([a, b]). Dakle funkcija f poprima maksimum.
Na slican nacin dokazujemo da f poprima minimum.
Definirajmo u = inf f([a, b]).
Za svaki n € N vrijedi da u + % nije donja meda skupa f([a, b]) pa stoga postoji x, € [a, b]
takav da je f(x,) < u+ % Neka je ¢ gomiliSte niza (x,). Imamo c € [a, b] te tvrdimo da je
flo) = .
Pretpostavimo suprotno.
Tada je u < f(c) pa postoji N € N takav da je u + % < f(c). Neka je € > 0 takav da je
u+ ﬁ = f(c) — &. Budu¢i da je funkcija f neprekidna u ¢ postoji 6 > 0 takav da

Vx € [a,b] N{c—0,c+0) vrijedi f(x) € (f(c) — &, f(c) + &).
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Budu¢i da je ¢ gomiliSte niza (x,) postoji n > N takav da je x,, € (¢ — 6, ¢ + ). Slijedi

S(xn) €{f(c) — &, f(c) +&).
Posebno,
fle) —& < fxn),
odnosno |
M+ N < f(xn)-
Noizn > N slijedi
1 1 1
pu+—<u+—=pajeu+— < f(x,.
n N n

Time dolazimo do kontradikcije s ¢injenicom da je u + % > f(x,). Prema tome f(c) = ui

zakljuujemo da f poprima minimum.



Poglavlje 2

Topoloski prostori i kompaktnost

2.1 Topologija i baza topologije

Definicija 2.1.1.
Neka su A, X skupovi te neka je U : A — P (X) funkcija. Tada kaZemo da je U indeksirana

Sfamilija podskupova od X. Za a € A umjesto U(a) pisemo i U,, a funkciju oznacavamo sa
(Ua)(rEA-

Definicija 2.1.2.
Neka je X neprazan skup te neka je T familija podskupova od X (to jest T C P(X)) takva

da vrijedi sljedece:
1. 0,XeT

2. Ako je (Uy)qea indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € T za svaki
a €A ondaje VU, €T

3. Akosu U,V € T ondajeUNV eT.

Tada za T kaZemo da je topologija na skupu X. Za uredeni par (X, 7T ) kaZemo da je

topoloski prostor.

Primjer 2.1.3.
Neka je X neprazan skup. Familija {0, X} je ocito topologija na X. Za {0, X} kaZemo da je

13
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indiskretna topologija na X. Familija P (X) je takoder topologija na X. Za P (X) kaZemo
da je diskretna topologija na X.

Definicija 2.1.4.
Neka je X skup, T topologija na X te neka je B familija podskupova od X. Pretpostavimo

da vrijedi sljedece:

1. BCT.

2. Za svaki U € T, za svaki x € U postoji B € B takav da je x € B C U.
Tada za B kazemo da je baza topologije T .
Uocimo sljedece: ako je 7 topologija na X, onda je 7 baza topologije 7.

Napomena. Neka je T topologija na X, te neka je B baza topologije T . Tada za svaki
U € T postoji indeksirana familija (By)aca elemenata od B takva da je U = QLEJABQ.
Naime, neka je U € T . Tada za svaki x € U postoji B, € B takav da je x € B, C U.
Slijedi ngBx = U. Dakle, traZena indeksirana familija je funkcija U — P(X), x — B,.

Propozicija 2.1.5.
Neka su T, 7T, topologije na skupu X te neka je B familija podskupova od X. Pretposta-
vimo da je B baza topologije T te da je B baza topologije T. Tada je T1 = T>.

Dokaz. Neka je U € 7. Prema napomeni postoji indeksirana familija (B,).ca €lemenata
od B takvada je U = QLEJABQ. Za svaki a € A vrijedi da je B, € B pa zbog B C 7, vrijedi
B, € 75.

Iz drugog svojstva definicije topologije slijedi da je (ILEJAB(, € T, tojest U € 7,. Time smo
pokazali da je 77 C 7>.

Analogno dobivamo 7, C 7 paslijedi 77 = 7>. m|

Teorem 2.1.6.

Neka je X neprazan skup te neka je B familija podskupova od X sa sljedecim svojstvima:

lI. UB=X
BeB

2. Ako su By, B; € Bix € By N B, onda postoji By € B takav da je x € B3 C By N B,.
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Tada postoji jedinstvena topologija T na X takva da je B baza topologije T .

Dokaz. Dokazimo da takva topologija postoji.Jedinstvenost slijedi iz prethodne propozi-
cije.
Neka je 7 = {U C X| za svaki x € U postoji B € B takav da je x € B C U}. Tvrdimo da je
7 topologija na X kojoj je B baza. Ocito je ) € 7.
Iz 1. slijedi da je X € 7. Neka je (U,)qca indeksirana familija elemenata od 7.
Zelimo dokazati da je

U, eT.

a€A
Neka je x € UAU(,. Tada postoji g € A takav da je x € U,,. Buduc¢i da je U,, € 7 postoji
e
B € Btakavdaje x € BC U,,.
Slijedi x € B C UAU(,. Time smo dokazali da je UAua €T.
ac. ac.

Neka su U, V € 7. Zelimo pokazati da je
unveT.

Nekajex € UNV. Tadaje x € Ui x € V pa prema definiciji familije 7 postoje By, B, € 8
takvidajexe By CUixe B, CV. Slijedi

xXeBNB,CUNV.

Prema pretpostavci teorema postoji B; € B takav da je x € B; € B; N B,. Slijedi x € B3 C
U N V. Time smo dokazalidaje UNV € 7.

Dakle, 7 je topologija na X. Neka je B € B. Tada za svaki x € B postoji B’ € B takav da je
x € B" € B. Naime, moZemo uzeti B’ = B. Prema tome B € 7. Dakle 8 C 7. Drugi uvjet
iz definicije baze topologije je oCito zadovoljen pa zakljuCujemo da je 8B baza topologije
T. m]

Primjer 2.1.7.
Neka je B = {{a,b) |a,b € R, a < b}. Tvrdimo da postoji jedinstvena topologija na R kojoj
je B baza. Da bismo to dokazali dovoljno je provjeriti da su zadovoljene pretpostavke

prethodnog teorema.
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Ocito je B familija podskupova od R. Vrijedi BUBB C R, a s druge strane za svaki x € R
(S]
imamo

xe{x—1,x+1)ix—-1,x+1)eB

paje x € U B. Prema tome U B =R
Neka su Bl, B, € Bte neka]e x € By N B,. Tada postoje a,, a», by, b, € R takvi da je

a; < by, a < by, By ={ai,by), By = {as, by).
Iz x € By i x € B; slijedi

a <x<b1,a2<x<b2.
Definirajmo az; = max{a;,a,}, b3 = max{by,b,}. Tada je az < x < bz pa je x € {asz, b3).
Definirajmo Bs = {as, b3). Imamo B; € B i x € B;. DokaZimo da je
B; C By N B;.

Neka je y € Bs. Tada je a3 <y < bz pa iz definicije od as i b slijedi

a1<y<b1,a2<y<b2,

to jesty € By iy € By, dakle y € B; N B,. Prema tome B; C By N B,. Iz prethodnog
teorema slijedi da postoji jedinstvena topologija T na R kojoj je B baza. Za T kaZemo da
Jje euklidska topologija na R.

Definicija 2.1.8.
Neka je (X, T) topoloski prostor te U € T. Za U kaZemo da je otvoren skup u topoloskom
prostoru (X, 7).

Definicija 2.1.9.
Neka je (X, T) topoloski prostor, neka je x € X te neka je U € T takav da je x € U. Tada

za U kaZemo da je otvorena okolina tocke x u topoloSkom prostoru (X, 7).
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2.2 Neprekidnost funkcija i relativna topologija

Definicija 2.2.1.

Neka su (X, T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija. Neka je xy € X.
KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki xy s obzirom na topologije T i S ako za svaku
otvorenu okolinu 'V od f(xo) u (Y,S) postoji otvorena okolina U od xy u (X,7") takva da
je f(U) € V. Kazemo da je funkcija f neprekidna s obzirom na topologije 7 i S ako je f

neprekidna u svakoj tocki iz X.

Lema 2.2.2.
Neka je (X, T) topoloski prostor te neka je W C X skup sa sljedecim svojstvom:
za svaki x € W postoji u € T takav da je x € U C W. Tada je W € T .

Dokaz. Prema pretpostavci leme za svaki x € W postoji U, € 7 takavdajex € U, C W.
Slijedi W = UWUX paje W € 7 prema drugom svojstvu iz definicije topologije. O
X€

Propozicija 2.2.3.

Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija. Tada je f
neprekidna s obzirom na topologije T i S ako i samo ako za svaki V € S vrijedi f~'(V) €
T.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je V € S.

Dokazimo daje f~'(V) € 7.

Neka je x € f~1(V). Tada je f(x) € V. Bududéi da je f neprekidna u x, postoji okolina U od
xu (X,7) takva daje f(U) C V. Iz ovogaslijedi U C f~'(V).

Dakle, za svaki x € f~1(V) postoji U € 7 takav da je x € U C f~'(V). Iz prethodne leme
slijedi da je f~'(V) € T.

Obratno, pretpostavimo da za svaki V € S vrijedi f~!(V) € 7. DokaZimo da je f nepre-
kidna. Neka je x € X. DokaZimo da je f neprekidna u x.

Neka je V otvorena okolina od f(x) u (¥,S). Tadaje V € Si f(x) e V.

Slijedi x € f~!(V), a prema pretpostavci vrijedi f~'(V) € 7. Definirajmo U = f~!(V).
Dakle, U je otvorena okolina od x u (X, 7). Iz definicije od U je o€ito da je f(U) C V.

Prema tome f je neprekidna u x. Dakle f je neprekidna funkcija. |
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Definicija 2.2.4.
Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je Y € X, Y # 0. Nekaje S = {UNY|U € T}.
KaZemo da je S relativna topologija na Y odredena topologijom T . Za topoloski prostor

(Y, S) kaZemo da je potprostor topoloskog prostora (X, 7).

PokaZimo da je S topologija Y. Imamo® = 0NYi0 e T teY =XNYiX €T pa
zakljucujemo da vrijedi 0, Y € S.

Pretpostavimo da je (V,)seq indeksirana familija elemenata od S. Za svaki @ € A vrijedi
V., € S pa postoji U, € 7 takav da je V, = U, N Y. Na taj nacin smo dobili indeksiranu

familiju (U,).eca €lemenata od 7. Buduéi da je 7 topologija vrijedi UA U, € 7. Imamo
ac

UV, = U (UaﬂY):(UUa)mY
a€A a€A

a€cA

paje UAVQ € S (jer je UAUQ €T).
NekasuV,V, e S. Tadaje Vi=U, NnYiV,=U,NnY gdjesuU,,U, € T.
Slijedi da je
V] ﬂV2:(U1ﬂY)ﬂ(UzﬂY):(UlﬁUz)ﬂY,
aznamo da je U; N U, € 7. Stoga je V; NV, € S. Prema tome, S je topologijana Y.

Definicija 2.2.5.
Neka je Y C R, Y # 0. Neka je T euklidska topologija na R te neka je S relativna
topologijana Y. Tada za S kaZemo da je euklidska topologija na Y.

Lema 2.2.6.
Nekasua,b € R, a < b te neka je xq € {a, b). Tada postoji r > 0 takav da je (xy — r, xo + r) C
(a, b).

Dokaz. Budu¢idaje xy € {(a,b) vrijedia < xpixo <bpajexo—a>0ib—xy>0.
Definirajmo r = min {xy —a,b — xp}.Tadaje r > 0. Izr < xp —aslijedia < xy —r, a iz

r < b — xgslijedi xo + r < b. Stoga je (xo —r, xo + r) C {a, b). O

Propozicija 2.2.7.
Neka je f : S — R funkcija neprekidna u xy € S. Neka je & euklidska topologija u R te
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neka je Eg euklidska topologija na S. Tada je f neprekidna u xy s obzirom na topologije
Esid.

Dokaz. Neka je V otvorena okolina od f(xy) u topoloskom prostoru (R, &). Tada je f(xg) €
ViV e & Neka B ={(a,b) |a,b € R, a < b}). Znamo da je B baza topologije & pa postoji
B € B takav da je

f(xp) e BC V. (2.1)

Nekasua,b € R, a < btakvidaje B = (a, b). Dakle, f(xy) € {a,b) C V. Prema prethodnoj
lemi postoji € > 0 takav da je

(f(x0) — €, f(x0) + €) C(a,b). (2.2)
Buduci da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da
VxeS N{xyg—0,xo+0)vrijedif(x) € (f(x9) — €, f(x0) + €).
Nekaje U =S N {xy — d, xo + 0). Dakle za svaki x € U vrijedi

f) € (f(xo) — &, f(x0) + &)

paiz (2.2) i 2.1) slijedi da za svaki x € U vrijedi da je f(x) € V. To zna¢idaje f(U) C V.
Ocito je xo € U. Nadalje, vrijedi U € Eg. Naime,

85 :{WOS|W€8},U:Sﬂ(xo—é,x0+6>,
a znamo da je
<X0—6,X0+(5>ESjCI'jC(X()—(s,X0+5>EB.

Prema tome U je otvorena okolina to¢ke xy u topoloskom prostoru (S, Eg). Time smo

dokazali da je f neprekidna u x; s obzirom na topologije &g 1 &E. O

Korolar 2.2.8.
Neka je S C R te neka je f : S — R neprekidna funkcija. Neka je & euklidska topologija
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na R te neka je Eg euklidska topologija na S. Tada je funkcija f neprekidna s obzirom na
topologije Eg i &E.

2.3 Kompaktnost

Definicija 2.3.1.
Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je U C T . KaZemo da je U otvoreni pokrivac
topoloskog prostora (X, T") ako je X = UU.

Definicija 2.3.2.
Za topoloski prostor (X,T") kaZemo da je kompaktan ako za svaki otvoreni pokrivac U
postojen e NiUy,...,U, € Utakvidaje X = U, U...UU,.

Primjer 2.3.3.

Neka je (X, T") topoloski prostor pri cemu je T konacan skup. Tada je (X, T ) kompaktan
topoloski prostor. Neka je U otvoreni pokrivac od (X, T). Tada zbog U C T, imamo da
je U konacan skup, dakle U = {U,,...,U,}. Iz X = UU slijedida je X = U; U...UU,.
Prema tome, (X, 7") je kompaktan.

Primjer 2.3.4.

Neka je X neprazan skup. Tada je topoloski prostor (X, P(X)) kompaktan ako i samo ako

je X konacan. Naime, ako je X konacan, onda je i P(X) konacan skup pa je (X,P(X))
kompaktan prema prethodnom primjeru (primjer[2.3.3).

Obratno, pretpostavimo da je topoloski prostor (X, P(X)) kompaktan. Neka je U = {{x} | x € X}.
Sada je U otvoreni pokrivac od (X, P(X)). Stoga postojen e Ni Uy,...,U, € U takvi da
jeX =U,U...UU, BuducidasuU,,...,U, konacni skupovi, tada je i njihova unija

konacan skup pa je X konacan skup.

Primjer 2.3.5.

Neka je & euklidska topologija na R. Tada topoloski prostor (R, E) nije kompaktan.
Pretpostavimo suprotno.

Neka je U = {{(—x,x) | x> 0}. Tada je U otvoreni pokrivac od (R, E). Prema pretpos-
tavci postojen € Ni Uy,...,U, € U takvida je R = U, U ... U U,. Dakle, postoje

X1y..er X, > 0 takvi da je R = (—=x1,x1) U ... U{=x,, x,). No to je oCito nemoguce jer za
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m = max{xy,...,Xx,} vrijedim € Rim ¢ (—x1,x1) U...U{(=x,, x,). Dakle, prostor nije

kompaktan.

Definicija 2.3.6.
Neka je (X,T") topoloski prostor, K C Xte U C T, U # 0. KaZemo da je U otvoreni
pokrivac skupa K u topoloskom prostoru (X, 7") ako je K € UU.

Definicija 2.3.7.

Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je K C X. KaZemo da je K kompaktan skup u
topoloskom prostoru (X, T") ako za svaki otvoreni pokrivac skupa K u (X,T") postoje n € N
iU,....,U,eUtakvidaje K C U U...UU,.

Uocimo sljedece:

Ako je (X, 7") topoloski prostor, onda je U otvoreni pokriva¢ od (X, 7") ako i samo ako je
U otvoreni pokrivac skupa X u (X, 7). Nadalje, (X, 7°) je kompaktan topoloski prostor ako
i samo ako je X kompaktan skup u (X, 7).

Primjer 2.3.8.
Neka je (X,T) topoloski prostor pri cemu je T konacan skup. Tada je svaki podskup od

X kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, T"). Do tog zakljucka dolazimo na isti nacin
kao u primjeru[2.3.3]

Propozicija 2.3.9.
Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je K C X, K # (0. Neka je S relativna topologija
na K. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, T"). Tada je (K, S)

kompaktan topoloski prostor.

Dokaz. Neka je V otvoreni pokrivac topoloskog prostora (K, S). Tada za svaki V € V
vrijedi V € S pa postoji Uy € 7 takav da je

V=UynKk. (2.3)

Definirajmo U = { Uy |V € V}. Ocito je U € 7. Nadalje, U # 0 jer je V +# 0 (a to slijedi
izUV = KiK # 0). Neka je x € K. Tada postoji V € V takav da je x € V. Iz definicije
od Uy ocito je daje V C U,. Stoga je x € Uy. Prema tome, x € UU. Time smo dokazali
daje KCUU.
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Zakljucak: U je otvoreni pokrivac od K u (X, 7).

Budu¢i da je K kompaktan u (X,7), postoje n € N1 Vy,...,V, € V takvi da je K C
Uy, U...UUy,.

Neka je x € K. Tada postojii € {1,...,n} takav daje x € Uy,. 1z slijedi da je x € V.
Dakle, x € V; U ... U V,. Time smo dokazali daje K € V; U...UV,. Prema tome,
K=Viu...uV,.

Zakljucak: (K, S) je kompaktan topoloski prostor. O

2.4 Zatvoreni skupovi

Propozicija 2.4.1.

Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je K C X, K # 0. Neka je S relativna topologija
na K. Pretpostavimo da je (K, S) kompaktan topoloski prostor. Tada je K kompaktan skup
u (X, 7).

Dokaz. Neka je U otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7). Definirajmo V = {UNK|U € U}.
Zasvaki U € U vrijedidaje U € 7 paje stoga U N K € S. Prema tome, V C S.

Neka je x € K.

IzK C ULleuU slijedi da postoji U € U takav da je x € U. OCcito je tada x € U N K. Time
smo dokazali da je

Kc UV
Vev
S druge strane, o€ito je
UVCcK
Vevy
paje
K= UV
Vev

Zakljucak: V je otvoreni pokrivac od (K, S).
Buduci da je topoloski prostor (K, S) kompaktan , postojen € Ni Vy,...,V, € V takvi da
jeK=ViU...UV, Zasvakii ={1,...,n},iz V; € V slijedi da postoji U; € U takav da
je Vi =U;N K. Dakle,

K=UnNnK)u...uWU,NnK)
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Sto ocito povlacidaje K C U, U...U U,.
Time smo dokazali da je K kompaktan skup u (X, 7). i

Definicija 2.4.2.
Neka je F familija skupova te neka je S skup. Kazemo da je S dobar skup za F ako postoje
neNiF...F,e¥ takvidajeS C F1U...UF,.

Uocimo sljedece: ako su skupovi S i T dobri za ¥, onda je i skup S U T dobar za F.

Neka je (X, 7") topoloski prostor te neke je K € X. Uocimo i da vrijedi 1 sljedece:
K je kompaktan skup u (X, 7°) ako i samo ako za svaki otvoreni pokriva¢ U od K u (X, 7")
vrijedi da je K dobar za U.

Teorem 2.4.3.
Neka je & euklidska topologija na R. Neka su a,b € R, a < b.
Tada je [a, b] kompaktan skup u (R, &).

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od [a, b] u (R, &). Zelimo dokazati je [a, b] dobar za
U. Definirajmo
S ={x€la,b]| la,x] dobar za U}.

Bududi da je [a,b] C ULEJWU, postoji U € U takav da je a € U. Stoga je skup {a} ocito
dobar za U.

No, [a, a] = {a} paslijedi da je a € S. Nadalje, iz definicije skupa S je o¢itoda je S C [a, b]
pa zaklju¢ujemo da je S odozgo omeden.

Prema propoziciji postoji ¢ € R takav da je ¢ supremum skupa S. Bududéi da je ¢
gornjameda od S te da je a € S vrijedi a < c¢. Nadalje, buduci da je b gornjameda od S, a
¢ je supremum od S vrijedi ¢ < b. Prema tome c € [a, b]. Stoga postoji U € U takav da je
cel.

Bududi da je U € &, imamo U € & pa iz Cinjenice da je {{u,v) |u,v € R,u < v} baza
topologije & slijedi da postoje u,v € R,u < v takvida je ¢ € (u,v) € U. Imamo u < c §to
znaci da u nije gornja meda skupa S (jer je ¢ najmanja gornja meda od §). Stoga, postoji

x € § takav da je u < x. Tvrdimo da je

[a,v) Cla,x]Uu,v). 2.4)
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Nekajey € [a,v). Tada je a <y < v. Imamo dva slucaja:

I.y<x

Tada je y € [a, x]

2. x<y

Tada zbog u < x vrijedi u < y pa iz toga slijedi da je y € (u, v).

U svakom slucaju vrijedi da je y € [a, x] U (u, v). Time smo dokazali (2.4).

Iz (u,v) C U1 U e U slijedi da je (u, v) dobar za U.

Iz x € § slijedi da je [a, x] dobar za U. Stoga je [a, x] U u, v) dobar za U pa iz [2.4) slijedi
da je [a,v) dobar za U. 1z [a, c] C [a,v) slijedi da je [a, c] dobar za U.

Preostaje dokazati da je ¢ = b. Pretpostavimo suprotno.

Tada zbog ¢ < b, vrijedi ¢ < b. OCito vrijedi ¢ < min {v, b}. Odaberimo z € R takav da je
c < z<min{v,b}.

Tadajec < ztejez <viz<b. Iza < cslijedi a < z pa je stoga z € [a, b]. Nadalje, iz
z < vslijedi [a,z] C [a,Vv) pa iz Cinjenice da je [a, v) dobar za U slijedi da je [a, z] dobar
za U. ZakljuCujemo dajez € S.

No, ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je ¢ < z te da je ¢ supremum od §.

Prema tome, ¢ = b paimamo da je [a, b] dobar za U Cime je tvrdnja teorema dokazana. O

Korolar 2.4.4.
Neka su a,b € R,a < b. Neka je & euklidska topologija na [a, b].
Tada je ([a, b] , &) kompaktan topoloski prostor.

Dokaz. Neka je & euklidska topologija na R. Prema definiciji (2.2.5) & je relativna to-
pologija na [a, b] s obzirom na topologiju &. Prema prethodnom teoremu skup [a, b] je
kompaktan u (R, E") pa iz propozicije slijedi da je ([a, b], E) kompaktan topoloski
prostor. O

Propozicija 2.4.5.
Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija neprekidna s
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obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u (X, 7). Tada je
f(K) kompaktan skup u (Y,S).

Dokaz. Neka je V otvoreni pokriva¢ od f(K) u (Y, S). Definirajmo
U={f'V)VeV]

Zasvaki V € V vrijedi V € Spaje f~'(V) € T jer je f neprekidna funkcija. To znaci da
je U C 7. Tvrdimo da je K C Ung'

Neka je x € K.

Tada je f(x) € f(K) pa postoji V € V takav da je f(x) € V. Stoga je x € f~1(V). Dakle,
postoji U € U takav da je x € U. Time smo dokazali da je K C ULerU . Prema tome, U je
otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7)) (vrijedi U # 0 jer je V # 0).

Budu¢i da je K kompaktan skup, postojen € Ni Uy,...,U, € U takvidaje K C U, U
...UU,. Zasvakii € {l,...,n} postoji V; € V takav da je U; = f~'(V;). Dakle,

Kcf'vpu...urlwy.

Neka je x € K.

Tadaje x € f~1(V;) zanekii € {1,...,n}. Slijedi daje f(x) € V;paje f(x) e V,U...UV,.
Dakle, f(x) e ViU...UV,,Vxe K. Toznacidaje f(K)CV,U...UV,.

Time smo dokazali da je f(K) kompaktan skup u (¥, S). O

Korolar 2.4.6.

Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija neprekidna s
obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je topoloski prostor (X,7") kompaktan.
Tada je f(X) kompaktan skup u topoloskom prostoru (Y, S).

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodne propozicije za K = X. O

Definicija 2.4.7.
Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je F C X. KaZemo da je F zatvoren skup u (X, T")
ako je X \ F otvoren skup u (X,7) (tj. X\ F € T).
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Primjer 2.4.8.

Neka je & euklidska topologija na R. Neka su a,b € R,a < b. Tada je |a, b] zatvoren skup
u (R, &E). Naime, vrijedi R\ [a, b] = (—o0,a)U(b, o0), a skupovi (—oo, a) i (b, o0) su otvoreni
U (R,8) jerje (~e0,a) = U (x.a) i (b,o0) = U (b.y).

Pokazat ¢emo poslije da je svaki kompaktan skup u (R, &), gdje je & euklidska topologija
na R, zatvoren. To Ce slijediti iz jedne opcenitije tvrdnje, no uo¢imo prvo da kompaktan

skup u topoloskom prostoru opéenito ne mora biti zatvoren.

Primjer 2.4.9.

Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Odaberimo podskup K od X takav da je
K #0i K # X. Tada je K kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, {0, X}). Nadalje, iz
K # X slijedi da je X\ K # 0, a iz K # 0 slijedi da je X \ K # X. Stoga X \ K ¢ {0, X} pa
slijedi da K nije zatvoren u (X, {0, X}).

Definicija 2.4.10.
Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je Hausdorffov ako za sve x,y € X takve da je x # y
postoje U,V € T takvidajeUNV =0texeUiyeV.

Primjer 2.4.11.
Neka je X skup koji ima barem 2 tocke. Tada topoloski prostor (X, {0, X}) ocito nije Ha-
usdorffov. S druge strane, za svaki neprazan skup X topoloski prostor (X,P(X)) je Ha-

usdorffov.

Primjer 2.4.12.

Neka je & euklidska topologija na R. Tada je topoloski prostor (R, E) Hausdorffov.
Dokazimo to.

Neka su x,y € R, x # y. Pretpostavimo da je x < y. Odaberimo z € R takav da je x < 7 < y.
Nadalje, odaberimo a,b € R takve da je a < xiy < b. Definirajmo U = {a,z), V = (z,b).
Imamo U,V e E,UNV =0texecUiyeV.

Propozicija 2.4.13.
Neka je (X, T") topoloski prostor.
Tada za svakin e Nisve Uy,...,U, € T vrijediU;N...NU, €T.
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Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom po n € N. O

Teorem 2.4.14.
Neka je (X, 7)) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan skup u (X, 7).
Tada je K zatvoren skup u prostoru (X, T).

Dokaz. Ako je K = 0 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K # 0.

Nekajex € X \ K.

Za svaki y € K vrijedi da je x # y pa bududi da je (X, 7 ) Hausdorffov prostor, postoje
U,,Vy, €T takvidaje UyNV,=0te xe U,,y € U,.

Tada je { Vily € K } otvoreni pokrivac skupa K u (X, 7). Buduci da je K kompaktan skup
u(X,7), postojen e Niyy,...,y, € K takvi da je

KCV,U...uV,. (2.5)

Imamo

pa iz toga slijedi
Vy, U...uV,)nW, n...nU,) =0.

Iz (2.5) slijedi
Uy, n...nU,)NK=0
tj.
U

WN...NU, CX\K.

Ocito je x € Uy, N...N Uy, a prema propoziciji (2.4.13)) skup U,, N... N U,, je otvoren u
(X, 7).

Zakljucak: za svaki x € X \ K postoji otvoren skup U u (X,7) takavdajex € U C X \ K.
Iz leme[2.2.2]slijedi da je X \ K € 7. Prema tome, K je zatvoren skup u (X, 7). i

Korolar 2.4.15.
Neka je & euklidska topologija na R. Neka je K kompaktan skup u topoloskom prostoru
(R, &). Tada je K zatvoren skup u (R, E).



POGLAVLIJE 2. TOPOLOSKI PROSTORI I KOMPAKTNOST 28

2.5 Minimum i maksimum neprekidnih funkcija na

kompaktnim prostorima

Propozicija 2.5.1.
Neka je & euklidska topologija na R. Neka je K kompaktan skup u (R,E). Tada je K

omeden skup.

Dokaz. Neka je U = {(—x,x) |x > 0}. Tada je U otvoreni pokrivac od K u (R,&E). Iz
kompaktnosti skupa K slijedi da postoje n € Ni xy,...,x, > 0 takvi da je

KC{(—x1,x1)U...U{=X,, X).

Neka je m = max {xy, ..., x,}.
Neka je x € K. Tada je x € (—x;, x;) zanekii € {1,...,n}.

Imamo x; < m te takoder —m < —x;. Stoga je
-m< —x; <x<x;<m.

Dakle, —m < x < m, za svaki x € K. Prema tome, —m je donja meda skupa K, a m gornja
meda skupa K.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.5.2.
Neka je & euklidska topologija na R. Neka je K neprazan i omeden skup u R. Pret-
postavimo da je K zatvoren skup u topoloskom prostoru (R,E). Tada K ima minimim i

maksimum.

Dokaz. Buduci da je K neprazan 1 omeden skup, postoji supremum tog skupa. Oznaimo
gasa. Tvrdimodajea € K.
Pretpostavimo suprotno. Tada je a € K. Bududi da je K zatvoren u (R, &), tada je K¢

otvoren, tj. K¢ € & Znamo da je

{(u,v) |lu,v e R,u < v}
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baza topologije & pa postoje u,v € R,u < v takvi da je a € (u,v) € K°. Slijedi da je
u<a<ov.

Neka je x € K. Tada je x < a paje x < v. Slijedi da je x < u jer bismo u suprotnom imali
u<x<v,t.xeuv)yc KeSsto je ofito nemoguce.

Dakle, x < u, za svaki x € K. To znaci da je u gornja meda skupa K Sto je u kontradikciji s
¢injenicom da je a najmanja gornja meda skupa K.

Zakljucak: a € K. Stoga je a maksimum skupa K. Analogno dobivamo da K ima mini-

mum. O

Teorem 2.5.3.
Neka je (X, T") kompaktan topoloski prostor. Neka je & euklidska topologija na R. Pretpos-
tavimo da je f : X — R funkcija neprekidna s obzirom na topologije T i &E. Tada funkcija

f poprima minimum i maksimum.

Dokaz. 1z korolara (2.4.6) slijedi da je f(X) kompaktan skup u (R, E). Tada je f(X) zatvo-
ren i omeden skup, a ocito je 1 neprazan pa prema prethodnoj propoziciji ima minimum i
maksimum.

Neka je m = min f(X) te M = max f(X). Posebno imamo m, M € f(X) pa postoje xo, X; €
X takvidaje M = f(xo) 1 M = f(x;). Za svaki x € X ocito vrijedi m < f(x) < M pa slijedi
f(x0) < f(x) < f(x1).

Prema tome funkcija f poprima minimum i maksimum. O

Korolar 2.5.4.
Neka su a,b € R,a < b. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada funkcija f

poprima minimum i maksimum.

Dokaz. Neka je & euklidska topologija na [a, b] te neka je & euklidska topologija na R.
Prema propoziciji (2.2.7) funkcija f je neprekidna s obzirom na topologije & i &.
Nadalje, prema korolaru (2.4.4) topoloski prostor ([a, b],E’) je kompaktan. Sada, iz pret-

hodnog teorema slijedi da funkcija f poprima minimum i maksimum. O

Propozicija 2.5.5.
Neka je (X, T") topoloski prostor. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u (X,7T") te da je
F zatvoren skup u (X, T") takav da je F C K. Tada je F kompaktan skup u (X, 7).
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Dokaz. Pretpostavimo da je U otvoreni pokriva¢ od F u (X,7). Promotrimo familiju
U VX \ F}.

Imamo da je U C 7, a vrijedi da je X \ F € 7 jer je F zatvoren skup. Prema tome,
UUX\F}CT.

Nekajex € K. Akojex € F,ondajex € UzanekiU € U,aako x ¢ F,ondaje x € X\ F.
ZakljuCujemo da u svakom slucaju postoji U € U U {X \ F} takav da je x € U. Prema
tome, U U{X \ F} je otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7). Budud¢i da je K kompaktan u (X, 7")
postoje n € Ni Uy,...,U, € U takvi da je

KcUU...UU,UX\F).

Iz F C K slijedi
FCcUU...UU,UX\F).

Iz ovoga se lako vididaje FC U, U... U U,.
Time je dokazano da je F kompaktan skup. O

Propozicija 2.5.6.
Neka je & euklidska topologija na R. Neka je K omeden skup u R. Pretpostavimo da je K
zatvoren skup u (R, &). Tada je K kompaktan u (R, E).

Dokaz. 1z Cinjenice da je K omeden skup slijedi da postoji donja meda a skupa K i gornja
meda b skupa K.

MozZemo pretpostaviti da je a < b. Slijedi da je K C [a,b]. Prema teoremu [2.4.3| skup
[a, b] je kompaktan u (R, &) pa iz prethodne propozicije slijedi da je K kompaktan skup u
(R, E). O



Poglavlje 3

Neprekidne funkcije i povezanost

3.1 Nultocke neprekidnih funkcija na segmentu

Lema 3.1.1.
NekajeS CR, xo €S te f:S — R funkcija neprekidna u tocki x.

1. Pretpostavimo da je f(xq) > 0.

Tada postoji r > 0 takav da je f(x) > 0, za svaki x € (xo —1r,x0 +r)NS.

2. Pretpostavimo da je f(xy) < O.

Tada postoji r > 0 takav da je f(x) <0, za svaki x € (xg —r,xo+r)NS.

Dokaz. 1.
Neka je € = f(xo). Tada je € > 0 pa postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § vrijedi

X E€(xg—0,x+0) = f(x) € (f(x0) — €, f(xp) + €).
Dakle , za svaki x € (xo — 9, xo + o) N S vrijedi
Sf(x0) — € < f(x), 4. 0 < f(x) (er jef(x0) — € = 0).

Time je prva tvrdnja dokazana.

Analogno dokazujemo drugu tvrdnju.

31
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Teorem 3.1.2.
Neka su a,b € R,a < b. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Pretpostavimo da je
f(a) <01 f(b) > 0. Tada postoji xy € [a, b] takav da je f(xy) = 0.

Dokaz. Definirajmo
S ={xela,b]|f(x)<0}.

Imamoa € S paje S # 0. Nadaljeiz S C [a, b] slijedi da je S omeden skup. Stoga postoji
supremum skupa S. Oznacimo ga s ¢. Imamo a < cjerjea € S te ¢ < b jer je b gornja
meda od §. Prema tome, ¢ € [a, b]. DokaZimo da je f(c) = 0.

Pretpostavimo da je f(c) < 0. Tada prema prethodnoj lemi postoji r > 0 takav da za svaki
x€{c—rc+rynla,b] vrijedi f(x) <O. (3.1)

Uocimo da je ¢ # b (jer je f(c) < 01 f(b) > 0). Stoga je ¢ < b.

Odaberimo x € R takav da je ¢ < x < min {c + r, b}. Slijedi da je

a<c<x<bpajexce€lab].

Nadalje,c < x <c+rpajexe{(c—r,c+r).
Prema tome, x € (¢ — r,c + ryN[a, b] paiz (3.1) slijedi da je f(x) < 0. Stogaje x € S. Ovo
je u kontradikciji s ¢injenicom da je ¢ < x te da je ¢ supremum skupa S.

Pretpostavimo da je f(c) > 0. Prema prethodnoj lemi postoji » > 0 takav da za svaki

x€{c—r,c+rynla,b] vrijedi f(x)> 0. 3.2)

Imamo a # ¢ (jer je f(a) < 01 f(c) > 0). Stoga je a < c. Slijedi da je max {a,c —r} < c.
Buduci da je ¢ najmanja gornja meda skupa S, broj max {a, ¢ — r} nije gornja meda skupa

S pa postoji x € S takav da je max {a,c — r} < x. OCito je x < c. Slijedi da je
a<x<c<bpajexce€lab].

Nadalje,c —r < x<cpajex € {c—r,c+r). Dakle, x € (x —r,x+ r) N [a,b] paiz (3.2)
slijedi da je f(x) > 0. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom daje x € S .
Zakljucak: f(c) = 0. |
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3.2 Povezani skupovi u topoloskim prostorima

Definicija 3.2.1.

Neka je (X, T) topoloski prostor te neka su U,V € T takvidajeUNV =0, UUV =X,
U +# 0,V # 0. Tada za uredeni par (U, V) kaZemo da je separacija topoloskog prostora
(X, 7).

Definicija 3.2.2.
Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je povezan ako ne postoji separacija od (X, T).

Definicija 3.2.3.
Neka je (X,T) topoloski prostor te A C X, A # 0. KaZemo da je A povezan skup u
topoloskom prostoru (X, T") ako je topoloski prostor (A, S) povezan pri cemu je S relativna

topologija na A.

Propozicija 3.2.4.
Neka je (X, T") topoloski prostor te A C X, A # (. Tada je A povezan skup u (X,7T") ako i

samo ako ne postoje skupovi U,V € T takvi da je

ACUUV,ANUNV=0,ANnU+#0,ANnV 0. (3.3)

Dokaz. Neka je S relativna topologija na A. Pretpostavimo da je A povezan skup u (X, 7).
Pretpostavimo da postoje U,V € 7 takvi da vrijedi (3.3). Tvrdimo da je (AN U,ANV)
separacija topoloSkog prostora (A, S).

IzU,V € T slijedidaje AN U,ANV e€S8. Nadalje,

ANTYUMANV)=ANUUV)=AjerjeAC(UUYV).

Vrijedi

ANUD)UANV)=ANUNV =0.
Prema pretpostavcije ANU # 01 ANV £ 0. Dakle, (AN U,ANV) je separacije od (A, S)
Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je (A, S) povezan topoloski prostor (to vrijedi jer je
A povezan skup u (X, 7)).
Prema tome, ne postoje U, V € 7 takvi da vrijedi (3.3).
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Pretpostavimo sada da ne postoje U,V € 7 takvi da vrijedi (3.3). Dokazimo da je A
povezan skup u (X, 7).

Pretpostavimo suprotno. Tada topoloski prostor (A, S) nije povezan pa postoji separacija
(W1, W5) od (A, S). Imamo Wy, W, € § pa postoje U,V € 7 takvi da je

Wi=ANnUW,=ANnV.

[zA =W, UW,slijedidaje A=AN U UV)pajeolitoA C(UUYV).

ZWiNnW,=0slijedi ANUNV =0. Vrijedi W; #0, W, £0,tj. ANU #0i ANV #0.
Dakle, U, V zadovoljavaju (3.3) sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Dakle, A je povezan
skup u (X, 7). |

Propozicija 3.2.5.
Neka je & euklidska topologija na R. Neka je A povezan skup u topoloSkom prostoru (R, &)
te neka su x,y € A, x < y. Tada je [x,y]| C A.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji z € [x, y] takav da z ¢ A.
Ocitojez # xiz # ypaje x < z <y. Definirajmo U = (—00,z) 1 V = (z,00). Imamo
(z,00) = LJ]R (z,v) pa zakljucujemo da je (z, o) € &E.

Ve

<u

Analogno zaklju€ujemo da je (—co, z) € . Dakle, U,V € &.

Ocito je U NV = 0 pa posebno vrijedi UNVNA = 0. Imamo UUV = R\ {z} paiz
z¢ AslijedidajeACUUV. Imamodaljedajexe ANUiyeANnVpajeANU #0
iANYV # 0. Iz propozicije (3.2.4) slijedi da skup A nije povezan Sto je u kontradikeiji s
pretpostavkom propozicije.

Prema tome, [x, z] C A. O

Propozicija 3.2.6.

Neka su (X, 7T) i (Y,8) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija neprekidna s
obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je A povezan skup u (X, 7). Tada je f(A)
povezan skup u (Y, S).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada prema propoziciji (3.2.4) postoje U, V € S takvi da

Je
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f(AHcUvYy, (3.4)
fANUNV =0, (3.5)
fANU #0i (3.6)
fANV £0. (3.7)

Buduéi da je f neprekidna, vrijedi f~'(U), f~'(V) € T.
Tvrdimo da je
AcC iU ).

Neka je x € A.
Tadaje f(x) € f(A)paiz slijedi da je f(x) € Uili f(x) € V. Stogajex € f~'(U)ilix €
f71(V), u svakom slu¢aju je x € f~/(U)U f~1(V). Dakle, vrijedidaje A C f~/(U)Uf~ (V).
Tvrdimo da je

Anfl)n vy =0.

Pretpostavimo da postoji x € AN f~1(U)N f~1(V). Tadaje x€ A, x € f}(U)ixe f (V)
pa slijedi da je f(x) € f(A), f(x) € Ui f(x) € V, no ovo je u kontradikciji s (3.5). Prema
tome vrijedi A N =1 (U) N fF~1(V) = 0.
Tvrdimo da je

AN f YU #0.

Iz (3.6) slijedi da postoji x € A takav da je f(x) € U. Stoga je x € f~1(U), dakle x € AN
f~Y(U). Prema tome vrijedi daje ANf~'(U) # 0. Analogno dobivamo daje ANf~'(V) # 0.
Sada iz prethodne propozicije te iz tvrdnji

AC Y OYUFWMAN ' O)NFAWV)=0,An AU #0,AN (V)20

slijedi da A nije povezan skup u (X, 7). To je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Zakljucak: f(A) je povezan skup u (Y, S). O
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Korolar 3.2.7.

Neka su (X,7T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija neprekidna s
obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je topoloski prostor (X, T") povezan. Tada
je f(X) povezan skup u (Y,S).

Dokaz. Neka je S relativna topologija na X. Imamo
S={UnX|UeT}={U|UeT}=17T,

dakle S =7, tj. (X,S) = (X, 7)) pa je ocito da je (X, S) povezan topoloski prostor.
Prema tome, skup X je povezan u (X, 7).
1z prethodne propozicije slijedi da je f(X) povezan skup u (Y, S). O

Korolar 3.2.8.

Neka je (X, T) topoloski prostor, neka je & euklidska topologija na R te neka je f : X - R
funkcija neprekidna s obzirom na topologije T i E. Pretpostavimo da je topoloski prostor
(X, T") povezan te da postoje a,b € X takvi da je f(a) <0, f(b) > 0.

Tada postoji c € X takav da je f(c) = 0.

Dokaz. Prema prethodnom korolaru, f(X) je povezan skup u (R, &E). Imamo
fa), f(D) € f(X), fa) <0 < f(b).

Iz propozicije (3.2.5) slijedi da je [f(a), f(b)] € f(X). 1z 0 € [f(a), f(b)] slijedi da je
0 € f(X).
Prema tome, postoji ¢ € X takav da je f(c) = 0. O

3.3 Povezanost segmenata

Lema 3.3.1.
Neka su X, Y skupovi takvi da je Y C X. Neka su A C X i B C Y takvi da je

B=YNA. (3.8)

Tadaje Y\ B=YN(X\A).
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Dokaz. Nekajeb e Y\ B. Tadaje b € Yib ¢ B. Kada bi vrijedilo da je b € A, onda bismo
mmalib € Y NA,tj. be B, atojenemoguce. Dakle, b ¢ A paimamodajeb € X \ A.
Prema tome je b € Y N (X \ A). Time smo dokazali da je

Y\BCYnN(X\A).

Obratno, pretpostavimo dajeb € YN (X \ A). Dakle,b e Yib € X \ A. Slijedida b ¢ A.
Kada bi vrijedilo da je b € B tada bi prema (3.8]) vrijedilo da je b € A Sto je nemoguce.
Prema tome, b ¢ Bpaje b € Y \ B. Time smo dokazali da je

YN(X\A)CY\B.

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 3.3.2.
Neka je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X, T).
1. Neka je F zatvoren skup u (Y, S).
Tada postoji zatvoren skup G u (X,7) takav da je F = Y N G.

2. Neka je G zatvoren skup u (X, 7).
Tada je Y N G zatvoren skup u (Y, S).

Dokaz. I. Imamo Y\ FeSpaje Y\ F=YNU,zaneki U € 7. 1z leme slijedi da je
YN\XY\F)=YNnX\U),tj. F=Y N X\ U). Time je prva tvrdnja dokazana.

2. Ozna¢imo F = Y NG. izleme slijedidaje Y\ F = Y N(X\G). Imamo X\ G € 7 pa
jeYN(X\G)eS. Dakle, Y \ F € S paje F zatvoren skup u (¥, S). Time je druga

tvrdnja dokazana.

Korolar 3.3.3.

Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je (Y, S) potprostor od (X, T") takav da je Y zatvo-
ren skup u (X, 7). Pretpostavimo da je F zatvoren skup u (Y, S). Tada je F zatvoren skup
u (X, 7).
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Dokaz. 1z prve tvrdnje prethodne propozicije slijedi da postoji zatvoren skup G u (X, 7))
takav da je F' = Y N G. Stoga je F kao presjek dvaju zatvorenih skupova, zatvoren skup u
X, 7). O

Napomena. Pretpostavimo da je (X,T") topoloski prostor te da je (U,V) separacija od
(X, 7). Tada je U¢ =V i V¢ = U pa zakljucujemo da su U i V zatvoreni skupovi.

Obratno, ako su F i G zatvoreni skupovi u (X,7) takvidaje FUG = X, FNG = 0,
F #0iG # 0, onda je (F,G) separacija od (X,T). Naime, vrijedi F* = G i G° = F pa

zakljucujemo da su F i G otvoreni.

Teorem 3.3.4.
Neka su a,b € R, a < b. Neka je & euklidska topologija na [a,b). Tada je ([a,b],E)

povezan topoloski prostor.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da topoloski prostor ([a,b],E) nije povezan. Tada

postoje zatvoreni skupovi F, G u ([a, b], ) takvi da je
FNG=0,FUG=1a,b],F+0iG # 0.

Imamo a € F ili a € G. Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti da je a € F.
Neka je & euklidska topologija na R. Imamo da je ([a, b], &) potprostor od (R, &) te da je
[a, b] zatvoren skup u (R, &’). 1z prethodnog korolara slijedi da su F i G zatvoreni skupovi
u (R,&"). Dakle, G je neprazan, zatvoren u (R, &) 1 omeden (jer je G C [a, b]) pa prema
propoziciji (2.5.2)) postoji minimum skupa G. Oznacimo ga s m.

Imamo dajem € G pajem € [a,b],nom # ajer je a € F paslijedi a < m.

Promotrimo skup [a,m] N F. Taj skup je zatvoren u (R, &), kao presjek dva zatvorena

skupa, neprazan jer sadrZi a i o€ito je omeden. Neka je

M =max([a,m]|NF). 3.9)

Slijedi da je M € [a,m] pa je M < m, no takoder imamo M € F paje M # mjerjem € G.

Dakle, M < m. Prema tome vrijedi
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Odaberimo x € R takav daje M < x < m. Slijedida je x € [a,b] paje x € Fili x € G.
Zbog x < m,am = minG imamo x ¢ G. Stoga je x € F. 1z nacina na koji smo odabrali
x, slijedi da je x € [a,m]. Stoga je x € [a,m] N F pa je x < M zbog (3.9). No ovo je u
kontradikciji s odabirom broja x.

Zakljucak: topoloski prostor ([a, b], E) je povezan. O

3.4 Meduvrijednosti neprekidnih funkcija

Teorem 3.4.1.
Neka su a,b € R, a < b. Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija takva da je f(a) < 0 i
f(b) > 0. Tada postoji c € [a, b] takav da je f(c) = 0.

Dokaz. Neka je & euklidska topologija na [a, b] te neka je & euklidska topologija na R.
Prema prethodnom teoremu, topoloski prostor ([a, b],E) je povezan. Prema propoziciji
funkcija f je neprekidna s obzirom na topologije &1 &'. Tvrdnja teorema slijedi iz
korolara[3.2.8] ]

Propozicija 3.4.2.

Neka je (X, T) topoloski prostor, neka je & euklidska topologija na R te neka je f : X - R
funkcija neprekidna s obzirom na topologije T i &E.

Pretpostavimo da je topoloski prostor (X, T") povezan te da postoje a,b € X iy € R takvi
daje f(a) <y < f(b)ili f(a) >y > f(b). Tada postoji c € X takav da je f(c) = y.

Dokaz. Prema korolaru (3.2.8) skup f(X) je povezan u (R, ). Imamo

fla) <y < f(b)ili f(b) <y < f(a)
pa iz propozicije (3.2.5)) slijedi da je

y€[fa), fB] c fX)iliy e [f(b), f@] € fQX).

U svakom slucaju vrijedi da je y € f(X) pa slijedi tvrdnja propozicije. O
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Korolar 3.4.3.
Neka sua,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Neka je y € R takav
daje f(a) <y < f(b)ili f(a) >y > f(b). Tada postoji x € |a, b] takav da je f(x) = y.

Dokaz. Koristeéi prethodnu propoziciju, tvrdnja ovog korolara dokazuje se posve ana-

logno kao tvrdnja prethodnog korolara. O

3.5 Slike neprekidnih funkcija na segmentu

Napomena. Neka je f : S — R funkcija neprekidna u xo € S. Neka je T C S takav da je
xo €T. Tada je f|; : T — R neprekidna u xo. Naime, neka je € > 0.

Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:
ako je |x — xo| < 6 onda je |f(x) — f(xo)| < €. (3.10)

Posebno, za svaki x € T vrijedi (3.10). Dakle, za svaki x € T vrijedi:

ako je |x — xo| < 6 onda je |f|T x) = flr (x0)| <e€. (3.1

Dakle, f | je neprekidna u xy.
Posebno, ako je f : S — R neprekidna funkcijaiT € S, T # 0, ondaje f|, : T — R

neprekidna funkcija.

Teorem 3.5.1.
Neka su a,b € R,a < b te neka je f : [a,b] € R neprekidna funkcija. Tada postoje
c,d e R,c <dtakvida je f ([a,b]) = [c,d].

Dokaz. Prema korolaru (2.5.4) funkcija f poprima minumum i maksimum.
Dakle, postoje x,,, xy € [a, b] takvi da je

Jf(xm) < f(x) < f(xy), Yx € [a,b].

Oznacimo sa ¢ = f(x,,),d = f(xy). Za svaki x € [a,b] vrijedi ¢ < f(x) < d pa je
f(x) € [c,d]. Prema tome je f ([a, b]) C [c,d].
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Neka je y € [c,d]. Zelimo dokazati da jey € f(la,b]). Tojejasno akojey =ciliy = d.
Pretpostavimo daje y # ciy # d. Dakle, ¢ < y < d. Slijedi ¢ # d pa je stoga x,, # xy.
Imamo dva slucaja.

1. slucaj: x,, < xp.

Vrijedi: [x,,, xu] € [a, b] pa je prema prethodnoj napomeni funkcija

Sz, * [Xms ] — R neprekidna. Imamo

fl[xm,xM] (xm) = f(xm) =c<y< d= f(xM) = fl[xm,xM] :

Iz korolara [3.4.3| slijedi da postoji x € [x,, xy] takav da je f, ., (x) =y. Dakle,
x €la,b]i f(x) =y. Prematome jey € f ([a,b]).

2. slucaj: xp < x,.
Posve analogno dobivamo da postoji x € [xy, x,,] takav da je f(x) = y.

Dakle, y € f ([a, b]). Dokazali smo da je [c,d] C f ([a, b]).
Prema tome je f ([a, b]) = [c,d] O

Primjer 3.5.2.
Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana sa

-1, x=0
J(x) ={ (3.12)

b
1 0<x<1.
X

Vrijedi
f{0,1]) ={-1}U[1,00). (3.13)

Naime, ako je x € {0,1], onda je 1 < )i( . 1 < f(x). Prema tome je
FU0, 1D € {-1}U[L, ).

Obrano, ako je y € [1,00), onda je L € 0,11 paje f (%) =y, dakle y € £ ({0,11).
Prema tome je

{=1}U[l,00) € f([0,1]).
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Dakle vrijedi. Iz ovoga zakljucujemo da funkcija f nije omedena. Nadalje, imamo
f(0) <0, f(1) > 0, ali ne postoji x € 0, 1] takav da je f(x) = 0.

Zakljucak: tvrdnje korolara i teorema ne vrijede ako se izostavi pretpostavka
da je f neprekidna funkcija.

Neka je xy € (0,1]. Tvrdimo da je f neprekidna u tocki xy. Pretpostavimo da je xo < 1.
Neka je € > 0. Imamo 1 < %pajeO< xio—l.

Odaberimo r > 0 takav da je 0 < r < % - 1.

Neka je € = min {e, r}.

1

Slijedi 0 < € < - —1paje -~ € > 1. Dakle, 1 < +- —€ < +- < +- + € paje

1 1
- <Xp < 5 < 1. (3.14)
— + e—/ 4 e—l
X0 X0
Prema lemi[2.2.6| postoji § > 0 takav da je
1 1
(x0 = 6,%0 +0) C {5 . (3.15)
X +€ N €

Uocimo da je {xo — 9, xo + 0) C (0, 1). Neka je x € {xy — 0, xo + 0). Tada je

1 1 1 1
x€<] - >t] 1 <x <5 (3.16)
—+€ ——-¢ =+ € = —¢
X0 X0 X0 X0
paje
1 1 1 1 1 1
——6’<—<—+e',tj.—E<——6’,—+6'>. (3.17)
Xo X X0 X X0 X0
No,
1 1 1 1
<——e',—+e’>§<——e,—+e> jJerje € < €. (3.18)
X0 X0 X0 X0
Dakle,

Vx € (xg— 0, xp + 0) vrijedi f(x) € (f(xo) — €, f(xp) +€).

Promotrimo sada slucaj kada je xy = 1. Neka je € > 0. Imamo da je 1 < 1+¢€ pa je ﬁ < 1.
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Prema lemi postoji § > 0 takav da je

1+e€

<1—5,1+5>g< ! ,2>.

Neka je x € [0, 1] takav da je x € {1 — 0,1 + 6). Tada je ﬁ < x, posebno imamo x > 0 pa
slijedi f(x) = % < 1+ e Slijedi

l-e<1<f(x)<1+e,
dakle
fx)e{l—¢€1+¢€).

Prema tome, za svaki x € [0, 1] takav da je x € (1 — 6,1 + 6) vrijedi f(x) € (f(1) — €, f(1) + €).
Zakljucak: funkcija f je neprekidna u x,, za svaki xy € {0, 1].

Akosua,b e R,a <bte f:[a,b] — R neprekidna funkcija onda je prema teoremu [3.5.1]
f (la, b]) segment. Obratno, ako je f : [a,b] — R funkcija takva da je f ([a, b]) segment,

onda funkcija f ne mora biti neprekidna Sto pokazuje sljedeci primjer.

Primjer 3.5.3.
Neka je f : [0,1] — R funkcija definirana sa

1, x=0
f(x)=<¢x, 0<x<1 (3.19)
0, x=1

Tada je f ([0, 1]) = [0, 1]. No, funkcija f nije neprekidna. DokaZimo da f nije neprekidna
u tocki 0.
Pretpostavimo suprotno.

Tada za € = % postoji 6 > 0 takav da za svaki x € [0,1]1 N {0 — 3,0 + 0) vrijedi

fx)e{l-€1+e€). (3.20)

Imamo 0 < min {6, %} pa odaberimo x € R takav da 0 < x < min {6, %}
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Slijedi0<x<5i0<x<%paje
xe[0,11Nn{0-06,0+0).

Stoga je prema (3.20) f(x) € (1 —€,1 + €).
Posebno, 1 — € < f(x) tj. % < f(x) (jer je € = %). S druge strane, iz 0 < x < % slijedi da je
f(x) = xpaje f(x) < % Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je % < f(x).

Dakle, f nije neprekidna u 0.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo neprekidne funkcije na segmentu, ali i topoloSke
prostore i koncepte s tim u vezi pomocu kojih moZzemo dokazati neke klasi¢ne rezultate
vezane za neprekidne funkcije na segmentu.

U prvom poglavlju koristec¢i gomiliSte nizova dokazujemo da svaka neprekidna funkcija
na segmentu poprima minimum i maksimum. U drugom poglavlju prou¢avamo pojmove
topologije, baze topologije, neprekidnosti funkcije izmedu topoloskih prostora i relativne
topologije. Takoder, proucavamo kompaktne skupove u topoloSkim prostorima te doka-
zujemo da neprekidne realne funkcije na kompaktnim prostorima poprimaju minimum i
maksimum.

U tre¢em poglavlju prouc¢avamo povezanost u topoloSkim prostorima te dokazujemo

da neprekidna realna funkcija na povezanom prostoru poprima meduvrijednosti.



Summary

In this thesis we have studied continuous functions on segment, topological spaces and re-
lated concepts which we use to prove some classical results related to continuous functions
on a segment.

In the first chapter we use that each continuous function on a segment attains its mi-
nimum and maximum. In the second chapter we study topological spaces, continuous
functions between topological spaces and relative topologies.

We also study compact sets in topological spaces and we prove that each continuous
real function on a compact space attains its minimum and maximum.

In the third chapter we examine connectedness in topological spaces and we prove that

each continuous real function on a connected space attains intermediate values.
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