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Uvod

Primarni objekt od interesa u ovom radu su elipticke krivulje i njihove torzijske grupe.
Elipticka krivulja nad poljem K moZe se definirati kao nesingularna projektivna krivulja
genusa 1 koja sadrzi K-racionalnu to¢ku. Mi ¢emo elipti¢ku krivulju promatrati kao skup
toCaka koje zadovoljavaju pripadnu kubnu jednadzbu u dvije varijable. Na tom skupu
tocaka na prirodan se nacin moZe uvesti binarna operacija koja daje strukturu Abelove
grupe. Tocke konacnog reda tvore podgrupu te grupe i ona se naziva torzijskom podgru-
pom. Nakon nekoliko osnovnih definicija o elipti¢kim krivuljama, proucavat ¢emo poznate
rezultate 1 dokaze koji govore o strukturi torzijskih podgrupa nad razli¢itim poljima. Pro-
matrat ¢emo situaciju za polja R, C, Q, te za neka polja algebarskih brojeva. Prije nego Sto
se fokusiramo na nasu temu, dajmo kratku pricu o elitickim krivuljama i napretku pripadne
teorije.

Grupovna struktura elipticke krivulje moZe nam pomoci u nalazenju odgovora na pitanje
koliko rjesenja ima jednadzba sli¢na ovoj:

V' =x+17.

MoZemo se pitati koliko ima cjelobrojnih, a koliko racionalnih rjeSenja. Ima li ih kona¢no
ili beskona¢no? Ako ih je beskonacno, kakvu strukturu tvori tih beskonacno mnogo rjeSenja?
Ako ih je konacno, koliko ih to¢no moze biti? Da bismo u potpunosti odgovorili na ta pi-
tanja, trebamo istraZiti torzijske grupe elipti¢kih krivulja, kao i njihov rang, koji ipak neée
biti centralna tema ovog rada. Teoremi kao Sto su Nagell-Lutzov teorem, Mordell-Weilov
teorem 1 Mazurov teorem mogu pomoci u davanju odgovora na to pitanje. Vidjet ¢emo
kasnije da nam Nagell-Lutzov teorem za gornju jednadZbu garantira da su sve to¢ke koje
se nalaze u torzijskoj grupi nad Q zapravo cjelobrojne. Mazur je 1978. dokazao vaZan
teorem koji daje potpunu listu svih mogucih torzijskih grupa nad Q za racionalne elipticke
krivulje.

Tvrdnja koju je Mazur dokazao direktno otvara put novim pitanjima. Kako moZze izgledati
torzijska grupa racionalne elipticke krivulje nad nekim prosirenjem od Q? Sto ako krivulja
nije racionalna, nego definirana nad nekim drugim poljem? Koliko ¢lanova torzijska grupa
moze imati i o ¢emu to ovisi? Odgovori su poznati za proSirenja od Q malog stupnja i
za neka specifi¢na polja. Sto se samog kardinaliteta torzijske grupe ti¢e, Merel je 1994.
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SADRZAJ 2

dokazao takozvani teorem uniformne ogranicenosti koji pokazuje da se red torzijske grupe
elipticke krivulje definirane nad K mozZe ograniciti stupnjem proSirenja [K : Q]. Iako je
ograda eksponencijalna, taj rezultat je od iznimne vaZnosti, a otvoren problem je slutnja da
postoji 1 polinomijalna ograda.

Mnogi otvoreni problemi, 1 to mnogo poznatiji, veZu se za pitanje ranga elipticke krivulje.
Mordell-Weilov teorem otvara pricu ranga elipticke krivulje. On jednostavno kaze da je
za racionalnu elipticku krivulju grupa E(Q) konac¢no generirana, Sto znaci da se u grupov-
noj strukturi javlja odreden broj kopija od Z i taj broj zovemo rangom elipticke krivulje.
Slutnja je da postoje elipticke krivulje proizvoljno velikog ranga, ali nije pronadena kri-
vulja ranga veceg od 28. Uz rang je vezan i jedan od najpoznatijih nerijeSenith problema
u matematici, legendarna Birch-Swinnerton-Dyerova slutnja. Zanimljivo je da su nedavna
istrazivanja dosla do rezultata koja pokazuju odredenu poveznicu ranga elipticke krivulje 1
strukture torzijske grupe.

Ovo je bio vrlo kratak pregled nekih rezultata iz teorije elipti¢kih krivulja iz kojeg je jasno
da je ta teorija vrlo bogata i razgranata s mnogo otvorenih problema koje vrijedi rjeSavati.
Kao Sto smo rekli, fokus ovog rada je na torzijskim grupama eliptickih krivulja.



Poglavlje 1

Osnovno o eliptickim Kkrivuljama

1.1 Zapis eliptickih krivulja

Definicija 1.1.1. Neka je E nesingularna projektivna krivulja genusa 1 i neka je O € E.
Ureden par (E, O) zovemo eliptickom krivuljom i uglavnom oznacavamo samo s E.

Definicija 1.1.2. Ako je K polje, tada za elipticku krivulju E kaZemo da je definirana nad
K, i pisemo E/K, ako je E definirana nad K kao krivulja i vrijedi O € E(K). S E(K) ¢emo
oznacavati skup tocaka s koordinatama iz K koje se nalaze na E.

Koriste¢i Riemann-Rochov teorem (pogledati [S], poglavlje III.3), mozemo pokazati
sljedeci vazan rezultat:

Teorem 1.1.3. Neka je K polje i E elipticka krivulja definirana nad K. Tada se ona moZe
prikazati kao skup to¢aka u P? koji zadovoljavaju kubnu jednadZbu oblika

Y’Z+ a1 XYZ + a3YZ* = X> + a, X*Z + ayXZ? + agZ°, (1.1)
pri cemu vrijedi a,, a,, as,ay, as € K.

Gornja jednadzba zove se Weierstrassova jednadzba elipticke krivulje. Jasno je da
vrijedi O = [0 : 1 : 0] € E(K). Stavljajuéi x = %, y = %, dobijemo Weierstrassovu
jednadzbu u nehomogenim koordinatama:

y2 +axy+azy = X +a2x2 + asx + ag. (1.2)

Ne smijemo zaboraviti da E sadrZzi i dodatnu toCku O u beskonacnosti. Ako pretpostavimo
da je char(K) # 2, zamjenom y — y— %(a1x+ a3) eliminiramo iz Weierstrassove jednadzZbe
¢lanove linearne po y i dobijamo oblik:

y2 = x> +ax* + bx + c. (1.3)
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1

Dodatno, ako je char(K) # 3, moZemo uvesti zamjenu x > x — 3

kratku Weierstrassovu formu elipticke krivulje:

a 1 dobijemo takozvanu

v =x+bx+c. (1.4)

Gotovo sva polja koja ¢emo promatrati ¢e zadovoljavati char(K) = 0. Jasno je da ako
znamo koje tocke zadovoljavaju (1.4)), trivijalno znamo koje toke zadovoljavaju (1.2).
Uocimo da smo iz duge Weierstrassove forme presli u kratku koristeci samo linearne tran-
sformacije.

Regularnost elipti¢ke krivulje moZe se provjeriti preko diskriminante polinoma x* + bx + c.
Njegova diskriminanta je D = —4b> — 27¢%. Pripadna krivulja ¢e biti regularna to¢no onda
kadaje D # 0.

1.2 Grupovna operacija

Motivacija

Znamo da pravac moZze sje¢i graf polinoma treceg stupnja u jednoj ili tri (realne) tocke,
broje¢i multiplicitet. Potpuno analogno, uvrStavanjem moZemo vidjeti da pravac y = kx+1
sijeCe skup tocaka (x,y) koje zadovoljavaju (I.2) u jednoj ili tri (realne) tocke. To nam
daje ideju da ako uzmemo dvije tocke na krivulji 1 provuc¢emo pravac kroz njih, dobit cemo
jos to¢no jednu toCku na krivulji. Ve i ova jednostavna ilustracija nagovijesSta grupovnu
strukturu. Opcenitije, motivacija dolazi iz Bezoutovog teorema koji nam kaze da ako je E
elipticka krivulja definirana nad K, a L neki pravac, tada njihov presjek sadrzi tri tocke u
P2, broje¢i multiplicitete. Ra¢unaju se i kompleksne tocke, odnosno tocke s koordinatama
iz algebarskog zatvorenja promatranog polja K.

Definicija grupovne operacije

Kako ¢emo vecinom baratati s poljima karakteristike O, moZemo uzeti da je E elipticka
krivulja dana svojom kratkom Weierstrassovom jednadzbom (I.4). Ona sadrZi toke P =
(x,y) koje zadovoljavaju tu jednadzbu i dodatnu tocku O = [0 : 1 : 0] u beskonacnosti.
Neka imamo P, Q € E ineka je L pravac kroz P i1 Q (tangenta ukoliko je P = Q) i neka L
sijeCe E joS u R. Neka je L, pravac kroz R 1 O (tangenta ukoliko je R = O). Njegovo trece
sjeciSte s E definiramo kao zbroj to¢aka P i Q i oznacavamo kao P + Q.

Propozicija 1.2.1. Gornje opisano pravilo pridruZivanja ¢ini Abelovu grupu na skupu
tocaka na eliptickoj krivulji E s neutralnim elementom O.

Svakako nam je bitno odrediti koordinate tocke P + Q. Necemo provoditi cijeli pos-
tupak, nego samo izreci pravilo, jer se radi samo o algebarskim manipulacijama. Neka je
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P,Q € E. Znamodaje -O = 0. Akoje Q = O, tadaje P+ Q = P, slicno za P = O.
Inace, imamo P = (x1,y1), O = (x2,y,). Tada je —P = (x;, —y;). Ako je Q = —P, tada je
P+ Q= 0. Ako je P # £Q, tada je:

2
x(P+Q):(y2_yl) . (1.5)

X2 — X1

y(P+Q>:—y1+(y2_y1
X2

)(xl = X3). (1.6)

Posebno ¢e nam biti vazan sluc¢aj P = Q. Tada umjesto pravca kroz dvije tocke povlacimo

tangentu u to¢ki P = (x,y) i dalje je sve samo algebarsko manipuliranje. Dolazimo do
vazne duplikacijske formule:

x* = 2bx* — 8cx + b?
4x3 + 4bx + 4c

x(2P) = (1.7)

Ako stavimo u kratkoj Weierstrassovoj formi y* = x* + bx + ¢ = f(x), tada uz malo igranja
ta formula postaje:

fOP
47

x(2P) = (1.8)

Vazno pitanje

Sjetimo se da smo do kratke Weierstrassove forme dosli linearnim transformacijama. Posto
¢e nas zanimati struktura grupe, moramo se zapitati je li ona ofuvana nakon primjena
tih transformacija. Da, jer su one linearne pa preslikavaju pravce u pravce, Sto znaci da
imamo homomorfizam (u linearnom slu¢aju 1 izomorfizam). Medutim, postoje i manje
oCiti slucajevi, npr. ako imamo krivulju danu s

3 3

uw+v =c. (1.9)
Ako stavimo zamjenu
36 36¢ —
w=263Y o, 7Y (1.10)
6x 6x

tada dobijamo elipti¢ku krivulju u Weierstrassovoj formi y*> = x* —432¢?. Nije ni najmanje
ocito da je grupovna struktura ocuvana jer se pravci ne preslikavaju u pravce pri ovoj
transformaciji. Ipak, moguce je pokazati da biracionalna transformacija Cuva grupovnu
strukturu pa je transformacija iz ovog primjera opravdana.



Poglavlje 2

Grupa kompleksnih i realnih tocaka

2.1 Tocke malog reda

Tocke reda 2

U cijelom ovom poglavlju pretpostavljamo da je karakteristika promatranog polja 0, pa je
dovoljno promatrati elipti¢ku krivulju E danu svojom kratkom Weierstrassovom formom:

¥ = f(x) =X +bx +c. 2.1)
Tocke reda 2 nije teSko karakterizirati i njih opisuje iduéa lagana propozicija.

Propozicija 2.1.1. Neka je E/Q elipticka krivulja definirana nad Q i neka je P € E. Tada
je P = (x,y) reda 2 ako i samo ako je y = 0. Dodatno, ako dozvolimo da P ima kompleksne
koordinate, tada E sadrZi tocno Cetiri tocke Ciji red dijeli 2 i one tvore grupu izomorfnu
grupi 2272 & Z|2Z.

Dokaz. Znamo daje 2P = O akoisamo ako je P = —P tj. ako 1 samo ako je (x,y) = (x, =y).
Dakle, P je reda 2 ako i samo ako je y = 0. Mogucnosti za x-koordinatu tocke P su
upravo nultoCke polinoma f(x) = x> + bx + c¢. One su razli¢ite zbog regularnosti krivulje.
Dakle, imamo tri tocke reda 2 i one zajedno s tockom O tvore Cetveroclanu grupu ¢iji svaki
netrivijalni element je reda 2, pa je ona izomorfna s Z/27Z & Z/27Z. O

Sli¢ne rezultate bismo mogli dobiti ako za P trazimo da ima realne ili racionalne koor-
dinate, ovisno o broju realnih i racionalnih nultocaka od f.

Tocke reda 3

Sli¢no, tocke reda 3 mozZemo opisati kroz iducu propoziciju:
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Propozicija 2.1.2. Neka je E/Q elipticka krivulja definirana nad Q i neka je P € E. Tada
je P = (x,y) reda 3 ako i samo ako je x nultocka polinoma g(x) = 3x* +6bx*>+12cx—b*. E
sadrZi tocno osam tocaka reda 3 i one zajedno s O tvore grupu izomorfnu s /37 ® Z/3Z.

Dokaz. Ako je 3P = O, tada je 2P = —P pa je x(2P) = x(—P) = x(P). Ako je x(P) =
x(2P), tada je y(2P) = +y(P), §to znaci da je ili 2P = P ili 2P = —P. Prvi sluc¢aj bi dao
P = 0, adrugi daje 3P = O tj P je reda 3. Dakle, toCke reda 3 su karakterizirane uvjetom
x(P) = x(2P). Sada se samo trebamo sjetiti duplikacijske formule (I.7) i izjednaciti x-
koordinate:

x* = 2bx* — 8cx + b?

= & 3x* + 6bx* + 12cx — b* = 0.
YT TR+ dbx+ 4c romhor e

Uocimo da takav x ne moze zadovoljavati f(x) = O jer bi tada bilo y = 0, pa bi P bila
reda 2. Kako bismo dobili da imamo osam kompleksnih to¢aka reda 3, moramo pokazati
da g(x) = 3x* + 6bx* + 12cx — b? nema visestrukih nultocaka. Za to je dovoljno provjeriti
da g(x) i g’(x) nemaju zajednickih nultocaka. Ovdje ¢e nam lakSe biti raCunati pomocu
duplikacijske formule (1.8)), pa uvjet x(P) = x(2P) moZemo zapisati ovako:

_ S
X =

700 2x © 12xf(x) — f/(x)* =0,

pa imamo da je:
g(x) = 12xf(x) = f'()?,
g'(x) = 12xf"(x) + 12f(x) = 2" () f"(x).

Jasno je da je f”(x) = 6x, pa imamo zapravo:

g'(x) = 12f(x).

Sada zbog regularnosti f(x)1 f’(x) nemaju zajednickih nultocaka, pa ni g(x) i1 g’(x). Dakle,
imamo osam kompleksnih toCaka reda 3 1 jasno je sada da one s toCkom O tvore grupu
izomorfnu s Z/37Z & 7 /37Z. O

Mogli bismo ovako nastaviti dalje, no situacija bi postajala sve sloZenija za redove 4,
5, itd.

2.2 Grupa kompleksnih tocaka
Neka je E/Q elipti¢ka krivulja. Tada je ona dana kratkom Weierstrassovom formom y* =

x° + bx + ¢, a zamjenom y s 4y i x s 4x moZemo dobiti oblik y* = 4x* — g,x — g3, gdje
su g7,g3 € Q. Bit ¢e jasno zasto nam je ovaj oblik pogodan za ovo poglavlje. Cilj nam
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je odrediti grupovnu strukturu kompleksnih to¢aka na E, pa ¢e nakon toga biti jasno Sto je
pripadna torzijska grupa. Uvest ¢emo nekoliko novih pojmova kao Sto su elipticke funkcije
1 Weierstrassova funkcija. Takoder ¢emo rezultate dobivene ovdje iskoristiti za odredivanje
grupe realnih to¢aka u iducem dijelu. Vecinu stvari neéemo dokazivati, nego samo navesti
1 izvesti zakljuCke. Detalji 1 dokazi tvrdnji u ovoj sekciji mogu se pronaci u ([5], VI.).

Definicija 2.2.1. Neka su w;,w;, € C linearno nezavisni nad R. Skup dan s A = {njw; +
nawy : Ny, Ny € 7} zovemo resetka.

Definicija 2.2.2. Neka je A C Cresetkai f : C — C meromorfna funkcija koja zadovoljava
(VzeOWVwe ) [flz+w)=f(2).

Tada za f kaZemo da je elipticka funkcija.

Definicija 2.2.3. Neka je A C C reSetka. Weierstrassova ¢ funkcija s obzirom na A je

zadana redom
1 1 1
p2) = 2 -FZ:((z—cu)2 B E)

weA
w#0

Definicija 2.2.4. Neka je A C C resetkaik € N, k > 2. Eisensteinov red teZine 2k je red

G (A) = Z w2,

weA
w#0

Uz malo analize, moze se pokazati da vrijedi tvrdnja niZe.

Teorem 2.2.5. Neka je A € C resetka. Tada pripadni Eisensteinov red apsolutno konver-
gira za svaki k > 1. Red koji definira Weierstrassovu funkciju konvergira apsolutno i
uniformno na svakom kompaktnom podskupu od C \ A. Red definira meromorfnu funkciju
koja ima polove tocno u tockama iz A\ i oni su reda 2. Dodatno, Weierstrassova funkcija je
parna elipticka funkcija.

Igranjem s poretkom sumacije pokazuje se da vrijedi propozicija:

Propozicija 2.2.6. Laurentov red za 9 (z) oko z = 0 je dan s:
1 (o)
P =5+ ) @k+ 1) G,
k=1

Koristec¢i prethodnu propoziciju promatranjem Laurentovog reda se moze dobiti ovaj
vazan rezultat:
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Teorem 2.2.7. Za sve z € C\ A, Weierstrassova funkcija zadovoljava relaciju
9'(2)" = 49(2)° — 60G.49(2) — 140Gs.
Ako uvedemo oznake
82 = 82(A) = 60G4, g3 = g3(A) = 140G,

dobijamo relaciju
9'(2) = 40(2)* - 20(2) - gs.

Ovo sada podsjeca na oblik jednadZzbe elipticke krivulje kojeg smo naveli na pocetku
ove diskusije. Zasad znamo da ako imamo reSetku A C C, tada ona odreduje Weierstra-
ssovu funkciju i vrijednosti g, 1 g3. 1z gornje relacije vidi se da je za svaki z € C \ A tocka
P = (p(z), 9’ (2)) na krivulji y* = 4x> — g,x — g3. Ipak, jo§ uvijek nije jasno da je to elipticka
krivulja jer nismo jo§ garantirali regularnost. To pitanje rjeSava ova propozicija:

Propozicija 2.2.8. Neka je A C C i neka su g,, g3 definirani kao maloprije. Tada polinom
f(x) = 4x° — gox — g3 ima tri razlicite nultocke.

Ovime smo dobili da svaka reSetka daje jednu elipticku krivulju. Klju€no je da vrijedi
i obrat u obliku takozvanog uniformizacijskog teorema za elipticke krivulje:

Teorem 2.2.9. Za proizvoljne A, B € C takve da polinom f(x) = 4x* — Ax — B ima tri
razlicite nultocke postoji jedinstvena resetka A C C koja zadovoljava

&(A)=A, g(A) =B

Ako promatramo elipticke krivulje do na izomorfizam, resetka je jedinstvena do na homo-
tetiju tj. do na mnoZenje kompleksnim brojem razlic¢itim od 0.

Dosadasnje tvrdnje su dovoljne da se dokaZe teorem koji Ce razrijesiti pitanje grupovne
strukture kompleksnih to¢aka na elipti¢koj krivulji.

Teorem 2.2.10. Neka je elipticka krivulja dana jednadZbom y* = 4x> — g,x — g3 za neke
kompleksne g, i g3 i neka je A pripadna resetka. Tada je preslikavanje ¢ : C — E(C) dano
s
(9@, 9'(), z¢A
P(z) =
0, ZEAN

surjektivni homomorfizam grupa. Promatramo li pripadno kvocijentno preslikavanje na
C/A, dobijamo izomorfizam pa vrijedi E(C) = C/A.
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Sada je jasno koje su tocke konacénog reda. Vrijedi daje C/A = R/ZOR/Z = S'o
S (torus), pa je E(C),,s izomorfna direktnom produktu dviju kopija grupa kompleksnih
korijena iz jedinice.
Za proizvoljni n € N, promatrajmo skup E[n] = {P € E(C) : nP = O}. Jasno je da je on
podgrupa grupe svih kompleksnih to¢aka na E. Pomocu informacija koje zasad imamo,
nije nam teSko odrediti izgled te podgrupe. To ¢e nam biti korisno kasnije.

Korolar 2.2.11. Uz oznake kao do sada,
E[n]l = Z/nZ ® Z/nZ.

Dokaz. Jasno je da su elementi grupe R/Z ® R/Z koji pomnoZeni s n daju O upravo
(g +Z, % + Z) za a,b € Z. Jasno je da oni tvore grupu izomorfnu grupi Z/nZ & Z/nZ,
pa sada zbog E(C) = R/Z & R/Z slijedi tvrdnja. O

2.3 Grupa realnih tocaka

Koriste¢i prethodne rezultate, moZemo odrediti grupu realnih tocaka elipticke krivulje.
Jasno je iz formula zbrajanja tocaka da ako je elipticka krivulja definirana nad R ili Q
da njene realne tocke Cine grupu. Prvo ¢emo odrediti kako izgleda reSetka A koja odgovara
eliptickoj krivulji s realnim koeficijentima i zatim ¢emo zakljuciti kojim sve standardnim
grupama 1 pod kojim uvjetima moze biti izomorfna grupa realnih tocaka. Nakon toga,
sli¢no kao u kompleksnom slucaju, torzijsku grupu Ce biti lako odrediti.

Propozicija 2.3.1. Neka je E/R elipticka krivulja dana u obliku y* = 4x> — Ax — Bi A
pripadna resetka. Tada je A invarijantna na kompleksno konjugiranje.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i promotrimo konjugiranu resetku A’. Tada je iz ranije
danih formula za g, i g3 jasno da je g,(A’) = g2(A) = A = A, analogno za B. To je sada u
kontradikciji s teoremom 2.2.9 jer su A 1 A’ razlicite reSetke. O

Jasno je iz formule kojom je dana Weierstrassova funkcija da u sluc¢aju kad je A invari-
jantna na konjugiranje vrijedi

@) = @), 9@ =g Q.

To znaci da konjugirani kompleksni brojevi odgovaraju konjugiranim to¢kama na krivulji.
Trazimo realne tocke, pa nas zanimaju z € C takvi da z 1 z odgovaraju istim to¢kama.
Jasno je da svi Clanovi reSetke imaju to svojstvo, oni odgovaraju tocki O koju raCunamo
kao realnu (i racionalnu) to¢ku na E. Ako z nije Clan reSetke, kako je E(C) = C/A, mora
biti z = 7, gledano modulo A. Prije nego Sto pronademo takve z, malo ¢emo vise saznati o
strukturi reSetke koja je invarijantna na konjugiranje.
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Propozicija 2.3.2. Neka je A C C reSetka invarijantna na konjugiranje. Tada moZemo
uzeti da je jedan od generatora r € R, a drugi v € C koji zadovoljava v = —v + kr za neki
k €Z.

Dokaz. Neka je su w;, w, generatori za A i neka bez smanjenja opcenitosti w; nije Cisto
imaginaran. Tada je w; € A, pajeiw; + w; € A, no jasno je da je w; + w; € R. Imamo
dakle da je w; + w; = aw; + bw, za neke cijele a i b. Kako w; nije Cisto imaginaran, a
1 b nisu oba 0, pa moZemo pretpostaviti da su relativno prosti (inace samo podijelimo s
najveéim zajednickim djeliteljem). Stavimo r = aw; + bw,. Kako su a i b relativno prosti,

postoje cijeli brojevi cid takvida A = ima determinantu 1. Stavimo v = cw +dw,.

a ¢
b d
Sada je lako dobiti da se svaki Clan reSetke A moZe dobiti kao cjelobrojna kombinacija r i
v, npr. trazimo cijele k i / takve da je

kr + lv = mw; + nw;.
Uvrstavanjem se dobije da je to ekvivalentno s
a c|lk| _|m
b d||l| |n|

Kako je determinanta matrice sustava 1, rjeSenje je cjelobrojno pa r 1 v zaista generiraju

A. Znamo da mora biti v € A, paje v = Iv + kr, za neke cijele k 1 [. Nuzno je [ = —1 jer
r utjeCe samo na realni dio, a v nikako nije realan jer je nezavisan s r. Ovime je tvrdnja
dokazana. O

Sada moZemo odrediti koji su ¢lanovi grupe C/A invarijantni na konjugiranje.

Propozicija 2.3.3. Neka je A C C reSetka invarijantna na konjugiranje i neka su v, r, k
kao u prethodnoj propoziciji. Ako je k neparan, tada su tocno clanovi skupa S = {ar :
0 < a < 1} € C/A invarijantni na konugiranje. Ako je k paran, to su tocno c¢lanovi skupa
T={ar+bv:0<a<1,be{0,i}} CcC/A

Dokaz. Nekajez € C/A. Tadajez = ar+bvza0 < a,b < 1. Imamo z = ar + by =
ar + bkr — bv. Da bi u C/A vrijedilo z = z mora biti b = —=b 1 a = a + kb, gledano modulo
1. Slijedi da je b = % ili b = 0. Ako je b = 0, a mozZe biti bilo Sto izmedu 01 1. Ako
je k neparan, b = % ne dolazi u obzir, pa je tada traZzeni skup elemenata invarijantnih na
konjugiranje upravo § iz iskaza. Sli¢no zaklju¢imo za paran k da je trazeni skup upravo T
iz iskaza. m|

Kao §to smo prije zakljucili, elementi C/A invarijantni na konjugiranje ¢ine podrupu
koja odgovara grupi realnih tockaka krivulje. 1z prethodne propozicije vidimo da postoje
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dvije mogucénosti. U prvom slucaju (k neparan), grupa realnih tocaka je izomorfna s R/Z =
S!, audrugom slucaju s (R/Z) @ (Z/2Z) = S' & (Z/2Z). Jasno je da se oba slu¢aja mogu
dogoditi (samo odaberemo reSetku s parnim ili neparnim k i odredimo pripadne g, i g3), ali
jos$ nismo dali jasan odgovor kad nastupa koji slucaj. Karakterizacija preko parnosti & nije
dovoljno korisna.

Sjetimo se preslikavanja ¢ iz teorema 2.2.10. Ono je izomorfizam ako mu za domenu
uzmemo C/A, pa ako su r i v generatori za A kao i do sada, on tocke %, 3, 5" Salje u
tocke reda 2 na krivulji. Znamo od ranije da je y-koordinata tih to¢aka 0, pa imamo da su
0 (%) ) (%) , 9 (%V) sve razli¢ite nultotke polinoma f(x) = 4x* — g,x — g3. To¢no oni od
.3, 5" koji odgovaraju realnim nulto¢kama su invarijantni na konjugiranje. Ako je samo
5, imamo slucaj koji je nastupio za neparan k, inace onaj koji je nastupio za paran k. Sve
OVO moZemo sumirati ovim teoremom:

SIS

[38)
-

Teorem 2.3.4. Neka je E/Q elipticka krivulja dana jednadZbom y* = f(x) = 4x°> — g, x—gs.
Tada je ER) = S kada f ima jednu realnu nultocku, a ERR) = S' @ (Z/2Z) kada f ima
tri realne nultocke.



Poglavlje 3

Grupa racionalnih tocaka

3.1 Nagell-Lutzov teorem
Neka je kao i do sada E/Q elipticka krivulja zadana jednadZbom
Vv = f(x) =x +bx+c.

Promatrat ¢emo racionalne tocke na E (koje ocito tvore grupu) i dokazati neke vaZne
¢injenice o racionalnim tockama konacnog reda, s naglaskom na Nagell-Lutzov teorem
1 leme koje su potrebne u njegovom dokazu, ali i korisne same po sebi. Razmatrat ¢emo i
pitanje strukture torzijske grupe racionalnih tocaka, koje ¢e se pokazati znatno teZim nego
u kompleksnom i realnom slucaju.

Uo&imo da ako jednadZbu kojom je zadana krivulja pomnoZzimo s d°, za neki d € Z, a zatim
uvedemo zamjenu X = d?x, Y = d°y, jednadZba postaje:

Y2 = X3 + d*bX + d°.

Jasno je da moZemo odabrati d tako da nova jednadZzba ima cjelobrojne koeficijente. Zato
¢emo u ovom poglavlju pretpostaviti da su b i c cijeli. Oznaéimo s D = —4b> — 27¢?
diskriminantu polinoma f. Ona je razli¢ita od O jer f ima razliCite nultocke (regularnost).
Nije teSko dokazati ovu pomoénu tvrdnju:

Lema 3.1.1. Neka je P = (x,y) tocka na E takva da P i 2P imaju cjelobrojne koordinate.
Tada je y = 0 ili y*|D.
Dokaz. Pretpostavimo da je y # 0. Tada je 2P # O, pa je prema duplikacijskoj formuli

$(x) _ x*—2bx* —8cx + b?

P = T T At bt o)

13
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Kako je x(2P) cijeli broj, vrijedi 4y?|x* — 2bx?> — 8cx + b2, pa bi bilo dobro prikazati D kao
PXF(X) + f(X)G(X)
zaneke F, G € Z[x]. RaCunanjem moZemo dobiti da vrijedi
(X* = 2bX* — 8cX + b")(3X* +4b) + (X° + bX + ¢)(-3X’ + 5bX + 27¢) = -D.
Imamo da je f(x) = y? i ranije smo komentirali da y*|¢(x), pa slijedi y*|D. O

Sada ¢emo pokazati tvrdnju koja ¢e u kombinaciji s prethodnom lemom dati Nagell-
Lutzov teorem koji daje jednostavan i o€it nacin kako odrediti torzijsku grupu specificne
elipticke krivulje E/Q.

Teorem 3.1.2. Neka je P = (x,y) racionalna tocka na E konacnog reda. Tada P ima
cjelobrojne koordinate ili je P = O.

Dokaz. Neka je p prost broj i g € Q, g promatramo kao do kraja skracen razlomak. Pro-
matrajmo najvecu potenciju od p koja dijeli g, u oznaci v,(g). Ako je brojnik od g djeljiv
s p, tada je v,(g) jednak najvecoj potenciji od p koja dijeli brojnik (preciznije, njenom
eksponentu). Ako je nazivnik djeljiv s p, tada je v,(q) jednak negativnoj najvecoj potenciji
od p koja dijeli nazivnik. Inace, v,(g) = 0. Npr. v3 (%) =2,vs (%) =-1,v; (%) =0.

Sluc¢aj P = O je trivijalan, pa neka je P # O. Jasno je da Ce tvrdnja biti dokazana ako
dokaZemo da je za proizvoljan prost p vrijedi v,(x),v,(y) > 0. Pretpostavimo suprotno.
Rijesimo najprije slucaj kad je neka od koordinata od P jednaka 0. Ako je x = 0, onda je
y* €Z,akakojey € Q, znamoiy € Z. Ako je x # 0,y = 0, tada je x nulto¢ka normiranog
polinoma s cjelobrojnim koeficijantima i slijedi x € Z.

Neka je sada x,y # 0. Zato mozemo staviti v,(x) = v, v,(y) = v,. Tada je x = mp",
y = np™, gdje su m i n racionalni brojevi kojima ni brojnik ni nazivnik nisu djeljivi s p.
Ako uvrstimo to u jednadzbu za E, imamo da je

n’p™ = m’p® + bmp" + c.
Ako je barem jedan od v;, v, negativan, onda je 1 drugi. Zaista, ako je v; negativan, lako je
provjeriti da je v,(m*p*' + bmp" + ¢) = 3vy, a jasno je v,(n’p*?) = 2v,, pa su tada oba
negativni 1 vrijedi 3v; = 2v,. Obratno, ako je v, negativan, a v, pozitivan, tada nazivnik
desne strane nije djeljiv s p, ali lijeve jest. Dakle, v; 1 v, su oba negativni i vrijedi 3v; = 2v,
pa postoji v € N takav da je vi = —=2v, v, = =3v.

Promotrimo sada supstituciju ¢ = § s = )l Ona nije definirana ako je y = 0, no tada

je x> + bx + ¢ = 0 pa ako je x € Q, sigurno je i x € Z jer imamo normirani polinom.
Dakle, slucaj y = 0 je dokazan. Ako izuzmemo tocke reda 2, lako se provjeri da je ovo
bijektivno preslikavanje skupa to¢aka na krivulji u samog sebe. MoZemo staviti da se tocka
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u beskonacnosti preslikava u (0, 0). UoCimo da se pravci oblika x = k preslikavaju u pravce
t = ks 1 da se pravci oblika y = kx + [ preslikavaju u pravce 1 = kf + Is (samo podijelimo
prvu jednadzbu s y). Takoder uo¢imo da se tocke koje su medusobno inverzne s obzirom
na grupovnu operaciju na prvoj krivulji preslikavaju u tocke centralnosimetri¢ne s obzirom
na ishodiste na drugoj krivulji. Zato je grupovna operacija o¢uvana. Lako se dobije da je
jednadzba nove krivulje:

s =1 +bts* +cs’.

Iz v,(x) = =2v, v,(y) = —3v lako dobijemo v,() = v, v,(s) = 3v. Neka je sada C(p")
skup svih tocaka krivulje takav da je v,(s) > 3v,v,(t) > v. Neka su P = (¢,51) 1 P, =
(12, 52) dvije razliCite toCke iz C(p”). One obje zadovoljavaju jednadzbu krivulje, pa kada
ih oduzmemo, dobijemo da vrijedi:

3_3 2 2 33
§3 =81 = (t; — 1)) + b(tas; — t157) + c(s; — 57).
Cilj nam je dobiti izraz za nagib pravca kroz P; i1 P,, pa ima smisla preurediti izraz na ovaj
nacin:
33 2 2 _ 2 33
§p— 81 =(t; — 1)) + b((t — 1)) 55 + t1(s5 — 57)) + c(s55; — 57).
Kad bi bilo #; = #,, taj izraz bi nam dao:

(53— s1)(1 = bt (51 + 82) — c(s7 + 515 + 53)) = 0.

Posto su Py i P, razlicite, a t; = tp, mora biti 1 — bt;(sy + 52) — c(s7 + 5152 + s3) = 0, no lako
se vidi da je v,(1 = bri(s1 + 52) — c(s? + 5152 + 53)) = 0. Dakle, 1, # 1, pa moZemo grupirati
Clanove u preuredenom izrazu i sve podijeliti s #, — #;. dobijamo:

§2— 81 t§+l1l2+l%+bsg

L-t, 1- bti(s1 + $52) —c(s% + 515, + sg)'

Ako je Py = P,, nagib pravca koji spaja P; i P, je upravo nagib tangente u P; kojeg lako
dobijemo deriviranjem po ¢ 1 uvrStavanjem:
3tf + bs%
a= .
1 —2btys) — 3cs?

Uocimo da kada bismo u izraz za nagib u sluaju Py # P, uvrstili t; = £, 1 51 = 5;, dobili
bismo upravo formulu iz drugog slucaja, pa moZemo cijelo vrijeme koristiti prvu formulu.
Ve¢ smo komentirali da nazivnik u formuli za @ nikako nije 0, pa je jednadZzba pravca kroz
Py1 P, danas s = at + . Zato vrijedi s; = at; + . Trivijalno je provjeriti iz izraza za «
daje v,(a) > 2v. Kako znamo da je v,(s;) > 3viv,(t;) > v, lagano dobijamo v,(5) > 3v.
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Neka je P; = (#3, 53) trece sjeciSte pravca s = at + 8 s krivuljom. Tada su t,,1,, t;3 rjeSenja
jednadzbe
at+ B =t + bt(at + B)* + c(at + B)°,

odnosno, nakon sredivanja, to su rjeSenja jednadzbe
(1 4+ ba? + ca®)f* + (a8 + 2baf + 3ca’B)t* + (bB* + 3caf® — a)t + B’ — B = 0.

Bitno je uotiti da ovo zaista jest jednadZba treCeg stupnja jer je v,(1 + ba* + ca’) pa P;
zaista postoji. Vieteove formule sada kazu da vrijedi:

af + 2baf + 3ca* + 8

b+l =- 1+ ba? + ca’

Jasno je da je v,(t; + 1, + 13) > 3v. Zbog nalina na koji je grupovna operacija na krivulji
ocuvana, imamo da je P; + P, = (—t3,—s3), pa slijedi da za proizvoljne Py, P, inC(p")
vrijedi da p*' dijeli brojnik od

1(Py) + t(P) — t(Py + P)

. Ono Sto jos moZemo uoditi iz Vieteovih formula od maloprije je da moZemo zakljuciti da
je v,(13) > v, pa kada to ubacimo u jednadZbu pravca s = at+, dobijamo da je v,(s3) > 3v
paje Py + P> € C(p") tj. C(p") je grupa.

Vratimo se sada na tvrdnju teorema. Neka je P = (x, y) racionalna tocka reda m > 2. Neka
p 1 m. Pokazali smo da ako ona nije cjelobrojna, tada postoji prost broj p i v € N takav da
je v,(x) = =2viv,(y) = —3v. Tada je slika tocke P pri promatranoj supstituciji u C(p"*), ali
nije u C(p"*!). Primijenimo li ranije dokazanu tvrdnju da je za P, P, € C(p")

t(P)) + t(Py) = t(P, + Py)  (modp™),

dobijamo da je:
0 = t(mP) = mt(P) (modp™).

Kako p { m, imamo da je #(P) = 0 (modp®), no iz vp(x) = =2viv,(y) = —3v slijedi
v,(t(P)) = v, kontradikcija.

Neka sada p|lm pa je m = pn. Promotrimo tocku P* = nP. Jasno je da je ona reda p.
Uoc¢imo da je svakako slika tocke P u C(p), pa je tamo i slika tocke P’. Sada slicno kao
ranije odaberemo v € N takav da je v,(x(P’)) = =2viv,(y(P")) = —3v pa je slika toCke P’
u C(p"), ali ne u C(p**"). Sada je kao i ranije:

0=t(pP') = pt(P") (modp®).

To znaci da je v,(#(P")) > 3v — 1. No, imamo da je v,(#(P")) = vijasnojedaje 3v—1>v
zav € N. Ovo je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da P ima cjelobrojne koordinate. i
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Sada je lako zakljuciti da vrijedi Nagell-Lutzov teorem:

Teorem 3.1.3 (Nagell-Lutz). Neka je E elipticka krivulja dana jednadZbom y* = x> +bx+c
gdje su b,c € Z. Neka je D = —4b* — 27¢?* diskriminanta pripadnog polinoma i P = (x,y)
racionalna tocka na E konacnog reda. Tada P ima cjelobrojne koordinate i vrijedi y = 0
ili y*|D.

Dokaz. Ako je P konacnog reda, onda je i 2P konacnog reda, pa obje imaju cjelobrojne
koordinate. Sada iz leme 2.4.1 slijedi y = 0 ili y*|D. i

3.2 Mordell-Weilov i Mazurov teorem

Svakako je vazno spomenuti Mordell-Weilov i Mazurov teorem. Ta dva teorema se bave
pitanjem grupovne strukture racionalnih to¢aka na E/Q, kao i pitanjem mogucih torzijskih
grupa. Dokazi ova dva teorema su nesto sloZeniji, pogotovo Mazurovog teorema, pa ih ne
ukljuujemo u ovaj rad. Ve€ iz Nagell-Lutzovog teorema je jasno da je E(Q),,,s konacna.
Ipak, vrijedi i mnogo viSe od toga i to nam govori Mordell-Weilov teorem.

Teorem 3.2.1 (Mordell-Weil). Neka je K C C konacnodimenzionalno prosirenje od Q i
E/K elipticka krivulja. Tada je E(K) konacno generirana.

Dokaz ze moZe naci u ([Sl], VIII). Iz Mordell-Weilovog teorema i teorema o strukturi
konac¢no generiranih Abelovih grupa mozemo lagano zakljuciti da vrijede ove dvije rela-
cije:

E(K) = E(K)iors ®Z',
E(K)tors = Zm1 @ Zmz - ka, ml|m2| cee |mk-

Broj r iz gornje relacije zovemo rang elipticke krivulje. Ve¢ s tim informacijama moZemo
naslutiti kako izgleda E(K),,,s. Posebno, zakljucci ¢e vrijeditii za K = Q.

Propozicija 3.2.2. Neka je K C C konacnodimenzionalno proSirenje od Q i E/K elipticka
krivulja. Tada je E(K),,s = Z/mZ & Z/mnZ za neke m,n € N.

Dokaz. Znamo daje E(K)yprs = Zy, ®Z,®" - DLy, milmyl. .. |my i moZemo pretpostaviti
m; > 1. Sjetimo se da smo dok smo promatrali kompleksne tocke na krivulji pokazali da
je E[n] = Z/nZ ® Z/nZ. Kad bi bilo k > 3 bilo bi E[m] > Z/mZ & Z/m\Z & Z/m\Z pa
slijedi tvrdnja propozicije. O

Ipak, vrijedi mnogo jaca tvrdnja. Mazur je 1978. pokazao da je lista kandidata za
E(Q)rors mnogo kraca.
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Teorem 3.2.3 (Mazur). Neka je E/Q elipticka krivulja. Tada je E(Q),,,s izomorfna jednoj
od ovih grupa:
Zlnz, nef{l,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12},

2228 Z/2nZ, ne€{l,2,3,4}.

3.3 Odredivanje torzijske grupe specificne elipticke
krivulje

Jasno je da nam Nagell-Lutzov teorem daje jednostavan naCin odredivanja torzijske grupe
specificne elipticke krivulje. Ipak, ako je D prevelik, taj pristup mozda nije dovoljno brz.
Postoje mnoge napredne metode za to, ovdje cemo prikazati jednu jednostavnu koja Ce
koristiti elipticke krivulje nad konacnim poljima. Sjetimo se da smo za transformaciju kri-
vulje u kratku Weierstrassovu formu morali prepostaviti da je karakteristika promatranog
polja razli¢ita od 2 i 3. Do sada je to uvijek bila istina. Promatrat ¢emo poljaF, za p > 5
prost. Neka je elipticka krivulja E zadana jednadZbom

v =x+bx+c,

pri Cemu su b i c cijeli. Ako je P = (x,y) tocka kona¢nog reda na njoj, onda su x iy cijeli i
vrijedi .

V=X +bx+7,
gdje x oznacava ostatak koji x daje pri dijeljenju s p. Ima smisla promatrati krivulju E’
definiranu nad F, danu jednadZbom

Ostaje pitanje regularnosti tj. definira li ta jednadzba zaista eliptiCku krivulju nad FF,. Do-
voljan uvjet za to je da diskriminanta polinoma x> +bx +¢ nije 0 u polju F, tj. da diskrimi-
nanta polinoma x* + bx + ¢ nije djeljiva s p. Tada ako na E’/F, promatramo skup E’(F,),
dobijamo grupovnu strukturu s istim formulama za zbrajanje to¢aka koje smo naveli na
samom pocetku.

Promotrimo preslikavanje p,, : E(Q)srs — E'(F),) zadano s:

xy, P=(xy)

PoP) = {5, P=o0.

Propozicija 3.3.1. Neka su E/Qi E'[F,ip, : E(Q)s — E'(F,) dani kao ranije, uz p > 5
i p 1 D. Tada je p, homomorfizam.
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Dokaz. Trivijalno je vidjeti da vrijedi
=@ =~

pa se inverzne tocke Salju u inverzne.

Neka je Py + P, + P; = O. Ako pokaZemo da je tada E + F; + ﬁ; = 5, bit ¢emo gotovi jer
smo provjerili da se inverzi Salju u inverze (samo prebacimo P; na drugu stranu). Ako je
neka od Py, P,, P; jednaka O, tvrdnja slijedi iz dokazane tvrdnje za inverzne tocke. Inace,
moZemo tim to¢kama pridijeliti koordinate:

Py = (x1,51), P2 = (x2,¥2), P3 = (x3,¥3).

Kako je P; + P, = —P3, zbog pravila zbrajanja to€aka na E, one su kolinearne i leze na
pravcu y = kx + [. Ako to kombiniramo s formulom zbrajanja tocaka P; i P,, dobijamo da
vrijedi:

X3:k2—X1—X2, y3:kX3+l.
Sjetimo se da Py, P,, P3 imaju cjelobrojne koordinate pa su k, [ € Q. 1z gornjih jednakosti
je jasno da je k> € Z, pa je k € Z pa je trivijalno i [ € Z. Sada imamo da vrijedi

X +bx+c—kx+D?=(x—x)(x—x)(x—2x3)

jer Py, P,, Pslezeina Einay = kx+ [ pa su upravo to nultocke polinoma na lijevoj strani.
Sada, kako su svi brojevi koji nam se pojavljuju cijeli, moZemo napraviti redukciju modulo
p 1 dobiti:

CAbx+T—(kx+ D =(x-)x-%)x—-%), yi=ka+l, i=1273.

Dakle, pravac y = kx+1 sijeCe E” upravo u Py, P, P3, pa zbog pravila zbrajanja tocaka na
E’ (iste formule kao i za E) slijedi P, + P, + P3 = 0. Dakle, p,, je homomorfizam. |

Propozicija 3.3.2. Uz oznake kao do sadaiuz p 1 D, p, : E(Q)ors — E'(F)) je injekcija.

Dokaz. Neka je P € E(Q)rs 1 P # O. Tada je P = (x,y) za neke cijele x,y. Zato je
= (x,y) # 0. Zato je Ker(p,) = O pa je p, injekcija. |

Sada direktno iz ovoga dobijamo novu tvrdnju.
Propozicija 3.3.3. Neka je E/Q elipticka krivulja dana jednadZbom y* = x* + bx + ¢ gdje
su b,c € Z. Neka je p > 5 prost takav da p ¥ D. Neka je E’[F, elipticka krivulja dana

jednadzbom y* = x* +bx+7. Tada Jje E(Q)ors izomorfna podgrupi grupe E'(F),) i posebno
vrijedi |E(Q)os| | 1E"(Fp)l-
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Imajmo na umu da relacija |E(Q)ys| | |E'(Fp)| ima smisla jer znamo da je E(Q);ors
konac¢na. Da bi ova propozicija bila primjenjiva, treba nam nacin odredivanja |E’(F,)|.
Lako je nac¢i formulu za red te grupe preko Legendreovih simbola.

Propozicija 3.3.4. Neka je p prost i E[F, elipticka krivulja dana jednadzbom y* = x* +
bx + c. Tada je:
(x3 +bx + c)

EF)l =p+1+ ) .

x€F,

Dokaz. Svaki x € F, daje (%ﬁl toCaka u E(F,). Zbrajanjem tih brojeva i dodavanjem
tocke O dobijamo trazenu formulu. O

Primjer 3.3.5. Odredimo E(Q),,,s za E/Q danu s:
v =x°+ 18x + 72.

Rjesenje. Imamo da je pripadna diskriminanta D = 4 - 18% + 27 - 72% = 163296 pa bi nam
trebalo malo viSe vremena da torzijsku grupu odredimo pomocéu Nagell-Lutzova teorema.
Ako reduciramo krivulju modulo 5 i 11, §to moZemo, jer to nisu djelitelji diskriminante,
koristeci gornju formulu dobijemo |E(Fs)| = 51 |E(F;;)| = 8. Sada slijedi

|E(Qrors| | M(5, 8)

paje E(Q), trivijalna. O



Poglavlje 4

Torzija nad poljima algebarskih brojeva

Promatrali smo situaciju za kompleksne, realne i racionalne tocke pa je svakako prirodno
pitati se kako moZe izgledati torzijska grupa racionalne elipticke krivulje nad nekim poljem
algebarskih brojeva. MoZe nas zanimati odgovor na to pitanje za neko specifi¢no polje ili
mozda za sva polja odredenog stupnja proSirenja nad Q. Kad ve¢ razmisljamo o algebar-
skim brojevima, prirodno je razmisliti i o transcendentnim i mozda se pitati kako moze
izgledati E(Q(7));ors- Tim 1 slicnim pitanjima bavimo se u ovom poglavlju.

4.1 Elipticke krivulje i Galoisova proSirenja

U ovoj kratkoj sekciji, za K € C, gdje je K konacnodimenzionalno proSirenje od Q, defini-
rat cemo djelovanje Galoisove grupe Gal(K/Q) na tocke iz E(K) 1 dokazati neka njegova
svojstva koja ¢e nam biti vrlo bitna uskoro. Takoder se moZemo pitati kakve koordinate
mogu imati tocke konacnog reda na E. Ovdje ¢emo pokazati da koordinate moraju biti
algebarski brojevi.

Propozicija 4.1.1. Neka je E/Q elipticka krivulja i K Galoisovo prosirenje od Q. Za svaku
P e E(K)io € Gal(K/Q) definirajmo:

(c(x),o(),  P=(x)y)

F :J(P):{o, P=o.

Tada je gornjom definicijom dano djelovanje Gal(K/Q) na E(K) i dodatno vrijedi:
o(P+Q)=0(P)+0(Q), 0o(=P)=-0(P),

zasve P,Q € E(K)io € Gal(K/Q).

21



POGLAVLIJE 4. TORZIJA NAD POLJIMA ALGEBARSKIH BROJEVA 22

Dokaz. Daje P” € E(K) se vidi trivijalno djelovanjem sa o na jednakost y* = x* + bx +c i
iz ¢injenise da o fiksira Q. Takoder je jasno da je (o7)(P) = o(7(P)) i da identiteta fiksira
svaku tocku P pa zaista imamo djelovanje.

o(P+ Q) =0(P)+0(Q)io(—P) = —0(P) se moze provjeriti lagano pomocu formula za
zbrajanje tocCaka. O

Propozicija 4.1.2. Djelovanje definirano u prethodnoj propoziciji cuva red tocaka iz E(K).

Dokaz. Neka je P € E(K) reda n. Tada je za o € Gal(K/Q):
O =0(0) = oc(nP) = no(P).

Zato je red od o(P) djelitelj od n. Pretpostavimo da je taj red m. Tada je mo(P) = o(mP) =
0, no zbog definicije djelovanja to znaci da je mP = O paje m = n. |

Propozicija 4.1.3. Neka je E/Q elipticka krivulja i P € E[n]. Tada su koordinate od P
algebarski brojevi nad Q i prosirenje Q(E[n])/Q je Galoisovo.

Dokaz. Promatrajmo Q-ulaganja od Q(E[n]) u C. Posto fiksiraju Q, analogno kao u gor-
njim propoziciji vrijedi o(P + Q) = o(P) + o(Q) pa svako takvo ulaganje Cuva red tocke
(iako joS ne znamo da je proSirenje Galoisovo). Dakle, ako je o : Q(E[n]) — C neko
Q-ulaganje i P € E[n], tada je i P € E[n]. Ovo znaci da svaki o permutira tocke iz E[n]
pa ih ima najvise kona¢no mnogo, Sto znaci da je dano proSirenje kona¢nodimenzionalno,
pa i algebarsko. Zato su koordinate tocaka iz E[n] algebarski brojevi nad Q. Dodatno,
kako svaki o permutira tocke, to svaki o Salje generatore proSirenja u generatore pa je
o (Q(E[n]) € Q(E[n)), sto je dovoljno da zaklju€¢imo da je proSirenje Galoisovo. |

4.2 Weilovo sparivanje

Sli¢no kao i ranije, neka je K € C kona¢nodimenzionalno proSirenje od Q1 E/K elipticka
krivulja. Vidjeli smo ranije da smo promatranjem grupa E[m] doSli do nekih manjih za-
klju¢aka o mogucem izgledu grupe E(K),,s. Ozna¢imo s p,, grupum-tih korijena iz je-
dinice. Ispostavlja se da je koriStenjem alata algebarske geometrije moguce konstruirati
preslikavanje e,, : E[m] X E[m] — u,, koje zovemo Weilovim e,,-sparivanjem. Pokazuje
se da tako konstruirano preslikavanje zadovoljava neka vazna svojstva.

Propozicija 4.2.1. Weilovo e,,-sparivanje na E /K zadovoljava sljedeca svojstva:

(a)
en(S1+82,T) =eu(S1,Den(S2,T), (¥ 81,852, T € E[m])

en(S,T1 +T2) = en(S, T1)en(S, T2), (Y S,T1,T, € E[m])
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(D)
en(T,TY=1, (¥ T € E[m])
(c)
(VS € E[m])(en(S,T)=1)=>T =0
(d) _
en(S,T) = e,(S7,T7), (¥ o€ Gal(K/K))
(e)

en(S,T)=e,kS,T), (¥ S € E[mk],T € E[m]).

Napomena 4.2.2. K oznacava algebarski zatvara od K. Vrijedi da je proSirenje K/K
Galoisovo ako i samo ako je K savrSeno polje. U nasem slucaju je char(K) = 0 pa je to
zadovoljeno i oznaka Gal(K /K) ima smisla.

Propozicija 4.2.3. Uz oznake kao i do sada, e, je surjektivno. Dodatno, ako je E[m] C
E(K), onda je i pu,, C K.

Dokaz. Svojstva (a), (b) impliciraju da vrijedi
L=e,(S +T,85 +T)=e,(S,S)en(T,T)e,(S,T)e,(T,S) = eu(S,T)eu(T,S),

odnosno vrijedi e,,(S, T) = e,,(T,S)!. Uzmimo bazu za E[m] S |, T, i neka je e,,(S |, T}) =
u. Tada je e, ([alS| + [Ty, [c]S | + [d]T)) = pu“~"¢. Sada lako slijedi da je slika presli-
kavanja e,, podgrupa od p,,. Neka je ta slika g, gdje dlm. Tada imamo za proizvoljne
S, T € E[m]:

1 =eu(S,T) = e,([d]S,T).

T je proizvoljan pa zbog svojstva (c) slijedi da je [d]S = O zasvaki §S. Iz toga slijedid = m
pa je surjektivnost dokazana.
Ako je E[m] € E(K), onda imamo:

en(S,T)” = en(S7,T7) = en(S,T).
Kako gornje vrijedi za sve o € Gal(K/K), slijedi e,,(S,T) € K tj. p,, € K. O

Ova tvrdnja moze pomoc¢i u eliminaciji mnogih kandidata za E(K),,,;. Npr. ve¢ s ovim
mozemo znacajno suziti izbor kandidata za E(Q),,,s kad je E definirana nad Q, iako se ne
mozemo pribliziti Mazurovom teoremu.
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Korolar 4.2.4. Neka je E/Q elipticka krivulja definirana nad Q. Tada je E(Q),,,s izomor-
fna jednoj od ovih grupa:
Z/nZ, neN,

Z[2Z.&7Z/2nZ, n€N.
Dokaz. Ranije smo pokazali da je
EQ)iors = Z/mZ ®Z/mnZ, m,n €< N.

Slijedi da je E[m] € E(Q) pa je p,, € Q. Kako su jedini racionalni korijeni jedinice 11 —1,
zakljuCujemo m € {1, 2}. O

Cilj nam je pokazati joS jednu tvrdnju koja moze biti od velike koristi u eliminaciji
potencijalnih kandidata za E(K),,,s. Prije nego Sto dodemo do nje, morat ¢emo definirati
Galoisovu reprezentaciju.

Definicija 4.2.5. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je {P, Q} baza za E[n], gdje je n € N.
Za svaki o € Gal(Q/Q) stavimo:

P = a(TP +ﬁ0'Q’ QO— = 70'P + 60’Q

Tada preslikavanje pg, Gal(@/ Q) - GLy(Z/nZ) dano s:

oo =[5 7]

zovemo modulo n Galoisova reprezentacija pridruzena E.

Direktnom provjerom se lako pokazuje da je Galoisova reprezentacija homomorfizam
grupa. Galoisova reprezentacija je u direktnoj vezi s Weilovim sparivanjem, Sto se vidi
kroz ovu propoziciju:

Propozicija 4.2.6. Neka je E/Q elipticka krivulja, n € N i { n-ti korijen iz jedinice. Tada
za svaki o € Gal(Q(E[n]/Q) vrijedi

o) = é*detPE,n(fr),
gdje je pg, modulo n Galoisova reprezentacija pridruZena E.

Dokaz. Neka je {P, Q} baza za E[n]. Jasno je iz dokaza prethodne propozicije da je slika
Weilovog sparivanja e, generirana s e,(P, Q). Tada je e,(P, Q) = £, primitivni n-ti korijen iz
jedinice zbog surjektivnosti Weilovog sparivanja. Sada za proizvoljni o € Gal(Q(E[n]/Q)
imamo:

P’ =aP+bQ, Q7 =cP+dQ.
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Identi¢no kao u prethodnoj propoziciji imamo

e,(P”, Q%) = e,([alP + [b]O, [c]P + [d]0) = {Zd_bc _ {rtlle‘tpE,n(a')'

Zbog Galois-invarijantnosti Weilovog preslikavanja je:
en(P7, Q%) = e,(P, Q)7 = (&),
Sto je 1 trebalo pokazati. O
Sada imamo dovoljno sredstava da dokaZemo sljedecu propoziciju:

Propozicija 4.2.7. Neka je E/Q elipticka krivulja, n € N i K C C konacnodimenzionalno
Galoisovo prosirenje od Q. Neka je E(K)[n] = Z/nZ i P € E(K) tocka reda n.
Tada vrijedi:

[Q(P) : Q1 | M(g(n), [K : Q)),

gdje M(-,-) oznacava najvecu zajednicku mjeru, a ¢ je Eulerova funkcija.

Dokaz. Neka je P tocka reda n s koordinatama iz K. Tada moZemo uzeti Q € E[n] takvu
da je {P, Q} baza za E[n]. Promotrimo Galoisovu reprezentaciju modulo n pridruZenu E:

p : Gal(Q/Q) — GLy(Z/nZ).

Neka je o € Gal(K/Q). Tada je P” = aP+SQ zaneke a, B € Z/nZ jer djelovanje sa o na P
cuva red tocke. Jasno je da je P7 — aP = SQ iz Cega slijedi BQ € E(K). Kad bi bilo g # 0,
grupa E(K)[n] bi bila veéa od Z/nZ. Dakle, g = 0, pa je P € (P) za sve o € Gal(K/Q).
Dodatno, zbog oCuvanja reda, gornji @ mora biti iz (Z/nZ)*.

Kako se restrikcijskim preslikavanjem dobije da vrijedi Gal(K/Q) = Gal(@/ Q)/ Gal(@/ K),
imamo da je P” € (P) za sve o € Gal(Q/Q). Zato je za svaki o € Gal(Q/Q):

_[p(o) T(0)
p(ff)—( 0 w(a))’

pri ¢emu su @, ¥, T : Gal(@/Q) — Z/nZ, a ¢, suhomomorfizmi sa slikom u (Z/nZ)*.
Znamo da je P7 = gP & ¢(0) = g, za sve 0 € Gal(Q/Q). Zato imamo da je:

[ Im(p)| = {P7 : 0 € Gal(K/Q)}| = |0Orb(P)|.

Jasno je da je Stab(P) = Gal(K/Q(P)), pa je po teoremu o orbiti i stabilizatoru:

|Gal(K/Q)|
I =————=[Q(P): Q]
| Im(e)| Gal(K/QP))| [Q(P) : Q]

S druge strane, jasno je da je Im(yp) < (Z/nZ)* pa vrijedi:

[Q(P) : Q] | ¢(n).
[Q(P) : Q] | [K : Q] je trivijalno pa je tvrdnja dokazana. O
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4.3 Torzija nad jednim ciklotomskim poljem

Neki korisni rezultati

Nedavno su odredene sve moguce strukture torzijske grupe racionalne elipticke krivulje
nad Q“, gdje je Q> = Q({¢, : n € N}) maksimalno Abelovo prosirenje od Q (¢, oznadava
primitivni n-ti korijen iz jedinice). Takoder je poznato kako moZze izgledati torzijska grupa
racionalne elipticke krivulje nad proSirenjima od Q malog stupnja. Ve¢ s tim rezultatima
1 nekim tvrdnjama dokazanim u ovom radu moZemo pokusati dati odgovor na pitanje o
strukturi torzijske grupe nad nekim specifi¢nim poljima. IskaZimo najprije spomenute te-
oreme.

Teorem 4.3.1. Neka je E/Q racionalna elipticka krivulja i K/Q prosirenje stupnja 2. Tada
je E(K),,s izomorfno jednoj od sljedecih grupa:

Z/mz, m=1,2,...,9,10,12,15,16
Z[2Z®Z[2mZ, m=1,2,3,4,5,6
Z|3Z®Z[3mZ, m=1,2
Z|AZ & Z]AZ.

Dodatno, svaka od danih grupa se zaista pojavi u beskonacno mnogo slucajeva, osim
Z[15Z koja se javlja u samo konacno mnogo slucajeva i to samo nad kvadratnim proSirenjima

Q(V5) i Q(V-15).
Dokaz. Dokaz se nalazi u ([4]], teorem 2). O

Teorem 4.3.2. Neka je E/Q racionalna elipticka krivulja i K/Q proSirenje stupnja 2. Tada
je E(Q®),,,., izomorfno jednoj od sljedeéih grupa:

Z/mz, m=1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,25,27,37,43,67,163
Z]2Z®Z/2mZ, m=1,2,...,8,9
Z/3Z®7Z/3mZ, m=1,3
Z[AZ ® Z]4mZ, m=1,2,3,4
Z|5Z & Z]5Z
Z|6Z & Z]6Z
7|87 & 7] 8Z.

Dokaz. Dokaz je iznesen u [1]. O

Glavne tvrdnje koje se koriste u dokazu teorema 4.3.2. se ticu izogenija na elipti¢kim
krivuljama i te tvrdnje same za sebe mogu biti vrlo korisne pa ¢emo ih navesti.
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Definicija 4.3.3. Neka su E, i E, elipticke krivulje. Izogenija s E\ na E, je morfizam
v Ey — E; koji zadovoljava y(O,) = O,, gdje su Oy i O, pripadni neutralni elementi.
Ako je r netrivijalan, kazemo da su E, i E, izogene elipticke krivulje.

Definicija 4.3.4. Neka su E, i E, elipticke krivulje i  izogenija izmedu njih. Za  kaZemo
da je Q-racionalna ciklicna n-izogenija ako joj je jezgra ciklicka grupa reda n i ako je
definirana nad Q kao morfizam. Tada ¢emo u nastavku skraceno govoriti da E, ima n-
izogeniju nad Q.

Vrijedi sljedeca tvrdnja:

Propozicija 4.3.5. Neka je E elipticka krivulja i G bilo koja njena konacna podgrupa.
Tada postoji elipticka krivulja E' i izogenija  : E — E’ ija je jezgra G. Posebno, ako je
E definirana nad nekim poljem K i G je stabilan pod djelovanjem Gal(K | K), moZe se uzeti
da sui E' i definirani nad K.

Dodatni materijali o izogenijama, kao i dokaz ove tvrdnje, mogu se naci u ([5]], I11.4).
Sada moZemo dokazati ovu tvrdnju:

Propozicija 4.3.6. Neka je K C C Galoisovo prosirenje od Q i neka je E/Q elipticka
krivulja za koju vrijedi E(K ),y = Z/mZ ® Z/mnZ. Tada E ima n-izogeniju nad Q.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji, dovoljno je pronaci ciklicku podgrupu toc¢aka koja
Ce biti stabilna pod djelovanjem Gal(Q/Q). Uzmimo tocku P € E(K) reda mn i neka je
{P, Q} baza za E[mn]. Za o € Gal(Q/Q) tada zbog oCuvanja reda vrijedi:

P? =aP + bQ.
Kako je K Galoisovo proSirenje, vrijedi o(K) = K. Sada je sli¢no kao u propoziciji 4.2.7:
P? —aP = bQ € E(K).
PomnoZimo i to s m, na desnoj strani dobijemo O jer je nuzno bQ € E[m] zbog strukture
E(K)ors- Dakle, za P € E(K) reda mn vrijedi (mP)” = (ma)P = a(mP). Ovo znaci
da je grupa (mP) stabilna pri djelovanju Gal(Q/Q), a jasno je da je reda n pa je tvrdnja
dokazana. O

Takoder vrijedi 1 ovaj teorem koji se na ocit nacin moZze kombinirati s upravo dokaza-
nom tvrdnjom kako bi se eliminirali neki kandidati za torzijsku grupu:

Teorem 4.3.7. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka ona ima n-izogeniju nad Q. Tada je
n<19iline{21,25,27,37,43,67,163}.

Vise o ovom teoremu se moze naci u [2]. Korisnost propozicije 4.3.6 lezi u ¢injenici da
Cak 1 kad se pojavi izogenija koja nije iskljuena gornjim teoremom, ona moZe znacajno
smanjiti skup eliptickih krivulja koje potencijalno mogu dati odredenu torzijsku grupu nad
K.
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Torzija nad Q({;)

MoZemo se npr. pitati cemu moze biti izomorfno E(Q({11)).rs za elipticku krivulju E/Q.
Imajmo na umu da je to proSirenje Galoisovo i stupnja 10. Vidjet ¢emo da ¢emo kombina-
cijom dosadasnjih rezultata brzo eliminirati vecinu kandidata. Jasno je da su kandidati za
torzijsku grupu u ovom slucaju sve podgrupe grupa iz upravo iskazanog teorema. Korak
po korak ¢emo pokusSati eliminirati Sto viSe kandidata.

Propozicija 4.3.8. Neka je E/Q eilpticka krivulja. Tada je E(Q({11))s0rs izomorfna jednoj
od sljedecih grupa (ne pojavljuju se nuZno sve):

Z/mzZ, m=1,2,3,...18,19,21,25,27,37,43,67,163
Z2Z®Z/2mZ, m=1,2,...,8,0.

Dokaz. Pretpostavimo da je E(Q(L11))wrs & Z/nZ & Z/mnZ. Tada je E[n] € E(Q({11)) pa
zbog egzistencije Weilovog sparivanja slijedi £, € Q({;;). No, jedini korijeni iz jedinice u
Q(£q1) su 22. korijeni iz jedinice, pa je n € {1,2,11,22}. Promatranjem popisa iz teorema
4.3.2. 1 uzimajuci u obzir dobivene mogucnosti za n, jasno je da su jedine preostale grupe
kandidati upravo one iz iskaza. O

Weilovo sparivanje znacajno je suzilo izbor. PokuSajmo upotrijebiti neku drugu ranije
dokazanu tvrdnju kako bismo dodatno smanjili popis kandidata.

Propozicija 4.3.9. Neka je E/Q eilpticka krivulja. Tada je E(Q({11))wrs hije izomorfna
nijednoj od sljedecih grupa:

Z/mz, m=13,14,15,17,18,19,21,27,37,43,67,163.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. E(Q({11))wrs = Z/mZ za neki m iz iskaza. Tada je
E(Q(£11))[m] = Z/mZ pa moZemo iskoristiti propoziciju 4.2.7. Ako je P tocka reda m,
tada imamo (jer je stupanj proSirenja 10):

[Q(P) : Q] | M(¢(m), 10),

gdje ¢ oznacava Eulerovu funkciju. Lako je provjeriti uvrStavanjem da za sve m iz iskaza
ovo daje relaciju:

[Q(P) - Q] | 2.

Dakle, pripadna torzijska grupa se postize ve¢ nad kvadratnim proSirenjem, Sto je ne-
moguce prema teoremu 4.3.1., osim za m = 15. No, u tom istom teoremu smo vidjeli
da bi tada moralo biti Q(P) = Q(V5) ili Q(P) = Q(V-15). Kako je jedino kvadratno
meduprosirenje od Q(¢,;) polje Q( V-11), slu¢aj m = 15 je takoder nemogu. O
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Napomena 4.3.10. Neka je p prost broj i Q({,) p-to ciklotomsko polje. Q({,) ima je-
dinstveno meduprosirenje svakog stupnja koji dijeli p — 1 jer je Gal(Q({,)/Q) = (Z/pZ)*.
Dodatno, jedinstveno kvadratno proSirenje je upravo Q(~/xp), gdje '+ znak stoji ako i
samo ako je p oblika 4k + 1. Detaljnije o ovome se moZe naci u ([3|], poglavlje 2).

Propozicija 4.3.11. Neka je E/Q eilpticka krivulja. Tada je E(Q({11))wrs Nije izomorfna
nijednoj od grupa:

7/2Z & Z/14Z,
7/27®Z/16Z,
7/)2Z & Z/18Z.

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnju za Z/27Z & Z/16Z, ostale se dokazuju potpuno analogno.
Donekle ¢emo imitirati dokaz propozicije 4.2.7. Pretpostavimo suprotno. Neka je P €
E(Q({y1)) reda 16 1 neka je {P, Q} baza za E[16]. Uzmimo o € Gal(Q({11)/Q). Zbog
cuvanja reda imamo P’ = aP + bQ, odnosno vrijedi P7 —aP = bQ € E(Q({11)). 1z toga
slijedi da je b € {0, 8}. MnoZenjem svega s 2 (u smislu zbrajanja tocaka), dobijamo da je
2P)" = a(2P).

Stavimo R = 2P,§ = 2Q. Tada je {R,S} baza za E[8] i vrijedi R” = aR. Sada moZemo
nastaviti kao 1 u dokazu propozicije 4.2.7. i zakljuciti:

[Q(2P) : Q] | ¢(8) = 4.

To znaci da je Q(2P) trivijalno ili kvadratno proSirenje od Q, jer mora dijeliti 1 10. Dokazimo
da iz toga slijedi da je 1 Q(P) trivijalno ili kvadratno proSirenje od Q.

Sjetimo se duplikacijske formule i stavimo x(P) = x i neka je krivulja dana jednadZbom
y?> = x* + bx + c¢. Kako je 2P # O, nemamo nulu u nazivniku duplikacijske formule pa
moZemo pomnoZiti s njim i dobiti relaciju:

x* = 4x(2P)x> — 2bx* — (8¢ + 4bx(2P))x + b* — 4cx(2P) = 0.

jasno je da je Q(x(2P)) potpolje od Q(x(P)). Ovo je polinom Cetvrtog stupnja s koeficijen-
tima iz Q(x(2P)) i jedna njegova nultocka je x(P), pa je [Q(x(P)) : Q(x(2P))] < 4. Jasno je
prema ranije pokazanome da je [Q(x(2P)) : Q] < 2, pa je [Q(x(P)) : Q] < 8, ali je vidljivo
da ne moze biti djeljivo s 5, pa je Q(x(P)) trivijalno ili kvadratno proSirenje od Q. Znamo
i da vrijedi:
Y(P)’ = x(P)* = bx(P) — ¢ = 0,

paje [Q(P) : Q(x(P))] < 2. Zato je [Q(P) : Q] < 4, ali kako mora dijeliti 10, slijedi da je
Q(P) prosirenje stupnja najvise 2.

Uoc¢imo da joS uvijek nismo gotovi jer P generira torzijsku podgrupu Z/16Z koja se moze
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pojaviti nad kvadratnim proSirenjima. Ipak, E(Q({;;)) ima joS jednu tocku S reda 2 koja
nije u (P). Njena y-kooradinata je 0, a x-koordinata je nultocka polinoma treceg stupnja s
racionalnim koeficijentima, pa je [Q(S) : Q] < 3. Jasno je da ne moze vrijediti jednakost
jer 3 1 10 paje [Q(S) : Q] < 2. Dakle, i P i S su ili racionalne ili imaju koordinate
iz Q(V-11) (jedinstveno kvadratno meduprosirenje od Q(¢;;)). Ovo je kontradikcija s
teoremom 4.3.1. |

Propozicija 4.3.12. Za svaku od sljedecih grupa, postoji elipticka krivulja E|Q takva da
jojje E(Q((ll))tors iZOmorﬁaa:

Z/11Z,
Z/25Z,
Z[2Z & Z]10Z.

Dokaz. Krivulja E' s Cremona oznakom 11a3 zadovoljava E(Q({ + 7, f))wrs ~ 7./257. Ta
torzija ne moZe narasti nad poljem Q({;;) jer onda torzijska grupa ne bi bila podgrupa neke
od grupa iz teorema 4.3.2.

Krivulja E s Cremona oznakom 12152 zadovoljava E(Q({y; + £ 1‘11)),0,5 =~ 7Z/11Z. Tada je i
E(Q(£11))iors = Z/11Z 1z istog razloga kao ranije.

Krivulja £ s Cremona oznakom 10230bg2 zadovoljava E(Q( V=11 Niors & Z2/22 & Z]10Z.
Opet je i E(Q({11))sors = Z/2Z & Z/10Z. O

Sve ove propozicije se sada mogu objediniti u jednu:

Propozicija 4.3.13. Neka je E/Q elipticka krivulja. Tada je E(Q({11))s0rs izomorfna jednoj
od grupa iz Mazurovog teorema ili jednoj od sljedecih grupa:

7/11Z,

7./25Z,
7/2Z & Z/10Z,
7/22®7/12Z,

7/16Z,

gdje za zadnje dvije grupe slutimo da se ne mogu pojaviti, ali ih nismo uspjeli eliminirati.
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Sazetak

U ovom radu promatrali smo torzijske grupe elitpickih krivulja. Nakon uvodnih definicija i
malih rezultata o tockama malog reda, promatrali smo situaciju najprije za polje komplek-
snih brojeva. Prateci ranije dokazane rezultate, odredili smo kako moze izgledati grupa
kompleksnih tocaka i zakljucili smo da je za svaku racionalnu elipti¢ku krivulju E(C),,,,
uvijek ista, to¢nije, izomorfna je torusu u aditivnom smislu. Koristeci taj zakljucak, proma-
trali smo kako moZe izgledati grupa realnih tocaka racionalne elipti¢ke krivulje 1 zakljucili
da postoje dvije mogucnosti te smo odredili uz koji uvjet se deSava koji slucaj. Samim
time, odredili smo 1 kako moZe izgledati E(R),,,.

Dokazali smo Nagell-Lutzov teorem koji se moZe na o€it nacin koristiti za odredivanje tor-
zijske grupe specificne elipticke krivulje. Uz tu oCitu metodu, obradili smo joS jednu koja
koristi elipticke krivulje nad poljem F,, za p prikladno odabran prost broj. Takoder smo
iskazali i Mordell-Weilov i Mazurov teorem.

Nakon toga, presli smo na polja algebarskih brojeva. Najprije smo pokazali da tocke
konac¢nog reda na racionalnoj elipti¢koj krivulji zaista imaju algebarske brojeve za svoje
koordinate. Definirali smo Weilovo sparivanje 1 Galoisovu reprezentaciju i dokazali neko-
liko vaznih rezultata koji se povezuju s njima, a mogu biti od velike pomo¢i pri klasifikaciji
torzijskih grupa nad Galoisovim proSirenjima. Dotaknuli smo se i izogenija eliptickih kri-
vulja i pokazali jednu znacajnu tvrdnju koja ih povezuje s torzijom. Takoder smo naveli
neke bitne, ranije pokazane poznate rezultate vezane za torziju nad nekim specifi¢nim po-
ljima.

Na kraju, upotrijebili smo sve razvijene alate, iskazane i dokazane tvrdnje kako bismo
(djelomicno) klasificirali torzijske grupe racionalnih elipti¢kih krivulja nad (Q({11)).



Summary

In this paper we considered torsion groups of elliptic curves. After some introductory defi-
nitions and some results for points of small order, we considered the situation for the field
of complex numbers. Following known results, we determined the group of complex po-
ints and concluded that for every rational elliptic curve E(C),,,, is always the same. More
precisely, it is isomorphic to a torus as an additive group. Using that conclusion, we con-
sidered the group of real points on a rational elliptic curve and concluded that there are
only two options. We also determined the conditions under which each of the two options
arises. With that, we have determined the structure of E(R);,.

We proved the Nagell-Lutz theorem which can help in determining the torsion group struc-
ture for some specific elliptic curve. In addition to that obvious method, we gave one
more method which uses elliptic curves over F, for a suitable prime p. We also stated the
Mordell-Weil theorem and Mazur’s theorem.

After that, we moved on to number fields. First we proved that the coordinates of points of
finite order on rational elliptic curves are algebraic numbers. We defined the Weil pairing
and Galois representation and proved several results which can be helpful in classifying
torsion groups of elliptic curves over Galois extensions. We also considered isogenies of
elliptic curves and proved one important proposition which connects them to torsion gro-
ups. Additionally, we stated several important well-known results concerning torsion over
some specific fields.

Finally, we used all the developed tools and results we quoted and/or proved to (partially)
classify torsion groups of rational elliptic curves over Q({;).
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