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Uvod

Pojava veriZznih razlomaka veze se uz razvoj Euklidovog algoritma, odnosno traZenje naj-
veceg zajednickog djelitelja dvaju prirodnih brojeva. Kasnije su se verizni razlomci koris-
tili za rjeSavanje nekih matematickih problema, ali samo u konkretnim primjerima, a ne
punoj opcenitosti. Primjerice, indijski matemati¢ar Aryabhata ih je koristio za rjeSavanje
neodredenih linearnih jednadzbi. Za razvoj veriznih razlomaka veoma je zasluzan John
Wallis koji je u 17. stoljeCu medu prvima zapoceo proucavanje i generalizaciju teorije
veriznih razlomaka. Nakon njega je porastao interes za daljnji razvoj veriZznih razlomaka
te je u 19. stoljecu teorija veriznih razlomaka znatno napredovala pa se to razdoblje moze
zvati zlatnim dobom veriZznih razlomaka [5]].

Podrugje primjene veriznih razlomaka je zaista veliko. VeriZni razlomci se koriste u
racunalnim algoritmima za racionalne aproksimacije realnih brojeva, za rjeSavanje linear-
nih diofantskih jednadZzbi, kod kvadratnih iracionalnosti, u kriptografiji itd.

U prvom poglavlju ovog rada ¢emo objasniti $to su to jednostavni verizni razlomci,
koja su njihova svojstva te kako ih moZemo kombinatorno protumaciti. Vidjet ¢emo kako
izgleda poploCavanje n X 1 plo¢e kvadratnim i domino ploficama i na koji nacin takva
poploCavanja povezujemo s veriZznim razlomcima. Iskazat ¢emo nekoliko teorema te dati
njihov algebarski i kombinatorni dokaz. Za algebarske dokaze koristimo skriptu [4], a za
kombinatorne dokaze knjigu [2]]. Takoder ¢emo prikazati razvoj u verizne razlomke nekih
razlomaka u kojima se pojavljuju Fibonaccijevi 1 Lucasovi brojevi. Koriste¢i kontinuante
pokazat ¢emo da se svaki prost broj oblika 4k + 1 moZe prikazati kao suma kvadrata dva
prirodna broja te da je takav prikaz jedinstven [3].

Drugo poglavlje je posveceno sloZenim veriznim razlomcima te su koriSteni ¢lanci [[1]]
i [6]. Osim same definicije i osnovnih svojstava, prikazat ¢emo i njihovu kombinatornu
interpretaciju te navesti neke primjere. Prikazat cemo kombinatorne dokaze nekih teorema
analognih onima koji su navedeni kod jednostavnih veriZznih razlomaka. Na kraju ¢emo
reci ponesto o linearnim rekurzijama viseg reda.

Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 - Znans-
tveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih algebri.



Poglavlje 1

Jednostavni verizni razlomci

1.1 Osnovni pojmovi

Za pocetak ¢emo navesti neke osnovne pojmove vezane uz jednostavne verizne razlomke.

Definicija 1.1. Neka su dani prirodni brojevi ay, a,, . . ., a,. Izraz oblika

1

ap +

a) +

a, +
) 1
. . + —_
al’l
nazivamo konacni jednostavni verizni razlomak. Gore navedeni konacni jednostavni veriZni
razlomak oznacavamo s [ag, a;, as, . . ., a,).

Primjer 1.2.
1 37
16

2,3,5]=2+
[ ] 3+

=

Definicija 1.3. Neka je zadan beskonacan niz prirodnih brojeva (a;);>o. Izraz oblika

1
ap +

a +

1

a, + —

nazivamo beskonacni jednostavni verizni razlomak. Za takav beskonacni jednostavni verizni
razlomak koristimo oznaku [ag, a;, as, . . .].
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U ovom radu ¢e se viSe koristiti konacni verizni razlomci. O pitanju konvergencije
beskonacnih veriZnih razlomaka reéi éemo nesto viSe kasnije u radu.

Spomenimo da opéenito aq iz definicija[l.1]i[1.3| moZe biti i 0 ili negativan cijeli broj,
ali ¢emo mi radi kasnije kombinatorne interpretacije traZziti da je i taj broj pozitivan.

Primjer 1.4. Zanimljiva cinjenica jest da veriZni razlomak [3,7, 15, 1,292] i njegov obrat
[292,1, 15,7, 3] imaju isti brojnik. Naime,

1 103993
3+ =
1 33102
7+
1
15 +
1
I+ —
292
103993
292 =
" 355
1+
15+
7+ =
3

Racunskim postupkom smo se zaista uvjerili da razlomci imaju isti brojnik. Pomocu nove
interpretacije veriznih razlomaka vizualno ¢emo potvrditi da ova ¢injenica vrijedi i opcenito.

1.2 Kombinatorna interpretacija

Oznacimo s (p;)i=0 1 (g:)i=o familije funkcija koje predstavljaju brojnik i nazivnik konacnog
jednostavnog veriznog razlomka nakon ,,sredivanja odozdo prema gore”.
Radi jednostavnosti zapisa u nastavku rada ¢emo izostavljati indeks u zapisu funkcija.

pn(ao,al,aZ’---’an) p(ao’al,aZ,---’an)
[aOaahaZ""’an]: = .
qnlao, ar, ar,...,a,)  q(ag,ai, as,...,a)

Primjer 1.5. Za verizni razlomak

37
2,3,5] = —
[ 1=1¢

vrijedi: p(2,3,5) =371i¢q(2,3,5) = 16.
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S obzirom na to da je [a] = {, zakljuCujemo da je p(a) = aig(a) = 1. Za dulje veriZne
razlomke vrijedi

1 1a,az, ..., a
[ao,al,az,...,an]:a0+—:a0+qn @1, )

la),as, ... a,] Puila,as, ... a,)°

odnosno

aopn-1(ai, az, ...,a,) + qu-1(ay, as, . .., ay)

pn—l(ala az, ..., an)

[aO’ ap,da,... ’an] =
ZakljuCujemo da je

pulag, ap, ay, ... a,) = appnp-1(ai, aq, ..., a,) + gp_1(ai, aa, . .., a,)
gnlag,ai, ay,...,a,) = ppi(ay,as, ..., ay).

Sada Zelimo dobiti neku kombinatornu interpretaciju funkcija p i ¢g. PoveZimo veriZne
razlomke s idejom poplocavanja. Poplo¢avanjem (n+1)-ploce nazivamo prekrivanje Sahov-
ske ploce dimenzija 1 X (n + 1) koristeci kvadratne ploCice dimenzija 1 X 1 1 domino plocice
dimenzija 1 X 2. Kvadratne ploCice se mogu slagati jedna na drugu, ali se niSta ne smije
staviti na domino plo¢icu. Broj kvadratnih plocica koje moZemo sloZiti jedne na drugu
u pojedinom polju ovisi o uvjetu visine polja. Uvjet visine a; oznaCava broj kvadratnih
plocica koje moZemo naslagati jedne na drugu u i-tom polju. Slika [I.1] prikazuje praznu,
tj. nepoploCanu (n + 1)-plo€u s uvjetima visina ay, a,, a, . . . , a,.

(1.1)

@

_——— - s

L__ 2

L__J Lo

I ] ] [}

ap === [

re=--r--- a4y ===
F-=—-r--= a2 o - Ay
=== = —— F======1 Qg p_1 ===
S T T e ==
| ISR [ U X U [ N | | I R |
1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 n—1 n

Slika 1.1: Prazna (n + 1)-ploca

Primjer 1.6. PrikaZimo na slici[l.2]jedno poplocavanje 10-ploce s uvjetima visina 5, 8, 3,
1,2,4,6,06,4, 4.
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_-8
i 6___6
S o
DIl N SO SRR SN T SR S
e B e R S
-—"———-l————-l e ——— = —— ]
1 1 l 1 1 1
0 1 2 3 1 5 6 7 3 9
Slika 1.2: Poplocavanje 10-ploce
Neka P(ay, ay, . .., a,) oznaCava broj nacina za poplocavanje (n + 1)-plo¢e s dominama
1 kvadratnim plocCicama koje se mogu naslagati jedna na drugu u skladu s prethodnim
pravilima. Definiramo Q(ay, ay, . .., a,) = P(ay, ..., a,). ZakljuCujemo da Q(ay, ai, . . ., a,)
oznacava broj naCina za poploCavanje n-ploce s uvjetima visina ay, . .., a,. Primjeéujemo

da nedostaje nulto polje.

Napomena 1.7. Primijetimo da ploc¢a koja ima samo jedno polje s uvjetom visine a moZe
biti poploc¢ana na a nacina. Uzimamo da prazna plo¢a moZe biti poploc¢ana na samo jedan
nacin pa slijedi

P(a) =a
Qa) = L.

Pokazimo jo§ da P i Q zadovoljavaju relacije analogne onima u (I.1I). Imamo da je
P(ay,ay,...,a,)broj naina za poplocCavanje (n+1)-ploce. Poplo¢avanja mozemo podijeliti
na ona koja zapocinju kvadratnom ploc¢icom i ona koja zapocinju domino plo¢icom. Prvih
poplocavanja ima ayP(ay, ay, . . .,a,), a drugih P(a,, ..., a,). Ukupno imamo

P(ag,ay,...,a,) = apP(ay, ay, ..., a,) + Play, ..., a,)
= aoP(ar,ar,...,a,) + Qai, ..., a,)

Uocimo da P i Q zadovoljavaju iste poCetne uvjete i rekurzivne relacije kao funkcije p i g.
Zato je

plag, ay,...,a,) = P(ag,ay,...,a,)

q(ap,ai,...,a,) = Qag,a,...,a,).

Time smo dokazali sljedeéi teorem.
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Teorem 1.8. Neka je ay,a, ... niz prirodnih brojeva i za n > 0 pretpostavimo da je iz
veriznog razlomka [ay, ay, . . ., a,) razlomak Z— dobiven ,sredivanjem odozdo prema gore”.
Tada za n > 0, p, predstavlja broj nacina za npoplocvavanje (n + 1)-ploce s uvjetima visina
ap,ay,...,a, Usto q, predstavilja broj nacina za poplocavanje n-ploce s uvjetima visina

aly...,dy.
U nastavku rada ¢emo najcesSce ispustiti indekse kod pisanja p,, 1 g,,.

Primjer 1.9. PrikaZimo poplocavanje pocetka ploce koja odgovara racionalnoj aproksi-
maciji broja .
1 333
3,7,15] =3+ ——= —
[ ] 1 106

7T+ —
15
333

Primijetimo da vrijedi |m — 52| < 107*. Vizualnim prikazom i kombinatornom interpre-
tacijom zakljucujemo da pocetak navedene ploce moZe biti poplocan na 315 (3 -7 - 15)
nacina ukoliko koristimo samo kvadratne plocice. Takoder moZe biti poplo¢an na 3 nacina
ukoliko nulto polje poplocamo kvadratnim plocicama, a iza njega slijedi jedna domino
plocica te konacno na 15 nacina ukoliko stavimo prvo domino plocicu, a potom u iduce
polje stavimo kvadratne plocice. Dakle, broj nacina za poplo¢avanje pocetka ploce je
ukupno 315 + 3 + 15 = 333. Sada uklonimo nulto polje. Dobivamo [7,15]. Tako odabranu
plocu moZemo poplocati na 105 (7-15) nacina koristec¢i samo kvadratne plocice te na jedan
nacin koriste¢i domino plocicu. Ukupan broj nacina za poplocavanje je 105 + 1 = 106.

Dakle, p(3,7,15) = 333 i ¢(3,7,15) = p(7,15) = 106.

U nastavku ¢emo radi jednostavnijeg prikaza poplocavanja, crtati samo dvodimenzi-
onalni nacrt.

1.3 Tvrdnje i dokazi

Teorem 1.10. Neka je (a;)i>o niz prirodnih brojeva. Neka je zan > 0, [ag, ay, ..., a,] = %,
gdje je Z— razlomak dobiven sredivanjem veriZnog razlomka. Tada p, i q, zadovoljavaju
rekurzije

Po=ayp, pr=aoar+1, p,=a,pn-1+ Pn-2,
Qp=1 q =a, Gn = Anqn-1 + Gn-2,

zan > 2.
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15
L__J
I 1
r—-n"
F--A
R |
L_-J
L__1
I 1
T F--1q

-

e S

e

3 L——+——{

1
r~—v-"7T-"1
F--r--1--+ 1
R

l A ! 1 !

0 1 2 3

Slika 1.3: Pocetak ploce koja odgovara racionalnoj aproksimaciji broja &

Dokaz (algebarski). Za n € {0, 1,2} tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo sadadajen > 21
da tvrdnja vrijedi za sve indekse od 1 do n — 1. Definirajmo p’, ¢’; takve da je

’
J
- = [ai,a, ... ,aj+1]-
qj
Tada po pretpostavci indukcije vrijedi
Prot = GnPyoy + Dpss

’ ’ ’
4p-1 = ndy— + qn-3-

Takoder je

te zakljuCujemo da je
pj=aopi +qi

qj = P}_l-
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Dakle, vrijede sljedece jednakosti

Pn = A0Puy + Gy
= ao(@npp_ + Py3) + (anGyr + 4,3)
= ay(@opy-s + qup) + (0P, 3 + q,3)
= ApPn-1 + Pn-2,

anPyy + Phs

anqn-1 + qn-2-

qn = pn—]

Sada kombinatorno dokazimo prethodni teorem.

Dokaz (kombinatorno). Vidjeli smo da plo¢a koja ima samo jedno polje s uvjetom visine
ay moze biti poploCana na ay nacina. Dakle, imamo py = ay. Isto tako znamo da prazna
plo¢a moZe biti poplo¢ana na samo jedan nacin pa je go = 1. Za 2-plo€u s uvjetima visina
ap 1 a; postoji apa; + 1 nacina poplocCavanja, apa; nacina ukoliko slazemo samo kvadratne
plocice te joS jedan nacin ukoliko postavimo jednu domino plo€icu. Zato je p; = apa; + 1.
S obzirom na to da je g(ao, a;) = p(a;), vrijedi q; = a,. Za dokaz tvrdnje p,, = a,p,—1+ Pu-2
za n > 2 stavimo uvjet na zadnje polje u poplocavanju (n + 1)-ploCe. Postoji a, nacina za
poplocavanje zavrsetka kvadratnom plocicom, a prethodni dio plo¢e moZze biti poplocan na
Pn—1 nacina. Postoji samo jedan nacin poploCavanja zavrSetka domino plo¢icom, a onda
prethodni dio ploce moZe biti poplo€an na p,,_, nacina. Dakle, ukupno imamo a, p,— + p,—»
takvih poplocavanja. Time smo pokazali da vrijedi

Pn = QuPu-1 + Pu.

S g, oznaCavamo broj nacina za poplocavanje n-ploCe kvadratnim i domino plo¢icama s
uvjetima visina polja ay, . . ., a,. Takoder postavimo uvjet na zadnje polje. Postoji a, naCina
za poplocavanje zavrSetka kvadratnom plo¢icom, a prethodni dio plo¢e moZe biti poplocan
na ¢, nacina. Postoji samo jedan naCin poploc¢avanja zavrSetka domino plo¢icom, a onda
prethodni dio ploce moZze biti poplocan na g,—, nacina. Ukupno imamo a,g,-; +¢,-» takvih
poplocavanja. Pokazali smo da vrijedi

dn = Anqn-1 + gn-2.

Lako je vidjeti da moZemo definirati

D2 = 0, p-1= 1,
(I—z = 1’ q—l = Oa
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tako da rekurzije iz prethodnog teorema vrijede za n > 0.
PokaZimo opéenito Cinjenicu koju smo naslutili u primjeru (1.4
Teorem 1.11. Pretpostavimo da je |ay, ay, .. .,a,_1,a,] = ‘;ﬂ. Tada za n > 1 imamo

DPn

n—1

[ana Ap—1,. .. aahaO] =

Dokaz (algebarski). Teorem ¢emo dokazati matematiCkom indukcijom po n. Provjerimo

vrijedi li navedena tvrdnja zan = 1

1 apa; + 1 1
[ar,a0) = ay + — = 24T - 2L
ap ao Po

ZakljuCujemo da vrijedi. Sada pretpostavimo da navedena tvrdnja vrijedi za neki n > 1,

odnosno pretpostavimo da za neki n > 1 vrijedi

_ Pn
[an’an—]’---’a17a0]_ .
n—1
Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo
— 1 _ 1 _ Pn-1
[An+1s Gns An-1s - - -, A1, A0l = dpa1 + =dp T 5 = apa t .
[an, ap-1, ..., a1, aol P— n

Pn-1

Odavde koriStenjem teorema [I.10]slijedi

DPn-1 _ An+1Pn +pn—l _ DPn+1

'7a1’a0]

ap+1 +
pn pn pn
ZakljuCujemo da tvrdnja teorema vrijedi za sve n > 1. O
Dokaz (kombinatorno). Brojnik od [a,, a,-1, ..., a1, ap] je broj naCina za poploCavanje (n+
1)-ploce kvadratnim i domino plocicama s uvjetima visina a,, a,_1, . . . , a1, do.

No, poplo¢avanja (n + 1)-ploce s uvjetima visina a,, a,-1,...,da;,dy su u bijekciji s
poplocCavanjima (n + 1)-ploce s uvjetima visina ag,ay,...,a,_1,a, jer ih moZzemo dobiti
rotacijom ploce za 180°. Zaklju¢ujemo da je broj takvih poplocavanja takoder p,.

Na sli¢an nacin imamo bijekciju poplocavanja n-ploce s uvjetima visina a,,_i, . . . , @y, oy
s poploCavanjima n-ploce s uvjetima visina ay, ai, . . . , a,— paje nazivnik od [a,, a1, . .
jednak p,_;.

Time smo dokazali poCetnu tvrdnju. O

Definicija 1.12. Za konacan ili beskonacan verizni razlomak [ay,a;,as, ...], racionalan

broj r, = ’q’—: = lag, a1, . .., a,] naziva se n-ta konvergenta od [ay, a,, az, . . .].
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DokaZimo da je razlika izmedu uzastopnih konvergenti od [ag, a;, . . .]

_ (_1)11—1

Iy —=Fp-1 = )
qnqn-1

odnosno 1

Pn_ ot _ (D7

qn qn-1 qnqn-1
Nakon mnoZenja obje strane jednakosti s g,q,-; dobivamo da je poCetna tvrdnja ekviva-
lentna s

Pndn-1 — Pn-19n = (_l)n_l-
Teorem 1.13. Za sve n > —1 vrijedi pugn-1 — Pu-1gn, = (=1)""\.

Dokaz (algebarski). Teorem dokazimo indukcijom po n. Za n = —1 imamo
p1g2—paga=1-1-0-0=1= (-7

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za n — 1, gdje je n neki nenegativan cijeli broj. Tada
prema teoremu |1.10,imamo

Pndn-1 = Pn-14n = (@nPn-1 + Pn-2)qn-1 = Pn-1(anqn-1 + qn-2)
= pPn-19n-1 t+ Pn-2Gn-1 = Pn-10nqn-1 — Pn-19n-2
= Pn-24n-1 — Pn-19n-2
= (=12
= (="

O

Dokaz (kombinatorno). Oznacimo s P, X Q,_; skup svih poplocavanja dvije ploce, gdje
gornja plo¢a ima polja 0, 1,2, ..., n s uvjetima visina ay, a;, ay, . . . , a,, a donja ploca sadrzi
poljal,2,...,n—1 suvjetima visina a;, ay, ..., a,_;. Veli¢ina ovog skupa, odnosno ukupan
broj moguéih poploc¢avanja jest p,q,—1. Sada promatrajmo skup P,_; X Q,. Gornja ploca
sadrzi polja 0,1,2,...,n — 1 s uvjetima visina ay, a;, as, . . . ,a,_1, a donja plo¢a ima polja
1,2,...,n s uvjetima visina a,a,...,a,. Veli¢ina ovog skupa, odnosno broj mogucih
poploCavanja iznosi p,_1g,.

Neka je (S, T) € P, X Q,_; uredeni par koji predstavlja konkretno poplo¢avanje gornje
1 donje ploce. Zai > 1 kazemo da (S,7) ima lom u i-tom polju ako obje ploce imaju
plocicu koja zavrSava u i-tom polju. Kazemo da (S, 7)) ima lom u polju 0 ako gornja ploca
S ima postavljenu kvadratnu plo¢icu u polju 0. Primjerice, slika [[.4] prikazuje lomove koji
postoje u poljima 0,3,51 6.
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g ap s as ay as ag ar as a9 aip a1l

T e Qu | |

Slika 1.4: PoploCavanja S 1 T s istaknutim lomovima u poljima

ap a an as (g Qs ag ar as [e1) a1p ap

T eQu | | | | | |

Slika 1.5: Izgled ploca nakon zamjene zavrSetaka

Ukoliko (S, 7T) ima lom, konstruirajmo (S’,7”) zamjenjujuci dijelove s naslaganim
plo¢icama od S i T nakon zadnjeg mjesta na kojem je lom. Primijetimo da je (S',7’) €
P, X Q,. Slika[I.3]| prikazuje rezultat nakon zamjene zavrSetaka ploca.

Ukoliko barem jedno od poploCavanja, S 1 T, sadrzi kvadratnu plo€icu, (S, 7T) ¢e imati
barem jedan lom. Jedini slucaj kada ne postoji lom je kada se S 1 7" sastoje samo od domino
plo¢ica rasporedenih na nacin koji je prikazan na slici [1.6]

Dakle, uspostavili smo bijekciju izmedu poplocavanja u P, X Q,_; s lomom i po-
plocavanjau P,_; X Q, s lomom.

Ukoliko je n neparan broj (ako S 1 7" pokrivaju oba paran broj polja), postoji tocno jedan
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Slika 1.6: Prikaz poplocCavanja dviju ploc¢a u kojima nema polja s lomovima

element skupa P, X0, bez loma i ne postoji element skupa P,_; X Q,, bez loma. Oznacimo
s |P, X Q,-1| broj elemenata (kardinalni broj) skupa P,, X Q,_1, odnosno s |P,_; X Q,| broj
elemenata skupa P,_; X Q,. Kada je n neparan, vrijedi

|Pn X Qn—ll - |Pn—1 X in =1

Kada je n paran broj, ne postoji element skupa P, X Q,_; bez loma i postoji to¢no jedan
element skupa P,_; X Q, bez loma. Dakle, kad je n paran, imamo

[Py X Qni| = [Ppoy X Onl = —1.
Uzimajudi u obzir oba slucaja, zaklju¢ujemo da je
Pulin-1 = Pa-ign = (=1)"".
O
Korolar 1.14. Brojevi p, i g, su relativno prosti, odnosno razlomak 24: je skracen do kraja.
Sljedeci teorem pokazuje da parne konvergente rastu, a da se neparne smanjuju.

Teorem 1.15. Za konvergente vrijedi
Po P2 _ P4

) —<—<—x<...,
qdo 492 qa

2) &>&>ﬁ>...,
qi q3 qs

3) Pndn-2 — Pn—24n = (_l)nan

Dokaz (algebarski). 1z teorema i slijedi
& _ Pn-2 — (anpn—l + pn—Z)Qn—Z - pn—Q(anqn—l + Qn—Z)
dn qn-2 qnqn-2
_ (=D'ay,
dnqn-2
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AKko je n paran, onda vrijedi Z"—’; < %, a ako je n neparan imamo Z”—’j > ?. O
n— n n—. n

Dokaz (kombinatorno). Uvedimo oznake P, i O, kao u dokazu prethodnog teorema. Uo-
¢imo da je kardinalni broj skupa P, X Q,_, jednak p,q,_», a kardinalni broj skupa P,_» X Q,
j& Pn-2qn. Dokaz ovog teorema je slican dokazu prethodnog. Zamjenom dijelova ploca
nakon zadnjeg polja koje ima lom uo¢avamo korespondenciju elemenata skupova P, X Q,_»
1 P,» X Q, koji imaju barem jedan lom.

ayp ax az 3 ay a5 g ar ag ag ayg ai

agp 5] an a3 (g (173 ag arg as gy a1p a1

S ebh #

T edn *

Slika 1.8: Prikaz ploca nakon zamjene zavrSetaka

Kada je n neparan broj, ne postoji element skupa P, X Q,_, bez loma, a postoji a,
elemenata skupa P,_, X Q, bez loma koji se sastoje od naslaganih kvadratnih plocCica u
n-tom polju i domino ploc€ica u ostalim poljima. Kada je n paran broj, ne postoji element
skupa P,_, X Q, bez loma, a postoji to¢no a, elemenata skupa P, X Q,_, bez loma koji se
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Slika 1.9: Prikaz poplocavanja ploc¢a u kojima nema polja s lomovima

sastoje od naslaganih kvadratnih ploc€ica u n-tom polju i domino plocica u ostalim poljima.
Time smo pokazali da vrijedi

|Pn X Qn—Zl - |Pn—2 X in = (_1)nan’

odnosno
Pndn-2 — Pn-29n = (_1)nan-
O

Napomena 1.16. Teoremi[l.13)i[l.15|pokazuju da konvergente teze prema nekom broju jer
je niz (?)"20 Cauchyjev, a samim time i konvergentan u skupu realnih brojeva. Zato ima
smisla definirati

lag, ai,ay,...] = lim[ag, ay,...,a,l.
n—oo
Propozicija 1.17. Zan > 0im > 2 vrijedi
lao, ai, .. .,a,,m] = [ag,ay,...,a,,m—1,1].

Dokaz (algebarski). Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je

1
m=m-1+—.
1

O

Dokaz (kombinatorno). Dokazimo da je p(ag, ay,...,a,,m) = p(ap,ai,...,a,,m—1,1) jer
se analogna tvrdnja za funkcije g pokazuje na isti nacin, a onda slijedi tvrdnja propozicije.
Poplocavanja (n + 2)-ploce s uvjetima visina ay, a, . . . , d,, m su u bijekciji s poploca-
vanjima (n + 3)-ploCe s uvjetima visina ay, @i, ..., a,,m — 1, 1.
Naime, poplocavanju (n + 2)-ploce koje na zadnjem polju nema m kvadratnih ploCica
pridruzimo poplocavanje (n + 3)-ploce tako da dodamo kvadratnu plocicu na kraj.
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Poplo¢avanju (n + 2)-ploce koje ima to¢no m kvadratnih plocica na zadnjem polju pri-
druZimo poplocavanje (n + 3)-ploce tako da je na prvih n + 1 polja isti raspored plocica kao
na (n + 2)-ploci, a zadnja dva polja prekrijemo domino plo¢icom. O

1.4 Primjeri

U ovom odjeljku dat ¢emo razvoje u verizne razlomke za neke nizove racionalnih brojeva.
Definirajmo najprije potrebne pojmove.

Definicija 1.18. Fibonaccijevi brojevi su brojevi za koje vrijedi Fy = 0, Fy = 1 i za svaki
nz 2]6 F,=F,_+F, .

Prvih nekoliko ¢lanova niza Fibonaccijevih brojeva su
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144,233, . ..

Sada prikazimo kombinatornu interpretaciju Fibonaccijevih brojeva.
Broj nacina za poplocavanje n-plo€e kvadratnim i domino plo¢icama ozna¢imo s f,.

HENNEREE BN BEp BEEp

Slika 1.10: Prikaz poplocavanja 4-ploce

Slika[I.10] prikazuje nacine poplo¢avanja 4-ploce kvadratnim i domino plo¢icama. Ov-
dje nije dopusteno stavljati ploCicu na plocicu, ¢ak ni za kvadratne plocice. Stavimo uvjet
na prvu plocicu. Ukoliko je prva plocica kvadratna, ostatak plo¢e moze biti poplocan
na f,_; nacina, a ukoliko je prva domino plocica, ostatak ploCe moze biti poploCan na
fn—> nacina. Time smo pokazali da je ukupan broj nacina za poploCavanje n-ploce jednak
Jo=foo1 + [u2- OCitoje fi =11 f, =2.

Definiramo fy = 1 kao broj nacina za poplo€avanje prazne ploc¢e i uzimamo f-; = 0 te
tako vidimo da rekurzija vrijediizan = 1, 2.

Budu¢idaje fo; = Fo =01 fy = F; = 1 te da nizovi (f,),>-1 1 (F,,)x=0 zadovoljavaju
iste rekurzije, zakljuCujemo da je f, = F,,; zan > —1. Time smo dobili kombinatornu
interpretaciju Fibonaccijevih brojeva.

Idu¢i niz koji ¢emo promatrati ¢ine Lucasovi brojevi.
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Definicija 1.19. Lucasovi brojevi L, su brojevi za koje vrijedi Ly = 2, Ly = 1 i za svaki
nz2imamolL, =L, ;+L,.

Prvih nekoliko Lucasovih brojeva su
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123, ...

Sada prikazimo kombinatornu interpretaciju Lucasovih brojeva.

Oznacimo s [, broj nacina za poplocavanje kruzne ploce sastavljene od n oznacenih
polja zakrivljenim kvadratnim i domino plo¢icama. Primijetimo da postoji viSe nacina
za poploCavanje kruZzne ploce nego pravokutne ploce jer sada jedna domino plo¢ica moze
prekriti poljani 1.

Definiramo n-ogrlicu kao jedno poplocavanje kruzne n-plo¢e. KaZemo da je ogrlica
izvan faze kada jedna domino plocica prekriva polja n i 1. U suprotnom kazemo da je
ogrlica u fazi.

Primjer 1.20. PrikaZimo nacine poplocavanja kruZne 4-ploce.

Slika 1.11: Poplocavanja kruzne 4-ploce

Na slici [I.11] vidimo da je prvih pet poplocavanja u fazi, a zadnja dva izvan faze.
Ukupno ima T poplocavanja kruZne 4-ploce, odnosno l, = 1.

Da bismo poplocavanja kruznih ploca povezali s Lucasovim brojevima, pogledajmo
poplocavanja kruznih ploca s jednim, dva i tri polja.
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Slika 1.12: Poplocavanje kruzne 1-ploce

Na slici [I.12] vidimo da kruzna plo¢a s jednim poljem moze biti poplo¢ana na samo
jedan nacin (jednom zakrivljenom kvadratnom ploc¢icom). Stoga, /; = 1.

KruzZna 2-ploca mozZe biti poplo¢ana na ukupno tri nacina. Prvi nacin je da postavimo
dvije kvadratne ploCice, a preostala dva nacina su da postavimo domino plocicu kao $§to je
prikazano na slici[I.13] (jedno poploCavanje je u fazi, a jedno izvan faze). Imamo /, = 3.

000

Slika 1.13: Poplocavanja kruzne 2-ploce

Kruzna 3-ploca moze biti poplocana na ukupno Cetiri naCina. Nacine poploCavanja
vidimo na slici[I.14] Slijedi da je I5 = 4.

Primijetimo da broj poplocavanja kruznih plo¢a podsje¢a na niz Lucasovih brojeva.
Pokazimo da za n > 3 vrijedi

ln = ln—l + ln—l-

Kod poplocavanja kruzne n-ploce, prva plocica je kvadratna plocica na polju 1 ili do-
mino plocica na poljima 1 1 2 ili domino plocica na poljima n 1 1. Nakon toga prekrivamo
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0000

Slika 1.14: Poplo€avanja kruzne 3-ploce

iduce polje racunajuci u smjeru kazaljke na satu i tako dalje. Zadnja plocica je ona koja
prethodi prvoj plocici.

Prva plocica odreduje je li n-ogrlica u fazi ili izvan faze.

Postoji /,-; poplocavanja u kojima je zadnja plocica kvadratna i /,_, poploCavanja u
kojima je zadnja plo¢ica domino. Uklanjanjem zadnje plocice i zatvaranjem kruZne ploce
nastaju manje ogrlice.

Definiramo [, = 2. To znaci da postoje dva poplocavanja kruzne 0-ploce, jedno u fazi
1 jedno izvan faze. Usporedimo li pocetne uvjete 1 rekurzivnu jednadzbu, vidimo da smo
dobili kombinatornu interpretaciju Lucasovih brojeva, [, = L, zan > 0.

Pogledajmo sada neke razlomke u kojima se pojavljuju Fibonaccijevi i Lucasovi bro-
jevi. Za sve Cinjenice dat ¢emo kombinatorne dokaze. U dokazima ¢emo sa k oznacavati
kvadratne plocice, a sa d domino plocice.

Propozicija 1.21. Neka je n > 0. Tada vrijedi

Ln+2

[3,1a1"--’1]: H
I

gdjejeay=3ia;=1zasve0<i<n

Dokaz. Treba pokazati daje p,(3,1,1,...,1)=L,»,1¢,3,1,1,...,1) = f,.

Nazivnik je ¢,(3,1,1,...,1) = p,_1(1,1,...,1) = f, po definiciji brojeva f,,.

Brojnik p,(3,1,1,...,1) je broj poploc¢avanja (n + 1)-ploce koja mogu zapoceti s do-
minom ili do tri kvadratne ploCice naslagane jedna na drugu. Evo kako iz jednog takvog
poplocavanja T dobijemo (n + 2)-ogrlicu, a njih ima L,,,, ¢ime bismo dokazali tvrdnju.

Ako T zapocinje dominom ili jednom kvadratnom ploc¢icom, neka je kT pridruZena (n+
2)-ogrlica. Ako T zapocinje s naslagane dvije kvadratne plocice, umjesto te dvije kvadratne
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plocice stavimo jednu domino plocicu i dobivamo (n + 2)-ogrlicu koja je u fazi. Ako T
pocinje s naslagane tri kvadratne plocice, prethodno dobivenu (n + 2)-ogrlicu rotiramo za
jedno polje ulijevo tako da nije u fazi.

Zadano pridruzivanje je ocito bijektivno. Time smo dokazali pocetnu tvrdnju. O

Propozicija 1.22. Neka je n > 1. Tada imamo

Ln+2

[171’-'-’173]: H
Ln+1

gdjejea,=3ia;,=1zasve(0<i<n.

Dokaz. Treba pokazati daje p,(1,1,...,3) =L,01q,(1,1,...,3) = L.

Brojnik p,(1,1,...,3) je broj poploCavanja (n + 1)-ploce koja na zadnjem polju imaju
domino plocicu ili do tri kvadratne plocice naslagane jedna na drugu. Iz jednog takvog
poplo¢avanja mozemo dobiti (n + 2)-ogrlicu na slican nacin kako je opisano u dokazu
propozicije[[.21] osim $to sada stavljamo uvjet na zadnje polje. Takvih (n + 2)-ogrlica ima
L,.», ¢ime smo pokazali jednakost p,(1,1,...,3) = L,».

Nazivnik ¢,(1,1,...,3) = p,-i1(1,...,3) je broj poploCavanja n-ploce koja na zadnjem
polju imaju domino plocicu ili do tri kvadratne plocice naslagane jedna na drugu. Dokaz
je isti kao i za brojnik, samo S§to u ovom slucaju imamo jedno polje manje. O

Propozicija 1.23. Neka je n > 1. Imamo

f3n+3

[4,4,...,4,3] = ;
Jan

gdjejea, =3tea;=4zasve)<i<n

Dokaz. Trebamo pokazati da vrijedi p,(4,4,...,4,3) = f3,431¢.(4,4,...,4,3) = f3,.

Pokazimo najprije jednakost nazivnika.

Nazivnik ¢,(4,4,...,4,3) je broj poplo¢avanja n-ploce u kojima se na svako polje
mogu sloziti do Cetiri kvadratne plocice jedna na drugu, osim zadnjeg polja na koje se
mogu sloZiti najviSe tri kvadratne plocice.

Iz takvog poplocavanja T mozemo dobiti obi¢no poploCavanje U gdje nije dopusteno
slaganje plocica jedne na drugu, tako da svaku plocicu utrostruc¢imo te dobijemo poplo-
Cavanje 3n-ploce. Ako i-to polje u poplocavanju T sadrzi jednu, dvije ili tri kvadratne
plocice, onda ¢e poploCavanje U imati lom na polju 3i. Ako poplocavanje T sadrZzi Cetiri
kvadratne plocCice na i-tom polju, onda poploCavanje U nece imati lom na polju 3i. Ukoliko
poplo€avanje T na i-tom polju ima dominu, tada ¢e U imati lom na polju 3i ako 1 samo ako
domina zavrSava na polju i.

Pretpostavimo da za neki j > 0, T poCinje sa j skupina kvadratnih plocCica visine 4 te iza
toga slijedi kvadratna plo€ica visine 1. To ¢emo oznacavati 4/1. Neka k oznacava kvadratnu
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plo¢icu, a d domino plo¢icu. Tada U po&inje sa k*(dk)’k i ne postoji lom na poljima
3,6,9,...,3], ali postoji na polju 3(j+1). Sli¢no, 4/2 proizvodi d(dk)’k, dok 4*3 proizvodi
k(kd)’d. Kona&no, 4/d proizvodi d(dk)’d* koje nema lom na poljima 3,6,...,3j + 3, ali
ima lom na polju 3 + 6. Nastavimo transformirati 7" na taj nacin.

Takvih poplo€avanja ima ukupno f3,, ¢ime smo rijesili nazivnik, a onda je jasan 1 iden-
titet za brojnik. O

Propozicija 1.24. Neka je n > 1. Tada vrijedi

(44,45 =L
f3n+l

gdjejea,=5ia;=4zasve0<i<n.

Dokaz. Dokaz se provodi sli¢no dokazu propozicije|1.23| osim $to zadnji niz 4/x u T (gdje
x moze biti 1,2, 3,4 ili d) dodaje jednu kvadratnu plocicu viSe na kraj (ako je x jednak

1,2,3ili d) te 4/4 proizvodi k*(dk)’d, dok 475 proizvodi d(dk)’d. i
Propozicija 1.25. Neka je n > 1. Tada imamo
Ls,
2,4,...,4,3] = ==,
Son

gdjejeay=2,a,=3ia,=4zasve)<i<n.

Dokaz. Jednakost nazivnika se pokaze analogno dokazu propozicije

Sa T oznalimo poploCavanje (n + 1)-ploce s uvjetima visina 2,4,...,4,3 i stavimo
uvjet na prvu plocicu. T je oblika 17" (jedna kvadratna plocica nakon koje slijedi 77), 27"
(dvije naslagane kvadratne ploCice nakon kojih slijedi 7") ili dT"" (domino ploc¢ica nakon
koje slijedi 7"), gdje prema propoziciji T’ 1 T” moZemo promatrati kao ve¢ opisana
obi¢na poplo€avanja (3n)-ploce ili (3n — 3)-ploce. Sada 17" moZemo pretvoriti u (3n + 1)-
ogrlicu koja zapocinje kvadratnom ploc¢icom. Ako 7” pocinje kvadratnom plo¢icom, onda
2T’ postaje (3n + 1)-ogrlica u fazi koja zapocinje dominom. Ako 7" zapocinje dominom,
onda 27" postaje (3n + 1)-ogrlica izvan faze koja poCinje s dk. Ako T zapocinje dominom,
tada dT" postaje (3n + 1)-ogrlica izvan faze koja zapocCinje s dvije domino plocice. |

Propozicija 1.26. Neka je n > 1. Tada vrijedi

Lsyi0

[2’4""’4?5]: b
f3n+1

gdjejeay=2,a,=5ia;,=4zasve) <i<n.

Dokaz. Dokaz se provodi primjenom postupka iz dokaza propozicije [I.25 na dokaz pro-

pozicije[1.24] |
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1.5 Kontinuante i prosti brojevi oblika 4k+1

Kontinuanta je naziv za brojnik veriznog razlomka [ay, ay, . .., a,], to jest p(ag, ai, ..., a,).
Kako smo dokazali u teoremu (1.10} vrijedi

plao, ai, .. .,a,) = a,p(aop, ai, . ..,a,-1) + p(ap,ai, . .., a,-2).
Vrijedi i1 opéenitija tvrdnja.

Teorem 1.27. Zan > 1i0<I<n-1je

pao, ...,a,) = plao,...,app(@ii1,s-..,a,) + plag,...,ai-1)plana, ..., a,). (1.2)
Dokaz. S lijeve strane je broj poploCavanja (n + 1)-ploce s uvjetima visina ay, ..., a,. S
desne strane, prvi pribrojnik broji poploavanja koja nemaju domino ploc€icu koja prekriva
poljalil+ 1, dok drugi pribrojnik broji poplocavanja koja ju imaju. O

Primijetimo da za sve prirodne brojeve ay, .. ., a, vrijedi
p(an9---9a0):p(a()"--,an)’ (13)

$to smo i dokazali u teoremu m

Ako je [ag,...,a,] = q” 1 ~* je do kraja skracen, slijedi p, = p(ag,...,a,) 1 q, =
plai,...,a,), gdje smo za drugu jednakost koristili (L.1).

Sada pretpostavimo da je p prost broj oblika 4k + 1. Promotrimo razvoj u veriZne
razlomke brojeva p/1, p/2,..., p/(2k).

Za svaki j izmedu 1 1 2k je p/j > 2 do kraja skraleni razlomak. Dakle, p/j =
lao, .. .,a,], pri emu su ag > 21 a, > 2. ZakljuCujemo da vrijedi

p = plag,...,a,) = pa,...,ap).

Stoga [a,, . . ., ap] takoder ima brojnik p i zbog a, > 2 vrijedi [a,, ..., ap] = p/i, zaneki
1 < i < 2k. Dakle, svaki razlomak p/j mozZemo spariti s ,,obratnim” razlomkom p/i.

Primijetimo da je p/1 = [p] palindromski veriZni razlomak jer je jednak svom obratu.
Buduci da je 2k paran broj, postoji jo§ barem jedan razlomak p/Jj* koji je sparen sa samim

sobom, pa je zato palindromski. Dakle, za neki 2 < j* < 2k vrijedi
p
lao, ....an] = 7 [aw, ..., a0l

Primjerice, za p = 5 su

=[5] 1 §= (2,2]
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oba palindromski razlomci.

Zap=13je
13 13 13 13 13 13
T - [13]’ ? - [67 2]? ? - [47 3]’ Z - [3’ 4], ? - [27 17 172’]’ F - [2, 6]

Od navedenih razlomaka, 13/1 1 13/5 su palindromski.

Tvrdimo da je n* neparan broj. Pretpostavimo suprotno, neka je n* paran broj, tj. oblika
n*=2lzanekil > 1.

Tada je p/j* = lao,-..,ai-1,a1,a;-1, - . ., ap]. Prema formulama (1.2)) i (1.3) je

p = plag,...,a;1,a;,0a.1,...,a)
= p(ao, ...,appla,-1,...,ao) + plao, . ..,ai-1)plaia, . .., ap)
= p(ao, ...,aplplao,...,ai-1) + plaog, . ..,a;-2)].

Iz navedenog slijedi da je p sloZen broj jer je prikazan kao umnozak dvaju brojeva koji
su veci ili jednaki 2 buduci da je ayp > 2. Dolazimo do kontradikcije, pa zakljucujemo da
je n* neparan broj.

Dakle, n* = 2]+ 1 za neki [/ > 0. Imamo

14
T = [aO’-"’al’al’-"’aO]'
J
Stoga je
p = plag,...,a;a,...,ap)
= p(ag, ...,a)p(ay, ..., ap) + plao,...,a-1)pa,i,...,ap)

= (plag, - .., a))* + (plag, - .., ai-1))*.

Dakle, p smo zapisali kao sumu kvadrata dvaju cijelih brojeva.
Za p = 13 imamo palindromski razlomak 13/5 te slijedi

13=p2,1,1,2) = p2, Dp(1,2) + p)p(2) =3-3+2-2 =32+ 2%

Sada moZemo dokazati jedinstvenost prikaza prostog broja kao sume kvadrata. Ako je
[ao, . . . ,a,] = pn/q, do kraja skracen razlomak, onda za n > 2 vrijedi

Pndn-1 — Pn-19n = (_l)n_la

kao Sto smo dokazali u teoremu Stoga, za n > 2 imamo

plag, ...,a)p(ai, ... a,_1) — plag,...,a,-)plas,...,a,) = (—1)"_1- (1.4)



POGLAVLIJE 1. JEDNOSTAVNI VERIZNI RAZLOMCI 23

Da bismo dokazali jedinstvenost prikaza, najprije pretpostavimo da postoje dva razli¢ita
prikaza broja p kao sume kvadrata. Neka je p = *> + s> i p = u? + v? za prirodne brojeve
r>siu>v.

Bududi da je p prost broj, vrijedi nzd(r, s) = nzd(u,v) = 1. Zato su r/s i u/v skraceni
razlomci 1 postoje jedinstveni prirodni brojevi ry,...,r: 1 ug,...,u, takvi da je r/s =
[ro,....r Jiu/v="1[up,...,u,l,gdjejer, >21iu, > 2.

Slijedi

r_ p(r,....n)
s plri,...,r)
Koriste¢i jednakosti (1.2)) i (1.3]), dobivamo

p=r+s
=p(ry, ..., r0)p(ro, ..., 1) + p(ry ..., r)p(ri, ..., 1)
= p(Frye ey 70370y« v s Tp).

Sada oznacimo x = p(ry,...,rg, Fo, ..., —1). Tada je prema osnovnoj rekurziji iz teorema

[L.10}

p=pry,....,10,705...,F1)
=xr;+ p(ry ... 10,705 ... F12) 22X+ 1.
Stogaje2 < x<(p—-1)/2.
Koristeci jednakost (I.4) imamo

p(rb"'7r03r05"~,rl‘)p(rt—l5'~'ar09r09~"9rt—l)_p(rt""’r()’r()a'~'art—l)p(rt—b'"9r0$r03"~art)
=(-D¥=1
Slijedi

PPty T0sF0s s Tio) — X2 =1
pa zaklju¢ujemo da x zadovoljava x> = —1 (mod p).
Analogno, iz
u _ plug, ..., uy)
v o puy,...,u,)
dobivamo da je p = p(uy, ..., Uy, Up, ..., Uy,). OznaCimo y = p(Uy, ..., Uy, Ug, - - - s Up—1)-
Tada y zadovoljava2 < y < (p — 1)/2iy* = —1 (mod p).

Imamo x*> = y* (mod p), pa p dijeli x> — y* = (x + y)(x — y). S obzirom na to da je p
prost broj, slijedi x = yili x = —y (mod p). Takoder, xiysuizmedu2i(p—1)/2, pa mora
vrijediti x = y. Zato je
Pty 51057055 1) P

Pr i, .. F0sF0s-o-s ) X
_B_ p(uWa'~'aanu09~"9uW)
y p(uw—l"~'7u0au07~-'7uw)

[rh""r()’r()’-"’rt]

= [I/lw,...,u(),u(),...,uw].
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Budu¢i da je razvoj u verizni razlomak uz uvjete r, > 21 u,, > 2 jedinstven, slijedi da
jet=wir; =u; zasve 0 < i < t. Dakle,

r u
= =1[ro,....1rel = [ug,...,u,] = —.
S A%

ZakljuCujemo dajer =uis =v.

Teorem 1.28. Svaki prost broj oblika 4k + 1 moZe se prikazati kao suma kvadrata dva
prirodna broja i takav prikaz je jedinstven do na poredak pribrojnika.



Poglavlje 2

Slozeni verizni razlomci

2.1 Definicija i kombinatorna interpretacija sloZenih
veriZnih razlomaka

Definicija 2.1. Neka su dani konacni nizovi prirodnih brojeva (a;)_,, (b;)}_,. Izraz oblika

b
by
bs
by,

oy
an

ap +

a; +

a, +

nazivamo konacni sloZeni verizni razlomak. Gore navedeni konacni sloZeni verizni razlo-
mak oznacavamo s [ay, (b1, ay), (by, as), ..., (b,,a,)].

Primjer 2.2.
4 139

S =
+3 37

[3,(4,5),2,7)] =3+ 5

Definicija 2.3. Neka su dani beskonacni nizovi prirodnih brojeva (a;)iso i (b;)is1. Izraz

oblika
b,

by

b;
a, + —

ap +

a +

nazivamo beskonacni sloZeni verizni razlomak. Za beskonacni sloZeni veriZni razlomak
koristimo oznaku [ay, (b1, ay), (ba, ay), .. .].

25
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Kao i u prethodnom poglavlju ozna¢imo s (p;)i=o 1 (¢;)i=0 familije funkcija koje daju
brojnik i nazivnik kona¢nog veriznog razlomka. Kod konacnih jednostavnih veriznih raz-
lomaka rezultat izracunavanja ,,odozdo prema gore” je uvijek bio skracen razlomak, dok to
kod sloZenih veriznih razlomaka ne mora uvijek vrijediti.

Radi jednostavnosti zapisa u nastavku rada ¢emo, kao 1 u prethodnom poglavlju, izos-
taviti indeks u zapisu funkcija.

Primjer 2.4.

2 22
2,4)]=5+-==
[5,(2,4)] 5+4 1

Imamo p[5,(2,4)] =221 q[5,(2,4)] = 4.

Funkcije p 1 g takoder zadovoljavaju pocetne uvjete: pla] = aiglal = 1. Zan > 1

vrijedi
b
la1, (b2, @2), . . ., (by, an)]

N biqlay, (b, @), . .., (by, a,)]

plai, (by, az), . .., (b, ay)]
_aoplay, (by,a2), ..., (by,a,)] + biglay, (b, a2), . . ., (by, a,)]
B plar, (b2, @), ..., (b, ay)] '

[aO’ (bl’ al)’ ) (bn, an)] =ap+

Zaklju¢ujemo

p[a09 (bl’ al)’ ey (bn’ an)] = aop[al7 (b29 aZ)’ ceey (bn’ an)] + blq[“b (bz’ aZ)’ ey (bn’ an)]
Q[aO’ (b]7 a1)7 ceey (bl’n an)] = p[ab (bZa aZ)’ e (bn’ al’l)]'

Sada povezimo konacne sloZene verizne razlomke s idejom poploc¢avanja. U ovom slucaju
uzimamo da je dopuSteno postavljati domino plocicu iznad domino plocice, isto kao Sto
se 1 kvadratne ploCice mogu postaviti jedna na drugu, no nije dopusteno stavljati plocice
razlicitih tipova jednu na drugu.

Zai > 1 postavimo uvjete visina by, b,, ..., b, tako dau i — 1-om 1 i-tom polju mozemo
postaviti najvise b; domino plocica. Neka Play, (b, ay), ..., (b,,a,)] oznaCava broj naCina
za poploCavanje (n + 1)-ploce s poljima 0, 1,...,n i uvjetima visina ao, ay, . . . , a, za kva-
dratne i by, ..., b, za domino plocice. Neka Q, oznacava broj poplocavanja ploce nakon
uklanjanja nultog polja (zajedno s uvjetima visina aq i by). Tada slijedi Pla] = ai Qla] = 1
te zan > 1 imamo

Q[ao’ (bl’ al)’ ey (bna an)] = P[ab (b2’ (12), ceey (bn’ an)]

Razlikujuéi poplocavanja ovisno o tome koja ploc¢ica pokriva nulto polje, dobivamo sli¢no
kao 1 prije

P[a()’ (bhal)’ D) (bn’ an)] = Cl()P[al, (b29 a2)9 ceey (bn»an)] + bl Q[al9 (b29 aZ)’ ceey (bn’ an)]-
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Usporedujuci pocetne uvjete i rekurzivne jednadzbe koje zadovoljavaju funkcije p 1 P,
odnosno ¢ i Q zaklju¢ujemo da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.5. Neka je (a;)io niz prirodnih brojeva. Neka je za n > 1 gore definirani veriZni

razlomak [ay, (b, 1), . . ., (b,, a,)] jednak razlomku 2= dobivenom bez skradivanja. Tada je
zan > 0, p, broj nacina za poplocavanje (n+1)-ploce s uvjetima visina ay, (b, ay), . . ., (b,, a,)
i q, broj nacina za poplocavanje n-ploce s uvjetima visina a,, (b, ay), . .., (b,,a,).

Primjer 2.6. PrikaZimo kombinatornu interpretaciju racionalne aproksimacije broja e.
Prikaz broja e preko veriznog razlomka je

e=2+

1+

2+

3+
4 +

4

5+ .

U ovom slucaju, za kombinatorni prikaz cemo koristiti samo pocetni dio ovog veriZnog
razlomka, odnosno

1 30

1+

) 2
+_
3

Izracunajmo broj mogucih poplocavanja 4-ploce s uvjetima visina 2,1,2,3 za kvadratne
i 1,1,2 za domino plocice. Ukoliko sva polja prekrijemo kvadratnim plocicama imamo
2-1-2-3 =12 takvih poplocavanja. Ako u prva dva polja sloZimo kvadratne plocice, a u
preostala dva domino plocice imamo 2 - 1 - 2 = 4 takva poplocavanja. Prekrijemo li prva
dva polja domino ploc¢icama, a preostala dva kvadratnim ploc¢icama dobivamo 1-2-3 = 6
takvih poplocavanja. Ukoliko u nulto i zadnje polje postavimo samo kvadratne plocice,
a u prvo i drugo domino plocicu imamo 2 - 1 - 3 = 6 poplocavanja. Preostaje jos slucaj
kada bismo sva polja prekrili samo domino plocicama i tada bismo imali 1 -2 = 2 takva
poplocavanja.

Zakljucujemo da je ukupan broj poplocavanja 4-ploce s uvjetima visina 2,1,2,3 za
kvadratne i 1, 1,2 za domino plocice jednak 12 +4 + 6 + 6 + 2 = 30.

Sada izracunajmo broj mogucih poploc¢avanja 3-ploce s uvjetima visina 1,2, 3 za kva-
dratne i 1,2 za domino plocice. Prekrijemo li sva polja kvadratnim plocicama imat ¢emo
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1-2-3 = 6 takvih poploc¢avanja. Ukoliko u nulto polje postavimo kvadratne plocice, a u
preostala dva polja domino, imat ¢emo 1 -2 = 2 takva poplocavanja. Ako u prva dva polja
postavimo domino, a u jedino preostalo polje kvadratne plocice dobit cemo 1 -3 = 3 takva
poplocavanja. Ukupno imamo 6 + 2 + 3 = 11 mogucih poplo¢avanja 3-ploce s uvjetima
visina 1,2,3 za kvadratne i 1,2 za domino plocice. Dakle, p(2,(1,1),(1,2),(2,3)] = 30,
ql2,(1,1),(1,2),(2,3)] = 11.

2.2 Kombinatorni dokazi nekih teorema

Teorem 2.7. Neka su dani nizovi prirodnih brojeva (a;)io i (b;)is1. Neka je za n > 0,
[ag, (b1, a1), (by,ar),...,(b,,a,)] = ’qﬁ. Tada p, i q, zadovoljavaju rekurzije

Po =ao, p1=apai+by, p,=a,pp1+bypna,

g =1, q =a, Gn = Anqn-1 + bugn 2,

zanz 2.

Dokaz (kombinatorno). Dokaz ovog teorema je analogan dokazu teorema U pret-
hodnom poglavlju smo kombinatorno pokazali da vrijedi pg = ag, go = 11 ¢, = a;, a lako
se pokaze i p; = apa; + b.

Za dokaz tvrdnje p, = a,p,-1 + b,p,—2 zan > 2, stavimo uvjet na zadnje polje prilikom
poploCavanja (n + 1)-ploCe s uvjetima visina ay, (b, ay), . .., (b,, a,). Postoji a, naCina za
poploCavanje zavrSetka kvadratnom plo¢icom, a prethodni dio plo¢e mozZe biti poplocan
na p,_; nacina. Postoji b, naCina za poplocCavanje zavrSetka domino plo¢icom, a prethodni
dio plo¢e moze biti poploCan na p,_; nacina. Dakle, ukupno imamo a,p,_ + b,p,—, takvih
poplocavanja. Time smo pokazali da vrijedi

DPn = aypp-1 + bnpn—2~

Dokaz tvrdnje g, = a,q,-1 +b,q,—» provodi se analogno gledajuci poplocavanja n-ploce
s uvjetima visina ay, (b2, az), . . . , (b,, a,) u ovisnosti o poploc¢avanju zadnjeg polja. O

Teorem 2.8. Razlika izmedu uzastopnih konvergenti Z— = [ag, (b1, ay), (by, ar), ..., (b, a,)]
konacnog ili beskonacnog veriznog razlomka |ay, (b1, a,), (by, ay), .. .] je

Pn_ Pnt _ (DL, b
qn qn-1 qndn-1 ’

gdje je n > 1. Nakon mnoZenja obje strane jednakosti s q,q,-1 imamo ekvivalentnu tvrdnju

Pn9n-1 — Pn-19n = (_l)n_l 1_[ bi.

i=1
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Dokaz (kombinatorno). Oznacimo s P,xQ,_; skup svih poploCavanja dviju ploca pri ¢emu

gornja ploca sadrzi polja 0,1,2,...,n s uvjetima visina aoy,a;, a,...,a, za kvadratne i
by, by, ...,b, za domino plocice, a donja ploc¢a sadrzi polja 1,2, ...,n— 1 s uvjetima visina
ai,a,...,a,— zakvadratne i b,, ..., b,_; za domino plocice.

Na sli¢an nacin oznac¢imo s P,_; X @, skup svih poplo€avanja dviju ploca pri ¢emu gor-
nja ploca sadrzi polja 0, 1,2, ...,n—1 suvjetima visina ay, (b1, a,), (b2, az), . . ., (by-1, @y-1),
a donja ploCaima polja 1,2, ...,n s uvjetima visina ay, (b, az), . . . , (b,, a,).

Kao i u prethodnom poglavlju zakljucujemo da je kardinalni broj skupa P, X Q,_;
jednak p,g,- te da je kardinalni broj skupa P,_; X Q, jednak p,_,q,. Takoder oznacimo
sa S 1 T poplocCavanja spomenutih plo¢a. Ako barem jedno od poploCavanja, S 1 T, sadrzi
kvadratnu plocicu, (S, T') ¢e u nekom polju imati lom.

Ukoliko je n neparan broj, postoji [];_, b; elemenata skupa P, X Q,_; bez loma i ne
postoji element skupa P,_; X O, bez loma jer za sve (A, B) € P,_; X Q,, A1 B prekrivaju
neparan broj polja pa sadrZe kvadratnu plocicu.

Ako je n paran broj, ne postoji element skupa P, X Q,_; bez loma i postoji []., b;
elemenata skupa P,_; X Q, bez loma.

bl bR br, b? bg
0 1 2 3 4 5] § 7 3 9
ba by ; b

Slika 2.1: Prikaz elementa skupa P, X Q,_; bez loma za sluc¢aj kada je n neparan (n = 9)

Ol)
Slika 2.2: Prikaz elementa skupa P,_; X Q, s lomom za slucaj kada je n neparan (n = 9)

Nekaje (S,7T) € P, X Q,-1 koji ima lom. Ako zamijenimo dijelove poploCavanja § i T
nakon zadnjeg loma, dobit cemo (S’,7’) € P,_; X O, koji ima lom na istom mjestu kao 1
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by by bs b7 as
0 1 2 3 4 5 6 7 8
bs by " b ar

Slika 2.3: Prikaz elementa skupa P, X Q,_; s lomom za slucaj kada je n paran (n = 8)

b1 b by by
0 1 2 3 4 5 6 7 8
bg b4 b[i bS

Slika 2.4: Prikaz elementa skupa P,_; X Q, bez loma za slucaj kada je n paran (n = 8)

(S, T). Na taj nacin imamo bijekciju elemenata skupova P, X @, i P,_; X Q, koji imaju
lom. Zakljucujemo,

Pant = Pu1@n = 1Pa X Qutl = Py X @l = (=1 | ] .
i=1

O

Teorem 2.9. Neka jezan > 2 s ‘Z— oznacena n-ta konvergenta od |ay, (b1, a,), (b, ay), .. .].
Tada vrijedi

n—1
Pudns = Pradn = (=1'ay | | B
i=1
Dokaz (kombinatorno). Oznacimo s P, X Q,_, skup svih poplocavanja dviju ploca, gdje
gornja plo¢a sadrzi polja 0,1,2,...,n s uvjetima visina ao, (b1, ay), ..., (b,,a,), a donja
ploca sadrzi polja 1,2, ...,n — 2 s uvjetima visina ay, (b,, a3), ..., (by—2, a,-2).

Na sli¢an nacin ozna¢imo s P,_, X Q, skup svih poploCavanja pri ¢emu gornja ploca
imapolja0,1,2,...,n—2 suvjetima visina ay, (b, ay), . . . , (b,—2, a,-2), a donja plo€a sadrzi
polja 1,2,...,n s uvjetima visina a, (b, az), . . ., (b,, a,).

Kao u dokazu prethodnog teorema, imamo |P,, X Q,»| = pugn-2 1 |Pn—2 X Qul = Pu_2qn.

Ako je n neparan, ne postoji element skupa P, X Q,_, bez loma i postoji a, [T/, b;
elemenata skupa P, _, X Q, bez loma.
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Ako je n paran, postoji a, H?:_ll b; elemenata skupa P, X Q,_, bez loma i ne postoji

element skupa P,_, X Q, bez loma.

bl bg bg‘, h?
0 1 2 3 4 5 6 7
by by as

Slika 2.5: Prikaz elementa skupa P, X Q,_, s lomom za slu¢aj kada je n neparan (n = 7)

e _

bl h:% hr,
0 1 2 3 4 D 6 /
hQ h4 b[’; ay

Slika 2.6: Prikaz elementa skupa P,_, X Q, bez loma za sluc¢aj kada je n neparan (n = 7)

by by bs ag
0 1 2 3 4 5 6
b? b_1

Slika 2.7: Prikaz elementa skupa P, X Q,_, bez loma za slu¢aj kada je n paran (n = 6)

Uspostavljajuci bijekciju analognu onima u prethodnim dokazima dobivamo

n—1

DPn4n-2 — Pn-29n = |Pn X Qn—2| - |Pn—2 X in = (—1)’161,, 1_[ bi-

i=1
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) by ay
0 1 2 3 4 9 6
by by ar, ag

Slika 2.8: Prikaz elementa skupa P,_, X Q, s lomom za slucaj kada je n paran (n = 6)

2.3 Linearne rekurzije viSeg reda

Kombinatorni pristup rekurzijama drugog reda koje se pojavljuju kod Fibonaccijevog 1
Lucasovog niza te jednostavnih i sloZenih veriznih razlomaka, moZe se generalizirati na
opéenite homogene linearne rekurzivne jednadZbe s konstantnim koeficijentima.

Za pocetne vrijednosti ag, ay, . .., a,_; 1 linearnu rekurziju k-tog reda

a, = C1ay_1 + C20p0 + ...+ Cra,—x (zan = k),

poplo¢avamo n-plocu s plo¢icama duljina 1,2, ..., k.

Pocetnoj plocici duljine i pridruzimo tezinu p; = a; — 23;11 cja;-j, a iza toga svakoj
plocici duljine j pridruzimo tezinu c;, gdje je 1 < j < k. TeZinu poploCavanja n-ploCe
definiramo kao umnoZzak teZina pojedinih ploCica poploCavanja. Primjerice, poploCavanje
13-ploce oblika tromino - kvadrati¢ - domino - domino - kvadrati¢ - tromino - kvadrati¢
ima tezinu p3(c;)*(c2)%cs.

Sada se pokazuje da je zan > 1, a, suma tezina svih dopustenih poplocavanja n-ploce.
Primijetimo da je u ovakvoj interpretaciji mogucée uzeti da su c;-ovi i a;-ovi kompleksni
brojevi.
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada je jedna kombinatorna interpretacija veriznih razlomaka.

U prvom poglavlju definirani su jednostavni verizni razlomci i opisana su neka nji-
hova svojstva. Uvodi se ideja poploCavanja n X 1 ploce domino i kvadratnim plo¢icama
1 pokazuje veza izmedu takvih poploCavanja i brojnika, odnosno nazivnika konvergenti
jednostavnih veriZnih razlomaka. Zatim su tvrdnje vezane uz veriZzne razlomke dokazane
koriste¢i spomenutu kombinatornu interpretaciju, a u vise slucajeva je usporedno dan i al-
gebarski dokaz istih tvrdnji. Kombinatornom metodom obradene su i neke familije veriZnih
razlomaka gdje se kao vrijednosti pojavljuju razlomci s Fibonaccijevim ili Lucasovim bro-
jevima.

U drugom poglavlju je opisana kombinatorna interpretacija sloZenih veriznih razlo-
maka te su dokazani analogoni nekih tvrdnji koje su pokazane za jednostavne veriZne raz-
lomke.



Summary

The topic of this graduation thesis is one combinatorial interpretation of continued fracti-
ons.

In the first chapter simple continued fractions are defined and some of their properties
are described. The idea of tiling n X 1 board by square and domino tiles is introduced
and a connection between such tilings and numerators or denominators of convergents to
simple continued fractions is established. Some results on continued fractions are proved
using this combinatorial interpretation and in several cases algebraic proof of the same
statements is given for comparison. Some families of continued fractions where values are
rational numbers in which Fibonacci or Lucas numbers appear are also treated using the
combinatorial method.

In the second chapter the combinatorial interpretation is generalized to nonsimple con-
tinued fractions and some statements already proved in the case of simple continued frac-
tions are proved for these more general continued fractions.
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