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Uvod

Nemogúce je osporiti utjecaj koji je nevjerojatno brzi razvoj tehnologije tijekom posljed-
njih nekoliko desetljéca imao na sve aspekte ljudskoga�zivota. Po�cev�si od razvoja prirodnih
i tehni�ckih znanosti, preko napretka u medicini, do jednostavnosti komuniciranja i dostup-
nosti informacija, tehnologija je postala neizostavan dio na�se svakodnevice. Danas gotovo
da nema djelatnosti koja se mo�ze obavljati bez poznavanja osnova rada na ra�cunalu. Sa-
mim time, prirodno je da tehnologija postane i sastavni dio obrazovnoga procesa s ciljem
osposobljavanja u�cenika za tr�zi�ste rada, daljnje�skolovanje i cjelo�zivotno u�cenje.

Jedan od na�cina na koji tehnologija ulazi u u�cionice svakako je implementacija digi-
talnih nastavnih materijala u svakodnevno pou�cavanje putem edukativnih programa. Jedan
od najpoznatijih softvera namijenjenih prvenstveno pou�cavanju matematike jestGeoGebra
[?], besplatan program dinami�cne matematike koji obuhvaća geometriju, algebru, analizu,
statistiku, tabli�cne prora�cune te crtanje grafova.

Austrijski matemati�car Markus Hohenwarter stvorio jeGeoGebruu sklopu diplom-
skoga rada 2001. godine s namjerom kreiranja edukacijskog softvera kojiće biti desna
ruka u�citeljima, kako pri pou�cavanju u razredu, tako i pri izradi interaktivnih internetskih
stranica za u�cenike svih dobnih skupina, od pred�skolaca do studenata [?]. Nastavio je raditi
na pobolj�savanju programa i nakon diplome te je ubrzoGeoGebradobila brojne nagrade i
priznanja kao vrhunski digitalni nastavni materijal. Postala je vodeći program dinami�cne
geometrije: prevedena je na vi�se od�sezdeset svjetskih jezika, a broj korisnika mjeri se u
desetcima milijuna.

GeoGebraje program koji poti�ce eksperimentiranje, problemski pristup nastavnome
sadr�zaju i u�cenje otkrivanjem. Korisni�cko je su�celje vrlo pregledno i jednostavno za upo-
rabu �cak i po�cetnicima, a njezine su mogućnosti brojne i vrlo mócne. Dostupna je na
razli�citim platformama i operacijskim sustavima�sto uvelike pro�siruje bazu korisnika. Po-
sebnostGeoGebrejest jednostavnost izrade vlastitih materijala te njihovo dijeljenje s ko-
risnicima diljem svijeta: na taj je na�cin program u stalnom razvoju i svaki se dan otkrivaju
njegove nove mogúcnosti i na�cini primjene.
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GeoGebrase sve�ce�sće koristi i u hrvatskim�skolama i to naj�ce�sće u sklopu nastave
matematike prilikom obrade sadr�zaja iz planimetrije ili pri istra�zivanju grafova funkcija.
U ovome su radu prikazane neke od mogućnostiGeoGebrekoje su manje poznate i rjede
kori�stene, a izvrstan su na�cin pribli�zavanja nastavnih sadr�zaja u�cenicima jer olak�savaju ra-
zumijevanje slo�zenijih koncepata i povécavaju motivaciju za u�cenjem.

Rad je podijeljen u dva dijela: prvo poglavlje obuhvaća razli�cite funkcijeGeoGebrepri
pou�cavanju i u�cenju matematike u osnovnoj�skoli, dok su u drugome poglavlju predstav-
ljene mogúcnosti njezine primjene i u manje uobi�cajenom okru�zenju - u srednjo�skolskoj
nastavi �zike. Unutar svakog poglavlja sadr�zaj je razraden tako da je izabran po jedan
konkretan primjer za svaki razred, dana je matemati�cka ili �zikalna pozadina promatra-
noga podru�cja s naglaskom na metodi�cke napomene i o�cekivane ishode u�cenja, prezentiran
je izradeniGeoGebraaplet, navedene su upute za kori�stenje apleta i ukratko je obja�snjen
na�cin njegove izrade. Svi opisani apleti dani su u prilogu na DVD-u.



Poglavlje 1

GeoGebrau nastavi matematike

Dana�snje generacije u�cenika�cesto imaju pote�skóca sa zadr�zavanjem pa�znje i koncentra-
cije tijekom nastavnih sati, ali i prilikom samostalnoga u�cenja te uvje�zbavanja nastavnih
sadr�zaja kod kúce. Nerijetko su prepuni energije koju ne znaju produktivno iskoristiti, a
u�citelji te�sko uspijevaju do njih doprijeti i motivirati ih za rad. Rje�savanje matemati�ckih
zadataka aktivnost je koju mnogi u�cenici izvr�savaju nevoljko i bez osjećaja zadovoljstva.
Osim toga, u na�sem se dru�stvu jo�s uvijek zna smatrati da je matematiku vrlo te�sko ili �cak
nemogúce savladati pa ne iznenaduje da brojni u�cenici na nastavu matematike dolaze s
negativnim stavom i predrasudama koje su u njih, najvjerojatnije posve nesvjesno, usadili
roditelji, a ponekad i u�citelji razredne nastave.

U�citeljima matematike cilj je pribli�ziti nastavne sadr�zaje u�cenicima, predstaviti im ap-
straktne matemati�cke pojmove na njima razumljiv na�cin te ih potaknuti na u�cenje bez pri-
sile, u opu�stenoj atmosferi koja poma�ze ukloniti postojéce predrasude i eventualan strah
od matematike. Jedan od prijedloga za ostvarivanje tog cilja primjena je igara za vrijeme
nastavnoga sata. Prema Old�eldu [?] matemati�cka je igra aktivnost koja uklju�cuje izazov
ili zadatak�sto ga je potrebno rije�siti, ima jasna pravila, strukturu i cilj te precizno odredene
ishode koji se njome ostvaruju. Cijeli je niz pozitivnih strana implementacije matemati�ckih
igara u nastavni proces; uz o�cekivani porast motivacije za usvajanje novih sadr�zaja i samo-
pouzdanja pri pristupanju matemati�ckim problemima, igra doprinosi razvoju socijalnih i
komunikacijskih vje�stina u�cenika, poti�ce primjenu matemati�ckih vje�stina u razli�citim kon-
tekstima te stimulira matemati�cke diskusije i razvoj strate�skog mi�sljenja.

Koja je ulogaGeoGebrepri igri�kaciji nastave matematike? Prije svega, treba uzeti
u obzir da se u posljednjih petnaestak godina tehnologija razvila velikom brzinom te da
zbog njezine dostupnosti i maksimalne prilagodbe korisniku danas gotovo svako dijete
kreće u prvi razred s iskustvom igranja ra�cunalnih igara,�stovi�se, one su�cesto dio dje�cje
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POGLAVLJE 1. GEOGEBRAU NASTAVI MATEMATIKE 4

svakodnevice. Kao medij�sto ga u�cenici suvereno i rado koriste, digitalne su igre odli�cna
platforma za razvoj u�ceni�ckih matemati�ckih kompetencija. Bogati i dinami�cni scenariji
igara na ra�cunalu zahtijevaju i uspijevaju zadr�zati pa�znju u�cenika, a njihov sadr�zaj pretvara
u�cenike iz pasivnih u aktivne subjekte nastave pru�zajúci mogúcnost interaktivnog u�cenja ili
u�cenja otkrivanjem. Takoder, u�cenici rjede odustaju ukoliko ne uspiju iz prvog poku�saja,
postavljaju si vi�se ciljeve i te�ze boljem rezultatu. Vi�se istra�zivanja, kao�sto su npr. [?] i [ ?],
ustvrdilo je pozitivnu korelaciju kvalitetnih edukativnih digitalnih igara i ostvarenih rezul-
tata prilikom provjeravanja i ispitivanja usvojenoga sadr�zaja. Prema tome, pitanje vi�se nije
treba li koristiti digitalne igre u nastavi, nego koju igru koristiti i kada.

Osim multimedijskih sustava edukacijskih igara (kao�sto je npr.U�cilica), na internetu
postoji jako velik broj medunarodno priznatih portala namijenjenih interaktivnom u�cenju
matematike, a na kojima su matemati�cke igre jedan od klju�cnih elemenata. Istina je da se
u moru ponudenih izbora svakako mogu pronaći kvalitetni materijali kojiće doista pomóci
u�cenicima pri ostvarivanju predvidenih ishoda, ali ponekad bi u�citelji �zeljeli upotrijebiti
igru koja je povezana s aktualnim interesima u�cenika ili oformiti igru oko vlastitih zada-
taka, a takva ne postoji medu véc gotovim i dostupnim materijalima. Jedina opcija koja
tada preostaje jest kreiranje vlastite igre - to je trenutak kadGeoGebrastupa na scenu.

GeoGebrakao program dinami�cne geometrije originalno nije namijenjena izradi ma-
temati�ckih igara, ali upravo u tome le�zi njezina�car. Ona skriva bezbroj mogućnosti koje
�cekaju da ih netko otkrije i upotrijebi na druga�ciji, neo�cekivan na�cin; samo treba prepustiti
ma�sti i kreativnosti da izbiju na povr�sinu. U nastavku su prikazane dvije igre napravljene
u GeoGebri, namijenjene su u�cenicima petoga, odnosno,�sestoga razreda osnovne�skole.

1.1 Veza zbrajanja i oduzimanja, 5. razred

U sklopu kolegijaMetodi�cka praksa iz matematike u osnovnoj �skoliodr�zala sam nekoliko
sati u�cenicima 5.a razreda Osnovne�skole Remete. Véc i prije nego�sto sam prvi put stala
pred razred u funkciji u�citelja, promatrajúci pona�sanje i reakcije u�cenika za vrijeme nas-
tavnih sati�sto ih je odr�zala njihova profesorica uo�cila sam da su u�cenici vje�sti u izvodenju
osnovnih ra�cunskih operacija s prirodnim brojevima. Zadatke iz cjelinePrirodni brojevi,
prve koja se obraduje u petome razredu, gotovo svi su u�cenici rje�savali brzo i sigurno te im
oni nisu predstavljali dovoljan izazov zbog�cega su znali postati nestrpljivi i nemirni.

Jedna od nastavnih jedinica koju sam dobila zadatak odr�zati u tom razredu bila jeVeza
zbrajanja i oduzimanja brojeva u skupuN0. Prilikom odredivanja ishoda u�cenja navela sam
daće u�cenici izraziti ideje i rezultate (kako odrediti nepoznanicu pri zbrajanju i oduzima-
nju prirodnih brojeva) govornim i matemati�ckim jezikom u skladu s dobi; uspostaviti veze
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i odnose izmedu zbrajanja i oduzimanja, pribrojnika i zbroja te umanjenika, umanjitelja i
razlike; koristiti oṕce brojeve (slova) u zapisivanju veze zbrajanja i oduzimanja. Nadalje,
sigurnoće, snala�zljivo i u �cinkovito zbrajati i oduzimati brojeve u skupuN0 primjenjujúci
medusobne veze zbrajanja i oduzimanja; postavljati matematici svojstvena pitanja (�Sto je
poznato? �Sto trebamo odrediti? Kakócemo odrediti? Zbog�cega?) pri rje�savanju zada-
taka i, kona�cno, razvijati koncentraciju, povjerenje u vlastite sposobnosti te pozitivan stav
prema stjecanju novih znanja i vje�stina.

Uzev�si u obzir sposobnosti u�cenika i navedena o�cekivana u�ceni�cka postignúca, odlu�cila
sam uGeoGebriizraditi matemati�cku igru sa�zeljom da im privu�cem i �cim dulje zadr�zim
pa�znju te ih motiviram za rje�savanje�cak i slo�zenijih matemati�ckih zadataka postavljajući
ih pred njih kao svojevrsnu zagonetku. U nastavku je opisan tijek tako nastale aktivnosti
Otvorimo trezorkoja je provedena na nastavnome satu.

Aktivnost: Otvorimo trezor

Cilj je aktivnosti da u�cenici odrede nepoznate znamenke primjenjujući vezu zbrajanja i
oduzimanja te osvijeste njezinu primjenu i zapi�su ju matemati�ckim jezikom. Predvideno
trajanje aktivnosti iznosi dvadeset minuta.

Nastavni oblik provodenja aktivnosti diferencirana je nastava u obliku rada u homoge-
nim grupama. Pri radu u homogenim grupama podrazumijeva se �ktivna podjela u�cenika u
skupine prema matemati�ckim sposobnostima - u prvoj su skupini u�cenici ni�zih sposobnosti,
u drugoj su skupini u�cenici prosje�cnih sposobnosti, dok treću skupinu u�cenika�cine oni vi-
sokih matemati�ckih spososbnosti. U�citelj tijekom nastavnoga sata pred u�cenike razli�citih
skupina postavlja pitanja i probleme stupnja slo�zenosti primjerenoga njihovim sposobnos-
tima i predznanju. Dijelovi aktivnosti namijenjeni su i za individualni rad u�cenika.

Nastavne metode koje se tijekom aktivnosti primjenjuju jesu metoda dijaloga, me-
toda rada na zadatcima, metoda analogije te metoda analize i sinteze, a potreban mate-
rijal za provedbu aktivnosti jestGeoGebraaplet koji se projicira na platno ili bijelu plo�cu
(Slika 1.1). Potrebno je na plo�ci predvidjeti mjesto za rje�savanje zadataka i zapisivanje za-
klju �caka. Kako je aktivnost namijenjena za po�cetak sata obrade novoga nastavnog sadr�zaja,
prije po�cetka njezine provedbe u�cenicima valja napomenuti da u bilje�znici ostave mjesta
za naslov.

Sama aktivnost zapo�cinje pripovijedanjem pri�ce u pozadini zadatka:
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Jednom davno, iza sedam gora i sedam mora, zlo�cesta vje�stica Greta uselila je u dvo-
rac usred �sume. Dugo je ondje �zivjela sama i smi�sljala podmukle planove, ne obraćajući
pa�znju na to koliko je vremena pro�slo. Jednoga je dana ugledala vlastiti odraz u zrcalu
i zaprepastila se. Njezino je lice postalo prepuno bora! Svi znaju da nikako ne doli�ci da
zlo�cesta vje�stica ima naborano lice!

Na svu sreću, prisjetila se staroga recepta za tonik koji odstranjuje bore, a �ciji su glavni
sastojak dje�cje suze. Kako bi se domogla dje�cjih suza, vje�stica Greta odlu�cila je pokrasti
djecu iz obli�znjeg gradića i pohraniti ukradeno u svoj trezor. Trezor je za�stitila lozinkom, a
podsjetnik si je zapisala u obliku matemati�ckoga zadatka. Odredite lozinku trezora, otkrijte
�sto je vje�stica Greta ukrala i vratite pronadeno djeci da prestanu plakati!

Slika 1.1: Trezor prije rje�savanja zadatka

Lozinku za otvaranje trezora�cine znamenke koje nedostaju tako da sljedeći ra�cun bude
to�can:

1 3 3
+ 8 5

9 1 9 8
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Zadatak se rje�sava na plo�ci uz prozivanje u�cenika iz prve i druge skupine koji predla�zu
znamenke�sto ih treba upisati u pojedinu kućicu. Prvo je potrebno s u�cenicima prodiskuti-
rati s koje se strane po�cinje rje�savati zadatak prilikom pisanoga zbrajanja, odnosno, u�cenici
trebaju zaklju�citi da se najprije popunjava desna kućica. Kao pomóc, u�citelj postavlja pot-
pitanja ovisno o potrebi (U desnu kućicu treba upisati broj koji kad ga zbrojimo sa 6 daje
8. Koji broj uvécan za 6 daje rezultat 8?). U�cenici zaklju�cuju da u posljednju kúcicu treba
unijeti znamenku 2 i na analogan na�cin nastavljaju s otkrivanjem lozinke.

Tipi �cna u�ceni�cka pogre�ska jest u tome da brzopleto zaklju�ce kako u lijevu kúcicu treba
upisati znamenku 8 jer je zbroj brojeva 1 i 8 jednak 9. Nakon�sto su popunjene sve kućice,
o�citava se lozinka i to tako da se�cita s lijeva nadesno. Dobiva se troznamenkasti broj (842)
koji se unosi u za to predvideno polje u apletu, nakon�cega se piritisne tipka ”Otvori”.
Kako lozinka nije ispravna, na ekranu se prika�ze upaljeni crveni alarm i pojavi se vje�stica:
u�cenici nisu uspjeli otvoriti trezor, već ih je zatekla vje�stica!

S u�cenicima svakako treba raspraviti o tome gdje je pogre�ska i zbog�cega se upalio
alarm. Bolji u�cenici u razredu uo�cit će da je pogre�ska u lijevoj kúcici jer pri ra�cunu nije
uzeto u obzir da je u drugom stupcu s lijeva 3+ 8 = 11 pa se tada pi�se 1 i”pamti 1“ koji
se prenosi u sljedeći stupac. U�citelj dopisuje 1 iznad krajnjeg lijevog stupca i u�cenici za-
klju �cuju da je tra�zena lozinka zapravo 742. Prije unosa nove lozinke treba pritisnuti tipku

”Ispo�cetka“, a tek zatim unijeti lozinku i pritisnuti tipku”Otvori“. Trezor se otvara i unutar
njega vide se ukradene pli�sane igra�cke koje su u�cenici spasili i vratili njihovim vlasnicima.

Po otvaranju trezora, s u�cenicima se komentira rje�savanje zadatka i zapisuje na”mate-
mati�cki“ na�cin:

6 + x = 8
x = 8 � 6
x = 2

Pisanje navedenih jednad�zbi na plo�cu interaktivan je proces koji zapo�cinje ispisanjem
najgornje jednad�zbe samo pomócu kúcice na�sto su u�cenici navikli u ni�zim razredima.
U�cenike se upita znaju li kojim se slovom naj�ce�sće ozna�cava nepoznanica u matematici,
upisuje sex u kućicu i obja�snjava da sadax predstavlja nepoznanicu koja se treba odrediti.

U�cenike se podsjéca na maloprije dobiveni rezultat prema kojemu u kućici treba pisati
broj 2 te se postavlja pitanje pomoću koje je ra�cunske operacije odreden nepoznati pri-
brojnik. U�cenici uo�cavaju da su oduzimali 6 od 8, odnosno, od zbroja su oduzeli drugi
pribrojnik.
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Promatra se jo�s jedan primjer u kojemu je nepoznanica na prvom, umjesto na drugome
mjestu. Konkretno, na plo�cu se pi�se linearna jednad�zba s jednom nepoznanicom koja se
skriva u pozadini odredivanja znamenke u srednjoj kućici.

x + 5 = 9
x = 9 � 5
x = 4

Analogno kao gore, kúcica se mijenja slovomx te se odreduje njegova vrijednost. S
u�cenicima se komentira da je zbroj najveći broj u jednakosti pa se rje�senje dobije tako
da od najvéceg broja oduzmemo manji (na plo�ci se najvéci broj ozna�ci drugom bojom).
Kona�cno, u�cenici uz vodstvo u�citelja formuliraju i iskazuju zaklju�cak da se jedan nepoz-
nati pribrojnik odredi tako da se od zbroja oduzme poznati pribrojnik.

U�cenici zaklju�cak oṕcim brojevima zapisuju u bilje�znice i uokviruju bojom:

a;b; c 2 N0; a + b = c )
a = c � b
b = c � a

Sada se mo�ze napisati i naslov koji glasiVeza zbrajanja i oduzimanja. Slijedi povratak
na otvaranje trezora i nastavak pri�ce:

Nakon �sto je otkrila da joj je provaljeno u trezor, vje�stica se zaklela da neće odustati.
�Sto je vje�stica sada ukrala djeci? Otkrijte novu lozinku i osujetite vje�sti�cin plan!

6 8
- 8 1 5

1 5 4 3

Nakon�sto su na prvome primjeru vidjeli pristup ovakvome tipu zadatka, u�cenicima se
mo�ze zadati da samostalno rije�se zadatak, a potom i prozvati jednog u�cenika (iz druge sku-
pine) da ga rije�si na plo�ci. U�cenike treba potaknuti da prilikom rje�savanja zadatka verbalno
obrazla�zu svoje postupke jer na taj na�cin strukturiraju vlastiti proces mi�sljenja, uo�cavaju
potrebu za precizno�sću matemati�ckoga iskaza te uvje�zbavaju javni nastup.

Tra�zeno rje�senje je 915, ponovno se�cita s lijeva nadesno. Potrebno je pritisnuti tipku
”Novi zadatak” i unijeti lozinku u aplet. Trezor se otvara, a unutar njega sad su slatki�si.
Sljedéci je korak komentiranje rje�savanja zadatka i formaliziranje zapisa:

6 � x = 5
x = 6 � 5
x = 1
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Za vrijeme pisanja gornjih jednad�zbi na plo�cu ponovno se u�cenike navodi na zaklju�cak
o pravilu za odredivanje nepoznanice. U�cenici uo�cavaju da su morali oduzeti 5 od 6, od-
nosno, od umanjenika su oduzeli razliku. Takoder, prepoznaju da je najveći broj u po�cetnoj
jednakosti umanjenik, tj. broj 6 koji se zatim ozna�cava ga drugom bojom. Ovako jednos-
tavni primjeri koje u�cenici mogu rije�siti napamet olak�savaju sistematiziranje sadr�zaja i
dolazak do�zeljenih zaklju�caka koji se zatim formuliraju i pomoću oṕcih brojeva.

U�cenici zapisuju u bilje�znice i uokviruju bojom:

a;b; c 2 N0; a � b = c ) b = a � c

Slijedi i posljednja mogúcnost za polo�zaj nepoznanice:x je umanjenik (drugi stupac s
desne strane).

x � 1 = 4
x = 4 + 1
x = 5

Po ispisivanju po�cetne jednad�zbe na plo�cu, od u�cenika se tra�zi da osvijeste i verbalizi-
raju pomócu koje su ra�cunske operacije odredili kolika je nepoznanica. Za razliku od svih
prethodnih primjera, ovdje su rezultat dobili zbrajanjem. Prirodno se nametnula problem-
ska situacija - kako to da je sada trebalo zbrajati, a ne oduzimati? Kao pomoć u�cenicima,
pa�znja im se mo�ze usmjeriti na relevantno pitanje: Koji je sada broj najveći? U�cenici pri-
mjećuju da je nepoznanicax sada najvéci broj pa se ne mo�ze odrediti oduzimanjem jer se
kao razlika ne mo�ze dobiti broj véci od umanjenika (a treba dobiti najveći broj).

Isti je postupak kao i ranije, ozna�ci se x drugom bojom (kao najvéci broj), a u�cenici
zapisuju u bilje�znice i uokviruju bojom:

a;b; c 2 N0; a � b = c ) a = b + c

Preostaje jo�s posljednji dio zadatka:

Vje�stica je zaklju�cila da joj treba dodatna za�stita za trezor. Postavila je te�zu uputu
za novu lozinku i dovela dodatnog �cuvara kojega je zatvorila u trezor s nadom da će on
sa�cuvati ukradeno. Problem je u tome �sto �cuvar ne �zeli biti zaklju�can u trezoru. Tko je
�cuvar? Spasi ga i vrati djeci ono �sto im je ukrala!

5 6
+ 8 2 3
1 3 3 1 9
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U�cenici samostalno rje�savaju zadatak, najslo�zeniji do sada. Proziva se jedan u�cenik (iz
treće skupine) da ga rije�si na plo�ci uz davanje uputa i obrazlo�zenja za pojedine zaklju�cke.
Tra�zeno je rje�senje 479; nakon pritiska tipke ”Novi zadatak”, unosi se lozinka u aplet. Za-
robljeni �cuvar trezora je zmaj, a u trezoru se nalaze raznolike lopte (Slika 1.2). Zmaj se
mo�ze osloboditi: pritiskom na gumb ”Oslobodi zmaja”�cuvar trezora napu�sta svoju tam-
nicu.

Slika 1.2: Trezor nakon�sto je rije�sen posljednji zadatak

Nakon provedene aktivnosti slijedi uvje�zbavanje rje�savanja linearnih jednad�zbi poput
85674+ x = 956423 u kojima u�cenici trebaju primijeniti vezu zbrajanja i oduzimanja
ra�cunajúci s prirodnim brojevima vécima od 1000. Sada vi�se zadatke nije moguće rije�siti
napamet, véc treba odabrati odgovarajuće pravilo i primijeniti ga.

Moram priznati da prije sata nisam bila sasvim sigurna kakoće u�cenici prihvatiti igru,
odnosno, bojala sam se daće je mo�zda smatrati isuvi�se djetinjastom, a sebe ”prevelikima”
za takve zadatke, no, dogodilo se upravo suprotno. U�cenici su se od samoga po�cetka
u�zivjeli u pri�cu i postavljali su pitanja o vje�stici kao, na primjer, ima li kúcnog ljubimca i
sprema li�carobni tonik u kotlu nad vatrom u mra�cnoj tamnici. Sablaznili su se nad idejom
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da je krala od djece i pogadali su�sto je to mogla ukrasti. U takvom emotivno pobudenom
stanju, nisu mogli do�cekati da im postavim zadatak kako bi saznali�sto je u trezoru, a otva-
ranje trezora bilo je popraćeno odu�sevljenjem.

Prilikom analize zadatka i zapisivanja generalizacije bili su mirni i suradljivi, lako su i
to�cno odgovarali na postavljena pitanja. Dva zadatka za samostalni rad vrlo su brzo rije�sili,
�cak i zadnji,�sto je zadatak kakav se zna pojaviti na ni�zim razinama natjecanja iz matema-
tike u petome razredu. Nadmetali su se tkoće rije�siti prvi kako bi rje�senje mogao napisati
na plo�cu i unijeti lozinku u aplet. Bila sam zadovoljna time kako je aktivnost pro�sla, a�sto je
najva�znije, u�cenici su aktivno sudjelovali u nastavi i�cini mi se da su bez pote�skóca usvojili
predvideni sadr�zaj. Ponekad smetnemo s uma da su u�cenici petih razreda jo�s uvijek djeca,
a djeca prirodno u�ce upravo kroz igru.

U nastavku su ukratko predstavljene neke od najvi�se primjenjivih i zanimljivih opcija
GeoGebreza nastavu, a koje su kori�stene pri izradi ove matemati�cke igre.

Izrada apleta

Prije svega, u�cenicima najinteresantniji dio igre, i vjerojatno jedini na kojiće obratiti
pa�znju, jesu gra��cki elementi.GeoGebranudi opciju jednostavnog umetanja slika razli�citih
formata iz datoteke (nalazi se u padajućem izbornikuUredivanjesmje�stenom uTraci za
izbornike). Po odabiru�zeljene slike, na ekranu se odabire to�cka u kojuće biti smje�sten
njezin lijevi donji ugao. Dimenzije i polo�zaj umetnute slike mogu se precizno odrediti za-
davanjem koordinata njezinih donjih i gornjega lijevog ugla u karticiPolo�zaju dijalo�skom
okviru Svojstva objektado kojega se mo�ze dóci na vi�se na�cina; jedan je od njih odabir
opcijeSvojstva objektau izborniku koji se poka�ze prilikom desnog klika mi�sa na objekt.

Novije slike umetnute u dokument prekritće one ranije umetnute, no to se mo�ze re-
gulirati opcijom Razinau kartici Dodatnodijalo�skog okviraSvojstva objekta. Tako se
primjerice za pozadinske slike, kao�sto je zid u ovom primjeru, odabire razina 0, slike
pli �sanih igra�caka, slatki�sa i lopti postavljaju se na razinu 1, dok su slike trezora smje�stene
na najvi�soj razini. Naime, iako se tako ne doima prilikom kori�stenja apleta, prikaz trezora
nije dobiven umetanjem gotove animacije otvaranja trezora u dokument jerGeoGebrane
podr�zava tu opciju; u nju je mogúce umetati samo pojedina�cne slike. Ono�sto je u takvoj
situaciji mogúce u�ciniti jest gotovu animaciju rastaviti i pretvoriti u niz slika,�sto je ovdje
u�cinjeno pomócu jednoga od besplatnih internetskih servisa kojima je upravo to namjena,
�cime je animacija razdijeljena u pedeset slika.
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Iako uGeoGebruzasad nije mogúce umetnuti gotovu animaciju, animiranje objekata
kao�sto su nezavisni kliza�ci, kutovi ili zavisne to�cke ponudeno je véc od prvih verzija pro-
grama. Kako bi se postigla iluzija da se trezor otvara, prvo je potrebno umetnuti kliza�c u
aplet. Njegov izgled nije va�zan jer on néce biti prikazan na ekranu, ali ono�sto je nu�zno
odrediti jesu njegova minimalna i maksimalna vrijednost te korak povećanja. Budúci da je
otvaranje trezora razdijeljeno u pedeset slika, kao minimum postavljena je vrijednost 1, kao
maksimum vrijednost 50, dok je korak povećanja 1. Nakon�sto se umetnu sve slike u aplet,
svaka se pove�ze s odgovarajúcom vrijednosti kliza�ca. Konkretno, na vrhu ranije spome-
nute karticeDodatnonalazi se traka za unos uvjeta za prikaz objekta (ta opcija postoji za
sve objekte, a ne samo za slike). U nju se za prvu sliku unosi uvjet da je vrijednost kliza�ca
1, za drugu 2 i tako dalje. Animira li se kliza�c, i to tako da je kao opcija za ponavljanje
odabranorastuće (jednom)kako se trezor ne bi neprekidno otvarao i zatvarao, uo�cava se
da se mijenja prikazana slika u ovisnosti o vrijednosti kliza�ca. Proces animiranja sli�can
je listanju bilje�znice na�cijim je rubovima stranica nacrtan strip, samo preostaje odrediti
brzinu koja najvi�se odgovara za postizanje�zeljenoga efekta.

Za kraj jo�s treba postaviti uvjete koji speci�ciraju kadaće se trezor otvoriti - ideja je da
se otvori samo ukoliko je upisano to�cno rje�senje zadatka, s time da mora biti zadovoljen
redoslijed rje�savanja zadataka (tj. da se ne priznaje rje�senje drugoga zadatka kao ispravno
ukoliko se rje�sava prvi zadatak). Prvo se u aplet unosi nezavisan brojl koji predstavlja
lozinku te se postavlja tesktualno polje vezano uz njega,�sto zna�ci da predlo�zena lozinka
poprima vrijednost unesenu u tekstualno polje. Zatim se u aplet dodaju broj zadatka (ov-
dje ozna�cen sa) i gumb ”Otvori trezor” pritiskom na koji se unesena lozinka usporeduje s
to�cnim rje�senjem pa, ukoliko se ona podudaraju, pokreće animaciju za otvaranje trezora.
Naredbe za provjeravanje to�cnosti rje�senja unose se u karticuSkriptiranjedijalo�skog okvira
Svojstva objektagumba za otvaranje (Slika 1.3). Upravo jeGeoGebraskriptiranje kao niz
naredbi�sto se izvr�savaju jedna po jedna, bilo klikom na objekt bilo njegovim a�zuriranjem,
opcija koja pru�za priliku za kreativnost uGeoGebrii o njoj će jo�s biti rije�ci u ovome radu.

Slika 1.3: Naredbe za otvaranje trezora
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1.2 Tangram, 6. razred

U prethodnom je odjeljku prikazana edukativna igra u kojoj svi u�cenici iz razreda sudjeluju
kao cjelina i koja je u svojoj sr�zi zapravo motivacijska pozadina matemati�ckih zadataka:
opisana se aktivnost mogla provesti na potpuno isti na�cin i bez apleta, samo bi se sma-
njio stupanj uklju�cenosti u�cenika u nastavni proces i nastava bi poprimila tradicionalnu
notu. U ovomće odjeljku biti prikazan potpuno druga�ciji tip igre, igra koja je namijenjena
za samostalan rad ili rad u manjim grupama (prema preferencijama u�citelja i osobinama
u�cenika) te igra koja je matemati�cka aktivnost sama po sebi.

Prema trenutno va�zécem nastavnom planu i programu u�cenici u peti razred dolaze poz-
navajúci formule za izra�cunavanje povr�sine pravokutnika i kvadrata, s time da naj�ce�sće ne
razumiju koncept povr�sine, véc �cisto mehani�cki uvr�stavaju zadane vrijednosti u napisanu
formulu. PrijedlogPredmetnog kurikuluma iz Matematike[?] naglasak stavlja upravo na
usvajanje ideje povr�sine. Naime, prema njemu u�cenici će u �cetvrtome razredu upoznati
pojam povr�sine tako�stoće usporedivati likove razli�citih povr�sina prema veli�cini dijela rav-
nine koji zauzimaju i mjerit́ce povr�sine likova ucrtanih u kvadratnoj mre�zi prebrojavanjem
kvadrata. Takoder, od u�cenika se o�cekuje da izrade jedini�cne kvadrate od papira ili kartona
te mjere pravokutne likove prekrivajući ih tim jedini�cnim kvadratima. U ni�zim razredima,
dakle, uoṕce se vi�se néce obradivati formule za izra�cunavanje povr�sine pravokutnika i kva-
drata, véc će se ustrajati na razvoju ideje povr�sine pomócu jedini�cnih kvadrata.

U petome razredu kao ishod je navedeno ra�cunanje povr�sine kvadrata i pravokutnika
te je istaknuto da pri odredivanju povr�sina naglasak ne treba stavljati na uporabu formula,
već se ponovno inzistira na odredivanju povr�sina likova prebrojavanjem kvadrata u kva-
dratnoj mre�zi. Takoder, preporu�ceno je razvijanje svijesti o tome da likovi iste povr�sine
mogu imati razli�cite opsege. Od u�cenika koji zavr�sava�sesti razred o�cekuje se da mo�ze
samostalno i sigurno odrediti opseg i povr�sinu trokuta i�cetverokuta. U razradi ishoda vrlo
dobrom razinom usvojenosti smatra se ra�cunanje opsega i povr�sine geometrijskih oblika
sastavljenih od osnovnih geometrijskih likova, dok je odabir strategije za izra�cunavanje
opsega i povr�sine u rje�savanju problema iz geometrije iznimna razina usvojenosti nastav-
noga sadr�zaja.

Kao �sto naslov odjeljka najavljuje, matemati�cka igra, ili bolje réci slagalica, koja uve-
like doprinosi i olak�sava ostvarivanje svih gore navedenih ishoda upravo je tangram. Ov-
dje je ukratko opisana aktivnost namijenjena u�cenicima�sestoga razreda, no uz minimalne
se prilagodbe mo�ze provesti i s u�cenicima petih razreda. Izvedba aktivnosti ovisi o teh-
nolo�skim mogúcnostima�skole; u�skolama sudionicama pilot projekta e-�Skole u�cenici na
vlastite tablete instalirajuGeoGebraaplikaciju i otvaraju aplete ili ih pokrécu pomócu
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mre�znih aplikacija s internetskihGeoGebrastranica [?], dok u ostalim�skolama u�citelji
koji imaju za to mogúcnosti nastavu organiziraju u informati�ckoj u�cionici. Ukoliko niti to
nije opcija, ovaj se aplet mo�ze primijeniti i u obi�cnim u�cionicama s projektorom (pri�cemu
bi svakako puno zna�cila interaktivna plo�ca) tako da se grupama u�cenika podijele omotnice
s manjim modelima tangrama izradenima od kola�z-papira, a na projekcijskom se platnu ili
plo�ci pomócu apleta prikazuju zadatci, analiziraju i sintetiziraju rje�senja.

Slika 1.4: Cjeloviti tangram

Kako je ovo vjerojatno prvi put da se u�cenici susrécu s tangramom (Slika 1.4), pre-
poru�cuje se zapo�ceti aktivnost pri�cajúci u�cenicima jednu od legendi o tome kako je tan-
gram nastao. Naime, iako se o povijesti tangrama ne zna puno, poznato je da potje�ce iz
drevne Kine i vremena dinastije Tang te da rije�c ”tangram” na kineskom jeziku zna�ci ”se-
dam plo�cica mudrosti” [?]. Najstariji zapisi koji potvrduju postojanje tangrama ve�zu se uz
kraj 18. i po�cetak 19. stoljéca, a kako se zna da je tangram daleko stariji, ali ne i kako je
nastao, ne iznenaduje da su tijekom godina osmi�sljene legende koje obja�snjavaju otkuda
potje�ce ideja tangrama. Prema jednoj od njih, sluga kineskog cara spotaknuo se i pao dok
je nosio vrijednu kerami�cku plo�cicu kvadratnog oblika. Ta se plo�cica razbila na sedam di-
jelova koje je sluga poku�sao slo�ziti natrag u kvadratni oblik. Prije nego�sto je uspio slo�ziti
kvadrat, dobio je puno razli�citih likova: �zivotinje, ljude i predmete (razli�citi se oblici mogu
projicirati na platnu kako bi ih u�cenici mogli promotriti) te je tako nastao tangram.

Druga legenda [?] zamjetno je bogatija detaljima. Prema njoj, kineski je car zaposlio
umjetnika staklara da izradi staklo za prozor na pala�ci, �sto bi postao prvi ostakljeni prozor
- svi su ostali bili naprosto otvori u zidovima. Staklo je trebalo biti u obliku savr�senoga
kvadrata i umjetnik je danima na njemu neumorno radio. Po zavr�setku izrade, bri�zno je
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umotao staklo u naj�niju svilu i ko�zu kako se ne bi o�stetilo prilikom dugoga putovanja
do carske pala�ce. Prolazili su dani, a umjetnik je pa�zljivo kora�cao bespúcima pustinja i
nepreglednih ravnica, sve dok se nije uspeo na vrh planine s koje je mogao vidjeti pala�cu.
Zadivljen velebnim zdanjem, spotaknuo se o sitni kamen�cić i pao niz planinu. Nakon�sto
se osovio na noge, odmah je posegnuo za staklom kako bi provjerio u kojem je stanju
nakon pada. Staklo, na�zalost, nije ostalo�citavo, nego se magi�cno razbilo u svega sedam
dijelova. Poku�savajúci sastaviti po�cetni kvadrat, umjetnik je uo�cio da se od dijelova stakla
mogu dobiti razni oblici. Kona�cno je spakirao staklo i pre�sao preostali dio puta do pala�ce
gdje je pomócu oblika dobivenih od dijelova stakla caru ispri�cao pri�cu o svom putovanju.
Car je bio odu�sevljen prikazima deva i redovnika, brodova i planina te se kasnije danima
zabavljao izradujući razne likove od stakla. Uskoro je dao izraditi plo�cice od drva i otuda
je potekla ideja tangrama.

Slika 1.5: Tangram, 1. zadatak

Nakon�sto su u�cenici �culi legendu o postanku tangrama, vrijeme je za upoznavanje dije-
lova od kojih se tangram sastoji. U�citelj pokréce prviGeoGebraaplet (Slika 1.5) te u�cenici
rje�savaju zadatak na jedan od na�cina navedenih u uvodnome dijelu opisa aktivnosti. Tre-
baju uo�citi da se radi o pet jednakokra�cnih pravokutnih trokuta, kvadratu i paralelogramu,
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�sto su sve likovi koje u�cenici u tom trenutku véc dobro poznaju. U�citelj zatim postavlja
pitanje jesu li neki od tih likova sukladni (nije lo�se ovdje ponoviti de�niciju sukladnih tro-
kuta) te u�cenici primjécuju da se dva najmanja trokuta mogu u potpunosti preklopiti, kao i
dva najvéca.

Prvi zadatak, uz ponavljanje pojma sukladnosti te vje�zbu prepoznavanja geometrijskih
likova, slu�zi kako bi u�cenici pratéci upute u zadatku nau�cili pomicati (tehnikaprimi i po-
vuci) i zakretati (pomócu istaknute�zute to�cke na pojedinom liku) elemente tangrama u
apletu,�stoće biti potrebno pri rje�savanju sljedécih zadataka.

Slika 1.6: Tangram, 2. zadatak

U drugome zadatku (Slika 1.6) treba odrediti povr�sine pojedinih likova koji�cine tan-
gram. S obzirom na iskustvo iz�cetvrtoga i petoga razreda, u�cenici bi sada véc trebali biti
vje�sti u odredivanju povr�sine usporedbom s jedini�cnom povr�sinom, neovisno o tome je li
ona kvadratnog oblika ili nije. Konkretno, kao jedini�cna povr�sina uzima se povr�sina najma-
njega trokuta; ozna�cena je sP. Tada u�cenici lako mogu odrediti povr�sine preostalih likova
preklapanjem likova nepoznatih povr�sina s onima ranije odredenima. U bilje�znicu skici-
raju pojedine likove i na svaki od njih upisuju kolika je njegova povr�sina, a po zavr�setku
zadatka rje�senja provjeravaju zajedni�cki pomócu tangrama na plo�ci. Pritiskom na tipku
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”Poka�zi rje�senja” na svim se likovima pokazuje iznos njihovih povr�sina izra�zen pomócu
P. Kona�cno, mo�ze se odrediti i povr�sina cijeloga tangrama zbrajanjem pojedinih povr�sina
te u�cenici uo�cavaju da ona iznosi 16P. Ukoliko je u�citelj slu�cajno pritisnuo tipku ili iz ne-
kog drugog razloga vi�se ne�zeli da rje�senja budu prikazana, postoji tipka ”Sakrij rje�senja”.

U petome i�sestome razredu baratanje općim brojevima u�cenicima zna biti zbunjujúce
pa ako neki u�citelji procijene da je njihovim u�cenicima taj pristup isuvi�se slo�zen, umjesto
toga u�cenici mogu konkretno izra�cunati kolike su povr�sine likova koji �cine tangram. Ipak,
treba uzeti u obzir da je usporedivanje povr�sine s jedini�cnom koncept va�zan ne samo za
matematiku, véc i za druge prirodne znanosti, te bi bilo dobro na to u�cenike privikavati pos-
tupno putem upravo ovakvih aktivnosti gdje mogu vizualizirati proces mjerenja. Takoder,
u �sestom su se razredu već susreli sa ”slovima” u matematici rje�savajúci linearne jednad�zbe
s jednom nepoznanicom pa im ideja izra�zavanja svih povr�sina pomócu jednoga slova�sto
predstavlja vrijednost najmanje povr�sine ne bi trebala biti nepojmljiva.

Slika 1.7: Tangram, rije�sen 3. zadatak
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Nakon uvodnih primjera u kojima su u�cenici saznali od kojih se dijelova sastoji tangram
te otkrili kako se medusobno odnose povr�sine tih dijelova, slijede ne�sto slo�zeniji zadatci
koji zahtijevaju primjenu kombinatorike i isprobavanja. U trećem zadatku (Slika 1.7 pri-
kazuje zadatak s rje�senjem) u�cenici trebaju pomócu dva najmanja trokuta i trokuta srednje
veli�cine sastaviti kvadrat, pravokutnik, paralelogram i trokut te svakome od dobivenih li-
kova odrediti povr�sinu. Trokute od kojih sastavljaju tra�zene likove proizvode pomoću alata
”Mali trokut” i ”Srednji trokut” u alatnoj traci.

U�cenici po zavr�setku sastavljanja primjećuju da likovi razli�citih oblika mogu imati istu
povr�sinu. U ovome zadatku ne razvijaju samo kombinatorne vje�stine i percepciju prostora,
već na eksplicitnom primjeru jasno vide kako�cinjenica da dva lika imaju istu povr�sinu ne
povla�ci nu�zno da su oni sukladni,�sto je�cesta miskoncepcija kod u�cenika. Prednost apleta
u GeoGebri, naspram standardnog tangrama od kola�z-papira ili drvenih plo�cica, izmedu
ostaloga le�zi i u mogúcnosti da se pomócu alata za stvaranje trokuta istovremeno pred
u�cenikom nalaze svi likovi koje je trebao sastaviti (kod standardnog tangrama materijala
ima isklju�civo za slaganje jednog po jednog lika).

Tangram je vrlo zahvalan nastavni materijal jer daje mogućnost prilagodavanja zada-
taka u�cenicima razli�citih stupnjeva matemati�ckih sposobnosti. I ovaj se zadatak mo�ze pri-
lagoditi ovisno o potrebama i uspje�snosti u�cenika. Ne�sto slo�zeniji zadatak je onaj u kojem
bi u�cenicima na raspolaganju uz navedene trokute bili i kvadrat te paralelogram, a naj-
slo�zeniji zadatak je onaj u kojem u�cenici trebaju koristiti svih sedam dijelova tangrama
kako bi dobili tra�zene likove i odredili im povr�sine - on je namijenjen u�cenicima visokih
matemati�ckih sposobnosti i mo�ze se primijeniti na dodatnoj nastavi.

Na nastavnim satima treba uzeti u obzir da povećavanje broja dijelova od kojih se oblici
sastavljaju zamjetno povećava i vrijeme potrebno za rje�savanje zadatka pa mo�zda ne bi bilo
lo�se pri povécavanju broja dijelova tangrama podijeliti u�cenike u grupe tako da je svaki
u�cenik u grupi zadu�zen za slaganje jednoga geometrijskog lika. Ponovnoće cijela grupa
pred sobom imati sva�cetiri lika istih povr�sina te se zaklju�cak mo�ze izvesti na analogan
na�cin kao u najjednostavnijem slu�caju.

�Cetvrti zadatak (Slika 1.8) od u�cenika tra�zi da sastave barem�cetiri razli�cita lika kojima
je povr�sina 8P i odrede im opsege. Sada u�cenici mogu koristiti sve dijelove tangrama i
proizvoditi ih pomócu alata prikazanih u alatnoj traci. Takoder, nema ograni�cenja na broj
dijelova iste vrste koji se smiju upotrijebiti i jasno je da se radi o zadatku otvorenog tipa
gdje će u�cenici ”pustiti ma�sti na volju” i modelirati problem izradom razli�citih likova ra-
zvijajući pritom vlastitu kreativnost.
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Slika 1.8: Tangram, 4. zadatak

Ono �sto će svim likovima nastalima u razredu biti zajedni�cko jest da im je povr�sina
8P, ali opsezi likova nerijetkóce se dramati�cno razlikovati. Ovo je zadatak koji poma�ze
pri ostvarivanju�cak dva istaknuta ishoda navedena na po�cetku odjeljka; u�cenici uo�cavaju
da likovi istih povr�sina mogu imati razli�cite opsege te odreduju povr�sinu i opseg oblika
koji se sastoji od osnovnih geometrijskih likova. Drugim rije�cima, u�cenici odreduju opseg
i povr�sinu razumijevajúci ideju i zna�cenje tih pojmova, a ne slijepo uvr�stavajúci brojeve u
formulu.

U ovom je zadatku prednostGeoGebre, dakako uz mogúcnost jednostavnog stvaranja
neograni�cenog broja osnovnih geometrijskih likova, kori�stenje alataDuljina ili udaljenost
pri mjerenju duljina stranica,�cime se u�cenicima omogúcava koncentriranje na klju�cne as-
pekte aktivnosti, umjesto na dugotrajno mjerenje duljina stranica pomoću ravnala. Ukoliko
u�citelji imaju dovoljno vremena, svakako bi bilo dobro da pru�ze u�cenicima i priliku za ra-
zvijanje vje�stine mjerenja, ali u situaciji gdje se neće trebati koncentrirati na niz novih
intelektualnih podra�zaja i dono�senje vrijednih matemati�ckih zaklju�caka.

Posljednji aplet (Slika 1.9) sadr�zi klasi�cne tangram slagalice u kojima je cilj pomoću
svih sedam dijelova tangrama sastaviti lik�ciji je obris dan na slici. U ovom je primjeru
dodatno uklju�cen zaporni sat te se obris lika koji treba slo�ziti javlja tek prilikom pritiska
tipke ”Play” i pokretanja zapornoga sata. U�cenici translacijom i rotacijom dijelova tan-
grama popunjavaju obris te pritiskom tipke ”Pause” zaustavljaju zaporni sat. Na taj je
na�cin omogúceno pozitivno natjecanje medu u�cenicima, a kako bi se sprije�cilo varanje,
prilikom pritiska tipke ”Pause” nestaje obris lika kako u�cenici ne bi mogli slagati lik dok
vrijeme ne te�ce. Ponovno, uz razvoj kombinatornih vje�stina, razvijaju se i one povezane
s geometrijom kao�sto je odredivanje opsega i povr�sine lika bez formule, pri�cemuće jo�s
jednom utvrditi da likovi istih povr�sina mogu imati razli�cite opsege.
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Slika 1.9: Tangram, slaganje likova

U prvome zadatku u�cenici trebaju slo�ziti lik ma�cke, dok u drugome zadatku trebaju za-
misliti da su na mjestu kineskoga sluge koji je nosio kerami�cku plo�cicu caru te ju slu�cajno
razbio; njihov je zadatak ponovno slo�ziti plo�cicu oblika kvadrata. Za razliku od prethodnog
zadatka, ovdje u�cenici mogu okrenuti paralelogram na drugu stranu pritiskom na crvenu
to�cku koja pripada jednoj njegovoj stranici. Kod drugih likova zbog simetrije nema potrebe
za ponudom iste opcije.

Odbrojavanje vremena ima jo�s jednu ulogu uz�cisto pru�zanje mogúcnosti za rangiranje
u�cenika prema brzini rje�savanja zadatka: po isteku pet minuta u prvome zadatku, a deset u
drugome, na ekranu se javlja potvrdni okvir koji nudi uputu za rje�savanje slagalice. Uko-
liko u�cenici pritiskom mi�sa potvrde kako�zele da se poka�ze uputa, unutar obrisa lika koji
treba slo�ziti prikazuju se isprekidane linije�cime je lik podijeljen na podru�cja koja prekri-
vaju osnovni dijelovi tangrama.

Nakon �sto je jednom uGeoGebrinapravljena osnova za igru, nove je oblike jednos-
tavno dodavati i na taj na�cin povécavati riznicu zadataka. Ideje za oblike lako je pronaći na
internetu, a toliko je razli�citih da svaki u�cenik u razredu bez ikakvog problema mo�ze dobiti
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druga�ciju sliku koju treba sastaviti. Pri odabiru i podjeli zadataka ponovno treba prilago-
diti broj dijelova tangrama, a time i slo�zenost zadatka, sposobnostima u�cenika. NaVe�ceri
matematike[?] tangram je dio ”stalne postave”, s time da predlo�zeni oblici za slaganje nisu
likovi kućanskih predmeta ili�zivotinja, véc znamenke. Tangram mo�ze biti izazovan i sta-
rijim u�cenicima ako im se zada da, recimo, odrede koliko postoji konveksnih mnogokuta
sastavljenih od svih sedam dijelova tangrama.

Izrada apleta

Kako su svi prikazani apleti namijenjeni tome da ih u�cenici koriste bilo samostalno na
vlastitim uredajima, bilo na interaktivnoj plo�ci, pri izradi treba voditi ra�cuna o tome da
korisni�cko su�celje bude maksimalno pojednostavljeno za kori�stenje. Kao�sto se moglo pri-
mijetiti na slikama, alatna traka ne izgleda u svim apletima jednako, a pogotovo se uo�cava
razlika u odnosu na standardnu alatnu trakuGeoGebre. Na primjer, u�cetvrtome zadatku u
alatnoj se traci (Slika 1.8) nalazi svega sedam alata, od�cega ih pet (alati za izradu osnovnih
elemenata tangrama) nije u originalnoj alatnoj traci. U nastavku je obja�snjeno kako se to
mo�ze postíci.

Premda upoznavanjeGeoGebrenaj�ce�sće zapo�cinje konstruiranjem okomica, paralela
i raznih geometrijskih likova pomócu alata koji dolaze s programom, smisao tangrama
nije u stvaranju njegovih dijelova, već u rukovanju tim dijelovima. Upravo iz tog razloga
u�cenicima treba omogućiti kori�stenje alata kojima se dobivaju već gotovi elementi tan-
grama; zadatak je autora apleta postići da ti elementi budu ispravnih dimenzija te da se
njima intuitivno mo�ze manipulirati (pomicati ih i rotirati). �Cinjenica da takvi konkretni
alati ne postoje u programu nije nepremostivi problem, jedna od korisnih mogućnostiGe-
oGebreupravo je izrada vlastitih alata.

Za izradu alata kojime se stvara jednakokra�cni pravokutan trokut zadane duljine katete,
prvo je potrebno taj trokut vlastoru�cno konstruirati i urediti prema�zelji (odabrati boju,
prozirnost i sli�cno pomócu dijalo�skog okviraSvojstva objekta). Sljedéci je korak u traci
za izbornike odabrati karticuAlati te u padajúcem izborniku odabrati opcijuIzrada novog
alata (Slika 1.10 lijevo).
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Slika 1.10: Izrada novoga alata

Tada se otvara dijalo�ski okvir Izrada novog alataprikazan na Slici 1.10 desno u ko-
jemu se mogu odabrati izlazni objekti (u ovom slu�caju to su konstruirani pravokutni trokut
i jedan njegov vrh pomócu kojega se trokut mo�ze rotirati), ulazni objekti (elementi koji
odreduju izlazni objekt, ovdje je to samo to�cka u kojoj je smje�sten jedan vrh trokuta) te
naziv i ikona�cime se alat mo�ze u�ciniti prepoznatljivim na prvi pogled (umjesto kori�stenja
generi�cke ikone mo�ze se staviti slika trokuta koji se njime dobiva). Pritiskom tipke ”Kraj”
na dnu karticeNaziv i ikonanapravljen je novi alat i dodan na kraj postojeće alatne trake.

Na analogan se na�cin mogu napraviti alati kojima se konstruiraju i preostali elementi
tangrama. Svíce biti stavljeni u zajedni�cku skupinu alata na kraju alatne trake tako da
posljednji alat koji je napravljen bude prikazan u traci, a do ostalih se dolazi pomoću pa-
dajúceg izbornika kao i kod ostalih skupina alata. Takvo je su�celje u�cenicima neprakti�cno
i zbunjujúce jer nudi velik broj alata, a oni koji im trebaju nisu na prvi pogled vidljivi.
No, suvi�sne je alate mogúce sakriti, a potrebne razdvojiti da ne budu svi u jednoj skupini
odabirom opcijePrilagodba alatne trakeu izbornikuAlati (Slika 1.10 lijevo).

Dijalo�ski okvir Prilagodba alatne trake(Slika 1.11) sastoji se od dva popisa pri�cemu
su u lijevome prikazani alati koji su prikazani u alatnoj traci, a desno oni koji nisu. Alati
se premje�staju s jednoga popisa na drugi pomoću tipki ”Umetni” i ”Ukloni” smje�stenih
izmedu njih, a alati koji preostaju na alatnoj traci mogu se poredati po�zeljenom redoslijedu
pomócu tipki ”Gore” i ”Dolje”. Postoji i opcija povratka izvorne alatne trake. Odabirom
i uredivanjem rasporeda alata, alatna je traka u�cinjena preglednijom i pristupa�cnijom kraj-
njim korisnicima, odnosno, u�cenicima i u�citeljima.
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Slika 1.11: Prilagodba alatne trake

Jo�s jedna zanimljiva opcija koja je ovdje kori�stena, a ima�siroku primjenu uGeoGe-
bra apletima namijenjenima radu u razredu jest izrada zapornoga sata, odnosno,�stoperice
ili 'timera'. Vrlo jednostavan na�cin izrade zapornoga sata koji mjeri vrijeme do jednoga
sata jest umetanje kliza�ca kojemu je minimum postavljen na 0, maksimum na 3600, korak
povécanja na 1, a ponavljanje narastuće (jednom). Jasno je da animiranjem kliza�ca njegova
vrijednost raste od 0 do 3600, samo je pitanje brzine kojom to�cini. Cilj je da potrebno vri-
jeme iznosi to�cno jedan sat. Eksperimentalnim je putem dobiven rezultat da brzina kliza�ca
treba iznositi 14/3600,�sto se takoder unosi prilikom de�niranja kliza�ca. Nazove li se vri-
jednost kliza�cav, tada se mo�ze izraditi zaporni sat koji vrijeme prikazuje u obliku minute
: sekunde tako da se koristeći naredbe de�niraju brojevisekunde=OstatakDijeljenja(v,60)
i minute=CjelobrojnoDijeljenje(v,60), a zatim prika�ze tekst u kojemu su minute i sekunde
uneseni kao objekti (a oni se o�cito mijenjaju kako se mijenja vrijednost kliza�ca). Potrebno
je jo�s samo izraditi tipke za pokretanje i zaustavljanje sata: umetnu se gumbi kojima se
kao naredbe u karticuSkriptiranjepod opcijuNa klik upi�suAnimiraj(v), odnosnoAnimi-
raj(v,false). Ukoliko se zaporni sat�zeli istovremeno zaustaviti i vratiti na po�cetak, potrebno
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je jo�s dodati naredbuPostaviVrijednost(v,0)koja prvoj upisanoj varijabli pridru�zuje vrijed-
nost druge. Naravno, animacije se mogu pokretati i pritiskom na tekst (kao�sto je u ovom
primjeru, tipka ”Play” zapravo je simbol umetnut kao tekst) ili bilo koji drugi objekt.

Takav je na�cin izrade zapornoga sata brz i dovoljno to�can za osnovne potrebe rje�savanja
zadataka, no problem le�zi u tome�sto brzina kliza�ca zna �uktuirati u ovisnosti o drugim pro-
cesima koje provodi ra�cunalo. Na primjer, brzina 14/3600 néce nu�zno zna�citi da će kliza�c
proći sve vrijenosti od 0 do 3600 za jedan sat ako je na ra�cunalu usporednoGeoGebripo-
krenut �lm, već će kliza�c malo usporiti. Razlika najvjerojatnije neće biti zamjetna, ali za
bilo kakve preciznije potrebe mo�ze se izraditi zaporni sat koji ne ovisi o brzini kliza�ca i to
koristéci naredbuVrijemeSada(), �sto je naredba koja pozivajući se na vrijeme na ra�cunalu
vraća listu od deset elemenata i to redom milisekunde, sekunde, minute, sate (0-23), dan u
mjesecu, mjesec, godina, mjesec kao tekst, dan u tjednu i redni broj dana u tekućem tjednu
brojéci nedjelju kao prvi dan tjedna (Slika 1.12).

Slika 1.12: Liste koje se dobivaju naredbomVrijemeSada()

Za dobivanje zapornoga sata potrebno je unijeti uGeoGebrudvije liste dobivene nared-
bamaVrijemeSada()i kliza�c �cije krajnje vrijednosti nisu od presudnog zna�caja, va�zno je
samo da kao ponavljanje bude odabrana opcijanaizmjence; neka je nazvanv kao u prethod-
nom primjeru. Pritiskom tipke kojom se pokreće zaporni sat objema listama pridru�zuje se
trenutno vrijeme pomócu ranije spomenute naredbe, npr.PostaviVrijednost(Lista1, Vrije-
meSada())te se animira kliza�c v, �sto se sve unosi u obliku naredbi u karticiSkriptiranje. U
kartici Skriptiranje pri a�zuriranjukliza�cav treba upisati naredbuPostaviVrijednost(Lista1,
VrijemeSada()), �cime se posti�ze da je pokretanjem zapornoga sataLista2a�zurirana samo
jednom i ona efektivno pokazuje trenutak u kojem je sat pokrenut, dok seLista1 a�zurira
neprestano dok je kliza�c v animiran. Proteklo vrijeme mo�ze se odrediti promatranjem raz-
like izmedu tih dviju lista.

Kao �sto je véc napomenuto, i opcija stvaranja vlastitih alata i mogućnost mjerenja pro-
tjecanja vremena mogu se upotrijebiti u mnogo razli�citih situacija, tangram je bio samo
jedan primjer. Zaporni sat, primjerice, pru�za mogúcnost postavljanja uvjeta za prikazivanje
objekata (kori�stena je prilikom ponude uputa za rje�senje posljednjih zadataka - javljaju se
tek nakon�sto je proteklo vrijeme koje je u�citelj odredio prikladnim), a takoder se mo�ze kod
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jednostavnijih i krácih primjera i podru�cja gdje je cilj automatizacija postupaka (npr. zbra-
janje ili mno�zenje cijelih brojeva) postaviti broja�c to�cno rije�senih zadataka u odredenom
vremenu. U sljedécem je odjeljku na primjeru cjeline iz sedmoga razreda predstavljen
na�cin provjere to�cnosti upisanoga rje�senja i izrade takvoga broja�ca.

1.3 Jednad�zba pravca, 7. razred

Posljednja cjelina prema trenutno va�zécem nastavnom planu i programu za sedmi raz-
red jestLinearna funkcija. Prvi se put u�cenici na nastavi matematike susreću s pojmom
funkcije te analiziraju linearnu funkciju zadanu tabli�cno ili gra� �cki. Naglasak u cjelini
stavlja se na graf linearne funkcije - u�cenici u koordinatnom sustavu u ravnini prika-
zuju pravac zadan eksplicitnom ili implicitnom jednad�zbom, provjeravaju pripadnost to�cke
pravcu, iz gra��ckog prikaza ili dviju zadanih to�caka odreduju jednad�zbu pravca, analiziraju
medusoban polo�zaj pravaca i koriste kriterij usporednosti dvaju pravaca.

Iako se navedeni postupci u�cenicima mogu doimati lako razumljivima, jasnima, pa
�cak i trivijalnima, posebice u usporedbi s rje�savanjem problemskih zadataka iz istog po-
dru�cja, ipak ih je potrebno uvje�zbati kako bi ih provodili brzo, sigurno i e�kasno. Kako
to obi�cno biva u procesu u�cenja matematike, u�cenicima nema druge nego da za domaću
zadácu rje�savaju zadatke. Domaća zadácadacima ni ina�ce nije omiljeni na�cin provodenja
vremena izvan�skolskih klupa, a pogotovo ne na samome kraju�skolske godine kad se ljeto
već nazire. Postoji li na�cin na koji se rje�savanje domáce zadáce mo�ze u�ciniti barem malo
primamljivije u�cenicima?

GeoGebraponovno priska�ce u pomóc: u�cenici mogu zadácu rje�savati i predati putem
interneta. Jasno, u�citelj prvo treba ispitati imaju li svi u�cenici u razredu pristup ra�cunalu
s internetskom vezom (�sto je danas u vécini slu�cajeva tako) te ako nemaju osigurati na�cin
na koji zadácu ipak mogu rije�siti, mo�zda kori�stenjem ra�cunala u�skolskoj knji�znici ili in-
formati�ckoj u�cionici. U�cenici su u vi�sim razredima osnovne�skole, a pogotovo u srednjoj
�skoli, vje�sti u radu na ra�cunalu te im najvjerojatnije neće trebati posebne upute uz one koje
su navedene u nastavku ovoga odjeljka, ali naravno da prvih par puta u�citelj treba biti na
raspolaganju za sva eventualna pitanja i nedoumice koje u�cenici mogu imati. Takoder, ovo
je izvrstan trenutak za ostvarivanje korelacije sInformatikomi diskutiranje o sigurnosti na
internetu.
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Virtualna u �cionica: formiranje grupe, izrada i vrednovanje zadataka

Prvi korak u�citelja pri zadavanju domaće zadáce uGeoGebrijest prijava naGeoGebrinu
internetsku stranicu [?] i formiranje GeoGebragrupe, odnosno, virtualnog razreda. Uko-
liko se stranica otvori na engleskom jeziku, jezik stranice mo�ze se postaviti na hrvatski
pritiskom mi�sa na tekst ”Language” u donjem lijevom kutu ekrana (Slika 1.13 prikazuje
stranicu nakon promjene jezika u hrvatski). U desnom kutu ekrana nalazi se tipka za pri-
javu �cijim se pritiskom otvara okvir prikazan na Slici 1.13.

Slika 1.13: Prijava na internetsku stranicu

Ukoliko je ra�cun ranije izraden, dovoljno je upisati korisni�cko ime i lozinku, dok je
prilikom prve prijave potrebno odabrati opciju ”Izradi ra�cun” u donjem desnom dijelu ok-
vira. Istoće trebati napraviti i u�cenici prilikom prvoga kori�stenja. Prilikom izrade ra�cuna
potrebno je upisati adresu elektroni�cke po�ste, �zeljeno korisni�cko ime i lozinku. Iako ko-
risni�cka imena u�cenika ne moraju biti njihova puna imena i prezimena, u�citelj mora znati
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korisni�cka imena svih u�cenika kako bi im mogao vrednovati uratke.

Slika 1.14: Izrada ili priklju�civanje grupi

Nakon uspje�sne prijave u sustav, u izborniku na lijevoj strani ekrana (zatamnjen na
Slici 1.13) treba odabrati opcijuGrupe. Otvara se dijalo�ski okvir prikazan na Slici 1.14
u kojemu su ponudene tri opcije - prijava u grupu upisivanjem lozinke, izrada grupe ili
pregledavanje grupa u kojima se�clan véc nalazi odabirom opcijeMoje grupe. Odabirom
opcijeIzradi grupuu�citelj formira virtualni razred - upisuje naziv i kratki opis grupe (npr.
7. razred) te daje dozvole za postavljanje materijala i poruka. U suradni�ckim skupinama
korisno je da svi�clanovi mogu postavljati materijale, ali u tipi�cnim �skolskim situacijama
najbolje je odabrati opcijusamo vlasnicijer je u�citelj taj koji će postavljati zadatke. Po for-
miranju grupe, na ekranu se pojavljuje zaporka grupe sastavljena od pet znakova - velikih
tiskanih slova i znamenaka; nju u�citelj treba dati svim u�cenicima kako bi se priklju�cili vir-
tualnom razredu. Naime, oni prilikom prve prijave u predvideno polje prikazano na Slici
1.14 upisuju dobivenu zaporku, nakon�cega im se virtualni razred pojavljuje u kategoriji
Moje grupejer su postali njezinim�clanom.

Slika 1.15 prikazuje objave oformljene grupe7. razred. Kao �sto je na toj slici mogúce
uo�citi, ispod naziva grupe postoje jo�s tri opcije - odabirom opcije�Clanovi prikazuje se
popis svih�clanova grupe uz navodenje njihovih ovlasti i datuma pridru�zivanja, a opcija
Materijali prikazuje popis svih materijala koji su u grupi objavljeni. Posljednja opcija jest
Vrednovanje, to je opcija koju imaju samo vlasnici grupe, dok ostali�clanovi (tj. u�cenici)
umjestoVrednovanjaimaju opcijuZadatci. Oneće biti detaljno poja�snjene u nastavku.
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Slika 1.15: Grupa7. razred

Vrlo korisna opcija jest iPogledaj kao �clankoja se javlja pritiskom na izbornik u desnom
gornjem kutu ekrana. Potvrdivanjem te opcije u�citelj ima priliku iskusiti grupu iz perspek-
tive u�cenika.

Nakon �sto je grupa formirana, u�citelj treba kreirati domácu zadácu �sto �cini tako da
odabereIzradi zadatak(gore lijevo na Slici 1.15). Otvara se okvir u koji treba upisati na-
ziv zadatka, ispod�cega je predviden prostor za uno�senje uputa za rje�savanje (koje mogu
uklju�civati bodovnu skalu ili bilo koje informacije�sto ih u�citelj smatra relevantnima) te
roka predaje (Slika 1.16). Kona�cno, u izborniku treba odabrati vrstu materijala (”Dodaj
materijal”) od koje se zadatak sastoji. Dozvoljeno je dodati proizvoljan broj materijala iste
ili razli �cite vrste. Odabirom opcijeIzradi radni list javlja se novi niz mogúcnosti; mogu se
umetnuti tekstovi, slike, video dokumenti, internetske poveznice, pdf datoteke,GeoGebra
apleti ili pitanja.

Pitanja mogu biti otvorenoga tipa ili vi�sestrukoga izbora, pri�cemu pri stvaranju pi-
tanja vi�sestrukoga izbora u�citelj mo�ze dodavati broj ponudenih odgovora po�zelji. Ti
odgovori se svakom u�ceniku pojavljuju u nasumi�cnom redoslijedu (to jest, neće svima
to�can odgovor biti na istom mjestu). Takoder, nazna�cavanje to�cnih odgovora u za to
predvidenim ”kúcicama” lijevo od odgovora olak�sava ispravljanje jeŕce u�ceni�cka rje�senja
biti ispravljena automatski nakon�sto predaju zadácu. U�citelj tekst zadatka mo�ze upisati
pomócu takozvanogMatemati�ckog unosa�sto zna�ci da je mogúce unijeti sve matemati�cke
objekte (formule, simbole i sli�cno) na na�cin sli�can uno�senju u primjericeMicrosoft O� ce
Wordu, ali uz povécan broj opcija. Prilikom umetanja apleta napravljenoga na ra�cunalu ili
pronadenoga medu objavljenimGeoGebramaterijalima, u�citelj mo�ze medu naprednim op-
cijama speci�cirati dimenzije�cuvajúci proporcije, mo�ze omogúciti zumiranje, povla�cenje
prikaza ili oznaka i dozvoliti prikaz ikone za resetiranje konstrukcije te traku izbornika,
alatnu traku, traku za unos i traku stilova. Nakon�sto u�citelj doda sve materijale koje je na-
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mjeravao dodati i poslo�zi ih po �zeljenom redoslijedu metodompovuci i pusti, pritiskom na
tipku ”Objavi” u desnom kutu napravljeni zadatak postaje dostupan svim�clanovima grupe.

Slika 1.16: Izrada zadatka

Ukoliko u�citelj ne �zeli da u�cenici vide zadatak, pritiskom na simbol otvorenoga oka u
gornjem desnom kutu mijenja ga u zatvoreno. Objave koje su ozna�cene simbolom zatvore-
noga oka u�cenici ne vide. Odmah uz simbol oka nalazi se izbornik pritiskom na koji u�citelj
mo�ze odabrati urediti, arhivirati ili izbrisati objavu.

U�cenicima je dobro preporu�citi da prvo pro�citaju uputu, a tek tada odabirom opcije
Zadatcii pritiskom mi�sa na zadatak (u ovom slu�caju ”Jednad�zba pravca”, nakon�cega tre-
baju odabrati kojoj́ce skupinu prvoj pristupiti) po�cnu s rje�savanjem (Slika 1.17). Uz natpis
Popis zadatakanalazi se simbol prazne bilje�znice. Pritiskom na taj simbol u�ceniku se
prikazuju samo oni zadatci koje jo�s nije rije�sio i predao, ina�ce su prikazani svi zadatci.
Ukoliko imaju pote�skóca s nekim zadatkom ili�zele ne�sto poru�citi u�citelju, predviden je
prostor ispod svakog zadatka za upisivanje komentara. Simbol prazne bilje�znice u retku sa
zadatkom ozna�cava da ga u�cenik jo�s nije po�ceo rje�savati, bilje�znica na kojoj se vide crte
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zna�ci da je zadatak otvoren i da ga je u�cenik zapo�ceo rje�savati, ali nije predao, dok kva�cica
na bilje�znici ozna�cava predan zadatak.

Slika 1.17: U�ceni�cka perspektiva

Nakon �sto u�cenici rije�se domácu zadácu, u�citeljev je zadatak tu zadaću pregledati i
vrednovati,�sto �cini odabirom véc spomenute opcijeVrednovanje�cime se javlja imenik s
u�ceni�ckim zadácama. Kako nisam imala priliku zadati u�cenicima sedmoga razreda ovaj
zadatak, Slika 1.18 prikazuje vrednovanje zadataka koje sam davala za domaću zadácu
u�cenicima drugoga razreda opće gimnazije tijekom ovoga polugodi�sta. Izdvojila sam samo
dio u�cenika i obrisala njihova korisni�cka imena zbog za�stite identiteta. Kao�sto se mo�ze
vidjeti u imeniku u gornjem dijelu slike, postoji vi�se razli�citih oznaka istoga zna�cenja kao
i u u�ceni�ckoj perspektivi. Konkretno, promotre li se dva lijeva stupca�sto je bila posljednja
zadáca gdje je u prvome zadatku trebalo odrediti pet eksponencijalnih funkcija koje su
zadane gra��cki, a u drugome pet logaritamskih, mo�ze se uo�citi da u tom trenutkuu�cenik 8
rje�sava zadatak s eksponencijalnim funkcijama, dok logaritamske jo�s nije otvorio, au�cenik
6 je predao oba zadatka, pri�cemu sam mu onaj s eksponencijalnim funkcijama pregledala,
a onaj s logaritamskima nisam. Takoder, napomenom ”zaka�snjelo” istaknuti su radovi
koji su predani nakon isteka postavljenog roka. Odabirom �ltra u gornjem lijevom dijelu
ekrana mogu se prikazivati samo zadatci odredenoga stupnja rije�senosti (npr. samo predani
nepregledani radovi).
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Slika 1.18: Vrednovanje u�ceni�ckih radova
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Donji dio Slike 1.18 prikazuje ekran za vrijeme vrednovanja predanoga zadatka, kon-
kretno zadatka korisnika nazvanogau�cenik, s logaritamskim funkcijama. Na vrhu ekrana
nalazi se oznaka 2/2, �sto zna�ci da se trenutno pregledava drugi od dva zadatka iz te domaće
zadáce te se pomócu strelica lako mo�ze prijéci na prethodni ili sljedéci zadatak tog u�cenika.
Pritiskom na strelicu uz ime u�cenika prelazi se na prethodnog ili sljedećeg u�cenika u ime-
niku. Ispod predanoga zadatka nalaze se dvije tipke; ukoliko u�citelj rje�senje ne smatra
zadovoljavajúcim, pritiskom na ”Nezavr�seno” u�ceniku se zadatak ponovno otvara te ga
treba rije�siti ispo�cetka. Jasno da je u takvim situacijama uputno u komentaru napomenuti
u�ceniku�sto bi i kako trebao napraviti druga�cije. Ukoliko je zadatak rije�sen, u�citelj priti �sće
tipku ”Zavr�seno”.

Jednad�zba pravca - domáca zadáca

Nakon�sto je tehni�cka pozadina zadavanja i vrednovanja zadataka uGeoGebravirtualnim
u�cionicama detaljno poja�snjena, treba se vratiti na ono najva�znije, a to je sam sadr�zaj za-
dataka i ishodi koji se njihovim rje�savanjem posti�zu. Slaganje domaće zadáce u ovakvom
okru�zenju prirodno navodi u�citelja na kombiniranje razli�citih tipova zadataka,�sto je rela-
tivno rijetka praksa u�skolama. U�cenici se�cesto tek naDr�zavnoj maturiprvi put susrécu s
matemati�ckim zadatcima s vi�sestrukim izborom,�sto nije dobro jer takva pitanja, mada se
u�citeljima �cesto�cine prelaganima, tra�ze druga�ciji pristup pri rje�savanju i mogu ispitivati ra-
zumijevanje sadr�zaja kakvo se klasi�cnim zadatcima te�sko provjerava. Kako je uGeoGebri
uno�senje takvih pitanja prakti�cno, a ispravljanje za u�citelja besplatno (GeoGebraispravlja
sama), nema razloga da se i oni ne uklju�ce u domácu zadácu.

U prvome se zadatku (Slika 1.19) od u�cenika tra�zi da medu ponudenim to�ckama oda-
beru onu koja pripada pravcu zadanom eksplicitnom jednad�zbom. Iako je u ovome zadatku
insinuirano da se radi o samo jednoj takvoj to�cki, pitanja vi�sestrukog izbora uGeoGebri
dozvoljavaju vi�se to�cnih odgovora pa u�cenici za svaku to�cku trebaju provjeriti pripada li
danom pravcu. Prvi zadatak ispituje ishod koji je uPrijedlogu kurikuluma[?] svrstan u is-
hode zadovoljavajúce, dakle, najni�ze razine. Sljedéci zadatak tra�zi od u�cenika da procijene
je li navedena tvrdnja ispravna ili nije, a radi se o pravcu paralelnomx-osi. Jednad�zbe pra-
vaca paralelnih koordinatnim osima tradicionalno zadaju u�cenicima glavobolju i s njima
se ne snalaze najbolje�cak ni u srednjoj�skoli. Upravo zato nije lo�se stavljati zadatke poput
ovoga, kako bi se u�cenici koncentrirali na jednad�zbu i pa�zljivo razmislili o odgovoru.

Treći i �cetvrti zadatak (Slika 1.19)GeoGebranaziva zadatcima otvorenog tipa pa su
zato tako nazivani i ranije prilikom opisa izrade, kako bi bilo jasno na koju se opciju misli.
No, radi se zapravo o zadatcima kratkoga odgovora, a budući je taj odgovor jasno odreden
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Slika 1.19: Jednad�zba pravca, 1.-4. zadatak s rje�senjima
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uvjetima zadatka, i tréci i �cetvrti zadatak ulaze u kategoriju pitanja zatvorenoga tipa. Treći
je zadatak teorijski,�sto je jo�s jedna vrsta zadataka koja se masovno izbjegava u hrvatskim
�skolama; naj�ce�sće se ispitima provjerava samo sposobnost primjene u zadatcima. Iako
je takav teorijski zadatak ovdje isklju�civo u funkciji ispitivanja �cinjeni�cnoga znanja (od
u�cenika se tra�zi da znaju imenovati odsje�cak nay-osi), nema ograni�cenja na duljinu odgo-
vora koji u�cenici smiju upisati u predvideno polje. Prema tome, u�citelji slobodno mogu
postaviti pitanje za promi�sljanje koje mo�zda potakne diskusiju medu u�cenicima u razredu.
To je, dodu�se, primjerenije u�cenicima srednjih�skola. Takoder, podr�zana su i pitanja otvo-
renoga tipa - samo�sto je takva pitanja zahtjevnije vrednovati.

�Cetvrti je zadatak slo�zeniji, pa iz tog razloga i nosi jedan bod vi�se od prethodnih (raspo-
djela bodova i bodovna lista dane su u uputama zadaće prikazanima na Slici 1.16). Radi se
o zadatku u kojem treba odrediti jednad�zbu pravca koji prolazi zadanom to�ckom i paralelan
je pravcu prikazanome u koordinatnom sustavu. U�cenik prije svega treba znati interpreti-
rati kriterij paralelnosti, zatim treba moći odrediti koe�cijent smjera iz grafa po mogućnosti
bez odredivanja jednad�zbe pravca koristéci dvije to�cke, nego ”kora�caj pa sko�ci” pristupom.
Tek tada treba odrediti preostalu nepoznanicu (odsje�cak na osiy) upotrebljavajúci znanje
koje se ispitivalo u prvome zadatku - ako pravac prolazi nekom to�ckom, onda ona zadovo-
ljava njegovu jednad�zbu. U�ceniku treba priznati rje�senje i ako ga upi�se putem tipkovnice,
ne koristéci mogúcnostMatemati�ckog upisa(za to bi trebao odabrati simbolfx lijevo od
polja za upis rje�senja).

Kona�cno se dolazi do petoga zadatka (Slika 1.20) u kojemu u�cenici trebaju odrediti jed-
nad�zbu pravca prikazanoga u Kartezijevom koordinatnom sustavu u ravnini. Njega u�cenici
odabiru ili pritiskom na strelicu koja pokazuje udesno na vrhu stranice ili povratkom na
Popis zadatakai odabirom�zeljenoga zadataka. U�cenici u predvideno polje na ekranu do-
punjavaju jednad�zbu (trebaju odrediti�cemu je jednaky, dakle, zapravo iskazuju eksplicitnu
jednad�zbu pravca). Nakon�sto upi�su rje�senje, pritiskom tipke ”potvrdi” aplet provjerava je
li upisano rje�senje to�cno. Ako je, u�cenik dobiva jedan bod, a ako nije, prelazi se na sljedeći
zadatak s istim brojem bodova koje je u�cenik do tada osvojio. Nakon�sto odredi jednad�zbu
i petoga pravca, na mjestu gumba ”potvrdi” nalazi se gumb ”zavr�si” pritiskom na koji nes-
taje prikaz pravca i ostaje samo ostvareni rezultat (sli�cno kao kodu�cenikana Slici 1.18).

Ukoliko je u�cenik nezadovoljan rezultatom, pritiskom tipke ”Pokreni ponovno” mo�ze
pokrenuti zadatak ispo�cetka. KakoGeoGebraaplet automatski ispravlja zadatke, u�cenik
tijekom rje�savanja u svakom trenutku zna koliko bodova ima i koji je zadatak krivo rije�sio;
ne mora�cekati do kraja da bi pokrenuo aplet ispo�cetka. Kad je kona�cno zadovoljan postig-
nutim, pritiskom tipke ”Predaj” na dnu ekrana daje svoj uradak u�citelju na pregled. U�citelja
ne�ceka zahtjevan posao - samo treba pogledati koliko je bodova u�cenik prikupio i pridodati
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Slika 1.20: Jednad�zba pravca, 5. zadatak

te bodove onima iz prva�cetiri zadatka. Nakon�sto jednom napravi aplet, posao je u�citelja
uvelike olak�san,�sto je de�nitivno veliki poticaj za kori�stenjeGeoGebre.

PrednostGeoGebrenije samo u jednostavnosti ispravljanja i trenutnoj povratnoj in-
formaciji o to�cnosti rje�senja, véc i u nasumi�cnom biranju linearnih funkcija: svaki u�cenik
dobit će svoje zadatke i na taj se na�cin izbjegava (ili barem malo poku�sava obeshrabriti)
prepisivanje. Slike u�cenika koji na�skolskim hodnicima bjesomu�cno prepisuju domáce
zadáce prije sata sigurno su svima jo�s u dobrom sjécanju. Tako je napisana zadaća pot-
puno neproduktivna, u�cenici naj�ce�sće razmi�sljaju o ne�cemu potpuno nepovezanome dok
ju prepisuju. Rje�savanje zadáce pomócu ra�cunala ne samo da�cini zadácu zanimljivijom i
druga�cijom od ostalih, nego razvija samostalnost i sigurnost u radu.�Cinjenica da svi imaju
razli�cite zadatke i opciju ponavljanja dok god nisu zadovoljni rezultatom motivira u�cenike
na rje�savanje, a to je upravo bio i cilj ovakve zadaće.
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Izrada apleta

Sam aplet nije komplicirano izraditi i jednom kad je napravljen mo�ze poslu�ziti kao predlo�zak
za cijeli niz raznovrsnih zadataka u kojima u�cenici upisuju rje�senje koje onda program
usporeduje s ispravnim. Prvo se de�niraju nezavisne varijablebod= 0 i broj = 1, pri �cemu
je s bod ozna�cen broj osvojenih bodova, dokbroj predstavlja redni broj zadatka koji se
rje�sava. Zatim se de�niraju brojevik = Slu�cajniBrojIzmedu(-9,9)i l = Slu�cajniBrojIzmedu(-
5,5)kao nagib i odsje�cak nay osi.

NaredbaSlu�cajniBrojIzmedu(,)vraća nasumi�cni cijeli broj izmedu danih (uklju�cujući i
njih) i upravo je ona zaslu�zna za produkciju razli�citih zadataka za svakoga u�cenika. Uko-
liko je �zelja korisnika dobiti nasumi�can decimalni broj s jednom decimalom izmedu 0 i
3, mo�ze pomócu ove naredbe odrediti nasumi�can broj izmedu 0 i 30 pa ga podijeliti s 10.
Takoder, mogúce je koristiti naredbuSlu�cajniElement(Lista)koja vráca nasumi�can element
iz odabrane liste. Jasno, svakom je u�citelju dano na izbor izmedu kojih će brojeva uzimati
vrijednosti zak i l.

Poslije de�niranjak i l mo�ze se de�nirati funkcijaf (x) = kx+ l �ciji se graf prikazuje na
ekranu, ali je potrebno obratiti pa�znju da slu�cajno ne bude prikazana i jednad�zba pravca.
Zatim se de�nira i funkcijag kao proizvoljna funkcija, najjednostavnije je odabrati kons-
tantu funkciju. Unose se i logi�cka vrijednost (nazvana ”tocno”) postavljena nafalse, tekst
koji prikazuje o kojem se zadatku radi (u njega je pridodan objektbroj) i tekst koji poka-
zuje trenutno stanje bodova (zapisabod/ 5).

Iako se mo�ze doimati neobi�cno, unosi se i prazan tekst (to se mo�ze napraviti naredbom
tekst=”” ). On slu�zi tome da se izbjegne napisana nula u tekstualnome objektu u koji se
unosi rje�senje (kao�sto je pisala prilikom otvaranja trezora - tamo je bilo jasno da 0 ne
mo�ze biti rje�senje, ali pravac mo�ze biti zadan sy = 0). Osim toga, prirodnije je da polje za
unos bude prazno na po�cetku rje�savanja. Sada se unosi tekstualno polje koje se vezuje za
maloprije spomenuti prazan tekst.

Kona�cno, treba stvoriti gumb pritiskom na kojiće se potvrditi upisano rje�senje i provje-
riti njegova to�cnost. To se posti�ze upisivanjem niza naredbi u karticuSkriptiranje na klik
koja je prikazana na Slici 1.21. Prvom se naredbom funkcijig pridru�zuje izraz unesen u
tekstualno polje, a drugom se usporeduju funkcijeg i f , odnosno, uneseni izraz s ispravnim.
Ako je ponudeno rje�senje (to je ozna�ceno sprazno!=”” jer != zna�ci nejednako), pritiskom
na gumb potvrdi prelazi se na sljedeći zadatak. Tim se uvjetom osigurava da ako u�cenik
slu�cajno pritisne tipku ”potvrdi” néce prijéci na sljedéci zadatak te da nije moguće íci da-
lje bez da se zadatak barem poku�sa rije�siti. �Cetvrta naredba nala�ze da ukoliko je rje�senje
to�cno, u�ceniku se na dosada�snji broj bodova dodaje jo�s jedan, a ukoliko nije to�cno, broj
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Slika 1.21: Skriptiranje, linearna funkcija

bodova ostaje koliki je i bio. Petom i�sestom naredbom aplet se na neki na�cin resetira, po-
lje za unos se prazni, a pri a�zuriranju konstrukcije biraju se novi nasumi�cni elementi zak i l.

Jo�s su preostali samo zavr�sni detalji kao postavljanje uvjeta na prikazivanje elemenata
samo kad vrijedibroj < 6 (jer �zelimo da svaki u�cenik rije�si pet zadataka, a ne vi�se - bez
tog uvjeta zadatak ne bi imao kraja), dodavanje posebnog gumba ”zavr�si” umjesto gumba
”potvrdi” posebno za posljednji primjer te isklju�civanje opcije za dozvolu odabira funkcije
i tekstova u karticiDodatnou Svojstvima objekta(ostali objekti niti nisu prikazani, a gumbi
i tekstualno polje moraju se moći odabrati).
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1.4 To�cke, pravci i ravnine u prostoru, 8. razred

Nakon�sto su u�cenici svoje prou�cavanje matematike u prvome razredu osnovne�skole zapo�celi
promatranjem geometrijskih tijela, geometrija prostora vi�se se gotovo ne spominje sve do
samoga kraja njihova osnovno�skolskog obrazovanja. U drugome polugodi�stu osmoga raz-
reda, prije no�sto po�cnu detaljno izu�cavati geometrijska tijela te odredivati njihova oplo�sja
i volumene, u�cenici u cjeliniTo�cke, pravci i ravnine u prostoruu�ce prepoznati ravninu
odredenu trima to�ckama i utvrditi pripadnost zadane to�cke ravnini, odrediti medusobni
polo�zaj pravaca, pravca i ravnine te dviju ravnina u prostoru. Takoder, odreduju ortogo-
nalnu projekciju to�cke ili skupa to�caka na danu ravninu te udaljenost to�cke od ravnine.

Iako ova cjelina nije ra�cunski zahtjevna, u�cenici �cesto imaju velike pote�skóce pri svla-
davanju navedenih sadr�zaja. Razlog je tome nedovoljno razvijen prostorni zor, pri�cemu se
pod prostornim zorom misli na sposobnost vizualizacije prostora i uo�cavanje medusobnih
polo�zaja i odnosa objekata u tom prostoru. Nerazvijena sposobnost prostornoga mi�sljenja
i slab prostorni zor u�cenika osmih razreda ne iznenaduju s obzirom na malu zastupljenost
aktivnosti kojima bi se njihov razvoj mogao potaknuti. Naime, prema trenutno va�zécem
nastavnom planu i programu, a�sto je tradicija u hrvatskome�skolstvu, aritmeti�cke teme do-
miniraju osnovno�skolskom matematikom, dok je udio tema iz geometrije zamjetno manji,
a geometrija prostora samo je njezin mali udio. Konkretno, od ukupno 228 matemati�ckih
tema od prvoga do osmoga razreda svega 10 (4.39%) ih je iz geometrije prostora [?].

Spomenute vje�stine iznimno su va�zne za mnoge struke: arhitekti, gradevinari, strojari,
brodograditelji, ali i geogra�, kartogra�, astronomi te�cak kipari i slikari nu�zno trebaju
biti sposobni vizualizirati prostor i uspje�sno odredivati odnose medu objektima u njemu.
Danas su mo�zda jo�s i va�znije no �sto su bile prije; razvoj informati�cke tehnologije bazira
se na radu s virtualnim objektima te se prostorna vizualizacija smatra neophodnom kom-
petencijom IT stru�cnjaka. Upravo je iz tih razloga klju�cno na odgovarajúci na�cin pomóci
u�cenicima da ih steknu te usvoje pravilno i na vrijeme.

2014. godine objavljena jeGeoGebra 3D, odnosno, uz klasi�can 2D pogled, u pro-
gramu je omogúcen odabir3D gra��ckog prikazaprikazan na Slici 1.22,�cime seGeoGebra
pretvorila u u�citeljevu desnu ruku prilikom pou�cavanja sadr�zaja iz geometrije prostora i
to poglavito pri razvijanju spacijalne inteligencije. Umetanje geometrijskih objekata vrlo
je jednostavno i izvodi se pomoću ponudenih alata u izborniku (pregled dostupnih alata
mo�ze se vidjeti na 12. stranici u [?]). Prednost programa dinami�cke geometrije u ovom
kontekstu svakako je mogućnost zakretanja i promatranja objekata iz razli�citih polo�zaja te
prikaz jedne strane promatranoga tijela u zasebnome2D prozoru. Osim toga, uredivanjem
elemenata, pri�cemu se poglavito misli na postavljanje odredene boje, promatrani je sustav
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objekata pregledan i olak�sano je uo�cavanje tra�zenoga dijela konstrukcije (na primjer, pre-
sjeka tijela ravninom).

Iz navedenoga se mo�ze stéci dojam da jeGeoGebra 3Dprimjerenija starijim u�cenicima
i slo�zenijim sadr�zajima, kao�sto je primjerice odredivanje probodi�sta pravca i ravnine. Iako
je njezina uloga i u takvim zadatcima neprocjenjiva, pogotovo ako se uzme u obzir da
je slo�zenije primjere te�ze vizualizirati �cak i uz pomóc �zi�canih modela tijela, aktualna is-
tra�zivanja pokazala su da i mladi u�cenici koji se prvi put susrécu s geometrijom prostora
na nastavi matematike takoder br�ze napreduju i lak�se razvijaju prostorni zor uz pomoć
GeoGebre 3Du odnosu na tradicionalnu nastavu [?]. Drugim rije�cima, GeoGebra 3D
medunarodno je priznat alat za pou�cavanje prostorne geometrije na svim razinama obra-
zovnoga sustava.

U nastavku su navedena dva primjera primjeneGeoGebre 3Dpri pou�cavanju cjeline
To�cke, pravci i ravnine u prostoruu osmome razredu. Primjeri kojeće u�citelji koristiti na
satu mogu se izraditi unaprijed te kao apleti prezentirati u�cenicima uz eventualno skriva-
nje pojednih objekata te omogućavanje njihova prikaza pritiskom mi�sa na potvrdni okvir.
Ipak, prirodnije mi se�cini otvoriti prazan dokument te u njega ispo�cetka umetati objekte,
pogotovo uzme li se u obzir intuitivnost i jednostavnost kori�stenja programa. Tako u�cenici
mogu pratiti postupke u�citelja i na isti ih na�cin, korak po korak, unositi u vlastite bilje�znice.

Primjer 1. Dana je kocka ABCDEFGH. Odredi u kojem su odnosu pravci AD i CE.

Slika 1.22: Primjer 1, mimoilazni pravci

Prilikom zadavanja zadataka dobro je pripaziti na nazive vrhova, u novome dokumentu
vrhovi će uvijek biti redom slova engleske abecede po�cev�si od A. Drugim rije�cima, jed-
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nostavnije je tako nazvati vrhove kocke, nego koristiti oznakeA1, B1, ... kako se na satu ne
bi tro�silo vrijeme na preimenovanje.

Nakon�sto je umetnuta kocka (potrebno je samo odabrati polo�zaj za dva susjedna vrha
donje baze), ozna�ceni su zadani pravci i promijenjena im je boja kako bi bili uo�cljiviji
(Slika 1.22). U�cenicima se, pogotovo pri po�cetku upoznavanja s geometrijom prostora,
zna�ciniti da se ti pravci sijeku unutar kocke jer se sijeku linije koje su nacrtali u bilje�znici
(lijevo na slici). Te�sko im je zamisliti�sto bi se dogodilo da zakrenu kocku, a upravo je to
postupak koji se pomócuGeoGebrelako provodi.

Kocka se mo�ze rotirati ru�cno ili se mo�ze odabrati opcijaPokretanje rotacije pogleda
�cime se odaje dojam da se kocka promatra kroz kameru koja putuje po kru�znoj putanji oko
nje. Brzina rotacije takoder se mo�ze namjestiti proizvoljno. Na desnoj strani Slike 1.22
prikazan je pogled kocke nakon�sto je ona zakrenuta te se sada jasno vidi da se nazna�ceni
pravci ne sijeku unutar kocke, već da su mimoilazni.

Primjer 2. Duljina brida kocke ABCDEFGH iznosi 15 cm. Odredi udaljenost to�cke G od
ravnine DCF.

Ponovno se u prazan dokument prvo unosi kocka, a sljedeći je korak prikazivanje rav-
nine DCF. Iako u alatnoj traci postoji alat koji po odabiru tri nekolinearne to�cke stvara
njima odredenu ravninu te alatSjeci�ste dviju plohakojim se mo�ze izdvojiti samo mnogo-
kut koji nastaje presjekom ravnine i kocke, oni nisu nu�zni za rje�savanje ovoga zadatka u
razredu. Naime, ovo je zadatak s kraja cjeline, kad u�cenici véc znaju prikazivati ravnine
zadane trima vrhovima kocke (to jest, presjeke tih ravnina kockom) pa nema potrebe ot-
krivati �sto će biti tra�zeni presjek. U�cenicima bli�zi na�cin jest odabir opcijeMnogokutte
prikazivanje samo dijela zadane ravnine unutar kocke na analogan na�cin kao�sto se�cini na
papiru ili na plo�ci (Slika 1.23).

Jasno, opisani dulji postupak razlog je za�sto je dobro koristitiGeoGebrui u drugome
razredu srednje�skole; tada se javljaju presjeci tijela ravninama koji nisu o�citi na prvi po-
gled, a nerijetko se radi i o nepravilnim likovima. U tim je slu�cajevima gore opisani na�cin
najbolji za razvoj prostornoga zora te zapravo jedini koji mo�ze opravdati za�sto je odredeni
presjek upravo prikazani mnogokut.

Po de�niciji je udaljenost to�cke od ravnine jednaka udaljenosti to�cke od njezine or-
togonalne projekcije na ravninu. Prema tome, sljedeći je korak odredivanje ortogonalne
projekcije to�ckeG na ravninuDCF, �sto zna�ci da je potrebno spustiti okomicu iz to�cke na
ravninu te odrediti presjeci�steG0 te okomice i ravnine. Za odredivanje udaljenosti potrebno
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Slika 1.23: Primjer 2, udaljenost to�cke od ravnine

je detaljnije prou�citi stranuBCGF kocke, a to se lako mo�ze u�ciniti odabirom opcijeSmjer
pogledai odabirom bo�cne strane kocke. Alternativno, samo se kocka zakrene i postavi u
odgovarajúci polo�zaj. Tréci na�cin je odabir opcijePrika�zi stranaBCGF u 2D prozorudo
koje se dolazi pomócu padajúceg izbornika�sto se pokazuje pritiskom desne tipke mi�sa na
stranu kocke i taj je na�cin odabran u ovom primjeru. Odabir prikaza odredene strane kocke
u zasebnom prozoru najzorniji je pristup jer tada u�cenici usporedno vide i3D prikaz kocke
i izdvojenu stranu koju treba promotriti. Upravo je takvo povezivanje dvodimenzionalnih i
trodimenzionalnih prikaza sredi�snji element razvoja prostornog mi�sljenja.

Kona�cno je preostalo uo�citi da je tra�zena udaljenost polovina duljine plo�sne dijagonale
kocke te zaklju�citi da ona iznosi 7:5

p
2 cm. Ukoliko je kocka konstruirana tako da joj

je duljina brida 15 cm (odnosno da je udaljenost dva susjedna vrha baze u apletu 15 je-
dini�cnih duljina), tada se za odredivanje tra�zene udaljenosti mo�ze koristiti i alatDuljina ili
udaljenostspominjan ranije kod tangrama (1.2).
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GeoGebra Ispit

Glavni problem koji u�citelji iznose kao razlog�sto ne primjenjuju programe dinami�cke ge-
ometrije pri pou�cavanju geometrije prostora nije tehnolo�ska manjkavost, nedostatak odgo-
varajúce opreme ili vlastite osposobljenosti niti mi�sljenje da program ne olak�sava u�cenje,
već provjeravanje usvojenosti sadr�zaja. Iako se u�citelje svesrdno poti�ce na primjenu teh-
nologije u razredu, ispitivanje u�cenika i dalje se provodi pomoću papira i olovke. U�citelji
pretpostavljaju da kori�stenjeGeoGebreza vrijeme nastave neće pomóci u�cenicima prili-
kom rje�savanja ispita,�stovi�se,�cesto smatraju i dáce im odmóci.

Istra�zivanje [?] provedeno u Maleziji polu�cilo je vrlo zanimljive rezultate: uo�ceno je
da su se u�ceni�cka sposobnost vizualizacije prostora i prostorni zor zna�cajno pobolj�sali na-
kon �sto je u tradiocionalnu nastavu uklju�cenaGeoGebra, a ispit je proveden na klasi�cni
na�cin, dakle, pomócu olovke i papira. Istaknuti zaklju�cci rada jesu da pri pou�cavanju ste-
reometrije kori�stenjeGeoGebreuvelike doprinosi ostvarivanju ishoda u�cenja neovisno o
na�cinu provjere znanja te da tradicionalnu nastavu ne treba, niti se preporu�ca, u potpunosti
zamijeniti nastavom uz pomoć programa dinami�cke geometrije, ali da je nadopunjavanje
rezultiralo samo pozitivim stranama.

S druge strane, ukoliko se u�citelji brinu da tradicionalan ispit ne odgovara modernom
na�cinu pou�cavanja u kojemu se primjenjujeGeoGebra, postoji o�cito rje�senje, a to je do-
zvoljavanje kori�stenjaGeoGebreprilikom pisanja ispita. To�cno je u tu svrhu dizajniran
jedan od najnovijih dodatakaGeoGebraobitelji aplikacija; radi se oGeoGebra Ispitukoji
u�cenici mogu koristiti kao d�zepni ili gra� �cki kalkulator za vrijeme ispita. Pristupa mu se
putem internetske stranice1 bez dodatne instalacije, a postoji i kao aplikacija za tablete. Po-
kretanjemGeoGebra Ispitajavlja se dijalo�ski okvir 1.24 pomócu kojega se prilagodavaju
opcije koje u�cenik smije koristiti tijekom ispita; prilikom ispita iz geometrije prostora u
osmom razredu, u�cenici bi potvrdili3D gra�ku, ali isklju �cili simboli�cko ra�cunanje.

Slika 1.24: PokretanjeGeoGebra Ispita

1https://www.geogebra.org/exam
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Slika 1.25:GeoGebra Ispit- ispitni na�cin

Pritiskom tipke ”Zapo�cni” GeoGebra Ispit(Slika 1.25) pokréce se preko cijeloga zas-
lona kako u�cenici ne bi imali pristup drugim programima te je zabranjen pristup internetu,
GeoGebramaterijalima te dokumentima na ra�cunalu. Aktivira se mjera�c protekloga vre-
mena te se javlja simbol zaDnevnik ispita(zaokru�zeno slovoi uz mjera�c vremena) ko-
jemu se mo�ze pristupiti u svakome trenutku. U njemu se nalaze podatci o dozvoljenim
opcijama, po�cetku i vremenu trajanja ispita te eventualnom napu�stanju ispitnog na�cina.
Ukoliko u�cenik napusti ispitni na�cin, �sto zna�ci daGeoGebra Ispitvi�se nije pokrenut preko
cijeloga zaslona, alatna traka postane crvene boje (ina�ce je plave boje), a uDnevnikusu
zabilje�zeni trenutci napu�stanja i ponovnoga povratka u ispitni na�cin. Prilikom zavr�setka
pisanja ispita (odabirom opcije ”Izlaz iz ispitnog na�cina”) na zaslonu se ispisuje sadr�zaj
Dnevnika ispitakoji je u�cenik du�zan pokazati u�citelju kako bi potvrdio da nije napu�stao
ispitni na�cin (Slika 1.26). U�citelj treba s u�cenicima prije ispita dogovoriti kakóce se rije�siti
situacija ako neki u�cenik slu�cajno napusti prikaz preko cijeloga ekrana. Najbolje bi bilo
da u�cenici prije samoga ispita provje�zbaju kori�stenjeGeoGebra Ispitakako bi znali�sto ih
o�cekuje.

GeoGebra Ispitrazlikuje se od klasi�cneGeoGebresvega u nekoliko opcija: za vrijeme
ispitnog na�cina nije mogúce umetnuti sliku niti tekst, deaktiviran je izbornikPomoć, za-
branjeno je otvaranje i spremanje dokumenata te nije dozvoljena prilagodba alatne trake.
Zasad jeGeoGebra Ispitosmi�sljen samo kao pomagalo prilikom pisanja ispita pomoću
papira i olovke pa nije predvideno pohranjivanje datoteke. Na slu�zbenim stranicama na-
vedena je napomena da se radi tek o osnovnoj verziji aplikacije te da postoji vjerojatnost



POGLAVLJE 1. GEOGEBRAU NASTAVI MATEMATIKE 44

Slika 1.26:Dnevnik ispita

kakoće u budúcim verzijama spremanje napravljenoga biti omogućeno.

�Cini mi se da bi opcija pohranjivanja uratka uvelike pridonijela primjeniGeoGebra Is-
pita u nastavi; tada bi se zadatci na ispitu mogli prilagoditi druga�cijem na�cinu pristupanja i
rje�savanja te bi se pred u�cenike postavljali realniji zahtjevi, sli�cniji onima koji će se kasnije
u �zivotu od njih o�cekivati. Ovako zadatci većinom ostaju klasi�cni, a program slu�zi kao
potpora koja se mo�ze, ali i ne mora koristiti za vrijeme ispita.

Statisti�cka obrada rezultata ispita

Do sada su prikazane razli�cite mogúcnostiGeoGebres ciljem podizanja kvalitete nastave,
motiviranja u�cenika na rad i uspje�snijim ostvarivanjem postavljenih ishoda u�cenja. Ma-
loprije je opisana i verzijaGeoGebrekoja se koristi za pisanje ispita znanja. Nakon�sto
u�cenici rije�se ispite, a u�citelji ih isprave, neophodno je provesti statisti�cku analizu provede-
noga ispita. U nastavku je opisana jo�s jedna funkcijaGeoGebre- ovaj put namijenjena kao
podr�ska u�citeljima u obliku iznenadujuće jednostavnog i sveobuhvatnog alata za obradu
podataka.

Obradeni su rezultati ispita znanja provedenih u osmim razredima O�S Kajzerica za vri-
jeme tekúce �skolske godine 2017./2018. Ispit (Prilog 1. 2.4) je nosio ukupno 39 bodova.
U razredima je malen broj u�cenika jer je u svakom razredu nekoliko u�cenika koji pohadaju
nastavu po individualiziranome pristupu, zbog�cega se smanjuje maksimalan dopu�steni
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broj u�cenika u pojedinom razredu. U�cenici koji nastavu pohadaju po prilagodenom pro-
gramu i individualiziranom pristupu pisali su posebne ispite s druga�cijim brojem bodova,
tako da njihovi rezultati nisu uzeti u obzir pri obradi podataka.

Analiza zapo�cinje unosom podataka, to jest broja ostvarenih bodova na ispitu, uGe-
oGebratablicu (Slika 1.27). Otvara se u zasebnom prozoru, a do nje se mo�ze dóci pomócu
izbornikaPogledili kombinacijom tipakaCtrl + S hi f t+ S. U StupacA uneseni su rezultati
8.a razreda, u stupacC rezultati 8.b razreda, a u stupacE rezultati 8.c razreda. U stupcima
B, D i F upisuju se dobivene ocjene (broju bodova iz poljaA2 odgovara ocjena unesena u
polje B2 i tako dalje). Umjesto da se to�cini ru�cno, mo�ze se upotrijebiti naredba pomoću
koje će program sam pridru�ziti ocjenu odgovarajúcu osvojenom broju bodova. Ako je za
ocjenu dovoljan bilo potrebno ostvariti 16 bodova, za ocjenu dobar 23 boda, za ocjenu
vrlo dobar 31 bod, a za ocjenu odli�can 35 bodova, naredba koja se unosi u stupacB glasi:
Ako(A2 < 16;1; Ako(A2 < 23;2; Ako(A2 < 30;3; Ako(A2 < 34;4;5)))). Iz broja bodova
mogu se jednostavno odrediti i postignuti postotci, ali nije neophodno. Takoder, izgled
ćelija i njihova sadr�zaja mo�ze se uredivati sli�cno kao i radni listMicrosoft O� ce Excela;
ovdje su samo radi zornijeg snala�zenja podatci vezani uz 8.a ozna�ceni plavom, 8.b crve-
nom, a 8.c zelenom bojom.

Slika 1.27: Podatci uneseni uGeoGebratablicu
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Prvo će biti prikazna zasebna analiza rezultata ispita u 8.a razredu. Kako bi program
mogao analizirati podatke, potrebno je ozna�citi one koje uzima u obzir (u ovom slu�caju
to su polja stupcaA). Odabirom alataJednovarijabilna analizaiz druge skupine alata u
alatnoj traci otvara se novi prozor (Slika 1.28) u kojem su prikazani izvori�sni podatci koji
se mogu pregledavati ili mijenjati pritiskom na simbol zup�canika u gornjem desnom kutu.
Ondje je potvrdena opcijaUpotrijebi zaglavlje kao naslovkojom se odabranim podatcima
pridru�zuje nazivBodovi 8.a; ova je opcija posebno korisna kad se istovremeno analizira
vi�se razli�citih skupina podataka. Nakon�sto je korisnik zadovoljan odabirom podataka,
priti �sće mi�sem gumb ”Analiza”.

Slika 1.28: Izvori�sni podatci

Na ekranu se otvara novi prozorAnaliza podataka(Slika 1.29) u kojem se prikazuju
razli�citi dijagrami i potpuna statisti�cka obrada izvori�snih podataka. Najva�znije mogúcnosti
mogu se ostvariti pritiskom na ikone ispod alatne trake (na slici su uokvirene crvenom bo-
jom). Krajnja lijeva ikona omogúcava povratak na prozorIzvori�sni podatcikako bi se oni
promijenili ili uredili.

Pritiskom na sljedécu ikonu ozna�cenu sa
P

x pokazuje se tablicaStatistikana lijevoj
strani prozora. U njoj su navedene detaljne informacije o unesenim podatcima iz kojih se
mo�ze mnogo toga saznati o provedenom ispitu. U prvom je retku naveden broj upisanih po-
dataka iz�cega se mo�ze i�s�citati da je ispit pisalo 16 u�cenika, nakon�cega slijede aritmeti�cka
sredina (prosje�can broj postignutih bodova iznosi 31.0625), standardna devijacija i kori-
girana standardna devijacija te sume svih vrijednosti, odnosno, kvadrata svih vrijednosti
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unesenih podataka. Kona�cno se dolazi i do ”karakteristi�cne petorke” koju�cine najmanji
podatakMin, donji kvartil Q1, medijan, gornji kvartilQ3 te najvéci podatakMax, iz koje
se lako vidi da je, primjerice, najmanji postignuti broj bodova na ispitu 16, a medijan�cak
34 boda,�sto zna�ci da je ispit jako dobro rije�sen.

Slika 1.29: Analiza rezultata ispita 8.a razreda

Sljedéca ikona jest ona kojom se prikazuju obradeni podatci (tablica u sredini prozora).
Kao �sto je vidljivo iz tablice, kraj svakoga podatka stoji kva�cica kojom se odredeni po-
datak mo�ze uklju�citi ili isklju �citi iz analize. Tako se recimo mo�ze promatrati promjena
statisti�ckih podataka uklanjanjem najboljeg ili najlo�sijeg rezultata ispita.

Kona�cno, krajnja desna ikona omogućava usporedni prikaz dva tipa gra�kona jedan
ispod drugoga. Na Slici 1.29 otvoren je padajući izbornik pomócu kojega se mo�ze odabrati
tip gra�kona prikazan u gornjem okviru, na analogan se na�cin mo�ze odabrati i tip donjega
gra�kona. Karakteristike gra�kona mogu se postavljati ru�cno pritiskom naPostavke(ikona
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trokutića u gornjem desnom kutu gra�kona). Konkretno, za histogram se mogu odabrati
po�cetak i�sirina, dok se za to�ckasti dijagram mo�ze potvrditi opcija prikaza mre�ze te odabrati
minimalne i maksimalne vrijednosti na osima, kao i razmak prikazanih susjednih vrijed-
nosti. Iz to�ckastog se dijagrama jasno mo�ze o�citati raspodjela bodova u razredu. Pritiskom
na ikonu desno odPostavkigra�kon se mo�ze kopirati u standardni gra��cki prikazGeoGe-
bregdje ga je mogúce dodatno urediti ili se mo�ze izvesti kao zasebna slika iz programa.

Na isti se na�cin mo�ze provesti analiza ispita i za preostala dva razreda, no ono�sto je
u�citeljima �cesto potrebnije i korisnije saznati od analize ostvarenih bodova u jednome raz-
redu jest usporedna analiza postignutih rezultata u svim razredima generacije. Kako bi se
to u�cinilo, nakon odabira svih podataka, dakle, ostvarenih bodova u sva tri razreda, umjesto
opcijeJednovarijabila analizau alatnoj se traci odabireMultivarijabilna analiza. Sada je
posebno korisno iskoristiti opciju pridru�zivanja naziva pojedinom skupu podataka kako bi
se znalo o kojem se razredu radi. Pritiskom tipke ”Analiza” ponovno se otvara prozor
Analiza podataka, ali ovaj put s manje ponudenih opcija. Jedini tip gra�kona koji se sada
mo�ze prikazati jesu brkate kutije, odnosno, slo�zeni pravokutni dijagrami. Vi�se nije mogúce
uklju�civati i isklju�civati podatke po�zelji, ali tablicaStatistikai dalje je u prozoru te sadr�zi
iste informacije kao i u jednovarijabilnoj analizi podataka; razlika je u tome�sto su u tablici
sada tri retkaa - po jedan za svaki razred (ispod dijagrama na Slici 1.30).

Slika 1.30: Usporedna analiza ispita znanja

Slika 1.30 prikazuje obradene podatke nakon�sto su preba�ceni u gra��cki prikaz (pri-
tisak desne tipke mi�sa na bilo koji dijagram pa odabir opcijeKopiraj u gra��cki prikaz) i
uredeni. Vertikalna pozicija pojedinog dijagrama odredena je njegovom de�nicijom; a sva
ostala svojstva mogu se urediti pomoću kartica u dijalo�skom okviruSvojstva objekta.
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Iz prikazanih se brkatih kutija sada lako o�citavaju razne informacije. Primjerice, u sva
tri razreda postignut je maksimalni broj bodova na ispitu, jedan je u�cenik 8.b predao pra-
zan ispit (ozna�ceno kri�zićem nay-osi kao izdvojeni podatak jer jako odstupa od ostalih),
a sljedéci najmanji broj bodova iznosi 10. Usprkos rezultatu od 0 bodova, 8.b je najbolje
napisao ispit - najmanje je raspr�senje rezultata, a medijan (ozna�cen vertikalnom linijom
unutar brkate kutije) je véci nego u druga dva razreda. Treći kvartil je u 8.a i 8.b nevjero-
jatnih 38 bodova,�sto zna�ci da je�cak 25% u�cenika tih razreda ispit rije�silo sasvim to�cno ili
je imalo samo jednu pogre�sku. Takoder, u�cenici 8.c ostvarili su zna�cajno lo�sije rezultate od
svojih kolega. Iz tablice ispod gra�kona mogu se i�s�citati svi detaljniji podatci koji u�citelja
mogu zanimati.

Do sada je predstavljena statisti�cka obrada osvojenih bodova na ispitu, ali u nastavi
se �ce�sće odreduje prosje�cna ocjena razreda te raspodjela ocjena (koliko je u razredu bilo
petica, koliko�cetvorki, ...). To su sve informacije koje se jednostavno mogu dobiti izGe-
oGebratablice upisivanjem naredbi u praznećelije; naredbe se malo razlikuju od onih koje
se tipi�cno upotrebaljavaju uExcelu. Prosje�cna se ocjena dobiva upisivanjem znaka jedna-
kosti i naredbeAritmeti�ckaSredina(), gdje unutar zagrada treba upisati�zeljeni raspońcelija
ili popis brojeva. Ukoliko se naredba upisuje na engleskom jeziku, ona glasiMean()(a ne
Averagekao�sto se u velikom broju programa koristi). Broj odli�cnih ocjena mo�ze se dobiti
uvjetnim prebrojavanjem pomoću naredbe UvjetnoPrebrajanje(uvjet, raspon) i to tako da
se kao uvjet upi�sex == 5, dok je raspon promatrani skup ocjena. Na engleskom ova na-
redba glasi isto kao i uExcelu: CountIf, a razlika je u tome�sto se uExceluprvo upisuje
raspon, a na drugome je mjestu uvjet.

No, ovdje je prikazan drugi na�cin utvrdivanja koliko je u�cenika dobilo koju ocjenu u
razredu,�sto će se promotriti na primjeru rezultata ispita 8.c razreda. Odaberu li se ocjene
8.c kao izvori�sni podatci te se provede jednovarijabilna analiza, u prozoruAnaliza poda-
takamo�ze se na véc pokazani na�cin prikazati tablicaStatistika. Iz drugoga se retka odmah
mo�ze o�citati prosje�cna ocjena razreda. Iako se raspodjela ocjena vidi i na stup�castom ili
to�ckastom dijagramu, kao vrsta je odabran peteljka-list dijagram (Slika 1.31). Koliko je
nula pridru�zeno kojem vodécem broju, toliko je u�cenika dobilo pripadnu ocjenu. Iz tablice
se sada lako vidi da je prosje�cna ocjena razreda 3.50, a u iz gra�kona se o�citava da je u
razredu pet odli�cnih ocjena, tri vrlo dobre, pet dobrih, jedna ocjena dovoljan i dvije ocjene
nedovoljan.

GeoGebratablica, dakle, iznimno je jednostavan na�cin za obradu podataka i mo�ze
olak�sati izradu statistike ispita znanja. Prvi put kada se provodi, zahtijeva ulaganje malo
vi�se vremena i truda, ali jednom napravljena obrada mo�ze se koristiti kao predlo�zak za
svaki sljedéci ispit. Jedino o�cemu treba voditi ra�cuna jest da se prilikom prve izrade di-
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Slika 1.31: Raspodjela ocjena u 8.c razredu

jagram kopira u gra��cki prikaz (kao�sto je ovdje u�cinjeno s usporednim brkatim kutijama)
jer ina�ceGeoGebranéce pohraniti uneseno. Na po�cetku nastavne godine mo�ze se izraditi
tablica s imenima svih u�cenika u koju se tijekom godine unose podatci i prati njihov na-
predak. Za obradu podataka nije problem niti ako neki u�cenik ne pi�se ispit, u�citelj mo�ze
unijeti njegov broj bodova kao 0 (ili bilo koju drugu proizvoljnu vrijednost, najbolje neku
lako uo�cljivu) te prilikom obrade podataka jednostavno taj broj ”isklju�citi” iz odabira kao
�sto je pokazano na vi�se na�cina.

Kao�sto se u svim do sada navedenim primjerima moglo uo�citi, GeoGebrau nastavi ma-
tematike ima�siroku i raznoliku primjenu. Iako se naj�ce�sće koristi kao alat pri pou�cavanju
planimetrije i analiziranju pona�sanja funkcija u ovisnosti o promjeni parametara, njene su
mogúcnosti puno véce od toga. Obogaćivanje nastave, motiviranje za samostalan rad iz-
van nastave u�skoli, moderni pristup razvoju vje�stina i provjeravanju usvojenosti sadr�zaja
te jednostavna analiza podataka samo su neke od pozitivnih strana primjeneGeoGebreu
nastavi matematike. U sljedećem je poglavlju izdvojeno i nekoliko speci��cnih prednosti
kori�stenjaGeoGebreu jo�s manje tipi�cnom okru�zenju: u nastavi �zike.



Poglavlje 2

GeoGebrau nastavi �zike

Moderna nastava �zike uvelike se razlikuje od tradicionalnih oblika pou�cavanja koje su
iskusile generacije hrvatskih osnovno�skolaca i srednjo�skolaca. Za predava�ckom se nasta-
vom postupno zatvaraju vrata, a prednost se daje nastavi u�cijem je u sredi�stu u�cenik koji
sam izgraduje svoje znanje istra�zujući svijet oko sebe: otkrivajúci pojave, opisujúci pro-
cese te donoseći pretpostavke i zaklju�cke kojima opa�zeno poku�sava objasniti, a to mo�ze
jedino ukoliko je u stalnoj interakciji s okolinom i od pasivnog se promatra�ca prometne u
aktivnoga sudionika nastavnoga procesa.

Mnogo je komponenti od kojih se takva interaktivna i istra�ziva�cki usmjerena nastava
sastoji, a klju�cni su elementi svakako izvodenje pokusa prilikom kojega u�cenici iznose
vlastita predvidanja, opa�zanja i prijedloge obja�snjenja uo�cenoga te razredna rasprava ti-
jekom koje se u sukobu mi�sljenja i ideja produbljuje razumijevanje nastavnoga sadr�zaja
i razvijaju brojne vje�stine �sto nisu vezane isklju�civo uz �ziku (primjerice, argumentira-
nje vlastitog mi�sljenja, analiziranje tudih ideja te logi�cko razmi�sljanje i deduktivno za-
klju �civanje). Naravno, svaki oblik nastave mora uklju�civati i uvje�zbavanje te provjeravanje
poznavanja nastavnih sadr�zaja.

S rapidnim razvojem informacijsko-komunikacijske tehnologije i ulogom koju ona igra
u dana�snjem dru�stvu, nemogúce je ignorirati prednosti digitalnih nastavnih materijala pri
provodenju opisane moderne nastave �zike. Ne samo da omogućavaju promatranje po-
java koje je te�sko ili nemogúce opaziti u stvarnom svijetu, nego pri uvje�zbavanju sadr�zaja
u�cenicima daju trenutnu povratnu informaciju te dozvoljavaju kreiranje �ktivnih modela
za koje se zna da nisu ispravna reprezentacija stvarnosti, ali mogu olak�sati razumijeva-
nje povijesnoga razvoja znanosti. Osim toga, kao�sto je véc ranije istaknuto, dana�snji
u�cenici odrastaju uz ra�cunala, tablete i pametne mobitele pa je njima kori�stenje tehnologije
intuitivno i prirodno, a dinami�cnost digitalnih materijala osigurava zadr�zavanje u�ceni�cke
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pa�znje. Kona�cno, iako se nastava �zike u mnogo�cemu razlikuje od nastave matematike,
po�cev�si od raznolikosti vrsta sadr�zaja pa sve do bogatstva razli�citih osjetilnih podra�zaja
kojima su u�cenici na satimaFizike izlo�zeni, ponekad se ipak, kao i prilikom u�cenja ma-
tematike, zahtijeva da u�cenici samostalno kod kuće provje�zbaju rje�savanje zadataka ili
prou�ce teorijsku pozadinu promatranih pojava. Tada je moguće pomócu digitalnih ma-
terijala stvoriti u�cenicima primamljiviju okolinu za u�cenje, na primjer u obliku edukativne
ra�cunalne igre.

Digitalni se nastavni materijali mogu stvarati pomoću mnogo razli�citih programa samo
jedan od kojih jeGeoGebra, a u ovoméce poglavlju na nekoliko konkretnih primjera biti
predstavljeni razli�citi na�cini na koje ona mo�ze doprinijeti podizanju kvalitete nastave �zike
u razli�citim fazama nastavnoga procesa.GeoGebraje prvenstveno namijenjena kao pomoć
u�citeljima matematike i njezine se mogućnosti pri pou�cavanju �zike tek po�cinju otkrivati.
Kao besplatan program i to vrlo jednostavan za kori�stenje kako autorima apleta, tako i
krajnjim korisnicima, postaje sve popularniji medu nastavnicima. Ne treba iznenadivati
da se matemati�cki alat uspje�sno mo�ze uklopiti u nastavu �zike, na kraju krajeva, dobro je
poznato da je matematika jezik �zike.

U nastavku néce biti posebno istaknuta primjena virtualne u�cionice nitiGeoGebra Is-
pita u nastavi �zike, ali jasno je da se navedenim opcijama u�citelji �zike mogu slu�ziti
na na�cin opisan u prethodnom poglavlju. Primjerice, pokazano je kako se u virtualnoj
u�cionici jednostavno mogu sastaviti pitanja s ponudenim odgovorima, ali i pitanja otvore-
noga tipa,�sto je odli�can na�cin provjere konceptualnog razumijevanja nakon obrade nastav-
noga sadr�zaja. Statisti�cka obrada podataka mo�ze se primijeniti pri analiziranju rezultata
provedenoga eksperimenta, a ne samo ostvarenih bodova na ispitu kao�sto je to prikazano
ranije (1.4);GeoGebranudi �cak i vi�se opcija statisti�cke analize nego�sto je potrebno za
srednje�skolsku nastavu.

Prilikom implementacije svih digitalnih materijala u nastavu treba ipak imati na umu
da sami digitalni sadr�zaji kao�sto suGeoGebraapleti ne mogu niti smiju zamijeniti druge
oblike nastave - kvalitetna se nastava ostvaruje jedino kombinacijom razli�citih metoda i
pristupa. Ma kako dobro napravljena simulacija ne mo�ze biti sama sebi svrhom; prednosti
koje donose digitalni materijali odsko�cna su daska za prou�cavanje i analiziranje �zikalnih
situacija. O sadr�zajima materijala treba povesti razrednu diskusiju, a simulacijama pokusa
treba pristupati kao i onima ”standardnima”: provode se interaktivno uz maksimalnu ak-
tivnost u�cenika.

�Cak i prilikom uporabe materijala koji su namijenjeni za samostalan rad u�cenika valja
raspraviti pojedine dijelove zadatka, a po zavr�setku rje�savanja prokomentirati s u�cenicima
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�sto im je predstavljalo najveću pote�skócu pri rje�savanju, a�sto su tijekom rada uo�cili, za-
klju �cili ili nau�cili. Takoder, po�zeljno je da u�cenici iznesu prijedloge za pobolj�sanje apleta
- neka sami budu kreatori vlastitoga procesa u�cenja. Uva�zavanjem i uzimanjem u obzir
u�ceni�ckih prijedloga povécava se njihova motivacija, a uostalom, stvarala�stvo je najvi�sa
razina znanja.

2.1 Zakon o�cuvanja energije, 1. razred

Bez obzira na to�sto se energija s dosada�snjim ljudskim znanjem ne mo�ze de�nirati, ona
je vjerojatno najra�sirenija �zikalna veli�cina: javlja se u cijelom spektru razli�citih situacija
i podru�cja, i to ne samo u �zici, véc i u drugim prirodnim i tehni�ckim znanostima. Poz-
nato je da se energija ne mo�ze stvoriti niti uni�stiti, već samo pretvarati iz jednoga oblika
u drugi - �sto je formulacija zakona o�cuvanja energije, jednoga od�cetiri fundamentalna
zakona o�cuvanja na kojima se temelji na�se shvácanje svijeta, koja se izri�ce u osnovnoj
�skoli. Zna�caj koji energija kao koncept ima u razumijevanju i obja�snjavanju �zikalnih pro-
cesa mo�ze se primijetiti i prilikom prou�cavanjaPrijedloga kurikuluma iz Fizike[?] gdje je
Energija(uz Strukturu tvari, Medudjelovanjai Gibanje) jedna od�cetiri domene na koje je
podijeljen sadr�zaj nastavnog predmeta, a unutar njega posebno se zna�cenje pridaje upravo
zakonu o�cuvanja energije.

Iako se u�cenici prvi put sa zakonom o�cuvanja energije susreću u sedmome razredu
osnovne�skole, on se tek u prvome razredu srednje�skole formalno izri�ce i to na sljedéci
na�cin: ukupna energija zatvorenog sustava je stalna. Velikom dijelu u�cenika tako iskazan
zakon o�cuvanja energije nije razumljiv,�sto naravno povla�ci i problem njegove primjene na
konkretne �zikalne situacije. Iz tog razloga u�cenici naj�ce�sće pribjegavaju alternativnim,
matemati�cki puno zahtjevnijim na�cinima rje�savanja zadataka.

�Sto to�cno u zakonu o�cuvanja energije u�cenicima predstavlja problem? Prije svega,
u�citelji trebaju uzeti u obzir da za njegovo razumijevanje u�cenici trebaju vje�sto baratati
cijelim nizom netrivijalnih �zikalnih pojmova kao�sto su kineti�cka, potencijalna, elasti�cna
i unutarnja energija, rad te �zikalni sustav. Naime,�cesto se iznosi gore navedena formula-
cija zakona o�cuvanja bez da se uvede pojam sustava�cime se potpuno gubi njezin smisao.
Pod �zikalnim se sustavom misli na jedno ili vi�se tijela koja se proizvoljno odabiru za
promatranje i mentalno odvajaju od okoline, dok je zatvoreni sustav (koji se spominje u
zakonu o�cuvanja energije) onaj koji ne izmjenjuje energiju s okolinom - u mehanici se taj
uvjet naj�ce�sće poistovjécuje s nepostojanjem vanjskih sila koje djeluju na sustav [?]. �Cak
i nastavnici koji pojasne pojam sustava prilikom iskazivanja zakona o�cuvanja energije na
njega znaju ”zaboraviti”�cim se odmaknu od teorijskog uvoda pa u�cenici ne povezuju iskaz
zakona o�cuvanja energije s postupcima koje prakti�cno provode jer se u procesu rje�savanja
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zadataka gotovo nikada ne odreduje sustav niti se komentira je li on otvoren ili zatvoren.

Zakon o�cuvanja energije uobi�cajeno je reprezentiran jednad�zbama, a da bi u�cenik do
tra�zene jednad�zbe do�sao treba provesti�citav niz koraka koji se tradicionalno podrazumi-
jevaju i pre�súcuju prilikom pou�cavanja ovoga sadr�zaja. Naime, u�cenici trebaju osvijestiti
da prije po�cetka primjene zakona o�cuvanja energije trebaju odrediti koji sustav promatraju
(jednad�zbe néce biti iste za razli�cite sustave), zatim trebaju speci�cirati po�cetni i kona�cni
trenutak koji promatraju, opisati stanja sustava u tim trenutcima i uo�citi gdje je energija
pohranjena te prima li sustav ili gubi energiju (postoji li vanjska sila). Tek tada u�cenik
mo�ze napisati pripadnu energijsku jednad�zbu.

Jasno je da je opisani proces slo�zen, a jo�s je dodatno ote�zan nemogúcno�sću vizuali-
zacije zakona o�cuvanja energije. Kako bi se u�cenicima pomoglo pri rje�savanju takvih
problema, uveden je novi pristup pou�cavanju: kori�stenje stup�castih dijagrama energije [?].
Oni ne mijenjaju navedeni algoritam rje�savanja, véc ga �cine preglednijim, a cijeli proces
razla�zu na jasne i konkretne korake koje je u�cenicima puno lak�se pratiti i samostalno pro-
vesti.

Na Slici 2.1 prikazan je stup�casti dijagram energija kojim u�cenici mogu vizualizirati
situaciju opisanu u zadatku. Radi se o po�cetnom zadatku pri prou�cavanju zakona o�cuvanja
energije te se on mo�ze primijeniti i u osnovnoj�skoli. U tekstu zadatka eksplicitno su nave-
dena tijela koja�cine promatrani sustav, a odredeni su i po�cetni te kona�cni trenutak.

Dijagram je podijeljen na dva dijela, lijevi se dio odnosi na po�cetni, a desni na kona�cni
trenutak. Stupci u dijagramu predstavljaju vrste energija; u mehanici se naj�ce�sće navode
kineti�cka energijaEk, gravitacijska potencijalna energijaEg i elasti�cna potencijalna ener-
gija Eel; indeksom 1 ozna�cene su energije u po�cetnom, a indeksom 2 energije u kona�cnom
trenutku. To su vrste energije koje sustav u pojedinom trenutku mo�ze imati te u stup�castom
dijagramu treba ozna�citi koje od njih doista ima u po�cetnom, a koje u kona�cnom trenutku.
Na kraj desnog dijela dijagrama (u kona�cni trenutak) pridodaje se i stupac promjene unu-
tarnje energije sustava� Eun u koji se unosi razlika unutarnje energije izmedu kona�cnoga i
po�cetnoga trenutka.

Stup�casti dijagram energija treba detaljno analizirati prilikom prvoga susreta u�cenika s
njime jer će im on postati suputnikom pri napredovanju kroz podru�cja �zike - samoće u
njega dodavati vrste energija prema potrebama (npr. toplina ili energija vezanja). U�cenici
će vjerojatno i sami uo�citi da je dijagram kvalitativan; on je svojevrsni popis energija koje
se javljaju u pojedinom trenutku i nije potrebno paziti na to�cne vrijednosti ili omjere ener-
gija. Klju�can dio, uz prepoznavanje energija, jest vizualizacija zakona o�cuvanja energije:
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Slika 2.1: Stup�casti dijagram energija, rije�sen 1. zadatak

u�cenici trebaju osvijestiti da broj obojanih polja na lijevoj strani dijagrama mora biti jed-
nak broju obojanih polja na desnoj strani, pri�cemu polja nekoga stupca predstavljaju tom
stupcu pridru�zenu energiju.

Kako bi operacionalizirali postupak i usvojili novi pristup rje�savanju zadataka, u�cenici
trebaju vje�zbati provodenje procesa na nizu primjera sli�cnom véc spomenutom zadatku na
Slici 2.1. Aplet je vizualno vrlo sli�can zadatku u papirnatom obliku pa se u�cenici umjesto
na druga�cije okru�zje mogu koncentrirati na sadr�zaj i kasnije jednostavno provoditi isti pos-
tupak i na klasi�cnim zadatcima na papiru (na primjer, na ispitu znanja). Prilikom rje�savanja
u�cenik promi�slja koje energije od ponudenih sustav ima u po�cetnom, a koje u kona�cnom
trenutku. Na po�cetku su sva polja prazna. Kako bi ozna�cio vrstu energije, u�cenik mi�sem
treba pritisnuti polje iznad�zeljene energije. Pritiskom mi�sa na polje mijenja mu se boja�sto
ozna�cava da sustav u promatranom trenutku ima odabranu energiju. Stupac se popunjava
odozdo i prvo se boji donje polje u stupcu, dok je za�ci�sćenje polja obrnuto i prvo se prazni
gornje obojeno polje.

Nakon�sto odredi energije i oboji polja, u�cenik pritiskom na tipku ”Provjeri rje�senje”
dobiva trenutnu povratnu informaciju. Ukoliko je rje�senje to�cno, na ekranu se ispi�se tekst
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”Bravo!” i �cuje se zvuk pljeskanja, dok se za pogre�sno rje�senje javlja opcija odabira upute
za rje�savanje zadatka. Upravo je brza povratna informacija najbolja strana ovog apleta;
u�cenici mogu samostalno vje�zbati i rje�savati velik broj sli�cnih primjera dok ne postanu
sigurni u vlastito znanje. Osim toga, aplet dodaje dinamiku u rje�savanje zadataka te je
u�cenicima bli�zi jer pomalo podsjéca na logi�cku igru za pametni mobitel. Jo�s jedna pred-
nost jest jednostavno isprobavanje razli�citih odgovora. Naime, jasno je da uz nultu razinu
gravitacijske potencijalne energije u visini praćke sustav u po�cetnom trenutku ima samo
elasti�cnu, a u kona�cnom trenutku samo kineti�cku energiju. No, budúci se radi samo o kva-
litativnom prikazu, nije jednozna�cno odredeno koliko polja smije biti obojeno. Vjerojatno
će razli�citi u�cenici ucrtati razli�cita rje�senja,�sto mo�ze potaknuti razrednu diskusiju.

Takoder, nije nu�zno da se nulta razina gravitacijske potencijalne energije odabere na vi-
sini prácke, jedino je bitno da gravitacijska potencijalna energija u po�cetnom trenutku bude
jednaka onoj u kona�cnom. Na ovom se zadatku jo�s jednom mo�ze s u�cenicima raspraviti da
je pri navodenju iznosa gravitacijske potencijalne energije va�zno kazati gdje se nalazi nula
gravitacijske potencijalne energije. Takoder, dobro je istaknuti da je potencijalna energija
uvijek svojstvo barem dva tijela te da gravitacijsku potencijalnu energiju mo�zemo unijeti
u dijagram jer su nam u sustavu i loptica i Zemlja. Kad Zemlja ne bi bila u sustavu, opis
situacije promijenio bi se, kao�stoće se móci vidjeti u �cetvrtom zadatku.

Prema predlo�sku za prvi zadatak jednostavno se mo�ze napraviti velik broj sli�cnih za-
dataka. Nakon�sto su u�cenici uvje�zbali prepoznavanje energija u razli�citim situacijama te
glavnu ideju zakona o�cuvanja energije, mo�ze se prijéci na slo�zenije zadatke. Konkretno, u
stup�casti dijagram uvodi se jo�s jedan dodatni stupac u sredinu izmedu po�cetnog i kona�cnog
trenutka, stupac koji predstavlja rad (Slika 2.2). Koncept rada u�cenicima je vrlo slo�zen te
je iznimno va�zno osvijestiti kod u�cenika da rad mijenja energiju sustava, odnosno, da se
ukupna energija sustava povećava za iznos rada koji je na njemu izvr�sen. Isto tako, ukoliko
sustav vr�si rad nad okolinom, energija se sustava smanjuje za iznos izvr�senoga rada. S
u�cenicima treba raspraviti za�sto je sustav na koji ne djeluje nikakva vanjske sila zatvoren
te kako se to manifestira u dijagramu energija.

Drugi zadatak prikazan na Slici 2.2 zamjetno je slo�zeniji od prethodnog i vi�se nije
prilagoden radu u osnovnoj�skoli, véc isklju�civo srednjoj. Kako bi si u�cenici mogli lak�se
predo�citi opisanu situaciju, na lijevom kraju apleta postavljena je animacija koja se pokreće
pritiskom na tipku ”Pokreni”. Uteg iz po�cetnog trenutka mirovanja na visini iznad opruge
zapo�cinje padati, sabija oprugu te se zaustavlja na njoj. Uz već komentirani dodatak stupca
za rad, u ovom zadatku nije unaprijed zadan sustav, već u�cenici biraju izmedu dvije opcije:
u jednoj u sustav uzimaju oprugu, a u drugoj ne.
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Slika 2.2: Stup�casti dijagram energija, 2. zadatak

Postavljanjem kva�cice uz�zeljeni sustav, u�cenici trebaju promisliti radi li se o otvorenom
ili zatvorenom sustavu gdje do izra�zaja dolazi maloprije komentirana veza s postojanjem
vanjskih sila koje djeluju na sustav. Odabirom jednog sustava nestaje potvrdni okvir za
drugi, tako da se ne mo�ze dogoditi da u�cenik istovremeno potvrdi oba sustava. Uo�cava se
da je prvi sustav zatvoren te da se gravitacijska potencijalna energija (ili njezin dio, po-
novno ovisi o odabiru nulte razine) iz po�cetnog trenutka pretvori u elasti�cnu potencijalnu
energiju. Drugi je sustav, pak, otvoren i elasti�cna sila opruge nad sustavom vr�si rad (zbog
toga je rad negativan). Va�zno je da broj obojenih polja u stupcuEg1 bude jednak broju obo-
jenih polja ispod glavne linije u stupcu za rad. Rje�senje ponovno provjeravaju pritiskom
na tipku ”Provjeri rje�senje”.

Dobro je zatra�ziti od u�cenika da pri zavr�setku rje�savanja u bilje�znice zapi�su i mate-
mati�cki opis situacije pomócu jednad�zbi te jo�s jednom dodatno naglasiti da rad ne pripada
niti po�cetnom niti kona�cnom trenutku, véc se vr�si u vremenu izmedu, ali u zakon o�cuvanja
energije ulazi tako da zbroj rada i ukupne energije u po�cetnom trenutku mora biti jednak
ukupnoj energiji u kona�cnom trenutku.
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Slika 2.3: Stup�casti dijagram energija, 3. zadatak

U trećem su zadatku (Slika 2.3) ponovno eksplicitno zadani sustav te po�cetni i kona�cni
trenutci, no razlika le�zi u tome�sto sada zadatak vi�se nije samo na razini odredivanja ener-
gija, véc se tra�zi i ra�cunski podatak (iznos srednje sile otpora zraka). Drugim rije�cima, sada
je stup�casti dijagram energija potpora za tradicionalnu primjenu zakona o�cuvanja energije
i nudi u�cenicima strukturu prilikom rje�savanja: prvo uo�cavaju da se radi o zatvorenom sus-
tavu, zatim promatraju sustav u po�cetnom i kona�cnom trenutku, u dijagramu energija pri-
kazuju energije prisutne u tim trenutcima: gravitacijska potencijalna energija u po�cetnom
trenutku, u kona�cnom trenutku kineti�cka energija te promjena unutarnje energije.

Pisanje jednad�zbi vi�se nije samo preporu�ceno, véc je neophodno kako bi se zadatak us-
pio rije�siti. Ovo je zadatak u kojem se javlja sila otpora zraka, a takvi su zadatci (kao i oni
s trenjem) u�cenicima daleko zahtjevniji od onih u kojima se sila otpora mo�ze zanemariti.
Za sve sile otpora primjenjuje se isti princip kao za trenje ([?], str. 63) te je najva�znije da
u�cenici usvoje kako se kod takvih zadataka u sustav uzimaju i tijelo i zrak (odnosno, i ti-
jelo i podloga ukoliko se radi o trenju). Naime, tada je srednja sila otpora zraka unutra�snja
sila, pa se na dijagramu ne prikazuje njezin rad. IznosFo � h, pri �cemu je sFo ozna�cen
iznos srednje sile otpora zraka, a sh visinska udaljenost koju je tijelo pro�slo padajúci, tada



POGLAVLJE 2. GEOGEBRAU NASTAVI FIZIKE 59

odgovara ukupnom povećanju unutarnje energije tijela i zraka pa se tako i prikazuje u di-
jagramu. Kona�cno se kao rje�senje zadatka dobiva 0.8 N.

Slika 2.4: Stup�casti dijagram energije, 4. zadatak

Na Slici 2.4 prikazan je�cetvrti zadatak koji se od prethodnoga razlikuje samo po iz-
boru promatranoga sustava. Naime, sada se kao sustav uzimaju tijelo i zrak, a Zemlja
se isklju�cuje. Ovdje u�cenici trebaju primijeniti znanje o tome da je potencijalna energija
uvijek svojstvo dvaju tijela, u ovom slu�caju misli se na gravitacijsku potencijalnu energiju
tijela i Zemlje. Kako Zemlja nije u odabranom sustavu, sutav u po�cetku nema gravitacijsku
potencijalnu energiju, odnosno, gravitacijska je sila sada vanjska sila koja mijenja energiju
sustava, to jest, nad njime vr�si rad.

Provodi se algoritam analogan već navedenom: u�cenici prvo zaklju�cuju da se radi o
otvorenom sustavu te u zadana dva trenutka promatraju gdje je pohranjena energija. Ono
�sto u ovom zadatku u�cenicima mo�ze biti zbunjujúce jest�cinjenica da na lijevu stranu dija-
grama ne unose nikakvu energiju,�sto je kontraintuitivno. Gravitacijska sila nad sustavom
vr�si rad �ciji preznak treba odrediti: kako sila djeluje u smjeru pomaka tijela, rad je pozi-
tivan te se sustavu povećava energija. To zna�ci da se odabiru polja iznad glavne linije u
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stupcu za rad. U kona�cnom trenutku sustav ima kineti�cku energiju, a zbog prisutstva sile
otpora promijenila se i unutarnja energija sustava. Ra�cunski, jednad�zba je ekvivalenta onoj
iz trećega zadatka, mada se opis �zikalne situacije promijenio. Slika 2.4 prikazuje jedan od
mogúcih na�cina popunjavanja energijskog dijagrama. Odabirom opcije ”Provjeri rje�senje”
na ekranu se ispisala pohvala u�ceniku. Ovaj je misaoni proces u�cenicima vrlo kompleksan
te je �cetvrti zadatak namijenjen naprednijim u�cenicima.

Metoda stup�castih dijagrama energije poma�ze u�cenicima uspostaviti strukturu prilikom
rje�savanja i dubinski razumjeti pozadinu promatranih situacija s energijskog gledi�sta. Osim
toga, u�cenici detaljno upoznaju koncept rada; razlikuju rad koji sustav vr�si nad okolinom
od onoga koji okolina vr�si nad sustavom te povezuju smjer promjene energije sustava s po-
zitivnim ili negativnim predznakom rada - sviće ti ishodi biti iznimno va�zni véc prilikom
prou�cavanja cjelineTermodinamikau drugome razredu. U ovim se primjerima takoder na-
gla�sava zna�caj odabira sustava i u�cenici imaju priliku vidjeti kako se mijenjaju energijski
dijagrami u ovisnosti o objektima uklju�cenima u sustav. Takoder, uo�cavaju da neovisno o
odabranom sustavu kona�cni rezultati (u pro�slom primjeru iznos srednje sile otpora) moraju
ostati jednaki.

Kako bi ovakav pristup pou�cavanju zakon o�cuvanja energije bio e�kasan, potrebno je
provoditi sve korake redom bez preskakanja. U�cenici trebaju baratati pojmom sustava i
sigurno odredivati je li otvoren ili zatvoren. Princip se jednostavno prenosi i u druga po-
dru�cja �zike pa ga valja i ondje primjenjivati.

Na koji na�cin GeoGebradoprinosi usvajanju zakona o�cuvanja energije? Nakon�sto
u�citelj izradi osnovu za zadatke sa stup�castim dijagramima, kao�sto je ova prikazana, ge-
neriranje novih zadataka vrlo je jednostavno�sto zna�ci da u�cenici na raspolaganju mogu
imati �citav niz zadataka za vje�zbu. Velika razlika u odnosu na klasi�cne zadatke iz zbirki
jest u mogúcnosti provjere rje�senja. Klasi�cni zadatci isklju�civo tra�ze numeri�cko rje�senje
- pomócu zakona o�cuvanja energije potrebno je odrediti nepoznatu �zikalnu veli�cinu, �cija
je vrijednost navedena kao rje�senje zadatka. Koristeći pristup pou�cavanja s energijskim
dijagramima prirodno se nameće potreba za provjeravanjem razumijevanja �zikalne poza-
dine problema, a ne samo ra�cunskoga odredivanja nepoznate veli�cine. Uostalom, u�cenici
mogu dóci do to�cnoga iznosa i pogre�snom interpretacijom �zikalne situacije. U ovom je
GeoGebraapletu naglasak stavljen upravo na razlikovanje otvorenih i zatvorenih sustava
te prepoznavanje energija prisutnih u po�cetnom i kona�cnom trenutku, ra�cunska je kompo-
nenta prisutna tek u najslo�zenijim zadatcima kao posljednji korak.

Aplet se mo�ze primjenjivati na satu ukoliko u�cenici imaju tablete ili pametne mobitele,
a mo�ze se zadati u�cenicima umjesto klasi�cne domáce zadáce. U�cenike svakako motivira
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moderan pristup domaćoj zadáci i radije ju rje�savaju ako je u nju upletena primjena su-
vremene tehnologije.GeoGebranudi mogúcnost isprobavanja razli�citih rje�senja te uputu
ukoliko je uneseno rje�senje neispravno. Na taj na�cin u�cenici odmah prilikom rje�savanja za-
datka dobivaju povratnu informaciju i modi�ciraju vlastite mentalne modele na licu mjesta.
Ipak, va�zno je da u�cenici u interakciji s u�citeljem verbaliziraju svoje razumijevanje principa
rje�savanja zadatka te u razredu prodiskutiraju situacije na koje su nai�sli. Aplet u GeoGe-
bri samo je tehnolo�ska podr�ska i nikako ne smije biti jedini u�ceni�cki kontakt s metodom
stup�castih dijagrama energije.

Izrada apleta

Sredi�snji dio apleta svakako je stup�casti dijagram energija. Prilikom kori�stenja doima se
kao da se pritiskom mi�sa na polje njemu mijenja boja. No, uGeoGebrita opcija nije
predvidena; boja objekta mo�ze se mijenjati samo pomoću dijalo�skoga okviraSvojstva
objektao kojem je véc ranije bilo rije�ci. Iluzija promjene boje polja ostvarena je tako
�sto jedno polje zapravo predstavljaju dva sukladna kvadrata koji se preklapaju: jedan bi-
jele, a drugi plave boje. Oni se uvjetno prikazuju o ovisnosti o njima pridru�zenom broju.

Konkretno, donjem polju u prvom stupcu pridru�zen je brojboja01�cija je po�cetna vri-
jednost zadana kao 0. Kao uvjet prikazivanja u karticiDodatnoza bijeli je kvadrat une-
senoOstatakDijeljenja(boja01, 2)== 0, dok je za plavi kvadrat upisanoOstatakDijelje-
nja(boja01, 2)== 1. U karticuSkriptiranje na klikbijeloga kvadrata upisuje se naredba
PostaviVrijednost(boja01, boja01+ 1), dok se u karticuSkriptiranje na klikplavoga kva-
drata upisuje naredbaAko(OstatakDijeljenja(boja02, 2)== 0, PostaviVrijednost(boja01,
boja01+1)).

Time je postignuto da se vrijednost brojaboja01pritiskom na prvo polje, neovisno o
tome je li dano bijelim ili plavim kvadratom, poveća za jedan, a iz uvjeta prikazivanja sli-
jedi daće se bijeli kvadrat prikazivati za parne, a plavi za neparne vrijednosti brojaboja01.
Drugim rije�cima, postignut je isti efekt kao da se polju mijenja boja. Naredba promjene
vrijednosti brojaboja01pritiskom na plavi kvadrat uvjetovana je vrijednosti brojaboja02
pridru�zenoga polju iznad. Naime,�zeli se izbjéci situacija da donje polje ne bude odabrano,
a ono iznad njega bude - dijagrami energija popunjavaju se odozdo i to ”kućica po kúcica”
ba�s u svrhu boljeg usvajanja ideje zakona o�cuvanja energije.

Isti se postupak provede za svako od preostalih polja u dijagramu, s time da se uvjeti
za promjenu pridru�zenih brojeva mijenjaju u ovisnosti o polo�zaju polja. Iako je za prvotni
proces izrade potrebno odvojiti vi�se vremena, jednom izradeni dijagram mo�ze se primje-
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njivati u svim �zikalnim situacijama iz podru�cja mehanike. Na analogan se na�cin mogu
napraviti i kombinatorni zadatci poput ”problema tri boje”, samo�sto se tada na svako polje
postavljaju barem tri sukladna lika te se promatra njihov ostatak pri dijeljenju s 3 (ili 4
ukoliko se radi i neobojeno polje).

Sljedéci zanimljiv korak pri izradi apleta postavljanje je uvjeta za provjeru to�cnosti
rje�senja. Prije svega, treba de�nirati vrijednosti kineti�cke, gravitacijske potencijalne i
elasti�cne energije u oba trenutka, kao i odrediti iznos rada i promjene unutarnje energije.
To se efektivno posti�ze brojenjem odabranih polja u pojedinom stupcu, odnosno, za prvi se
stupac (kineti�cku energiju u po�cetnom trenutku) de�nira brojek1 kao zbroj ostataka pri di-
jeljenju brojevaboja01, boja02, boja03i boja04brojem 2 - svaki je broj pridru�zen jednom
polju prvoga stupca i ako je polje odabrano njegovće ostatak pri dijeljenju s 2 iznositi 1, a
u suprotnom bit́ce 0. Isti se postupak provede za sve stupce, pri�cemu se u stupcu za rad
ostatci pri dijeljenju brojeva pridru�zenih poljima ispod glavne linije uzimaju s negativnim
predznakom (jer ta polja ozna�cavaju negativan rad).

Slika 2.5: Skriptiranje provjere rje�senja
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Sada se de�niraju i ukupna energija u po�cetnom te u kona�cnom trenutku kao zbroj po-
jedinih vrsta energija u tim trenutcima, pri�cemu se rad zbog jednostavnosti ra�cuna odmah
pridru�zuje energiji u po�cetnom trenutku (e1 = ek1+ eg1+ eel1+ w). Na Slici 2.5 prikazana
je karticaSkriptiranje na klikgumba ”Provjeri rje�senje” i na njoj se mogu uo�citi uvjeti
za priznavanje rje�senja pojedinoga zadatka to�cnim, na primjer, pod brojem 8 navedena je
naredba za prvi zadatak; brojda de�niran je tako da mo�ze poprimiti vrijednosti 0 ili 1 -
prilikom provjere rje�senja, ako su ispunjeni svi uvjeti da bi rje�senje bilo to�cno, poprima vri-
jednost 1 te se u ovisnosti o njemu prikazuje tekst ”Bravo!”. Naravno, za pogre�sno rje�senje
vrijednost brojada ostaje 0 i javlja se mogúcnost odabira upute. Pomoću kliza�cavrijeme
regulirano je prikazivanje poruka na ekranu. Takoder, u naredbi za provjeru rje�senja dru-
goga zadatka mo�ze se uo�citi razlika u ovisnosti o u�cenikovu izboru sustava.

U devetom je retku dana naredba pomoću koje se posti�ze zvuk pljeskanja prilikom
to�cnog rje�senja prvoga zadatka (analogne su naredbe zadane i za provjeru rje�senja preos-
talih zadataka).GeoGebraima opciju sviranja umetnutih zvu�cnih datoteka, MP3 datoteka
sDropBoxaili Google Diskana koje se mo�ze pozvati postavljanjem poveznice ili zvukova
generiranih na razli�cite na�cine, primjerice funkcijom zadanom u nekom rasponu. Ovdje
je prikazan najjednostavniji na�cin proizvodnje zvuka pomócu naredbeZvuk(nota, trajanje,
instrument), to je nareba dostupna samo uGeoGebra Classic 5ina�cici programa.

Slika 2.6: Legende za umetanje zvuka
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Kao prvi argument unosi se cijeli broj izmedu 0 i 127 koji reprezentira glazbenu notu
(legenda na Slici 2.6 lijevo), drugi argument jest vrijeme trajanja tona u sekundama, dok se
kao tréci argument unosi instrument kojiće svirati, takoder u obliku cijeloga broja (legenda
na Slici 2.6 desno). Uz klasi�cne instrumente poput klavira ili violine, moguće je odabrati
i egzoti�cnije instrumente poput gajdi, ljudski glas (pojedina�cni ili zborski) te generirani
zvuk kao�sto je rominjanje ki�se, zvono telefona ili ovdje kori�steni zvuk pljeskanja (broj
126 na popisu).

Jo�s jedna prednost izrade zadataka uGeoGebrijest mogúcnost stvaranja jednostavnih
animacija poput one u drugome zadatku (Slika 2.2) koje potpoma�zu vizualizaciji �zikalne
situacije. Animacija se pokreće pritiskom na tipku ”Pokreni”�cime se animira kliza�c �sto
predstavljay koordinatu jednoga vrha utega pomoću kojega je odreden njegov polo�zaj u
prostoru. Kako se promjenom vrijednosti kliza�ca mijenja i polo�zaj utega, posti�ze se dojam
da uteg pada. U trenutku kada dno utega dosegne oprugu, opruga se po�cne sabijati pod
utegom. To je postignuto tako da sey koordinata najvi�se to�cke opruge uvjetno de�nirala u
ovisnosti o dnu utega: �ksna je kad je dno utega iznad opruge, a od trenutka doticanja pa
nadalje poprima vrijednosty koordinate dna utega. Sve du�zine koje predstavljaju oprugu
zadane su relativno u odnosu na najvi�su to�cku, tako da se njezinom promjenom mijenja i
polo�zaj tih du�zina.

Kako se radi o slobodnom padu, brzina utega nije konstantna tijekom vremena, već
se povécava. Da bi se to postiglo, brzina kliza�cay koordinate vrha utega nije �ksna, već
se de�nira kaobrzina+ ubrzanje, gdje jebrzina �ksna vrijednost, aubrzanjekliza�c koji
se takoder animira pritiskom tipke ”Pokreni”. Jasno je daubrzanjenije akceleracija u
�zikalnoj de�niciji, ve ć je to dodatak na brzinu koji se jednoliko povećava u jednakim
vremenskim intervalima,�sto dovodi do toga da i brzina kliza�ca jednoliko raste u istim vre-
menskim intervalima, a upravo se to�zeljelo postíci.
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2.2 Gibanje nabijene�cestice u homogenom magnetskom
polju, 2. razred

Velik dio prvoga poglavlja posvécen je igri�kaciji nastave matematike. U osnovnim je
�skolama pou�cavanje matematike kroz igru postala metoda koja se sve�ce�sće primjenjuje
jer su uo�cene i istaknute brojne njezine prednosti. No, praksa u�cenja kroz igru vrlo se ri-
jetko mo�ze pronáci u srednjoj�skoli. Razlog je vjerojatno stav u�citelja da su srednjo�skolci
”preveliki”, pa samim time i nezainteresirani, za takav oblik rada te da se igranjem gubi
serioznost nastavnoga sadr�zaja. Istra�zivanja ([?], [?]) pokazuju da igra doprinosi procesu
u�cenja�cak i kod odraslih: ne samo da povećava motivaciju za usvajanjem novih sadr�zaja i
vje�stina, véc poma�ze pri odr�zavanju koncentracije i omogućuje bolju apsorpciju informa-
cija. Osim toga, igra stvara opu�steno okru�zenje u kojemu se uspje�snije u�ci, grade socijalne
veze medu sudionicima te razvija samopouzdanje.

U nastavu �zike igra tek po�cinje ulaziti, i to takoder samo na osnovno�skolskoj razini.
Istina, za razliku od nastave matematike gdje je uvje�zbavanje rje�savanja rutinskih zadataka
neizbje�zan dio kurikuluma, nastava �zike sadr�zi vi�se komponenti koje doprinose njezinoj
raznolikosti, a samim time i motivaciji u�cenika, ali to ne zna�ci da nema mjesta za u�cenje
kroz igru. U ovom je odjeljku na primjeru gibanja nabijene�cestice u homogenom magnet-
skom polju opisana edukativna igra namijenjena u�cenicima drugih razreda srednje�skole,
nakon�sto je ukratko prikazan alternativni na�cin obrade navedenog sadr�zaja.

Magnetizamje cjelina koja se po nastavnom planu i programu pou�cava na kraju dru-
goga razreda. Ona zapo�cinje prou�cavanjem svojstava permanentnih magneta, de�niranjem
magnetskoga polja i uo�cavanjem razlike izmedu homogenoga i nehomogenoga magnet-
skog polja. Od u�cenika se o�cekuje da magnetsko polje mogu prikazati linijama te da mogu
skicirati vektor magnetskog polja u bilo kojoj njegovoj to�cki (drugim rije�cima, da znaju
odrediti smjer magnetskog polja u to�cki). Nastanak magnetskog polja povezuje se s nabo-
jem u gibanju (Oerstedov pokus), nakon�cega se prou�cava djelovanje magnetskih sila.

Pou�cavanju Amperove i Lorentzove sile mo�ze se pristupiti na vi�se razli�citih na�cina. Re-
doslijed obrade sadr�zaja prvenstveno ovisi o ekperimentalnom postavu dostupnom u�skoli.
Većina �skola ima dostupne materijale za eksperimentalno istra�zivanje Amperove sile: po-
trebni su izvor istosmjerne struje, ravni vodi�c i homogeno magnetsko polje koje se naj�ce�sće
proizvodi pomócu potkovastih magneta. U�cenici otkrivaju da magnetsko polje djeluje na
vodi�c kojim te�ce struja te interaktivnim pokusom promatraju o�cemu ovisi otklon vodi�ca u
magnetskom polju i dolaze do izraza za Amperovu silu. Iznos Amperove sile dan je for-
mulomFA = BIl sin� , pri �cemu jeB iznos homogenoga magnetskog polja,I iznos stalne
struje koja te�ce vodi�cem,l duljina ravnog vodi�ca, a� kut koji magnetsko polje zatvara s
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vodi�cem. U�cenicima se pa�znja skréce na�cinjenicu da je Amperova sila okomita i na mag-
netsko polje i na vodi�c te se uvodi pravilo desne ruke za odredivanje smjera Amperove sile.

Kako malo�skola ima elektronsku cijev pomoću koje bi u�cenici mogli uo�citi i istra�ziti
djelovanje Lorentzove sile, ona se nerijetko uvodi matemati�cki iz eksperimentalno dobi-
venoga izraza za Amperovu silu. Interaktivni izvod polazi od ideje da je struja usmje-

reno gibanje naboja te da se mo�ze de�nirati kaoI =
� q
� t

, �sto se uvr�stava u gornji izraz.

Ra�cunskim manipulacijama dolazi se do izraza za magnetski dio Lorentzove sile koji glasi
FL = qvBsin� , pri �cemu jeq naboj �cestice koja se giba brzinom iznosav u homogenom
magnetskom polju iznosaB tako da brzina i magnetsko polje zatvaraju kut� . Za potpuni
izraz Lorentzove sile, formula se nadopunjuje i komponentom koja je rezultat djelovanja
elektri�cnog polja iznosaE na naboj te Lorentzova sila iznosiFL = qE + qvBsin� .

Smjer magnetskoga dijela Lorentzove sile odreduje se jo�s jednim pravilom desne ruke.
Kako u�cenici do tog trenutka jo�s nisu upoznati s vektorskim produktom (nitiće biti tijekom
srednje�skolskog obrazovanja), odredivanje smjerova magnetskih sila svodi se na u�cenje ci-
jeloga niza naoko razli�citih pravila desne ruke. Treba uzeti u obzir i da se u�cenicima�cesto
govori kako se pravilo desne ruke ”mijenja” ukoliko je promatrana�cestica negativno na-
bijena,�cime se broj pravila desne ruke dodatno povećava. Upravo to dovodi do polemika
medu nastavnicima �zike pri�cemu neki smatraju kako bi bilo e�kasnije i u�cenicima prirod-
nije ukoliko bi se prije po�cetka prou�cavanja magnetizma uveo pojam vektorskoga produkta
iako nije predviden nastavnim planom i programom. Tada bi u�cenici samo jedno pravilo
primijenjivali u svim situacijama i nastavni se sadr�zaj ne bi sveo na u�cenje niza pravila
napamet, véc bi znanje bilo trajnije te primjenjivo i u drugim podru�cjima.

�Cinjenica da je magnetski dio Lorentzove sile okomit na brzinu gibanja u�cenike dovodi
do zaklju�cka kako se nabijena�cestica u homogenom magnetskom polju giba po kru�znoj
putanji jer magnetski dio Lorentzove sile poprima ulogu centripetalne sile. Izjedna�cavajúci
iznose navedenih sila dolazi se i do izraza za odredivanje radijusa te kru�zne putanje koji
iznosi r =

mv
qB

. Iako svi navedeni zaklju�cci logi�cno slijede jedan iz drugoga, dobiveni su

rezultati samo matemati�cki konstrukt �zikalne situacije. U�cenicima je te�sko pratiti takav
proces zaklju�civanja, a dobivena formula za većinu je isuvi�se apstraktna te neće razumjeti
njezinu bit niti vezu medu veli�cinama koju ona u sebi nosi.

U�citelji se mogu poslu�ziti ra�cunalnim simulacijama kojéce u�cenicima zornije prikazati
�zikalnu situaciju. Mogu ih koristiti kao uvod u temu te na temelju opa�zenoga dóci do for-
mule kojuće zatim matemati�cki potkrijepiti ili već izvedenu formulu analizirati pomoću
simulacije (�sto je manje u duhu istra�ziva�cke nastave). Na Slici 2.7 prikazana je interaktivna
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simulacija napravljena uGeoGebri. �Cestica masemi nabojaq ulijeće u to�cki A okomito na
homogeno magnetsko magnetsko polje iznosaB brzinomv. U�citelj mo�ze projicirati simu-
laciju te pomicanjem kliza�ca u gornjem lijevom dijelu ekrana postaviti�zeljene vrijednosti
�zikalnih veli �cina (masu, naboj i brzinu�cestice te iznos magnetskog polja). Ispod kliza�ca
nalaze se potvrdni okviri pomoću kojih se odabire smjer magnetskog polja. Magnetsko se
polje nalazi samo u dijelu prostora ozna�cenom smedom bojom.

Slika 2.7: Simulacija gibanja�cestice u magnetskom polju

Nakon odabira svih vrijednosti i smjera polja, na ekranu se javljaju gumbi ”Play” i ”Pa-
use” za pokretanje i zaustavljanje simulacije (Slika 2.8). Prilikom pokretanja simulacije,
�cestica ulijéce u magnetsko polje te za njom ostaje trag putanje kojom je pro�sla. Animacija
se u svakom trenutku mo�ze pauzirati kako bi se prokomentiralo gibanje�cestice, a po izla-
sku �cestice iz magnetskog polja, na ekranu ostaje prikazana njezina putanja te se navodi
duljina te putanje.

Na ovaj se na�cin mo�ze promatrati pona�sanje�cestice u magnetskom polju: jasno se vidi
ovisnost radijusa putanje o unesenim veli�cinama. Takoder, u�cenici mogu uo�citi da se prili-
kom gibanja u magnetskom polju ne mijenja iznos brzine�cestice te da na neutralnu�cesticu
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Slika 2.8: Simulacija nakon�sto je�cestica napustila magnetsko polje

ne djeluje magnetska sila - ona se nastavlja gibati jednoliko po pravcu. Simulacija se mo�ze
koristiti za uvje�zbavanje odredivanja smjera magnetske sile promjenom smjera magnet-
skoga polja te predznaka naboja�cestice. Novi se podatci unose pritiskom na tipku ”Novi
zadatak”�cime se simulacija vráca na po�cetak.

Kao �sto se mo�ze primijetiti na Slici 2.8, po izlasku�cestice iz magnetskog polja, na
ekranu se javljaju dodatne opcije. Radi se o mogućnosti odabira prikaza udaljenosti to�cke
u kojoj je �cestica napustila polje od to�ckeA te o mogúcnosti odredivanja vremena koje je
�cestica provela u magnetskom polju. Navedena su pitanja karakteristi�cna za provjeravanje
razumijevanja sadr�zaja te se pronalaze u zbirkama zadataka iz �zike, npr. u zbirci [?] na
str. 381. zadan je sljedeći zadatak:

Proton uleti brzinom 105 m/s u to�cki A okomito na silnice homogenog magnetnog polja
B = 0:8 T usmjerenog ”u papir”. Na kojoj́ce udaljenosti od to�ckeA izići iz polja? Koliko
dugoće boraviti u magnetskom polju?
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Rje�savanje zadatka zapo�cinje unosom zadanih veli�cina u aplet i pokretanjem simula-
cije. Odgovor na pitanje na kojoj udaljenosti od to�cke A naboj izlazi iz polja dobiva se
klikom mi�sa na gornji kvadratić s natpisom ”Udaljenost od to�cke A”, nakon �cega se na
crte�zu javlja okvir unutar kojega je crvenom bojom navedena tra�zena udaljenost.�Zelimo
li odrediti koliko je vremena proteklo dok je naboj bio u polju, potrebno je potvrditi donji
kvadratíc. Tada se javlja novo tekstualno polje u koje je potrebno upisati duljinu putanje
naboja u milimetrima te pritisnuti enter. U retku ispod automatski se izra�cunava tra�zeno
vrijeme.

Uloga ovoga apleta uGeoGebrije dvostruka. S jedne strane, pru�za mogúcnost is-
tra�zivanja ovisnosti izgleda putanje o ulaznim parametrima. Manipuliranjem kliza�ca zorno
se predo�cuje promjena radijusa, te se lako utvrduje da on raste s porastom mase i brzine
�cestice, dok porast naboja i magnetskoga polja uzrokuju njegovo smanjivanje. Takoder,
ukoliko se promijeni predznak naboja�cestice ili smjer magnetskog polja,�cestica se giba u
suprotnom smjeru. Gibanje naboja u magnetskom polju nikako nije pojava koju bi u�cenici
imali priliku uo�citi u makroskopskom svijetu, niti je to situacija koju mogu objasniti po-
zivajući se na vlastito iskustvo. Zbog toga je va�zno omogúciti im vizualizaciju takvoga
problema; ukoliko se pri pou�cavanju nastavnici zadr�ze samo na matemati�cki izvedenoj for-
muli, ne mogu o�cekivati daće u�cenici upamtiti opisani sadr�zaj. GeoGebrau takav sat unosi
dinamiku i smanjuje apstraktnost nove situacije.

S druge strane, rje�savaju li u�cenici navedeni zadatak bez pomoći GeoGebre, fond opcija
za ulazne parametre reduciran je na vrlo malen broj. Naime, ovo je primjer gdje u�cenici
aktivno primjenjuju poznavanje matematike vezane uz kru�znicu: kako bi mogli izra�cunati
tra�zeno vrijeme, trebaju odrediti duljinu luka. To nije problem u�ciniti u situaciji kao�sto
je ona u zadatku preuzetom iz zbirke [?] gdje je putanja�cestice polukru�znica, no�sto sa
slu�cajem prikazanim na Slici 2.8 ? Tada se ra�cun znatno komplicira, a valja imati na umu
da i samo mala pogre�ska pri odredivanju kuta pridru�zenog luku�cini veliku razliku u rezul-
tatu. PrimjenaGeoGebreovdje dopu�sta koncentriranje na klju�can novi sadr�zaj i upoznava-
nje razli�citih kombinacija parametara, dok daje stabilnu matemati�cku potporu u pozadini.
Dakle, aplet je primjenjiv na satu prilikom obrade novoga sadr�zaja, ali je prilagoden i za
u�ceni�cku uporabu prilikom rje�savanja karakteristi�cnih zadataka iz tog podru�cja.

Nakon �sto je uveden pojam Lorentzove sile i prokomentiran na�cin gibanja �cestice
koja ulijeće u homogeno magnetsko polje pod pravim kutom s obzirom na njegove linije,
u�cenici trebaju primijeniti ste�cene spoznaje na konkretnim primjerima. Pravilo desne ruke,
neovisno o tome je li uveden vektorski produkt ili su dana speci��cna pravila za pojedine
slu�cajeve, u�cenicima je novost te ga moraju operacionalizirati. Kao pomoć za ostvarivanje
tog ishoda osmi�sljena je edukativna igraMinigolf u oblikuGeoGebraapleta.
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Slika 2.9: Uputa zaMinigolf

Igra je namijenjena za samostalan rad u�cenika. Prilikom otvaranja apleta pokazuje se
uputa prikazana na Slici 2.9 u kojoj je ukratko opisan cilj i na�cin igranja. Pritiskom tipke
”Zapo�cni igru” u�cenici otvaraju prvi zadatak (Slika 2.10).

Slika 2.10:Minigolf, 1. zadatak
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U prvom zadatku u�cenici trebaju znajúci predznak naboja�cestice odrediti smjer mag-
netskog polja u ozna�cenom zelenom podru�cju kako bi �cestica ”upala u rupu”. Drugim
rije�cima, promatrajúci medusobni polo�zaj �cestice i rupe trebaju odrediti u kojem je smjeru
magnetska sila koja bi�cesticu navela na�zeljeno gibanje te iz informacija o smjeru sile i
�cestice odreduju smjer magnetskog polja. U�cenici pritiskom na potvrdni okvir odlu�cuju o
smjeru polja, nakon�cega pritiskom mi�sa na palicu za golf pokreću �cesticu (daju joj po�cetnu
brzinu). Sivom strelicom nazna�cen je smjer u kojeḿce se�cestica po�ceti gibati kad ju se
udari palicom za golf; ona nestaje�cim se�cestica pokrene.

Smjer magnetskog polja je ”iz papira”: odabirom te opcije loptica upada u rupu i na
ekranu se javlja pohvala za to�cno rije�sen zadatak. Ukoliko u�cenik odabere pogre�san smjer
polja, loptica skréce na suprotnu stranu, a na ekranu se javlja gumb ”Poku�saj ponovno”
kojim se zadatak vráca na po�cetak. Naravno, sada u�cenik zna koji je to�can odgovor pa
ukoliko nastavnik�zeli provjeriti u�cenikovo snala�zenje u ovakvim zadatcima mo�ze zabra-
niti ponovno rje�savanje zadatka i u aplet unijeti broja�c to�cnih odgovora kao�sto je opisano
ranije. Po zavr�setku rje�savanja zadatka, u�cenik pritiskom na gumb ”Sljedeća rupa” prelazi
na drugi zadatak prikazan na Slici 2.11.

Slika 2.11:Minigolf, 2. zadatak
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Drugi je zadatak sli�can prethodnome, razlika je u tome�sto je sada zadan smjer mag-
netskog polja, a tra�zi se predznak naboja�cestice, odnosno, u�cenici trebaju odrediti je li
promatrana�cestica pozitron ili elektron. Tra�zena�cestica je elektron, dok se za odabir po-
zitrona i u ovome primjeru javlja mogućnost ponovnog pokretanja zadatka.

Ovaj je zadatak gra��cki bogatiji - prikazani su otok okru�zen morem i drveni most kojim
loptica dolazi do pje�s�cane pla�ze. Na taj se na�cin u�cenici odmi�cu od uobi�cajene pozadine
zadatka i rje�savaju problem u njima prihvatljivijem okru�zenju. Bez obzira na poznatu iz-
reku prema kojoj ne valja suditi knjigu prema koricama, ne mo�ze se poréci da estetski
do�zivljaj igra veliku ulogu pri formiranju stava prema objektu, ili u ovom slu�caju, zadatku
pa samim time i podi�ze u�ceni�cku motivaciju za rje�savanje.

Prva su dva zadatka vrlo jednostavna, ali lako se mogu nadograditi kombiniranjem.
Primjerice, mogu se nadovezati polja razli�citih iznosa kroz koja loptica mora proći da ude
u rupu, a u�cenik treba to�cno odrediti smjer svakoga od njih ili se mogu zadati i numeri�cki
podatci tako da je za to�can odgovor nu�zno i ra�cunski rije�siti zadatak. Sljedéci je zadatak
jedan od najslo�zenijih takvih, za njegovo je rje�savanje potrebno kombinirati vi�se vje�stina i
on mo�ze poslu�ziti kao zavr�sni zadatak na terenu za minigolf.

Kao �sto se mo�ze vidjeti na Slici 2.12 koja prikazuje posljednji zadatak, da bi loptica
(koja je u ovom slu�caju proton) upala u rupu, ona mora proći kroz dva magnetska polja.
Podru�cje u kojemu je prisutno prvo polje ozna�ceno je zelenom, a podru�cje u kojemu je
drugo polje ozna�ceno je�zutom bojom. Iz zadatka je poznato da su iznosi tih polja jednaki.
Analiziranjem situacije u�cenici trebaju zaklju�citi da se proton u oba polja mora gibati po
polukru�znicama kako bi upao u rupu. Iz�cinjenice da su iznosi polja jednaki te primjenom
izraza za odredivanje radijusa putanje�cestice, u�cenici zaklju�cuju da radijusi polukru�znica
moraju biti jednaki. Prema tome, udaljenost od to�cke u kojoj proton ulijéce u polje do rupe
mora biti jednaka duljini�cetiri polumjera. Tu duljinu, a zatim i duljinu jednog polumjera,
u�cenici ra�cunaju koristéci dimenzije prikazane na ekranu.

Po odredivanju duljine radijusa trebaju izra�cunati i iznos polja. U zadatku je zadana
brzina�cestice, a kako je�cestica proton, poznati su i naboj i masa�cestice. Dobivenu vrijed-
nost u�cenici upisuju u tekstualno polje na ekranu, pri�cemu je trebaju zaokru�ziti na jednu
decimalu kao�sto je zadano u tekstu zadatka. Preostalo je jo�s odrediti smjer pojedinog polja
za �sto se primjenjuje pravilo desne ruke. Na Slici 2.12 prikazana su to�cna rje�senja (iznos
i smjerovi polja). Nakon�sto su uneseni svi potrebni podatci, pritiskom mi�sa na palicu za
golf loptica se pokréce. Putanja loptice ovisi o unesenim varijablama. Ukoliko pogrije�se
pri ra�cunu, pritiskom na gumb ”Poku�saj ponovno” koji se javlja ispod gumba ”Prethodna
rupa” u�cenici mogu pristupiti rje�savanju zadatka ispo�cetka.
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Slika 2.12:Minigolf, 3. zadatak

Zadatak se sastoji od mnogo koraka i slo�zenoga zaklju�civanja. Naviknuti na tradioci-
onalan pristup rje�savanju zadataka, u�ceniciće najverojatnije prvo ra�cunski poku�sati rije�siti
zadatak. Druga opcija jest rje�savanje zadatka metodom uzastopnog pribli�zavanja, gdje
u�cenici pretpostavljaju iznos polja pa u usporedbi s dobivenom putanjom proporcionalnim
mi�sljenjem zaklju�cuju o smjeru promjene iznosa polja. Naravno, u�citelji bi trebali tra�ziti
prikaz matemati�cke pozadine problema�cak i prilikom opisanoga namje�stanja rje�senja.

Ovakav interaktivni pristup rje�savanju zadataka putem igre duljeće zadr�zati u�ceni�cku
pa�znju. Takoder, motiviratće i slabije u�cenike da poku�saju rije�siti slo�zenije zadatke kao
�sto je posljednji, od kojih bi u uobi�cajenom okru�zenju odustali i prije no�sto bi pro�citali
�sto se u njima tra�zi. Aplet se mo�ze modi�cirati tako da minigolf postane igra u paru pa da
u�cenici naizmjence rje�savaju zadatke pribli�zno jednakoga stupnja zahtjevnosti i zbrajaju
prikupljene bodove. Pobjedniḱce biti onaj u�cenik koji po zavr�setku igre ima vi�se bodova.
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Izrada apleta

Iako se doimaju vrlo sli�cni, apleti opisani u ovom odjeljku izradeni su na potpuno razli�cit
na�cin. Prvi aplet namijenjen istra�zivanju pona�sanja�cestice koja se giba u magnetskom
polju omogúcava promjenu svih varijabli, po�cev�si od iznosa mase i brzine�cestice, preko
naboja�cestice u�sto je uklju�cen i predznak, pa do iznosa i smjera magnetskog polja. Pu-
tanja kojom se�cestica giba stoga nije mogla biti unaprijed zadana, već se odreduje tek po
uno�senju svih varijabli i veri�cira pritiskom na tipku ”Play”. Njezin se radijus izra�cunava
iz unesenih podataka, a smjer gibanja�cestice iz odabira predznaka naboja i smjera polja.

De�nira se brojr na sljedéci na�cin: r = Ako(u== true, (-(m v))/ (q B), (m v)/ (q B)),
pri �cemu je su ozna�cena logi�cka vrijednost pridru�zena odabiru smjera magnetskog polja
”u papir”, dok sum, v, q i B vrijednosti koje se odabiru pomoću kliza�ca. Polo�zaj sredi�sta
�zeljene kru�znice odreduje pomócu vektora koji le�zi na stranici pravokutnika (reprezentaciji
magnetskoga polja), to�ckaA mu je po�cetna to�cka, a duljina mu je iznos odr. Iz de�nicije
se vidi dar mo�ze biti pozitivan ili negativan u ovisnosti o odabranim elementima; za nega-
tivan r sredi�ste kru�znice nalazi se lijevo, a za pozitivan desno od to�cke A. Putanja�cestice
jest kru�zni luk sa sredi�stem dobivenim na opisani na�cin kojemu je po�cetna to�ckaA, a kraj-
nja to�cka presjek pripadne kru�znice i jedne stranice pravokutnika.

Pritiskom na tipku ”Play” prvo se pomoću naredbePostaviVrijednost(Q,A)to�cka Q
koja predstavlja promatranu�cesticu smje�sta u po�cetni polo�zaj (�sto je to�ckaA), nakon�cega
se provode naredbeAnimiraj(Q)i Ako(q==0, Animiraj(G)), pri �cemu je sG ozna�cena to�cka
koja predstavlja neutralnu�cesticu - njezina je putanja unutar magnetskog polja du�zina te je
morala biti konstruirana zasebno. Pritiskom tipke ”Play” animira se i kliza�c showpomócu
kojega je regulirano prikazivanje duljine putanje unutar polja nakon�sto ga�cestica napusti.

To�cka Q privezana je na kru�znicu ranije odredenoga sredi�sta koja prolazi to�ckom A.
Problem je samo odrediti brzinu kretanja to�ckeQ po kru�znici budúci da se, kao�sto je spo-
menuto u prethodnom poglavlju, uGeoGebriona odreduje prema duljini kru�znice, a ne
prema konkretno zadanoj vrijednosti. Zbog toga je potrebno de�nirati brojbrzina= (v q)
/ (abs(r) abs(q))kojim će se osigurati da se�cestica po putanji doista kreće u skladu s oda-
branom brzinomv te zadati brzinu kretanja to�ckeQ po kru�znici kaoAko(u== true, brzina,
-brzina). Naime, predznak brzine utje�ce na to hóce li se to�cka gibati u smjeru kazaljke na
satu ili obrnuto, a�zeljeni smjer ovisi o predznaku naboja (koji je uklju�ceni pri de�niranju
brojabrzina) i smjeru magnetskog polja,�sto se regulira uvjetnim odabirom predznaka br-
zine.

Najslo�zeniji dio izrade apleta jest de�niranje i postavljanje uvjeta za prikazivanje kru�znih
lukova (�sest ih je razli�citih zbog presjeka sa stranicama pravokutnika) koji predstavljaju pu-
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tanje �cestica, pogotovo jer aplet dozvoljava pauziranje animacije u bilo kojem trenutku i
jer putanje moraju ostati vidljive i nakon�sto �cestica napusti polje. KakoGeoGebrane
nudi opciju zaustavljanja animacije kad se ispuni odredeni uvjet, putanja�cestice u gibanju
skriva se kad�cestica napusti magnetsko polje (iako se sada skrivena�cestica nastavlja gibati
po nevidljivoj kru�znici), a pomócu uvjeta za prikazivanje objekta na ekranu postaje vidljiv
samo�zeljeni kru�zni luk i njegova duljina. Konkretno, uvjet za prikazivanje luka koji se
vidi na Slici 2.8 dan je na Slici 2.13. U uvjetu je potrebno uzeti u obzir smjer polja, predz-
nak naboja te polo�zaj to�ckeQ, a jedan kru�zni luk odgovara dvjema kombinacijama smjera
polja i predznaka naboja.

Slika 2.13: Uvjet za prikaz kru�znog luka

Prilikom izrade igreMinigolf u prva je dva zadatka manje varijabli, tako da su odmah
konstruirane dvije opcije za kru�znu putanju i na svakoj od njih to�cka koja predstavlja nabi-
jenu �cesticu. Pritiskom na palicu za golf program provjerava unesene uvjete i prema njima
odabire kojuće od ponudenih dviju opcija prikazati. Ovdje je problemati�cno �sto se u pr-
vom zadatku�cestica ne po�cinje odmah kretati po kru�znici, véc se prvi dio puta (do ulaska u
magnetsko polje) giba po pravcu, dok je u drugome zadatku obrnuta situacija te se elektron
nakon gibanja po kru�znici giba po pravcu (tj. po mostu u apletu).

Ponovno je nezgodno�sto se uGeoGebrine mo�ze animirati to�cka kad se ispuni zadani
uvjet. To je u ovom apletu rije�seno na na�cin da se istovremeno animiraju sve tri to�cke: ona
koja prikazuje�cesticu�sto putuje po pravcu (ona je prikazana od po�cetka) te dvije koje se
gibaju po kru�znici (one su skrivene na po�cetku). Duljine njihovih putanja odredene su tako
da se sve tri to�cke u istom trenutku nakon po�cetka animacije nadu u mjestu gdje�cestica
ulazi u magnetsko polje. Tada se skriva�cestica koja se gibala po pravcu, a prikazuje se ona
od preostalih dviju�cestica koja zadovoljava unesene uvjete.

Jo�s jedan detalj u apletu jest iluzija da se pritiskom na palicu za golf ona doista po-
makne,�sto je ostvareno takoder uvjetnim prikazivanjem objekta. Pritiskom mi�sa na palicu
promijeni se vrijednost varijablet s 0 na 1, po�cetna slika palice prikazuje se za vrijednost
t = 0, dok se zat = 1 ona skriva, a prikazuje se slika dobivena rotacijom po�cetne oko vrha
palice za 5� .

Treći se zadatak izraduje na sli�can na�cin, skriptirano je da se pritiskom na palicu za golf
animiraju tri razli�cite to�cke, dakako uz uvjet da su popunjena sva tra�zena polja u zadatku.
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Te tri to�cke pripadaju svaka jednoj kru�znici �ciji su radijusi odredeni unesenom vrijednosti
magnetskog poljaB, ali im se sredi�sta razlikuju. To�cka Z2 pripada kru�znici sa sredi�stem
lijevo od to�cke u kojoj �cestica ulazi u polje, ona se vidi ukoliko je u�cenik pogre�sno oda-
brao smjer magnetskog polja~B1. To�ckeZ3 i Z4 pripadaju kru�znicama sa sredi�stima desno
od ulazne to�cke na pravcu koji dijeli polja, pri�cemu su konstruirane tako da prva od njih
prolazi ulaznom to�ckom, a druga je dodiruje izvana. Pri sastavljanju uvjeta za prikaziva-
nje tih dviju to�caka treba voditi ra�cuna o dimenzijama polja unutar kojih se smiju nalaziti,
vremenskom intervalu tijekom kojega se prikazuju kako se ne bi osjetila promjena iz prika-
zivanja jedne u drugu to�cku, véc kako bi se ostvario dojam da je�cestica promijenila smjer
gibanja. Takoder, najva�zniji uvjet za prikazivanje jest odabir smjera magnetskih polja.

Svi su zadatci u jednom apletu pa stoga prikazivanje svih objekata na ekranu dodatno
ovisi o broju trenutnog zadatka koji se kontrolira pritiskom na gumbe ”Prethodna rupa” i
”Sljedéca rupa”. Oni ujedno vrácaju zadatke u stanje prije rje�savanja. Na Slici 2.14 dan
je prikaz karticeSkriptiranje na klikgumba ”Prethodna rupa” kojim se prikazuju orginalni
polo�zaji i vrijednosti svih varijabli. Sli�can se popis nalazi i u karticiSkriptiranje na klik
gumbi ”Sljedéca rupa” i ”Pokreni ispo�cetka”.

Slika 2.14: Skriptiranje gumba ”Prethodna rupa”
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2.3 Harmonijsko titranje, 3. razred

U prethodna je dva odjeljka prikazana ulogaGeoGebrepri rje�savanju zadataka i uvje�zbavanju
nastavnih sadr�zaja, ali to nije jedino�cime ona mo�ze doprinijeti pobolj�sanju kvalitete nas-
tave �zike. U ovom su odjeljku iznesene jo�s dvije njezine funkcije: prirodno ostvarivanje
korelacije sMatematikomi pru�zanje suptilne tehnolo�ske pozadine za analizu opa�zene po-
jave na primjeru klju�cne cjeline u nastavi �zike tréceg razreda gimnazije:Titranje. Na tu
se cjelinu nadovezuju velika podru�cja kao�sto suValovi, a kasnije iValna optika, zbog�cega
je va�zno da u�cenici uspje�sno usvoje terminologiju i osnovne pojmove jer bez njih ne mogu
pratiti daljnji nastavni sadr�zaj.

Titranjem se naziva svako periodi�cno gibanje oko ravnote�znoga polo�zaja, no u�skolskoj
se �zici prou�cava samo harmonijsko titranje, odnosno, titranje koje uzrokuje elasti�cna sila
iznosa proporcionalnoga odmaku od ravnote�znog polo�zaja. Uredaji koji titraju na opisani
na�cin nazivaju se harmonijskim oscilatorima. O�cekivanih ishodi navedeni uPrijedlogu
kurikuluma[?] uklju �cuju opisivanje jednostavnih harmonijskih oscilatora, matemati�cko
povezivanje titranja i kru�znoga gibanja te tuma�cenje matemati�ckog opisa harmonijskog ti-
tranja. Od u�cenika se o�cekuje da mogu gra��cki prikazati ovisnost elongacije titranja o
vremenu, o�citati period i amplitudu titranja iz gra��ckog prikaza, povezati period i frekven-
ciju titranja te objasniti i primijeniti kru�znu frekvenciju;�sto su sve postignuća koja se lak�se
mogu ostvariti primjenomGeoGebraapleta.

Prou�cavanje harmonijskog osciliranja zapo�cinje njegovim opisivanjem i uvodenjem no-
vih pojmova kao�sto su elongacija (pomak od ravnote�znog polo�zaja) i amplituda (maksi-
malna elongacija). Standardan pokus kojim se uvodi harmonijsko titranje jest promatranje
gibanja tijela na opruzi izvu�cenog iz ravnote�znog polo�zaja. U�cenici uo�cavaju da se na-
kon nekog vremena, kojemu se pridodaje naziv period, tijelo vraća u prvobitni polo�zaj i
titranje zapo�cinje ispo�cetka. Ovdje u�cenicima treba usmjeriti pa�znju na to da povrat ti-
jela u po�cetnu to�cku nije dovoljan da titranje zapo�cne ispo�cetka, véc da se ono u toj to�cki
mora náci s brzinom i po iznosu i po smjeru jednakoj po�cetnoj. Uz period, karakteristi�cna
�zikalna veli �cina koja se koristi za opisivanje titranja jest frekvencija - ona je jednaka re-
cipro�cnoj vrijednosti perioda.

Budúci da se stanje harmonijskog oscilatora mijenja tijekom vremena - promatrano
tijelo u svakom trenutku ima svoju elongaciju, brzinu i akceleraciju; on se naziva di-
nami�ckim sustavom ([?], str. 26). Te se promjene mogu prikazati pomoću grafova ovisnosti
elongacije, brzine i akceleracije o vremenu. Jedan od na�cina dolaska do tih ovisnosti jest
povla�cenje analogije s periodi�cnim gibanjem koje je u�cenicima otprije poznato, a radi se o
gibanju po kru�znici, na�sto u�cenike mogu asocirati pojmovi period i frekvencija s kojima
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su se susreli véc u prvome razredu.

Prije samoga povla�cenja analogije nije lo�se obnoviti u�ceni�cko znanje o jednolikom gi-
banju po kru�znici. U tu se svrhu mo�ze upotrijebiti aplet prikazan na Slici 2.15. U�citelj
aplet mo�ze projicirati na platno ili bijelu plo�cu te pomócu kliza�ca u gornjem lijevom kutu
odrediti radijus putanje, masu tijela koje se kru�zno giba te njegovu kutnu brzinu (od-
nosno, kru�znu frekvenciju). Pomicanjem kliza�ca za regulaciju radijusa mijenja se veli�cina
kru�znice, dok je prikaz povécavanja mase tijela demonstriran povećavanjem dimenzija ti-
jela. Ispod kliza�ca nalaze se dva potvrdna okvira: jedan za obodnu brzinu, a drugi za
centripetalnu silu. Odabirom tih opcija prikazuju se pripadni vektori (obodna brzina u cr-
venoj, a centripetalna sila u plavoj boji), pri�cemu je istaknut i pravi kut izmedu vektora
brzine i radijusa kru�zne putanje.

Slika 2.15: Jednoliko gibanje po kru�znici

Napravljena simulacija pokreće se pritiskom na tipku ”Play” nakon�sto su pomócu
kliza�ca odabrani ulazni parametri, a zaustavlja u bilo kojem trenutku pritiskom na tipku
”Stop”. Prilikom prvog pokretanja animacije najbolje je ne uklju�civati prikaz vektora
obodne brzine i centripetalne sile.
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O�cigledno je da se gibanje tijela ponavlja nakon nekog vremena i u�cenici ga prepoznaju
kao periodi�cno, a periodom gibanjaT nazivaju vrijeme trajanja jednog okreta. Kako se br-
zina gibanja ne mijenja po iznosu, u�cenici zaklju�cuju da put koji tijelo prijede za vrijeme
jednog perioda odgovara duljini kru�znice (odnosno, opsegu pripadnoga kruga). Zbog toga

se mo�ze pisativ =
s
t

=
2r�
T

, pri �cemu se koristi u�cenicima poznata matemati�cka formula

za opseg kruga.

Kru�zna gibanja karakterizira jo�s jedna �zikalna veli�cina: kutna brzina. Ona se de�nira

kao promjena kuta u vremenu, odnosno, vrijedi! =
2�
T

iz �cega slijedi relacijav = ! � r.

Sve navedene relacije bitće potrebne prilikom analiziranja titranja pa nije naodmet pod-
sjetiti u�cenike na njih u okru�zenju u kojem su ih prvi put susreli.

U�cenicima se mo�ze postaviti pitanje u kojem smjeru pokazuje vektor brzine pri gibanju
po kru�znici te kako bi to mogli uo�citi u realnom pokusu. Oni iznose pretpostavke temeljene
na ranije ste�cenom znanju i vlastitom iskustvu: ako se vrti�cep privezan na konac, vektor
smjera brzine�cepa odgovara smjeru u kojem bi�cep odletio da se u jednom trenutku pusti
konac iz ruke. Zatim u�citelj pritiskom na kvadratíc uz oznaku 'obodna brzina'�cini vektor
brzine vidljivim, a prikazuje se i kut koji zatvaraju vektor brzine i radijus kru�znice. U�citelj
ponovno pokréce animaciju poti�cući u�cenike da promatraju kako se mijenja ozna�ceni kut
tijekom gibanja. U�cenici uo�cavaju da je kut izmedu vektora brzine i radijusa uvijek pravi,
odnosno, pravac kojem pripada brzina je tangenta na kru�znicu. Uz to, promjenom parame-
tara u�cenici i eksperimentalno mogu doći do zaklju�cka da je iznos brzine proporcionalan
kutnoj brzini i radijusu putanje, to jest, da vrijediv = ! � r.

Kona�cno jo�s treba podsjetiti u�cenike na uzrok jednolikog gibanja po kru�znici, �sto je
pojam s kojim u�cenici vjerojatno dobro barataju jer su se s centripetalnom silom susretali i
u drugim cjelinama (npr. Newtonov zakon gravitacije i u prethodnom odjeljku analizirano
gibanje nabijene�cestice u magnetskom polju). Ponavljanje zavr�sava utvrdivanjem o�cemu
ovisi iznos centripetalne sile,�sto se takoder mo�ze istra�ziti pomócu apleta. Pritiskom na
kvadratíc kraj kojega stoji natpis 'centripetalna sila' prikazuje se sila koja djeluje na ti-
jelo. Pokretanjem animacije u�cenici jasno vide da je ona uvijek usmjerena prema sredi�stu,
a pomicanjem kliza�ca takoder uo�cavaju da povécanje mase tijela koje se rotira, radijusa
rotacije ili kutne brzine vrtnje kao posljedicu ima povećanje iznosa centripetalne sile (jer
vide kako se mijenja duljina vektora~Fcp). Ovdje je izraz za centripetalnu silu izra�zen na
rjede kori�sten na�cin (Fcp = mr! 2) jer će takav zapis biti potreban kasnije prilikom analize
harmonijskog titranja.

Napravljeni se aplet mo�ze primijeniti i u prvome razredu prilikom prvoga susreta u�cenika
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s jednolikim gibanjem po kru�znici, samo�sto je tada potrebno provesti detaljan istra�ziva�cki
pristup, a ne samo skraćenu verziju koja je ovdje dana.GeoGebratada mo�ze olak�sati
u�cenicima vizualizaciju veli�cina s kojima se prije nisu susreli (primjerice, kru�zna frekven-
cija) te analizu ovisnosti iznosa obodne brzine i centripetalne sile o ulaznim parametrima
gibanja. Ipak, ovaj bi aplet najbolje bilo koristiti kao dopunu i nadogradnju pokusa s real-
nim predmetima kao�sto su�cepovi na niti i sli�cno.

Nakon kratkoga podsjećanja na karakteristike jednolikoga gibanja po kru�znici, u�cenici
su spremni za analizu harmonijskog titranja. U�citelj pomócu �cepa na niti demonstrira jed-
noliko gibanje tijela masem po kru�znici stalnom kutnom brzinom! i to tako da�cep vrti
u ravnini okomitoj na ravninu poda. Tijelo se obasja paralelnim snopom svjetlosti�cime
se gibanje projicira na zaslon koji je okomit na ravninu rotacije (konkretno, zid u�cionice
ili bijela plo�ca). U�cenici na zaslonu promatraju sjenu tijela u gibanju i uo�cavaju da sjena
titra s amplitudom jednakom radijusu kru�znice i periodomT oko ravnote�znog polo�zaja.
Nakon izvedenoga pokusa pri�cemu su u�cenici uo�cili vezu izmedu jednolikog gibanja po
kru�znici i harmonijskoga titranja, za detaljnije prou�cavanje po�zeljno je koristiti simulaciju
(Slika 2.16) u kojoj je mogúce pauzirati gibanje u razli�citim trenutcima i ispitivati pojedine
elemente.

Slika 2.16: Projekcija jednolikoga gibanja po kru�znici

U�citelj pokréce animaciju uGeoGebri; pritiskom na tipku ”Play”�cep se po�cinje gibati
po kru�znici. �Cep je du�zinom povezan sa svojom ”sjenom na zidu” kako bi bilo uo�cljivo
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da su�cep i njegova sjena uvijek na istoj visini. Prilikom prvoga pokretanja u�cenici samo
trebaju prepoznati elemente simulacije i povezati ih s onima koje su promatrali u pokusu.
Slijede isprobavanja pona�sanja sjene mijenjanjem amplitude i kru�zne frekvencije; u�cenici
potvrduju raniju pretpostavku da amplituda titranja odgovara radijusu kru�znice te da su pe-
riodi gibanja po kru�znici i titranja sjene na zastoru jednaki. Simulacija se vraća na po�cetak
pritiskom na gumb ”Restart”.

Klju �cni dio simulacije jest mogúcnost odabira potvrdnog okvira ”Trag to�cke”, pri �cemu
se ovdje ne radi o tragu to�cke kakav se javlja kao standardna opcija uGeoGebri(jer taj trag
to�cke nestaje prilikom osvje�zivanja ekrana), véc o tragu na zami�sljenom pokretnom papiru
koji kao da netko povla�ci stalnom brzinom. Postupak je sli�can pokusu sa zaljuljanim lijev-
kom u koji je usut pijesak, a ispod kojega se povla�ci milimetarski papir. Prednost apleta
le�zi u tome�sto se jednostavno mo�ze mijenjati amplituda titranja, postupak je precizniji jer
je isklju�cen ljudski faktor (brzina povla�cenja papira uistinu je konstantna) te�sto se na ovaj
na�cin elegantno povezuju veli�cine vezane uz opis titranja s onima prisutnim u jednolikom
gibanju po kru�znici, �sto je jedan od va�znih ishoda cjeline.

Nakon �sto u�citelj odabere prikaz traga to�cke, na podru�cju desno od sjene iscrtava se
graf (Slika 2.16) i u�cenici uo�cavaju da je elongacija sinusoidalna funkcija. U�cenicima
treba naglasiti da tako dobiveni gra��cki prikaz nije graf ovisnosti elongacije o vremenu
(jer se �ktivni papir ”povla�ci u krivu stranu” pa je trenutakt = 0 na krajnjem desnom
dijelu grafa). Graf ovisnosti elongacije o vremenu dobiva se odabirom drugog potvrdnog
okvira (Slika 2.17). Njime se prikazuje to�cka �cija je x koordinata jednaka kutu koji je pre-
brisao�cep prilikom rotacije, dok mu jey koordinata jednakay koordinati sjene na zastoru u
danom trenutku. Zbog lak�seg su uo�cavanja sjena i to�cka povezane laganom isprekidanom
linijom. Pokretanjem animacije stje�ce se dojam da ta to�cka za sobom ostavlja tra�zeni graf.

Nakon�sto se dobiveni graf projicira na plo�cu, potrebno ga je analizirati i na taj na�cin
doći do matemati�ckog opisa harmonijskog titranja. U tom se trenutku ostvaruje korela-
cija Matematikei Fizike. Naime, u�cenici u prvome polugodi�stu trécega razreda na nastavi
matematike detaljno prou�cavaju trigonometrijske funkcije, u sklopu�cega se detaljno bave i
njihovim grafovima. U�ce crtati graf funkcije sinus pomoću brojevne kru�znice, i to na na�cin
da se nax-os stavlja vrijednost kutat u radijanima, a nay-os ordinata to�ckeT = E(t), pri
�cemu jet po volji odabran realni broj, aT = E(t) njemu odgovarajúca to�cka na jedini�cnoj
brojevnoj kru�znici. SimbolomE ozna�ceno je eksponencijalno preslikavanje pa je prema
de�niciji trigonometrijskih funkcijaT = (cost; sint). Dakle, vrijednost funkcije kosinus
je apscisa, a vrijednost funkcije sinus ordinata odgovarajuće to�cke na kru�znici, zbog�cega
navedeno crtanje grafa funkcije sinus ima smisla.
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Slika 2.17: Graf ovisnosti elongacije o vremenu

Nakon crtanja grafa funkcije sinus uvodi se harmonijska funkcijaf (x) = C sin(! x+ ' ),
�ciji se graf naziva sinusoida. Imenuju se simboli:C > 0 je pozitivna konstanta koja se
naziva amplituda,! je kru�zna frekvencija, a' fazni pomak. Kona�cno, nastavna jedinica
zavr�sava rje�savanjem niza zadataka u kojima je potrebno gra��cki prikazati funkcije kao
�sto je npr. f (x) = 1:5 sin(3x � � ), pri �cemu se odreduju period i nulto�cke funkcije. Za
istra�zivanje ovisnosti izgleda grafa o navedenim konstantama takoder se mo�ze koristiti
GeoGebra, �stovi�se, upravo joj je to jedna od osnovnih namjena - promatranje promjene
gra� �ckog prikaza funkcije u ovisnosti o ulaznim parametrima.

U većini �skola provede se sli�cna analiza za grafove funkcija kosinus, tangens te ko-
tangens i time se zaklju�cuje nastavna cjelina, bez spomena �zikalne interpretacije iako je
harmonijsko gibanje kao �zikalni fenomen upravo osnova za uvodenje harmonijske funk-
cije, a konstanteC, ! i ' svoj smisao poprimaju tek povezivanjem harmonijskog titranja s
ranije analiziranim gibanjem po kru�znici.

Prema u�ceni�ckim o�cekivanjima, promjenom amplitude i kru�zne frekvencije mijenja se
oblik grafa: povécavanjem amplitude graf se izdu�zuje, dok povécavanjem kru�zne frekven-
cije postaje sve u�zi. Sa Slike 2.17 u�cenici mogu odrediti period, a time i kru�znu frekvenciju

pomócu relacije! =
2�
T

. Primjécuju da dobivena vrijednost odgovara zadanom parametru

kru�znoga gibanja te da ju nisu morali ra�cunati. Nakon�sto odrede i amplitudu, elongaciju
harmonijskog titranja zapisuju u oblikuy(t) = Asin(! t).
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U apletu postoji i opcija pridavanja po�cetne faze titranja pomoću kliza�ca na dnu lije-
voga stupca. Promatranjem razli�citih mogúcnosti, u�cenici uo�cavaju da se mo�ze zapisati
i općenitija veza elongacije i vremena:y(t) = Asin(! t + ' ), pri �cemu je' po�cetna faza
titranja, odnosno, fazni pomak.

Na analogan se na�cin mo�ze dóci i do grafova ovisnosti brzine i akceleracije o elonga-
ciji (promatraju se njihove projekcije na zastor). Ovdje je jo�s opisan na�cin na koji se mo�ze
izvesti iznos kru�zne frekvencije pomócu parametara sustava (to jest, mase tijela i kostante
elasti�cnosti opruge). Prilikom ponavljanja kru�znog gibanja izveden je izraz za centripe-
talnu silu prema kojemu jeFcp = mA! 2. Sila koja je odgovorna za titranje sjene u smjeru
osi y je komponenta centripetalne sile, i to njezina projekcija na osy. U nekom trenutku
t sila iznos te komponente jeFcp sin(! t), �sto se mo�ze dobiti iz sli�cnosti trokuta. U istom
tom trenutku harmonijska sila iznosiky = kAsin(! t). Izjedna�cavanjem tih dviju jednakosti

slijedi m! 2 = k, odnosno! =

r
k
m

.

U�cenici primjécuju da kru�zna frekvencija pa time ni period niti frekvencija tritranja, ne
ovise o amplitudi, niti akceleraciji sile te�ze, véc samo i isklju�civo o masi tijela i konstanti
elasti�cnosti opruge promatranog harmonijskog oscilatora. Taj je zaklju�cak va�zno naglasiti
jer se radi o vrlo�cestoj miskoncepciji u�cenika. Dobro se jo�s jednom vratiti na aplet i us-
mjeriti pa�znju u�cenika da se period titranja ne mijenja promjenom amplitude.

GeoGebraje u ovom primjeru poslu�zila kao alat za jednostavno mijenjanje parame-
tara zadatka te je olak�sala proces povezivanja harmonijskog titranja s jednolikim gibanjem
po kru�znici pru�zajúci u�cenicima vizualnu potporu koju je nemoguće postíci bez ra�cunalne
simulacije. Omogúcila je istra�zivanje razli�citih ovisnosti medu varijablama te preciznost
pri izvodenju eksperimenta koja je nedosti�zna ljudskoj ruci. Osim toga, analiziranjem gra-
fova koji se dobivaju promjenom radijusa kru�znice i kutne brzine pomócu kliza�ca mo�ze
se ostvariti jasna poveznica izmedu elongacije, amplitudeA i kru�zne frekvencije! te se
iz gra� �ckog prikaza mo�ze odrediti matemati�cki opis titranja. Tako se u�cenicima otprije
poznata matemati�cka formula stavlja u realni kontekst.

Izrada apleta

Izrada apleta zapo�cinje stvaranjem prikaza eksperimentalnoga postava kako bi u�cenicima
bilo �cim jednostavnije povezati simulaciju s pokusom koji su ranije promatrali. Potrebno
je umetnuti sliku�zarulje (ili rasvjetnog tijela po�zelji u�citelja) da bi na prvi pogled bilo
jasno iz kojeg smjera svjetlost dolazi te gdje nastaje sjena. Iako prilikom stvarne izrade
pokusa putanja nije vidljiva, upravo je njezino prikazivanje jedna od prednosti ra�cunalne
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simulacije. Kako bi bilo o�cito da je ta kru�znica �ktivna, mo�ze se urediti tako da ne bude na-
crtana punom, véc isprekidanom crtom. Ona nije zadana �ksnim radijusom, već je umetnut
kliza�c A koji predstavlja amplitudu, a samim time i radijus kru�znice. Promjenom vrijed-
nosti kliza�ca mijenja se i veli�cina kru�zne putanje.

Slijedi izrada animacije to�cke na kru�znici. U ovom apletu nije dovoljno samo animi-
rati to�cku koja je vezana uz putanju (�sto se mo�ze u�ciniti desnim pritiskom mi�sa na to�cku i
odabirom opcijeAnimiraj), véc je glavni cilj stvaranje gra��ckog prikaza gibanja iz kojega
se mo�ze dóci do opisa titranja. Zbog toga je potrebno odrediti kut koji je�cep pre�sao od
po�cetnog trenutka pa se prvo de�nira kut (u radijanima) koji se umeće kao zasebni kliza�c,
dok je to�cka koja predstavlja�cep dobivena kao presjek jednoga kraka de�niranoga kuta s
kru�znicom. Ta se to�cka mo�ze urediti na vi�se na�cina: jedan je da se doista umetne slika plu-
tenog�cepa�ciji se polo�zaj na ekranu ve�ze uz tu to�cku, a drugi na�cin koji je ovdje kori�sten
jest promjena njezine boje, veli�cine i oblika (dijalo�ski okvir Svojstva objekta, karticeBoja
i Stil). U izbornikuOblik to�ckeu kartici Stil postoji jedanaest razli�citih izbora za izgled
to�cke, odabran je onaj u obliku trokuta koji mo�ze vizualno predstaviti�cep boce.

U aplet se zatim dodaju ikone ”Play”, ”Pause” i gumb ”Restart” kojima se pokreće i
zaustavlja animacija (naredbe se unose u karticuSkriptiranje na klik). Pokretanjem ani-
macije mijenja se vrijednost de�niranoga kuta, a samim time i polo�zaj to�cke na kru�znici.
Korak povécanja mora biti dovoljno malen da bi se ostvario dojam kontinuiranoga gibanja.
Brzina kliza�ca odredena je s

!
2�

, pri �cemu je! kru�zna frekvencija koja se u aplet unosi

pomócu kliza�ca. Promjenom njezine vrijednosti, mijenja se brzina pomicanja to�cke po
kru�znici.

Dodatno se de�nira i po�cetna faza umetanjem kliza�ca s minimumom 0, a maksimumom
2� . Ovdje je pak kao korak povećanja odabrano�=4 kako bi bilo lak�se precizno odrediti
�zeljeni po�cetni polo�zaj. Budúci daGeoGebraprikazuje vrijednosti kuta u radijanima kao
decimalne brojeve, ispod kliza�ca umetnut je dinami�can tekst de�niran kaoTekstRazlom-
kom(round(
= � 4=180)=4)� , pri �cemu je s
 ozna�cena po�cetna faza, jer se tako dobiva pri-
rodniji zapis u obliku razlomka.

Kona�cno se izraduju gra��cki prikazi titranja. Prvo je potrebno urediti koordinatne osi.
U dijalo�skom okviruPostavke - gra��cki prikazodabire se opcija prikazivanja samo pozi-
tivnoga dijelax - osi te se na njoj prikazuju radijani. Kao�zeljeni razmak unosi se�=2. Na
y - osi ostavljaju se standardne oznake.

Kako bi se postigao dojam ostavljanja traga titranja na papiru koji se jednoliko povla�ci,
de�nira se funkcija f na sljedéci na�cin: Ako(0 < x � �=!; � Asin(! x � � � 
 )), pri �cemu
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je � kut pomócu kojega je de�niran polo�zaj to�cke na kru�znici i koji se animira pritiskom
na tipku ”Play”. Iz de�nicije funkcije odmah je vidljivo dáce se izgled njezinoga grafa
mijenjati u ovisnosti o unesenim parametrima, a po�cetni uvjet regulira koliki je dio grafa
funkcije prikazan, po�cev�si ody - osi koja predstavlja zid. Funkcija se povezuje s potvrdnim
okvirom ”Trag to�cke” te je njezin graf prikazan samo kada je ta opcija potvrdena.

Ovisnost elongacije o vremenu gra��cki se prikazuje odabirom drugoga potvrdnoga ok-
vira koji se vezuje uz funkcijug de�niranu kao: Ako(0 < x � �=!; Asin(! x + 
 )). Za
razliku od ranije de�nirane funkcijef , ovdje je kut� potreban samo pri uvjetu prikaziva-
nja, dok je funkcija de�nirana na standardan na�cin za harmonijsko titranje. Postavljanje
uvjeta prikazivanja klju�cno je kako bi iscrtavanje grafa odgovaralo jednolikom kru�zenju
to�cke po kru�znici.

U aplet se dodaje i tekstualno polje koje omogućuje upravljanje to�ckom na kru�znici.
Kako je ona de�nirana pomócu kuta, nije ju mogúce mi�sem pomaknuti na�zeljenu pozi-
ciju, véc se njezin polo�zaj unosi u obliku kuta u radijanima koji je to�cka pri gibanju pre-
brisala (upisuje se u tekstualno polje povezano s� ). Pokretanjem animacije u tekstualnom
se polju u svakom trenutku mo�ze vidjeti vrijednost kuta� . Ukoliko u�citelj �zeli prikazati,
na primjer, graf koji prikazuje ovisnost elongacije o vremenu nakon�sto je protekao jedan
period, u polje upisuje vrijednost 6.28 i potvrduje pripadni potvrdni okvir, a na ekranu se
pojavljuje odgovarajúci dio grafa funkcije koji se zatim mo�ze analizirati.

Za bolje razumijevanje toga�sto predstavlja prikazani graf, de�nira se to�cka za koju se
�cini da ga iscrtava kao (�=!; y(T)). Kao �sto se vidi iz de�nicije, njezina jex koordinata
vrijeme proteklo od po�cetka gibanja, dok jey koordinata elongacija sjene na zidu. Trag
koji ta to�cka ostavlja za sobom upravo je ovisnost elongacije o proteklom vremenu.

Aplet se mo�ze dodatno nadopuniti grafovima koji prikazuju ovisnost brzine i akcelera-
cije tijela koje titra o vremenu (najjednostavnije prikazom grafova prve i druge derivacije
funkcijeg).
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2.4 Bohrov model atoma, 4. razred

U pro�slom je odjeljku prikazano kako je moguće pomócu GeoGebrevjerno reprezentirati
realnu �zikalnu pojavu�sto su je u�cenici prvo opazili eksperimentalnim putem te zatim
povezali sa svakodnevnim iskustvom. U primjeru koji slijediGeoGebraje kori�stena kao
jedini izvor opa�zanja situacije, ne isklju�civo zbog toga�sto se radi o pojavi mikroskopske
razine, véc i zato�sto je moderna �zika dokazala kako je sam model pogre�san, te se izu�cava
zbog povijesne va�znosti i revolucionarnog na�cina pristupa �zici atoma.

Radi se o vjerojatno najpoznatijem modelu atoma, onome je�sto ga je predlo�zio danski
�zi �car Niels Bohr 1913. godine [?]. Njegov je model svojevrsno usavr�savanje Rutherfor-
dova modela koji pretpostavlja kako je atom sli�can planetarnom sustavu, a sastoji se od
pozitivno nabijene jezgre i elektrona koji kru�ze oko nje. Eksperiment kojim je Ruther-
ford do�sao do takvoga modela jedan je od najpoznatijih eksperimenata u �zici. Njegov je
atom poprili�cno ”prazan” jer je gotovo sva masa sadr�zana u jezgri, a elektroni se gibaju po
kru�znim putanjama sa sredi�stem u jezri i radijusom�cija je duljina pribli�zno 10� 10 m. Ulogu
centripetalne sile pri takvom kru�znom gibanju preuzima privla�cna Coulombova elektros-
tatska sila izmedu pozitivnih i negativnih naboja.

Problem s Rutherfordovim modelom le�zi u tome�sto se protivi zakonima elektrodina-
mike jer nabijena�cestica koja kru�zi ujedno i ubrzava, a pritom zra�ci energiju. Elektron
bi zbog gubitka energije vrlo brzo trebao izgubiti energiju i po spiralnoj putanji pasti na
jezgru. Kako bi popravio navedeni nedostatak modela, a ujedno i objasnio Balmerovu for-
mulu za spektralne linije u vidljivom dijelu spektra vodika, Bohr donosi dva postulata:

1. Gibanje elektrona oko jezgre moguće je samo po strogo odredenim kru�znim puta-
njama. Pri kru�zenju oko jezgre po toj putanji elektron ne zra�ci energiju.

Preciznije, Bohr je speci�cirao da su dozvoljene samo one putanje za koje vrijedi da
je r � me � v = n~, gdje jen prirodan broj, a~ reducirana Planckova konstanta. U�cenici
umno�zak radijusa putanje i koli�cine gibanja elektrona prepoznaju kao kutnu koli�cinu giba-
nja ili zamah elektrona, prisjećajúci se sadr�zaja iz cjelineRotacija krutog tijela. U mnogim
se�skolama ta cjelina preska�ce, pa se i Bohrov postulat izri�ce uz pre�súcivanje navedenoga
uvjeta koji je iznimno zna�cajan Bohrov doprinos razvoju moderne �zike.

Bohr je, dakle, kvantizirao kutnu koli�cinu gibanja elektronaL i postavio kao uvjet daL
mo�ze poprimiti vrijednosti isklju�civo cjelobrojnih vi�sekratnika reducirane Planckove kons-
tante. Iz navedenog se postulata uo�cavanjem da Coulombova sila ima ulogu centripetalne
sile mo�ze izvesti�cemu je jednak polumjer prve putanje u vodikovom atomu te on iznosi
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r1 = 5:3�10� 11 m. Sve ostale putanje su kvantizirane i imaju polumjerern = n2 � r1, do �cega
se takoder mo�ze dóci ra�cunskim putem, ali sam je ra�cun manje instruktivan od ideje koja
se u�cenicima mo�ze vizualno predo�citi uporabom apleta uGeoGebri.

2. Atom emitira elektromagnetno zra�cenje jedino kad elektron prelazi s orbite većeg
polumjera na onu manjeg polumjera. Pritom izra�ci foton energije koja je jednaka razlici
energija elektrona na pojedinim orbitama.

Kako iz prethodnoga postulata proizlazi da je i energija elektrona kvantizirana te zan-tu

razinu vodikova atoma iznosiEn = �
1
n2

� 13:6 eV, to je energija izra�cenoga fotona prilikom

prijelaza elektrona s orbite većeg polumjeran na orbitu manjeg polumjeram jednaka

E f = En � Em = � 13:6 eV�
 

1
n2

�
1

m2

!

.
Ta je formula objasnila linijske spektre atoma vodika, a iako su pokusi sa spektrima

atoma helija pokazali da je Bohrov model pogre�san, on ima veliko zna�cenje jer je primije-
nio ideju kvantizacije na model atoma. Da bi se u�cenicima zorno predo�cio Bohrov model
atoma, mo�ze se korisititi simulacija uGeoGebri.

Slika 2.18: Bohrov model atoma vodika
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U�citelj prije pokretanja animacije raspravlja s u�cenicima o slici koju vide projiciranu
na platnu ili bijeloj plo�ci (Slika 2.18). Prije svega, u�cenici uo�cavaju da je prikazan atom s
jednim protonom i jednim elektronom te zaklju�cuju da se radi o atomu vodika (ostvarivanje
korelacije sKemijom). Metodom dijaloga u�cenici se prisjécaju Rutherfordovoga modela
atoma i navode njegove nedostatke, a tada nastavnik predstavlja Bohrove postulate kao
prijedlog rje�senja tih nedostataka. Prema prvom Bohrovom postulatu gibanje elektrona
mogúce je samo po prikazanim putanjama, koje u�cenici identi�ciraju kao koncentri�cne
kru�znice sa sredi�stem u jezgri atoma.

Budúci da su pred kraj prethodne nastavne godine u�cenici na nastavi matematike nau�cili
kako glasi jednad�zba kru�znice, u�citelj mo�ze povezati to njihovo znanje s konkretnom si-
tuacijom. Pritiskom mi�sa na potvrdni okvir u desnom kutu simulacije nastavnik odabire
prikaz koordinatnog sustava u ravnini. Sada, uz diskusiju o mjerilu crte�za (takvo da 1
predstavlja duljinu polumjera prve putanje u vodikovom atomu), u�citelj tra�zi od u�cenika
da napi�su jednad�zbe nacrtanih koncentri�cnih kru�znica i iz njih o�citaju radijuse. U�cenici
uo�cavaju da putanje nisu ekvidistantne, već da se njihov razmak povećava. Takoder, iz
o�citanih vrijednosti samostalno induktivnom metodom dolaze do relacijern = n2 � r1. Ov-
dje nije lo�se prokomentirati matemati�cku pozadinu dobivene veze duljina polumjera te ju
prepustiti naprednijim u�cenicima za provedbu kod kuće.

Sada u�citelj mo�ze sakriti koordinatne osi i pokrenuti animaciju (Slika 2.19). Njome se
prenosi ideja da samo foton odredene energije mo�ze pobuditi elektron u vi�se stanje. To se
�cini na na�cin da prije pokretanja animacije u�citelj prema sugestijama u�cenika odabere valnu
duljinu fotona pomócu kliza�ca (ili izravnim upisivanjem vrijednosti u tekstualno polje) u
gornjem desnom kutu. Zatim se pritiskom na gumb ”Pokreni” emitira foton koji dolazi do
elektrona�sto kru�zi po osnovnoj putanji. Boja emitiranoga fotona odgovara zadanoj val-
noj duljini. Ukoliko je energija fotona bila takva da odgovara razlici energija stacionarnog
stanja orbite véceg polumjera i one na kojoj se elektron originalno nalazi, elektron biva
pobuden i prelazi na vi�su razinu gdje kratko vrijeme nastavlja svoje gibanje. Pri povratku
u osnovno stanje atom emitira foton iste energije kao�sto ju je imao upadni.

Ukoliko energija upadnoga fotona nije zadovoljila uvjet, atom ga ne apsorbira i elektron
se nastavlja gibati na osnovnoj razini. Animacija se mo�ze pokrenuti ispo�cetka pritiskom
na gumb ”Reset”, do tadáce se elektron nastaviti gibati po osnovnoj putanji. Pitanje koje
�cesto zbunjuje u�cenike jest gdje se nalazi elektron u Bohrovom modelu atoma prilikom
prijelaza s jedne razine na drugu. Ova simulacija vizualno odgovara na to pitanje: prijelaz
s jedne razine na drugu je trenutan, elektron nikada nije u podru�cju izmedu dozvoljenih
orbita niti putuje od jedne do druge, naprosto se translatira.
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Slika 2.19: Pobudivanje elektrona
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Kao �sto se mo�ze uo�citi na stripu prikazanome na Slici 2.19, postoji mogućnost odabira
prikaza energijskog dijagrama povezanoga s modelom vodikova atoma. Dok je atom na
najni�zoj razini u vodikovome atomu, njegova je energija - 13.6 eV, a kad ga foton pobudi
u sljedécu orbitu, energija mu postaje -3.4 eV. Zadatak koji se mo�ze zadati u�cenicima prije
prikazivanja energijskoga dijagrama jest da iz�cinjenica da je elektron na po�cetku na os-
novnoj razini, a valna duljina fotona koji je pobudio elektron iznosi 122 nm, izra�cunaju
energiju elektrona u pobudenom stanju te da odrede o kojem je stanju rije�c. Za toće im

biti potrebna formula za energiju fotona zadane valne duljine koja iznosiE f =
hc
�

te véc

ranije naveden izraz koji povezuje energiju elektrona s razinom na kojoj se nalazi.

S u�cenicima svakako treba prokomentirati negativni predznak energije elektrona i po-
jasniti ideju energije vezanja elektrona, odnosno, energiju ionizacije. Takoder, dobro je
potaknuti razrednu raspravu o tome�stoće se dogoditi ukoliko se elektron u atomu pogodi
fotonom energije véce nego�sto je njegova energija vezanja. U�cenici će najvjerojatnije us-
pje�sno povúci paralelu s fotoelektri�cnim efektom i dóci do ideje da se elektron izbaci iz
atoma te nastavi gibati brzinom koja ovisi o energiji upadnoga fotona.

Aplet sadr�zi jo�s jedan dio uz Bohrov model atoma, a to je simulacija dobivanja Bal-
merove serije do koje se dolazi pritiskom na gumb ”Balmer” u donjem desnom kutu. Na
klasi�can Bohrov model mo�ze se vratiti pritiskom na tipku ”model”. Balmerova serija po-
drazumijeva niz od�cetiri spektralne linije u vidljivom dijelu spektra atoma vodika koje
se dobivaju tako da elektroni s vi�sih energijskih nivoa silaze na drugu razinu. U ovom je
apletu omogúceno prikazivanje emisija koje se dogadaju prilikom sila�zenja s tréce i �cetvrte
orbite na drugu.

Pokretanjem tog dijela apleta (Slika 2.20) u gornjem se desnom kutu javljaju dva po-
tvrdna okvira pomócu kojih korisnik (u�citelj ukoliko projicira aplet na plo�cu, ali mogu
i u�cenici samostalno na tabletima ili pametnim mobitelima) bira postavlja li elektron u
po�cetnom trenutku na treću ili �cetvrtu orbitu, to jest, energetsku razinu. Ponovno postoji
opcija prikaza energijskog dijagrama koja se odabire postavljanjem kva�cice u potvrdni ok-
vir. Pritiskom na tipku ”Pokreni” elektron se po�cinje gibati po odabranoj putanji. Nakon
kratkog vremena, atom emitira foton i elektron se spu�sta na drugu razinu. Ubrzo elektron
silazi na osnovnu razinu, a kao�sto se mo�ze vidjeti iz energijskog dijagrama, pritom gubi
energiju. U�cenici se mogu pitati za�sto se sada nije emitirao foton, a odgovor je da se foton
emitirao, ali nije u vidljivome dijelu spektra. Ukoliko�zele i njega vidjeti, u�cenici trebaju
potvrditi opciju ”poka�zi i UV dio spektra” koja se nalazi uz gumb ”Balmer”.

U�cenici mogu uo�citi da se prijelazom s tréce razine na drugu emitira foton�cija valna
duljina pripada crvenoj svjetlosti, a prijelazom sa�cetvrte razine na drugu emitira se plava
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Slika 2.20: Balmerova serija (3. razina)
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svjetlost. Prilikom prijelaza s druge na prvu razinu emitira se ultraljubi�casta svjetlost,�sto
je o�cekivano jer je oslobodena energija véca, pa valna duljina mora biti manja.

Fizika atoma u�cenicima je vrlo apstraktna prvenstveno jer se, za razliku od većine dru-
gih podru�cja �zike koja se pou�cavaju u�skoli, nije mogúce pozvati na vlastito iskustvo.
Svaka zorna animacija ovoga oblika poma�ze u�cenicima u razumijevanju i upaḿcivanju no-
vih informacija. Za matemati�cke izvode relevantnih relacija potrebno je poznavanje kako
gradiva �zike prethodnih razreda (gibanje po kru�znici, elektrostatska sila,...), tako i mate-
matike vezana uz krug i kru�znicu te osnova kemije. Dakle, na ovom se primjeru ostva-
ruju vertikalna i horizontalna korelacija nastavnih sadr�zaja �cime se obogácuje i uskladuje
u�ceni�cko znanje, razvijaju sposobnosti analiziranja i sintetiziranja te otvaraju vrata za
daljnje pro�sirivanje i produbljivanje znanja. Diskutiranjem o prednostima i nedostatcima
Bohrova modela atoma u�cenici razvijaju i kriti�cko mi�sljenje te spoznaju znanstveni pro-
ces kao stalno mijenjanje ljudskih interpretacija svijeta oko nas, usavr�savanje modela i
prilagodavanje novim spoznajama.

Klju �cnu je ulogu u tom procesu imala upravoGeoGebra. Zahvaljujúci njoj bilo je
mogúce provesti pokus uz promjenu ulaznoga parametra onoliko puta koliko je u�citelj
smatrao potrebnim. Pru�zila je u�cenicima priliku da ”iz prve ruke” samostalno uo�ce klju�cne
karakteristike Bohrova modela atoma (elektroni se gibaju po to�cno odredenim kru�znim
putanjama koje nisu medusobno jednako razmaknute; da bi se mogao apsorbirati, foton
mora biti to�cno odredene energije) i takoder iskoriste znanje iz matematike u novoj situ-
aciji. Pozitivna strana svakako je i povezivanje prikaza atoma vodika s pripadnim ener-
gijskim dijagramom pri�cemu se prijelazi elektrona s jedne razine na drugu istovremeno
prikazuju u oba dijagrama; dinami�cnost i interaktivnost simulacije doprinose zadr�zavanju
pa�znje u�cenika.

Izrada apleta

Pri izradi apleta kombiniraju se metode i opcijeGeoGebrekoje su opisane u prethodnim
odjeljcima. Prvo se konstriraju koncentri�cne kru�znice odgovarajúcih radijusa, sredi�ste se
dodatno ureduje budúci da ono predstavlja jezgru vodikova atoma. Na svaku se kru�znicu
vezuje to�cka koja predstavlja elektron; uvjeti za njihovo prikazivanje dodaju se kasnije jer
ovise o vremenu proteklom od po�cetka animacije i odabiru valne duljine upadnoga fotona.

Pri po�cetku kori�stenja simulacije predvideno je analiziranje medusobnog odnosa du-
ljina radijusa koncentri�cnih kru�znica, za�sto je potrebno smjestiti model atoma u koordi-
natni sustav u ravnini. Iako se to mo�ze u�ciniti desnim pritiskom mi�sa na prazan prostor na
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ekranu te odabirom opcijaKoordinatne osii Mre�za, ovdje je zbog jednostavnosti kori�stenja
apleta napravljen gumb ”Poka�zi/sakrij koordinatni sustav” te je de�niran brojmrezau ovis-
nosti o kojem se sustav prikazuje, odnosno sakriva. Naredbe unesene u karticuSkriptiranje
na klik prikazane su na Slici 2.21.

Slika 2.21: Prikaz koordinatnog sustava u ravnini

Najva�zniji dio apleta jest odabir valne duljine upadnoga fotona i njegovo animiranje.
Naravno, valna duljina unesena je kao broj u obliku kliza�ca te se u apletu mo�ze mijenjati
ili pomicanjem kliza�ca ili upisivanjem konkretne valne duljine u tekstualni okvir povezan
s tim kliza�cem (jer je ina�ce te�sko namjestiti�zeljenu vrijednost). Fotoni su umetnuti kao
slike (svaka boja je druga slika) te se prikazuju u ovisnosti o odabiru valne duljine. Polo�zaj
svake od tih slika odreden je njihovim vrhovima, a kao donji desni vrh svake postavlja se
to�cka koja je vezana na zadanu du�zinu postavljenu tako da foton uvijek ”pogodi” elektron,
to jest, ne mo�ze se dogoditi da ga mimoide. Na po�cetku animacije vrh slike poklapa se
s jednim krajem du�zine. Pritiskom na gumb ”Pokreni” animiraju se elektron na po�cetnoj
razini, vrh slike na du�zini (giba se od kraja prema elektronu) i kliza�c vrijeme(minimalna
vrijednost mu je 0, a maksimalna 5) pomoću kojega je regulirano prikazivanje elektrona.

Ukoliko je valna duljina takva da dode do apsorpcije fotona, njegova slika nakon za-
danoga vremena nestaje, a skriva se i elektron u najni�zoj razini, dok se prikazuje elektron,
odnosno, to�cka na koncentri�cnoj kru�znici, vi�se razine. Ukoliko nije odabrana dobra valna
duljina, foton nastavlja gibanje po zadanoj du�zini te je uvjetovano da se slika fotona sakrije
kada njezin vrh dode do drugoga kraja du�zine. Na analogan se na�cin emitira foton prili-
kom prelaska elektrona iz pobudenoga stanja u osnovno, samo je potrebno voditi ra�cuna
o duljini du�zine za koju je slika fotona vezana tako da brzina kojom se slika kreće ostane
jednaka brzini slike upadnog fotona (već je ranije diskutirana ovisnost brzine gibanja to�cke
o duljini putanje). Uvjet za prikazivanje elektrona na osnovnoj razini glasi:
(vrijeme< 2.5 jj vrijeme> 3.75jj � , 122 && � , 103 && � , 97) && zad == 1 jj
zad== 2 && vrijeme == 5.
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Na sli�can se na�cin iskazuju i uvjeti za preostale elektrone. Energijski dijagram sas-
toji se od paralelnih du�zina uz koje su navedene pripadne energije i to�cke koja predstavlja
elektron na svakoj od njih. Uvjeti za prikazivanje elektrona u energijskome dijagramu ek-
vivalentni su onima za prikaz elektrona u modelu atoma.

Drugi dio apleta namijenjen prou�cavanju Balmerovih linija prikazuje se pritiskom na
gumb ”Balmer” kojim se brojzadmijenja s 1 na 2. Dijelovi apleta uvjetno se prikazuju
u ovisnosti o tome je li vrijednost tog broja 1 ili 2; na primjer, ranije opisani upadni fo-
toni prikazuju se samo kad jezad= 1. Za drugi dio apleta potrebno je izraditi potvrdne
okvire pomócu kojih korisnik odabire je nalazi li se elektron u po�cetnom stanju na trećoj
ili �cetvrtoj razini. Gibanje elektrona po koncentri�cnim kru�znicama te emitiranje fotona
izvedeno je na isti na�cin kao ranije, s time da se ovdje mo�ze regulirati prikazivanje UV
dijelova spektra pomócu jo�s jednoga potvrdnog okvira (postavljen je uvjet na slike fotona
odgovarajúcih valnih duljina).



Zaklju �cak

U ovome je radu dan sa�zeti pregled ideja za primjenuGeoGebreu razli�citim aspektima
nastave matematike i �zike,�cime su jedva dodirnute prednosti�sto ihGeoGebrasa sobom
donosi. Kao u�citeljev suradnik u nastavi,GeoGebraima �citav niz pozitivnih strana, samo
neke od kojih su prikazane u ovome radu. Ona poti�ce u�ceni�cku intelektualnu radoznalost,
kreativnost i sposobnost logi�ckog razmi�sljanja nudéci opciju istra�zivanja pojava i situacija.
Ekonomi�cna je: omogúcava u�cenicima prolazak kroz mnogo razli�citih primjera osigura-
vajući usmjeravanje pa�znje na sadr�zaj koji je nov i klju�can te time stvara produktivniju i
e�kasniju radnu atmosferu. Aktivira u�cenike jer nastavni sadr�zaji nisu samo izre�ceni, véc
ih u�cenici samostalno otkrivaju, a time i bolje pamte. Matemati�cke i �zikalne igre osigura-
vaju dodatnu motivaciju za uvje�zbavanje nastavnih sadr�zaja, a lako izradeni apleti razvijaju
vje�stine u�cenicima potrebne za daljnji napredak i ulaz u svijet budućnosti.

Osim primjene u nastavi matematike, kao�sto je pokazano u radu,GeoGebrase mo�ze
koristiti i za stvaranje simulacija �zikalnih pojava. Time pru�za mogúcnost primjene pasiv-
nog matemati�ckog znanja u realnoj situaciji te mo�ze djelovati i kao motivacija za usvajanje
novih matemati�ckih metoda. U nastavi �zikeGeoGebraje posebno korisna kad treba
detaljnije prou�citi odredeni problem: njome se prirodna pojava mo�ze pauzirati ili nadopu-
niti virtualnim elementima, a mo�ze se i prikazati animacija situacije koju u�cenici nemaju
prilike iskusiti u svakodnevnom�zivotu. Takoder, matemati�cka podr�ska koju pru�za u poza-
dini omogúcava fokusiranje na samu pojavu te se time povećava broj situacija predvidenih
za promatranje jer ne treba brinuti o prilagodenosti ra�cunske strane slo�zenijih slu�cajeva
u�ceni�ckim trenutnim matemati�ckim sposobnostima.

GeoGebraje dinami�can program,�sto je dana�snjim generacijama vrlo bitno. Naviknuti
su na stalnu akciju, tako da i na nastavi o�cekuju brzu izmjenu podra�zaja, aGeoGebraje
upravo takav nastavni materijal koji mo�ze zadr�zati pa�znju u�cenika. Kona�cno,GeoGebra
omogúcava i razvoj kreativnosti u�citelja koji kori�stenjem opcija�sto ih ona nudi i izradom
raznolikih apleta obogácuju nastavu te ju�cine kvalitetnijom.
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Prilog 1. Ispit znanja: To�cke, pravci i ravnine u prostoru

1. (3b) Nacrtaj kvadarABCDEFGH. Na crte�zu istakni pravacDC i ravninuEFG.

2. (5b) Nacrtaj kockuABCDEFGH. Istakni pravceAD i CE te ravninuBFG. U kakvom
su medusobnom polo�zaju:

a) pravciAD i CE
b) pravacAD i ravninaBFG
c) pravacCE i ravninaBFG?

3. (4b) Nacrtaj kvadarABCDEFGH. Imenuj sve pravce odredene vrhovima kvadra koji
su:

a) okomiti na pravacFG i prolaze to�ckomF
b) mimoilazni s pravcemABi prolaze to�ckomE
c) usporedni s pravcemAE.

4. (4b) Nacrtaj kvadarABCDEFGH. U kakvom su medusobnom polo�zaju ravnine:
a) AEH i FGH
b) DCG i ABH
c) DEH i BCG?

5. (4b) Nacrtaj kockuABCDEFGHi na slici istakni pravacBF i ravninu BCG. Imenuj
sve ravnine odredene vrhovima kocke koje s ravninomBCGimaju zajedni�cki pravacBF.

6. (4b) Nacrtaj kockuABCDEFGH. Odredi ortogonalnu projekciju du�zineAH na ravninu:

a) ABC b) BCF c) DCG.

7. (5b) Duljine bridova kvadraABCDEFGHsujABj = 16 cm,jBCj = 12 cm i
jAEj = 5 cm. Odredi duljinu ortogonalne projekcije prostorne dijagonaleAG na ravninu
ADE.

8. (6b) Duljina brida kockeABCDEFGHjest 15 cm. Odredi:
a) udaljenost to�ckeF od ravnineDEH
b) duljinu ortogonalne projekcije du�zineFH na ravninuABC
c) udaljenost to�ckeG od ravnineDCF.

9. (4b) To�ckeA i B nalaze se s razli�citih strana ravnine� . Udaljenost to�ckeA od ravnine�
je 3 cm, a to�ckaB je od ravnine� udaljena 5 cm. Duljina du�zineAB jest 10 cm. Kolika je
duljina ortogonalne projekcije du�zineABna ravninu� ?



Sa�zetak

GeoGebraje svjetski priznat program namijenjen pou�cavanju matematike koji poti�ce eks-
perimentiranje, problemski pristup nastavnome sadr�zaju i u�cenje otkrivanjem. Sve se�ce�sće
koristi i u hrvatskim �skolama, naj�ce�sće u sklopu nastave matematike prilikom obrade
sadr�zaja iz planimetrije ili pri istra�zivanju grafova funkcija. U ovome su radu prikazane
neke od mogúcnostiGeoGebrekoje su manje poznate i rjede kori�stene, a izvrstan su na�cin
pribli �zavanja nastavnih sadr�zaja u�cenicima jer olak�savaju razumijevanje slo�zenijih konce-
pata i povécavaju motivaciju za u�cenjem.

Rad je podijeljen u dva dijela: prvo poglavlje obuhvaća razli�cite na�cine na kojeGeoGe-
bra mo�ze pridonijeti pou�cavanju i u�cenju matematike u osnovnoj�skoli, dok su u drugome
poglavlju predstavljene mogućnosti njezine primjene i u manje uobi�cajenom okru�zenju -
u srednjo�skolskoj nastavi �zike. Unutar poglavlja sadr�zaj je razraden tako da je izabran
po jedan konkretan primjer za svaki razred, dana je matemati�cka ili �zikalna pozadina
promatranoga podru�cja s naglaskom na metodi�cke napomene i o�cekivane ishode u�cenja,
prezentiran je izradeniGeoGebraaplet, navedene su upute za kori�stenje apleta i ukratko je
obja�snjen na�cin njegove izrade.



Summary

GeoGebrais a world-renowned software for teaching mathematics that fosters experimen-
ting, problem-based and discovery learning both in classroom and at home. It is becoming
increasingly popular in Croatian schools, most commonly used for teaching planimetrics
and exploring graphs of functions. In this thesis some of the lesser known applications of
GeoGebraare shown. Even though rarely used, they are an excellent approach to helping
students assimilate new lesson material because they make complicated concepts easier to
understand and increase motivation for learning.

The thesis consists of two parts: the �rst chapter contains descriptions of various ways
in which GeoGebracan contribute to teaching and learning mathematics in elementary
school, while the second chapter represents potential of usingGeoGebrain an unconven-
tional setting - high school physics class. Within each chapter one particular example is
chosen for every grade. Firstly, the mathematical or physical background of the problem is
provided with special attention given to the methodology of teaching and learning objecti-
ves. Then a createdGeoGebraapplet is described with detailed instructions for its use and
�nally, a guide for creating the described applet is provided.
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