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Uvod

Najraniji matematicki zapisi otkrivaju nam da su ljude od davnina fascinirali pravilni ge-
ometrijski oblici. Stari su Grei trokut i kruZnicu smatrali savrSenim geometrijskim liko-
vima, stoga ne cudi Sto su kroz povijest ovi likovi bili predmet mnogobrojnih proucavanja
1 istraZivanja.[2]

Govoreci o trokutu moramo spomenuti neke njegove karakteristi¢ne to¢ke kao i njemu
priduZene kruZnice: opisanu, upisanu i pripisane kruznice. U ovom radu bavit ¢emo se
otkrivanjem svojstava i uspostavljanjem veze izmedu navedenih kruZnica.

Ovaj diplomski rad sastoji se od Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju navodimo osnovne
objekte 1 teoreme na koje ¢emo se po potrebi pozivati tijekom rada te definiramo Cetiri os-
novne karakteristicne toCke trokuta. U drugom poglavlju bavimo se pripisanim kruZnicama
trokuta. Zatim prou¢avamo odnose i svojstva izmedu upisane i pripisanih kruZnica trokuta.
Karakteristicne toCke trokuta povezane su na zanimljiv nacin koji promatramo u treem
poglavlju. Konacno, Cetvrto poglavlje nam donosi dokaz jednog od najljepsih teorema u
geometriji trokuta: Feuerbachovog teorema.

Sve popratne slike izradene su alatom dinamicke geometrije GeoGebrom.



Poglavlje 1

Osnovno o trokutu i kruznici

U ovom poglavlju navodimo definicije osnovih objekata 1 njihova svojstva koje ¢emo ko-
ristiti pri proucavanju upisane i pripisanih kruznica trokuta te njihovih srediSta. Mnoge
navedene objekte susre¢emo ve¢ u osnovnoj Skoli te njihova svojstva smatramo poznatima
i u ovom ih radu ne dokazujemo. Dokaze provodimo za manje poznate tvrdnje.

1.1 Trokut

Najprije éemo navesti definiciju trokuta. Pri tome pratimo nacin definiranja iznesen u knjizi
[17, str.178-179].

Definicija 1.1.1. Neka su A, B, C tri nekolinearne tocke. Konveksnu l]lsku skupa {A, B, C}
nazivamo trokut. Tocke A, B, C su vrhovi trokuta, a duZine AB, BC, AC stranice trokuta.

Trokut s vrthovima A, B, C oznatavamo s AABC. Duljine stranica trokuta oznacavat
¢emo s a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|, a tim stranicama nasuprotne kutove s @ = <BAC,
B =<CBA,y = <ACB.

Teorem 1.1.2. (i) U svakom trokutu zbroj unutarnjih kutova iznosi 180°.
(ii) Vanjski kut uz jedan vrh trokuta jednak je zbroju unutarnjih kutova uz preostala dva
vrha.

Definicija 1.1.3. Srednjica trokuta je duzina koja spaja polovista dviju stranica trokuta.

Teorem 1.1.4. Srednjica trokuta je paralelna jednoj stranici trokuta i njena duljina je
Jjednaka polovini duljine te stranice.
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Karakteristicne tocke trokuta

Cetiri osnovne karakteristicne tocke trokuta zajednicki je naziv za ortocentar H, teziste T,
sredisSte trokutu upisane kruznice U i srediSte trokutu opisane kruZnice O.

Ortocentar

Definicija 1.1.5. Visina trokuta je duZina kojoj je jedan kraj vrh trokuta, a drugi noZiste
okomice spustene iz tog vrha na pravac na kojemu leZi nasuprotna stranica.

Teorem 1.1.6. Pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Definicija 1.1.7. Tocka u kojoj se sijeku pravci na kojima leZe visine trokuta naziva se
ortocentar.

Teziste

Definicija 1.1.8. TeZisnica je duZina koja spaja vrh trokuta i poloviste njemu nasuprotne
stranice.

Teorem 1.1.9. Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, a t,, t,, t. duljine odgovarajucih
teZisnica, tada je:

1

t, = = VN2b% + 2¢% — a2,
2
1

t, = = V2a? + 2¢2 — b?,
2
1

t. = 3 V2a? + 2b% — 2.

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Bez smanjenja opcenitosti neka je b > c¢. Neka je
D nozite okomice iz A na pravac AB. Pretpostavimo da je D na duZini BC. Oznadimo
|AD| = v,. Neka je A’ poloviSte BC. Oznacimo jos |[AA’| = 1,1 |DA’| = d.

Uoc¢imo pravokutne trokute ADB, ADC, ADA’. Primjenom Pitagorinog poucka na te tro-
kute dobivamo:

2_ 2 (4 g

_ 2o __d), 1.1

z=c- (3 (10
a 2

vﬁzbz—(§+d), (1.2)

£=v+d. (1.3)
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B D A al2 c

Slika 1.1: Duljina teZiSnice

Supsitucijom iz jednadzbi (T.1)) i (I.2)) u jednadzbu (1.3) dobivamo:
2
p=c-(5-d) +,
=5 +

a 2
tﬁ:bz—(§+d) L

Odatle slijedi:
2

a
t§:c2—2+ad,
2

tﬁ:bz—%—ad.

Nakon zbrajanja ovih jednadzbi dobivamo:
2
2W=p+P-=
“ 2

te slijedi tvrdnja teorema

V2b2 + 2¢2 — a2,

| =

t, =

Analogno vrijedi i za ostale teZiSnice.
Ako je D izvan BC, dokaz se provodi na slican nacin. O

Teorem 1.1.10. Sve tri teZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki. Udaljenost te tocke od

pojedinog vrha trokuta iznosi 3 duljine odgovarajuce teZisnice.
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Definicija 1.1.11. Tocku u kojoj se sijeku sve tri teZisnice tokuta nazivamo teZiste trokuta.

Lema 1.1.12. Za teZiste T trokuta ABC vrijedi

AT + BT +|CT = 5 (IABP +|BCP + |CAP).

W =

Dokaz. Neka je A’ poloviste stranice BC trokuta ABC. Zbog teorema 1.1.10[i vrijedi

, (2 (21 ?
ATP = |144')) = = . Z\2IACP + 2|ABP - |BCP| =

2 2 2
15 (2|AC| +2|ABJ? — |BC| )

O | —

Analgno vrijedi i za |BT|*, |CT|?, pa je

AT + BT + |CT* = = - 3(|ABI* + |BC” + |ACP),

O —

odnosno

IAT? + |BT|* + |CT|? = (|AB|2 +|BCP + |AC|2).

1
3

Teorem 1.1.13. Za svaku tocku M unutar trokuta ABC vrijedi
IAMI* + |BMI* + |CM|* = |AT|> + |BT* + |CT|* + 3|MTP,

pri cemu je T teZiste trokuta ABC.

Slika 1.2: Tocka M unutar trokuta ABC
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Dokaz. Neka je dan trokut ABC 1 to¢ka M unutar trokuta. Neka je T teZiSte tog trokuta, A’
poloviste stranice BC i D poloviste duZine AT.

Zbog teorema [I.1.10] vrijedi [DA’| = |AT|. Uocimo trokute MBC, MDA’, MAT i njihove
teziSnice iz vtha M (MA’, MT, M D). Prema teoremu slijedi:

1 BC|?
maAP = L (mmp + mcp - L),
2 2
, 1 ) .o |DAP
IMT|” = = |IMD|" + [MA"|" = ———],
2 2
1 AT 2
P = L (1map + narp - AT,
2 2
odnosno: )
BC
IMB> + |[MC)* = 2]MA']> + % (1.4)
DA/ 2
IMDP? + |MA']> = 2IMT|* + % (1.5)
AT 2
IMAP> + IMT)? = 2IMDJ* + % (1.6)
Sada pomnoZzimo (1.3) s 2 te dobivenom izrazu pribrojimo (T.4) i (1.6)). Dobivamo:
2IMDP* + 2IMA’)? + IMB* + [MC* + |MA) + |MT)? =
BCJ? AT 2
AMT)? + |DA']> + 2IMA’)? + % +2|MD)? + %
odnosno: ) 5
BC AT
IMA? + |MB]* + |MCJ? = 3IMT)* + |DA']* + % + | 2' .
Konacno, zbog |DA’| = |AT|, dobivamo:
BCP? 3|AT|?
IMAP + IMB]* + |MCJ? = 3|MTJ* + % + | 5 | . (1.7)
Takoder, preko teZisnica BB’ i CC’ dobivamo analogne identitete:
AC|>  3|BTJ
IMAP> + IMB> + |MC|* = 3IMT|* + % + % (1.8)
AB|*> 3|CTJ?
IMAP? + |MB]* + |MCJ? = 3IMT)? + IAB + T . (1.9)

2
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Preostaje nam zbrojiti (1.7), (I.8)), (I.9). Dobivamo:

1 3
3(IMAP® + |MB* + |MC[?) = 9|MT|2+E (14BP + |BC + |AC|2)+5 (IATP + BT +|CTP).
Konac¢no zbog leme[I.1.12]slijedi

IMA)? + |MB* + |MCJ* = 3IMT)? + |AT)? + |BT)* + |CTJ*.

Opisana kruZznica trokuta

Definicija 1.1.14. Simetrala duZine je pravac koji prolazi polovistem te duZine i okomit je
na nju.

Teorem 1.1.15. Tocka C leZi na simetrali dufine AB ako i samo ako je |AC| = |BC|.

Teorem 1.1.16. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je tocka O sjeciste simetrale s, stranice AB i sime-
trale s, stranice BC. Buduéi da tocka O leZi na simetrali stranice AB, iz teorema
slijedi da je JAO| = |BO|. Takoder, tocka O leZi i na simetrali stranice BC, pa prema te-
oremu 1.1.15|slijedi |BO| = |CO|.

Dakle, |[AO| = |CO| pa prema teoremu to¢ka O leZi na simetrali s, stranice AC.
Prema tome, simetrale stranica danog trokuta sijeku se u tocki O. O

Iz provedenog dokaza zakljuCujemo da je tocka O jednako udaljena od tocaka A, B, C
pa postoji kruznica sa srediStem u O na kojoj leze tocke A, B, C.
Obrnuto, ako kruZnica prolazi svim vrhovima trokuta, onda je njezino srediSte O jednako
udaljeno od vrhova pa tocka O pripada simetralama stranica.

Definicija 1.1.17. KruZnicu koja prolazi vhovima trokuta zovemo opisanom kuZnicom tog

trokuta.

Upisana kruZnica trokuta

Definicija 1.1.18. Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.

Teorem 1.1.19. Tocka leZi na simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od njegovih
krakova.

Teorem 1.1.20. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki.
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Slika 1.3: Srediste trokutu opisane kruznice

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je tocka U sjeciSte simetala s, 1 s unutarnjih ku-
tova danog trokuta kod vrha A i vrha B, redom. Budu¢i da to¢ka U lezi na simetrali s,
teorem @ povlaci da je d(U,AB) = d(U,AC). Takoder, U lezi na simetrali sz pa te-
orem [I.1.19povlaci da je d(U, AC) = d(U, BC).

Dakle, d(U,AC) = d(U, BC) pa prema teoremu tocka U leZi na simetrali s, unu-
tarnjeg kuta kod vrha C. Prema tome, simetrale unutarnjih kutova trokuta ABC sijeku se u
tocki U. O

Iz provedenog dokaza zakljucujemo da je tocka U u kojoj se sijeku simetrale kutova tro-
kuta ABC jednako udaljena od krakova kuta, tj. od stranica trokuta. Zato postoji kruZnica
sa srediStem u tocki U na kojoj leZe noziSta okomica povucenih iz U na stranice trokuta.
Ta kruZnica dira sve tri stranice tog trokuta.

Definicija 1.1.21. KruZnicu koja dira svaku stranicu trokuta s unutrasnje strane zovemo
upisanom kruznicom tog trokuta.

Prema teoremu [I.1.20| kruZnica upisana trokutu ABC ima srediste u tocki U koja je
sjeciSte simetrala kutova tog trokuta, a polumjer joj je jednak r = d(U,AB) = d(U, BC) =
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Slika 1.4: Srediste trokutu upisane kruznice

d(U,AC).

Teorem 1.1.22. Simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta kod istog vrha trokuta sijeku se pod
pravim kutom.

Teorem 1.1.23. Simetrala unutarnjeg kuta u jednom vrhu trokuta i simetrala stranice na-
suprot tom vrhu sijeku se na kruZnici opisanoj tom trokutu.

Ortocentar, teziSte, srediSte trokutu opisane kruZnice i srediste trokutu upisane kruznice
su nam dobro poznate karakteristi¢ne toCke trokuta, no one nisu jedine. Clark Kimberling
u svojoj web-enciklopediji Clark Kimberling’s Encyclopedia of Triangle Centers nastoji
popisati sve dosad poznate karakteristi¢ne tocake trokuta. Trenutno, njegova enciklope-
dija omogucava pretrazivanje 31 509 poznatih toCaka, istraZivanje njihovih medusobnih
odnosa te dodavanje novih unosa. S novim istraZzivanjima postojeci popis to¢aka se na-
dopunjuje.[3] Kroz ovaj rad upoznat ¢emo se 1 s nekim drugim karakteristicnim tockama
trokuta.

Pogledamo li sliku[I.5|primjecujemo da su ortocentar, teZiste i srediste upisane kruznice
sjecista po triju pravaca od kojih svaki prolazi kroz jedan vrh trokuta. O takvim trojkama
pravaca govori sljedeci teorem.

Teorem 1.1.24. Neka su A,, By, C, tocke na stranicama BC, CA i AB trokuta ABC, redom.
Pravci AA,, BBy, CC, prolaze jednom tockom ako i samo ako vrijedi

ACI| 1BAIl ICBi| _

IC1B| |AC| |BA]
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Slika 1.5: Cetiri osnovne karakteristi¢ne tocke trokuta ABC

Definicija 1.1.25. Tri pravca koja prolaze vrhovima trokuta i sijeku se u jednoj tocki nazi-
vamo Cevinim pravcima.

Dakle, Cevini pravci, medu ostalim, su i teZiSnice, pravci na kojima leZe visine trokuta
te simetrale kutova trokuta. Ovaj vazan zakljucak iskoristit ¢emo kasnije pri dokazivanju
nekih teorema.

1.2 Teoremi o kruznici

Obodni kut

Definicija 1.2.1. Obodni kut kruZnice je konveksni kut kojemu vrh leZi na kruZnici i ¢iji
krakovi sijeku kruZnicu u dvije tocke.

Teorem 1.2.2. Obodni kut nad promjerom kruZnice je pravi.
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Teorem 1.2.3. Obodni kutovi nad istim kruznim lukom su sukladni.
Teorem 1.2.4. Odsjecci tangenata povucenih iz neke tocke na kruZnicu su sukladni.

Definicija 1.2.5. Tetiva kruznice je svaka duZina kojoj su krajevi dvije razlicite tocke
kruZnice.

Teorem 1.2.6. Simetrala svake tetive polazi sredistem kruznice.

Definicija 1.2.7. Tetivni Cetverokut je Cetverokut kojem se moZe opisati kruZnica.

Teorem 1.2.8. Zbroj dvaju nasuprotnih kutova tetivnog cetverokuta je 180°.

Teorem 1.2.9. Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako je mjera unutarnjeg kuta kod

vrha A jednaka mjeri vanjskog kuta kod vrha C.

Potencija tocke u odnosu na kruznicu

Definicija 1.2.10. Neka je k kruznica, a T bilo koja tocka ravnine. Za bilo koji pravac iz
te ravnine koji sadrzi tocku T i sijece kruZnicu k u tockama A i B umnoZak

p=ITA|-|TB|
Jje konstantan i nazivamo ga potencijom p tocke T u odnosu na kruZnicu k.

Pokazimo da je definicija dobra, tj. da potencija tocke ne ovisi o izboru pravca. Pro-
matrat cemo tri slucaja obzirom na medusobni polozaj tocke 1 kruznice.

Slika 1.6: Tocka T je unutar kruZnice k
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Slika 1.7: Tocka T je izvan kruZnice k

1. Tocka T leZzi na kruZnici k
U ovom slucaju, jedna od tocaka A i B podudara se s tockom T pa je ili [TA| = 0 ili
|TB|] = 0. U obje situacije slijedi |TA| - |TB| = 0.

2. Tocka T se nalazi unutar kruZnice k
Neka su kroz to¢ku T povucena dva pravca. Neka prvi sijece kruznicu k u tockama
A1 B, a drugi u tockama C i D. Promotrimo trokute ATD i CT B. Kako je <ATD =
<CTB (vr$ni kutovi) i <CBT = <«T DA (obodni kutovi nad XE’), trokuti su sli¢ni
prema K-K teoremu o sli¢nosti. Slijedi @ = @ iodatle |TA|-|TB| =|TC|-|TD|.

|TD| |TB]

3. Tocka T je izvan kruznice k
Neka su kroz to¢ku 7 povucena dva pravaca. Neka prvi sijeCe kruznicu k u tockama
A 1 B, a drugi u tockama C i D. Promotrimo trokute ATD i CTB. Oni imaju za-
jednicki kut kod vrha T', <CBT = <T DA (obodni kutovi nad X(\?), pa su trokuti sli¢ni

. . . [TALITCY
prema K-K teoremu o sli¢nosti. Slijedi m = ﬁ iodatle |TA|-|TB| =|TC|-|TD|.

Uz potenciju toCke veZu se i sljedeci teoremi:

Teorem 1.2.11. Potencija tocke T koja leZi unutar kruZnice k u odnosu na tu kruznicu,
Jjednaka je razlici kvadrata polumjera promatrane kruznice i kvadrata udaljenosti tocke T
do sredista kruznice.

Dokaz. Neka je AB promjer kruZnice k i neka se to¢ka T nalazi na tom promjeru. Neka je
r polumjer promatrane kruznice, a d udaljenost tocke 7' do srediSta kruznice. Uo¢imo da
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Slika 1.8: Potencija to¢ke 7" unutar kruZnice k

je potencija tocke 7' u odnosu na kruznicu k jednaka
JAT|-|TBl=(r—d)-(r+d) =r*-d°.
O
Teorem 1.2.12. Potencija tocke T koja leZi izvan kruznice k u odnosu na tu kruznicu,

Jjednaka je razlici kvadrata udaljenosti tocke T od sredista kruZnice i kvadrata polumjera
promatrane kruZnice. Ta vrijednost je jednaka kvadratu udaljenosti tocke T i diralista

tangente iz te tocke na kruZnicu k.

Slika 1.9: Potencija tocke 7" izvan kruZnice k
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Dokaz. Neka tocka T lezi izvan kruZnice k sa srediStem u S polumjera r. Iz T povucemo
tangentu 1 pravac kroz S koji sijee kruZnicu k u tockama A 1 B. Neka je toc¢ka C diraliSte
tangente s kruznicom k. Oznac¢imo d = |T'S|.

Potencija tocke T u odnosu na kruznicu k jednaka je

ITA|-ITBl=d-r)-(d+r)=d° - r.
Sada primijenimo Pitagorin poucak na trokut S CT. Slijedi

ITA|-|TB| = |TCP.



Poglavlje 2

Pripisane kruznice trokuta

Trokutu upisana kruZnica nije jedina kruZnica Cije su tangente pravci na kojima leZe stra-
nice trokuta. U ovom dijelu upoznat ¢emo te imenovati i druge kruznice koje dobivamo
gotovo na isti nacin.

2.1 Postojanje pripisanih kruznica trokuta

Pokazali smo da se simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku u jednoj tocki. Namece se
pitanje vrijedi li neSto sli¢no i za simetrale vanjskih kutova trokuta. O tome nam govori
sljedeci teorem.

Teorem 2.1.1. Simetrale bilo koja dva vanjska kuta trokuta i simetrala preostalog treceg
unutarnjeg kuta trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka se simetrale vanjskih kutova kod vrhova B i C
sijeku u tocki U,. Buduéi da U, lezi na simetrali kuta kod vrha B, teorem povlaci
daje d(U,,AB) = d(U,, BC). Takoder, U, lezi na simetrali vanjskog kuta kod vrha C, pa
teorem|l.1.19|povlaci da je d(U,, AC) = d(U,, BC).

Dakle, d(U,,AB) = d(U,, AC) pa prema teoremu tocka U, lezi na simetrali unutar-
njeg kuta kod vrha A. Prema tome, simetrale vanjskih kutova kod vrhova B i C te simetrala
unutarnjeg kuta kod vrha A sijeku se u tocki U, O

Ozna¢imo li d(U,,AB) = d(U,,AC) = d(U,, BC) = r,, zakljuCujemo da su pravci AB,
AC, BC tangente kruZnice k,(U,, r,).

Definicija 2.1.2. KruZnicu koja dira jednu stranicu trokuta s njegove vanjske strane i
produZetke ostalih dviju stranica zovemo pripisanom kruZnicom trokuta.

15
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Tocka U, iz teorema je srediste pripisane kruZnice trokuta koja dira stranicu BC i
pravce AB1 AC.

Svaki trokut ima tri pripisane kruznice.

Slika 2.1: Pripisane kruznice trokuta ABC
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2.2 O svojstvima sredista upisane i pripisanih kruznica
trokuta

SrediSta upisane i pripisanih kruzZnica trokuta imaju zanimljiva svojstva koja navodimo u
obliku sljedecih teorema.

Teorem 2.2.1. Neka je U srediste trokutu ABC upisane kruZnice i neka je U, srediste
pripisane kruZnice danog trokuta koja dodiruje stranicu BC. Tada su tocke A, U i U,
kolinearne.

Slika 2.2: Kolinearnost to¢aka A, U 1 U,

Dokaz. Prema teoremu [I.1.20to¢ke A i U leZe na simetrali kuta <BAC. Nadalje, prema
teoremu [2.1.1]i to¢ka U, leZi na simetrali kuta <BAC. Dakle, sve tri to¢ke A, U, U, leZe na
simetrali <BAC, pa su one kolinearne. O

Takoder, kolinearne su i trojke tocaka B, U, U,, kaoiC, U, U,.
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Teorem 2.2.2. Neka je U srediste trokutu ABC upisane kruZnice. Neka su U, i Uy sredista
pripisanih kruZnica danog trokuta koje dodiruju redom stranice BC i AC. Tada su tocke
U, U,iC kolinearne.

Slika 2.3: Trokut U, U, U,

Dokaz. Neka su Aj 1 Cy, diraliSta pripisane kruznice sa srediStem u U, s pravcima BC 1 AB
redom te B, i C, diraliSta pripisane kruZnice sa srediStem u U, s pravcima AC 1 AB redom.
Vrijedi <ACA, = <BCB, jer su to vr$ni kutovi, pa kutovi imaju istu simetralu. Iz teorema
2.1.TJslijedi da U, lezi na simetrali <BCB,, dok U, na simetrali <ACA,. Budu¢i da ti kutovi
imaju zajedniCku simetralu, slijedi da su U,, C, U, kolinearne tocke. O

Kolinearnost se analogno pokaZze i za trojke to¢aka U,, A, U, te za U,, B, U..

Definicija 2.2.3. Trokut U,U,U., ¢iji su vrhovi sredista pripisanih kruZnica trokuta ABC
zovemo komplementarni trokut trokuta ABC.
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Teorem 2.2.4. Neka je U srediste trokutu ABC upisane kruZnice. Nek_a su U, U, U,
sredista pripisanih kruZnica danog trokuta koje dodiruju redom stranice BC, AC, AB. Tada
su pravci AU, i U,U,. medusobno okomiti.

Slika 2.4: Visine u trokutu U, U,U,

Dokaz. Teorem [2.2.1] povlaci da je pravac AU, simetrala kuta <BAC, dok teorem [2.2.2]
povlaci da je pravac U,U, simetrala kuta <CAC,, gdje je C, diraliSte pripisane kruZnice
sa srediStem u U, s pravcem AB. Dakle, ti pravci su simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta
kod vrha A trokuta ABC. Prema teoremu [I.1.22]slijedi da se pravci AU, i U, U. sijeku pod
pravim kutom, odnosno medusobno su okomiti. O

Analogno se pokaZe okomitost pravaca BU, i U,U. te CU. 1 U,Uy,.

Dakle, srediSte upisane kruznice trokuta ABC je ujedno i ortocentar komplementarnog
trokuta.
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Sada ¢emo izraziti udaljenosti izmedu diraliSta upisane kruznice danog trokuta i njego-
vih vrhova pomocu duljina njegovih stranica. Na sli¢an nacin izraCunavamo i udaljenost
izmedu diraliSta pripisane kruZznice danog trokuta i njegovih vrhova.

Teorem 2_.2.5iVek_a su Ay, By, C; diralista upisane kruznice trokuta ABC redom sa stra-
nicama BC, AC, AB cije su duljine a, b, c te neka je s poluopseg danog trokuta. Tada
je

|ABi| = |AC\| = s —a,
|BAi| = |BCy| = s — b,
|CA|| =|CB;| =5 —-c.

Slika 2.5: DiraliSta upisane kruznice trokuta ABC

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Primijetimo da su stranice trokuta tangente njemu upi-
sane kruZznice. Iz teorema [I.2.4] slijedi da su udaljenosti pojedinog vrha trokuta od dvaju
diraliSta na stranicama koje sadrZe taj vrh medusobno jednake. Uvedimo sljedece oznake
x = |ABy| = |AC,|, y = |BA,| = |BC4|, z = |CA,| = |CBy|. Dakle, ako su a, b, ¢ duljine
stranica trokuta, tada vrijedi:

a =|BC| = [BA|| +|A,C| =y +z,

b =|AC| = |AB,| + |B,C| = x + 2,
¢ = |AB| = |AC| + |C,B| = x + y.
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Sada odredimo opseg tokuta:
2s=a+b+c=0+2)+x+2+(x+y).

Odatle slijedi:

X+y+z=s;
x+(+z)=5s=>x=5-a
x+)+y=s=>y=s5->
(x+y)+z=s=>z=s-c

O

Teorem 2.2.6. Neka je A, diraliste stranice BC i trokutu ABC pripisane kruznice k, te neka
su B, i C, diralista pravaca AB i AC s kruZnicom k,. Tada vrijedi:

|AC,| = |AB,| = s,
|BA,| = |BCy| = s —c,
|CAa| = |CBa| =5—- ba
pri ¢emu je |BC| = a, |AC| = b, |AB| = c i s poluopseg.

Analogne jednakosti vrijede 1 za pripisane kruZnice kj, 1 k..

Slika 2.6: DiraliSta pripisane kruZnice k, trokuta ABC
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Dokaz. Prema teoremu [[.2.4] slijedi da je |AC,| = |AB,|,|BC,| = |BA,,|CB,| = |CA,
Pogledajmo ¢emu je jednak zbroj |[AC,| 1 |AB,|.

|AC,| +|AB,| =|AB|+ |BC,| + |AC|+ |CB,|
=c+|BA, +b+|CA,
=c+b+ (|BA,| + |CA,D
=c+b+a
=25,

ali je |AC,| = |AB,|, paje |AC,| = |AB,| = s.
Nadalje,
|AC,| = |AB| + |BC,| = |BC,| = |AC,| = |AB| = 5 — ¢,
|AB,| = |AC| + |CB,| = |CB,| = |AB,| — |AC| = s — b.
m]

Sada se namece pitanje jesu li pravci koji spajaju vrhove trokuta i diraliSta upisane
kruznice trokuta Cevini pravci. Francuski astronom i matematicar Joseph Diaz Gergonne
(1771. — 1859.) prvi se pozabavio tim problemom.[13]

Slika 2.7: Gergonneova tocka

Teorem 2.2.7._Ne_ka su Ay, By, C; diralista upisane kruznice trokuta ABC redom sa stra-
nicama BC, CA, AB trokuta. Tada se pravci AA,, BB, CC sijeku u jednoj tocki.
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Dokaz. Po teoremu [2.2.5] vrijedi

|JACy| |BAy| ICBy| s—a s—b s-—c

= : =1,
|CiB| |AC| |BiA] s—-b s—c s—-a

pa tvrdnja slijedi prema teoremu [T.1.24] m|

Definicija 2.2.8. Tocka u kojoj se sijeku pravci AA,, BB, CC, naziva se Gergonneova
tocka.

Pravci koji spajaju vrhove trokuta i diraliSta pripisanih mu kruznica takoder su Cevini
pravci. To nam govori sljedeéi teorem.

Bb - Ua
ﬂ i
& C. B
e U,

Slika 2.8: Nagelova tocka N

Teorem 2.2& Neka su A,, By, C. diralista pripisanih kruznica trokuta ABC redom sa
stranicama BC, CA, AB. Tada se pravci AA,, BB, CC. sijeku u jednoj tocki.

Dokaz. Po teoremu [2.2.6] vrijedi:

|JAC.| |BA, |CBy| s—-b s—c s—a
|IC.B| |A,C| |B,A] s—a s—b s—c

=1,
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pa tvrdnja slijedi prema teoremu |1.1.24 O
Definicija 2.2.10. Tocka u kojoj se sijeku pravci AA,, BB, CC. naziva se Nagelova tocka.

Njemacki profesor matematike Christian Heinrich von Nagel (1803.—1882.) proucavao
je razlicita svojstva i toc¢ke trokuta koje se pojavljaju kao sjeciSta odredenih pravaca te je
objavio mnogo ¢lanaka na tu temu. U povijesti je ostao upamcen po tocki iz teorema

2:2.91[14]

2.3 Koncikli¢nost nekih tocaka vezanih uz trokut i
Kruznice

U ovom dijelu pokazujemo da postoje kruznice koje povezuju dva vrha danog trokuta 1
srediSta njegove upisane 1 pripisane kruZnice.

Teorem 2.3.1. Neka je M, poloviste luka BC (koji ne sadrZi A) opisane kruZnice trokuta
ABC. Neka je U srediste upisane, a U, srediste pripisane kruZnice trokuta koja dodiruje
stranicu BC. Tada tocke U, U,, B, C leZe na kruznici sa sredistem u M,,.

Dokaz. Teorem [I.1.22] povlaci da je <UBU, = <UCU, = 90°. Zbog teorema [1.2.2] tocke
B i C leze na kruZnici s promjerom UU,. Ostaje nam pokazati da je srediste te kruZnice
tocka M,, odnosno da je M, poviste duzine UU,,.

Neka su «, 81y mjere kutova danog trokuta redom pri vrhovima A, B, C. Budu¢i da je M,
poloviste luka BC slijedi da je BM, = CM,, i

IM,B| = |M,C|. 2.1)
Sada prema teoremu [I.1.23] zakljuCujemo da se tocka M, nalazi na simetrali kuta kod vrha

a
Apaje <BAM, = <BAU = oX Nadalje, promotrimo trokut M,UC. Kut <M,UC je vanjski
kut trokuta AUC kod vrha U, pa je

M, UC = <CAU + <ACU = = +

DR
D=

Takoder, <M,CB = <BAU jer su to kutovi nad istim kruZnim lukom BM,. Zato je

«M,CU = <M,CB + <BCU = % + %

Dakle, trokut M,UC je jednakokracan i vrijedi

IM.C| = MU (2.2)
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Slika 2.9: Koncikli¢nost to¢aka U, U,, B, C

Promotrimo trokut BM,U,. Kut <CBU, je polovina vanjskog kuta trokuta ABC kod vrha
B, dok zbog BM, = CM, vrijedi <CBM, = <M,CB = <BAU. Zato je

RERE

«M,BU, = <CBU, — <CBM, = (90° -£

b

Zelimo jos odrediti kut <M,U,B. Uocimo trokut AU,B. Kut <ABU, = <ABC + <CBU,.
Zato je

M,U,B <AU,B = 180° — <U,AB — <ABU,

(e} a o ﬁ
180 —5—(ﬁ+90 —E)

. (o B} v
=90 —(E-FE)—Z.

Dakle, trokut BM,U, je jednakokracan 1 vrijedi

|M.B| = MUl (2.3)
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Sada iz (2.1)), 2.2) i (2.3) zakljucujemo da je tocka M, srediste kruznice kroz tocke B, U,,
Cil. m|

Teorem 2.3.2. Neka je N, poloviste luka BC ( koji sadrZi tocku A) opisane kruznice trokuta
ABC. Neka su U, i U, sredista pripisanih kruznica danog trokuta koje dodiruju redom
stranice AC i AB. Tada tocke U, U,, B, C lee na kruznici sa sredistem u N,.

Slika 2.10: Koncikli¢nost to¢aka U,, U., B, C

Dokaz. Teorem[I.1.22]povladi da je <U,BU, = <U,CU, = 90°. Zbog teorema|I.2.2]tocke
Uy, U., B, C leze na kruZnici s promjerom U,U,. Ostaje nam pokazati da je poloviste te
duZine upravo tocka N,.

Neka su «, 51y mjere kutova danog trokuta redom pri vrhovima A, B, C. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je > y. Buduci da je N, poloviste luka BC slijedi da
je BN, =CN, 1

INaB| = INC|. (2.4)
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Zato je trokut N,BC jednakokracan. Kako je <BN,C = <BAC = a, to je <N,BC =
a a
<N,CB =90° — BX Takoder je <N,AC = <N,BC = 90° — 5

a
Nadalje, <U,AC je polovina vanjskog kuta trokuta ABC kod vrha A, pa je <U,AC = 90°—§.

Iz <N,AC = <U,AC slijedi da to¢ka N, lezi na pravcu AU,. ZakljuCujemo tocke U, N, i
U, su kolinearne.
Sada promotrimo trokut N,BU,. Vrijedi

<N,U.B = <AU.B = 180° — <U.AB — <U_.BA.

Bududi da su <U.AB i <U.BA polovine vanjskih kutova trokuta ABC kod vrhova A i B,
slijedi
«N,U.B = <AU,B = 180° — (90° _ g) - (90° - é) _eLB

2 2) 2 2
Nadalje, neka je A, diraliSte pripisane kruZnice sa srediStem u U, s pravcem BC. Tada
@ By_a pB
N,BU, = <N,BA, - CBAC:( 0°+—)—( 0°——):—+—.
Nable =< v Wm0 3=
Dakle, trokut N,BU. je jednakokracan i vrijedi
IN,Uc| = IN,B. (2.5)
Analogno je
INUy| = IN,Cl. (2.6)
Sada iz (2.4), 2.5) i (2.6) zakljucujemo da je tocka N, srediSte kruznice kroz tocke U,, U..,
B, C. O

Teorem 2.3.3. Neka je ABC trokut. Neka je k, (U, r,) upisana kruZnica trokuta ABC. Neka
je ky(Uy, rp) pripisana kruZnica trokuta ABC nasuprot vrha B. Neka su tocke A, By, C;
diralista kruznice k, redom sa stranicama BC, AC i AB, te neka su tocke Ay, By, C), diralista
pripisane kruznice kj, redom s pravcima BC, AC i AB. Neka su E i D tocke u kojima AU i
CU redom sijeku A,C,. Neka su D i E, tocke u kojima AU, i CU, redom sijeku A,C},.
Tada su tocke A, D, E, C, D, i E, konciklicke.

Za dokaz teorema trebat ¢e nam dvije tvrdnje koje dokazujemo u iduéim teore-
mima.

Teorem 2.3.4. Uz oznake iz teorema vrijedi <AEC = 90°.
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_
o

Slika 2.11: <AEC je pravi kut

Dokaz. Mjere kutova u trokutu ABC pri vrhovima A, B, C, ozna¢imo redom s a, (3, y.
Prema teoremu [I.2.4] vrijedi |BA,| = |BC||, pa je trokut BA,C; jednakokralan i vrijedi
<A|C{B = <C;A B. U tom se trokutu visina iz vrha B podudara sa simetralom kuta kod
tog istog vrha. Zbog toga je:

<(A1BU = <CIBU = g,
_ oo B
<A1C1B = <C1AlB =90° — 5
Uocimo sada trokut AEC,. Vrijedi:
«C,AE = <C,AU = %
o . ., B ., B
<ACE = 180° — <A;C,B = 180° — | 90° — 3| = 90° + >
paje
AEC, = 180° — <C,AE — <AC,E = 180° — & —[00° + & = 000 | 2+ £| = ¥
b ! =T 2 2]~ 2 2) 7 2

Uocimo sada Cetverokut EA;CU. Kut <A;CU = g jer je U srediSta trokutu upisane

. Y . N .
kruznice, <C1EU = <C{EA = ) pa je prema teoremu (1.2.9| Cetverokut EA;CU tetivan
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1 moZe mu se opisati kruznica. Buduéi da je A; diraliSte upisane kruZnice trokuta sa stra-
nicom BC slijedi da je <UA;C = 90°. Prema teoremu @ UC je promjer kruZnice
opisane trokutu UA,C, pa onda i Cetverokutu UEA,C. Slijedi <UEC = 90°, odnosno
<AEC =90°. m]

Teorem 2.3.5. Uz oznake iz teorema2.3.3vrijedi <AD,C = 90°.

Slika 2.12: <AD;C je pravi kut

Dokaz. Mjere kutova u trokutu ABC pri vrthovima A, B, C, ozna¢imo redom s a, (3, y.
Prema teoremu [I.2.4] vrijedi |BA,| = |BC,|, pa je trokut BA,C), jednakokracan i vrijedi

<AbeB = <CbAbB =90° - ’g (27)
Kako je U, srediSte pripisane kruznice imamo
a+B g Y
<ApCU, = <AyCD, = 7 = 90° - 5 (2.8)
+
<(CbAUb = ,8_’)/ =90° - g

2 2
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a 0%

Iz 2.7) i 2.8) zakljuCujemo <A,D;C = 90° — 5 Sada je <C,D U, = ApD,C = 90° — Ejer
su to vrsni kutovi.

Uocimo Cetverokut AD,U,C,,. Kutovi nad stranicom U,C,, su jednaki

<(CbAUb = CbD1Ub =90° - %,
pa je taj Cetverokut tetivan. Tocka C, je diraliSte tangente na pripisanu kruZnicu pa je
AC,U, = 90°. Sada prema teoremu [[.2.9] sijedi da je <AD;C = 90°, a to je i trebalo
dokazati. O

Slika 2.13: Koncikli¢nost toCaka A, D, E, C, D11 E;

Konac¢no, dokaZimo teorem [2.3.3]

Dokaz. Dokaz teorema[2.3.3]

Prema teoremu [2.3.4]je <AEC = 90° i analogno <ADC = 90°, a iz teorema[2.3.5|<AD,C =
<AE;C =90°. To znaci da to¢ke E i D, a takoder i tocke D; i E; leZe na kruZnici promjera
ED, &ime je tvrdnja dokazana. O



Poglavlje 3

MetriCke relacije vezane uz trokut

3.1 Duljine polumjera kruznica pridruZenih trokutu

Prethodnim analizama pokazali smo da su svaki trokut ima opisanu, upisanu i pripisane
kruZznice. U ovom dijelu promatramo duljine polumjera tih kruZznica i odnose izmedu
povrsine trokuta i duljine njegovih stranica.

a+b+c

2
mjera trokutu upisane kruZnice iznosi:

Teorem 3.1.1. Ako je s = poluopseg, a P povrsina trokuta, tada duljina polu-

P
r=—.
s
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je U srediSte tom trokutu upisane kruZznice. Uocimo

trokute ABU, BCU, ACU. U svakom od tih trokuta duljina visine iz vrha U iznosi r.
Izrazimo povrSinu trokuta ABC kao zbroj povrSina trokuta ABU, BCU, ACU. Imamo:

P =PABC) = P(ABU)+ P(BCU) + P(ACU)
cr ar br
= —+ =+ =
2 2 2
ra+b+c)

2

=7rs.

P
Slijedi: r = —. O
S

31
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Slika 3.1: Polumjer r upisane kruZnice trokuta

a+b+c
Teorem 3.1.2. Ako je s = — poluopseg, a P povrsina trokuta, tada duljina polu-
mjera trokutu pripisanih kruzZnica iznosi:
P P P
g = > p = > re = .
s—a s—b s—c

Dokaz. Neka je dan trokut ABC sa stranicama duljina a, b, c. Neka je U, srediSte pripisane
kruZnice k, koja dodiruje stranicu BC. Uo&imo &etverokut ABU,C. Njegovu povrsinu
moZemo promatrati kao zbroj povrSina trokuta ABU, i ACU, ili pak zbroj povrSina trokuta
ABC i BCU,. Dakle,

P(ABC) + P(BCU,) = P(ABU,) + P(ACU,),

odakle je
P =P(ABC) = P(ABU,)+ P(ACU,) — P(BCU,)
cr, br, ar,

2 T2 772
r,lc+b—-a)
2

a+b+c
=r, T—a

=r,(s —a).
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Slijedi:

Analogno dobivamo r, =

ir,=——. O
s—c

s—=>b
Sljedeci teorem nam govori na koji nacin su povezane duljine visina trokuta, polumjeri

njemu pripisanih kruznica te polumjer njegove upisane kruznice.

Teorem 3.1.3. Neka su v, vy, v. duljine visina trokuta ABC. Neka je r duljina polumjera
upisane, a r,, rp, r. duljine polumjera pripisanih kruzZnica trokuta. Tada vrijedi:

1111
rove vy v
1 1 1 1
= —t— .
roor, o, Ie

Dokaz. Neka je dan trokut ABC sa stranicama duljina a, b, c 1 neka su v,, v, v, duljine

visina na stranice trokuta BC, AC, AB, redom. Neka je r duljina polumjera trokutu upisane
kruZnice.

Dobro poznatu formulu za povrSinu trokuta

av, bvy, cv.
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zapisat ¢emo u malo drugacijem obliku. Dobivamo:

Zbrojimo li te jednakosti dobivamo:

1 1 1 a b c a+b+c
—t—t+—=— 4+ —+ — = ——
Vo WV V. 2P 2P 2P 2P

Kako je a + b + ¢ = 2s, gdje je s poluopseg, a P = rs, vrijedi:

1 1 1_2s S

1
Va V» Ve 2P rs 1

Ostaje nam joS pokazati da vrijedi:

1 1 1 1
—=—+—+—.
roor, r, I

34

Neka su r,, 15, r. polumjeri pripisanih kruznica danog trokuta. U teoremu [3.1.2]uoc¢ili smo

vezu izmedu povrsine danog trokuta 1 polumjera pripisanih kruZnica. Dakle, r, = ——, pa
1 s—-a 1 s-b 1 s-c )
je—= . Analogno — = , —= . Sada je:
T, P rp P T

I 1 1 s—a s—-b s-c

—+—+— = + +

T, I, Te P P P

3s—(a+b+c)
P

O

PovrSinu danog trokuta moZemo izracunati i kada su nam zadane samo duljine stranica
trokuta. Pri tome se sluzimo Heronovom formulom. Formula je ime dobila po jednom od
najznacajnijih matematicara i predstavnika znanosti u staroj Gr¢koj, Heronu (oko 10.—75.)
iz Aleksandrije. On je formulu zapisao i dokazao u prvoj knjizi svog djela Metrika.[2] U
nastavku navodimo dokaz Heronove formule koristeéi svojstva upisane i opisane kruZnice

danog trokuta.
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Teorem 3.1.4. (Heronova formula) Neka su a, b, c duljine stranica danog trokuta, a s
njegov poluopseg. Tada povrsina trokuta iznosi:

P = +/s(s —a)(s — b)(s — ).

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je k(U, r) kruzZnica upisana danom trokutu, a Ay,
B, C, diralista te kruZnice sa stranicama BC, AC, AB redom. Neka je k.(U,, r,) njegova
pripisana kruZnica koja dodiruje stranicu BC u to¢ki A,, a pravce AB i AC redom u tockama
C, 1 B,. Oznacimo mjeru kuta kod vrha B s 3.

A C B C
A ~1 Ca

Slika 3.3: Uz izvod za Heronovu formulu

Iz teorema(1.2.4] [2.2.3]i[2.2.6] dobivamo:
|ABi| =|ACi| = s—a, |BA||=|BCi|=s-0b, |CA|=I|CBi|=s-c,

|JACul = |AB4| = s,  |BAJ =|BC4l =s—c, [|CAl=|CB,]=5-b.

Znamo da tocke U 1 U, leze na simetrali unutarnjeg kuta trokuta kod vrha A. Takoder,
U, lezi na simetrali vanjskog kuta trokuta kod vrha B, a U na simetrali unutarnjeg kuta kod
istog vrha. Prema teoremu [[.1.22]slijedi da se pravci BU i BU, sijeku pod pravim kutom,
odnosno <UBU, = 90°.
Buduci da je U srediSte upisane, a U, srediSte pripisane kruZnice trokuta ABC slijedi:

W€ B=<U,C,B= 9009 <UBC, = g’ <«BUC, = 90° - ga
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dok za <U,BC, vrijedi:

<U,BC, =180°-<UBC, - <UBU,
B B

= 180° — = —90° = 90° — .

2 2

Zbog toga su trokuti C1BU i C,U,B sli¢ni prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta. Slijedi:

|CaUa| _ |BCa| - Iy _ §—C
|C,B| |UC,| ~s=b r

=r-r,=(s—b)(s—o). (3.1)

Takoder, ocito je da su trokuti AUC; i AU,C, sli¢ni prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta.
Slijedi:

AUl |AC| r s—a r-s
= = — = =>r,= . 3.2
AU " AC) rn s T s-a 3-2)
Uzevsi u obzir (3.1)) i (3.2) dobivamo:
\/ (s —a)(s — b)(s — ¢)
r= ,
s
odakle je:
P=r-s= \/s(s—a)(s—b)(s—c).
O

3.2 Metricke relacije medu tockama H, T, O, U

Karakteristi¢ne toCke trokuta imaju zanimljiva svojstva. Neka od njih navodimo u ovom
dijelu. Posebno nas zanimaju udaljenosti izmedu srediSta trokutu upisane kruZnice i orto-
centra, kao 1 izmedu srediSta trokutu opisane kruzZnice i ortocentra.

Teorem 3.2.1. Srediste O opisane kruZnice, teZiste T i ortocentar H svakog trokuta su
kolinearne tocke. Nadalje, T je izmedu O i H i vrijedi |TH| =2 -|TO|.

Pravac iz teorema [3.2.1 naziva se Eulerov pravac tog trokuta.

Dokaz. Neka je u trokutu ABC tocka A’ poloviste stranice BC, a B’ poloviste stranice AC.
Tada je A’B’ srednjica trokuta ABC te vrijedi A’B’ || AB, |A’B’| = 1|ABI.

Kako je pravac AH okomit na BC 1 A’O okomit na BC, to su pravci AH i A’O medusobno
paralelni. Takoder, pravac BH je okomit na AC i B'O je okomit na AC, pa su pravci
BH i B’O medusobno paralelni. Zaklju¢ujemo da su odgovarajuce stranice u trokutima
ABH i A’B’O paralelne. Zbog toga su siljasti kutovi <HAB i <OA’B’ s paralelnim kracima
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Slika 3.4: Kolinearnost tocaka O, T', H.

medusobno sukladni, kao 1 <ABH 1 <A’B’O.

Sada prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta slijedi da su trokuti ABH 1 A’B’O sli¢ni, pa
|AH|  |AB

A0l A'B|

Neka je tocka T sjeciSte pravaca HO 1 AA’. Kako su pravci AH 1 A’O paralelni, a tocke A,
A’, Ty, odnosno H, O, T kolinearne, to su trokuti AHT; i A’OT; sli¢ni prema K-K teoremu

vrijedi

o sli¢nosti trokuta. Slijedi AT WAAL
’ AT, |A’O
Medutim, duzina AA’ je teZiSnica trokuta ABC 1 prema teoremu|1.1.10|za teziSte T vrijedi
AT . |lATy AT y . :
= 2. Sada iz = slijedi da se to¢ke T 1 T podudaraju.

AT AT T AT ) , S
Dakle, T lezi na pravcu HO, odnosno tocke 7', H, O su kolinearne. Kako su trokuti AHT i
A’OT sl lijed THT_ AT 2 TH|=2-|TO

! sli¢ni, slijedi —— = =2,paje =2- . |

Jed o = AT paje |TH| ITO|

Korolar 3.2.2. Udaljenost ortocentra H od vrha A trokuta ABC dvostruko je veca od
udaljenosti sredista O trokutu opisane kruznice do stranice BC.

Svicarac Leonhard Euler (1707. — 1783.) bio je jedan od najveéih matemati¢ara 18.
stoljea. Ostavio je dubok trag u proucavanju geometrije trokuta. Zbog toga ne cudi $to
mnogi pojmovi i teoremi u geometriji nose njegovo ime. Smatra se da je upravo Euler prvi
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dokazao rezultat sljedeéeg teorema.[2] Postoje razni njegovi dokazi, a mi éemo ga dokazati
koristeci potenciju tocke u odnosu na kruznicu.

Teorem 3.2.3. (Eulerova formula). Neka je R radijus opisane, a r radijus upisane kruZnice
trokuta. Za udaljenost d izmedu sredista O opisane i sredista U upisane kruznice trokuta
vrijedi:

d* = R* - 2Rr.

Slika 3.5: Eulerova formula

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je O srediSte opisane kruZnice k,, a U srediSte
upisane k, kruznice trokuta ABC 1 neka je |OU| = d. Neka je E toCka u kojoj pravac AU
sijeCe k,. Nadalje, neka pravac OF sijeCe kruZnicu k, u toCki F 1 neka pravac OU sijece
kruZnicu k, u totkama G i H. Uo&imo da su EF i GH promjeri opisane kruZnice.
Promotrimo to¢ku U. Prema teoremu [I.2.11] za potenciju tocke U u odnosu na k, vrijedi:

|JAU| - |UE| = |GU|-|UH| = (R—-d)- (R+d) = R* - d°. (3.3)
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Uoc¢imo tocka E je poloviste luka BC, pa po teoremu slijedi
|EB| = |[EC| = |EU|. (3.4)
Neka je C, diraliite k, sa stranicom AB. Zakljuéujemo da je trokut AUC, pravokutni s

a
pravim kutom kod vrha C; te kutom mjere — kod vrha A.

Pogledajmo trokut FEC. On je takoder pravokutni s pravim kutom kod vrha C te vrijedi

a
<EFC = <FAC = —. Sada, prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta slijedi da su trokuti
AUC, 1 FEC sli¢ni, pa vrijedi:

AUl _ UG
[EF| ~ IEC|

Dakle, iz (3.5), (3.4), (3.3)) dobivamo
2rR = |AU| - |EC| = |AU| - |UE| = R* - d&°,

= |AU|-|[EC| =|UC,|-|EF|=71-2R. (3.5)

odnosno:
d*> = R*> - 2rR.

O

Korolar 3.2.4. Polumjer opisane kruznice danog trokuta ne moze biti manji od promjera
upisane kruZnice, tj. R > 2r.

Dokaz. 1z d* = R> — 2rR = R(R — 2r) > 0 slijedi da je R > 2r. O

Teorem 3.2.5. Neka je dan tokut ABC sa stranicama duljina a, b, c i ortocentrom H. Neka
je k(O, R) tom trokutu opisana kruznica. Za udaljenost OH izmedu sredista O opisane
kruZnice trokuta i ortocentra H vrijedi:

|OH* = 9R* - (@® + b* + ).
Nadalje, neka je D noZiste visine spustene iz vrha A na stranicu BC. Ako je trokut Siljastokutni,
vrijedi:

|OH* = R* -2 - |AH| - |HD|,

a ako je trokut tupokutni, vrijedi:

|OH|* = R*> +2 - |AH| - |HD|.
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Dokaz. Nekasu A’, B, C’' redom polovista stranica BC, AC, AB i neka je T teZiSte danog
trokuta.
Zamijenimo li to¢ku M iz teorema [I.1.13]sa srediStem O opisane kruznice danog trokuta,
dobivamo

|JAOF* + |BO* + |COf* = |AT* + |BT* + |CT|* + 3|0T|*,

3R* = |AT)? + |BT)? + |CTJ* + 3|OTJ*.
Primjenom leme dobivamo

3R? = (a2 +b* + cz) + 3|07,

W =

odnosno
9R* = & + b* + > +9|0T)%.

Prema teoremu 3.2.1slijedi da je |OH| = 3|OT], pa je |OHJ* = 9|0T|*. Konagno:
9R? = &® + b* + ¢* + |OH[,
OH = 9R? - (a® + b* + ¢?).

Ostaje nam dokazati drugi dio teorema. U tu svrhu promatramo tri slucaja: trokut ABC

Slika 3.6: Sukladnost trokuta BDH 1 BDH, za §iljastokutni trokut ABC
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Slika 3.7: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu A

je Siljastokutni, trokut ABC ima tupi kut u vrhu A i1 bez smanjenja opcenitosti trokut ABC
ima tupi kut u vrhu B. Neka pravac AH sijeCe opisanu kruznicu trokuta ABC u tocki Hy,
pri cemu je H; # A. Uocimo trokute BDH i BDH,. Za trokut ABC Siljastokutni i trokut
ABC s tupim kutom u vrhu A vrijedi

<H\BD = <H|AC = <DAC =90° —y
jer su to obodni kutovi nad kruznim lukom H,C. Takoder, BH 1 AC paje
<DBH = 90° — <BCA =90° —y.
Nadalje, za trokut ABC s tupim kutom u vrhu B vrijedi
<«DH|B = <BCA = v,
jer su to obodni kutovi nad kruznim lukom AB, paje

<(HlBD =90° — Y.
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Dakle, trokuti BDH i BDH, imaju zajednicku stranicu BD, <BDH, = <BDH te je <H\BD =
<HBD pa su oni sukladni prema K-S-K teoremu o sukladnosti trokuta. Slijedi

|HD| = |DH,|. (3.6)

Pogledajmo sada potenciju tocke H u odnosu na opisanu kruznicu. Ako je trokut Siljastokutni,

Slika 3.8: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu B

ortocentar H leZi unutar opisane kruZnice. Primjenom teorema[I.2.1T]dobivamo
\HA| - |HH,| = R* - |OHP.
Primijetimo |HH,| = |HD| + |DH,|, te uz (3.6) imamo

|HA|- 2 -|HD| = R* — |OH)?,
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odnosno
|OH> = R* -2 - |AH| - |HD|.

Ako je trokut tupokutni, ortocentar H lezi izvan opisane kruznice. Primjenom teorema

[[.2.12]dobivamo
|HA| - |HH,| = |OH|* - R?,

odnosno uz
|OHf = R* +2 - |AH| - |HD|.

O

Teorem 3.2.6. Neka je dan trokut ABC sa stranicama duljina a, b, c i ortocentrom H. Neka
je k(U,r) upisana, a k(O, R) opisana kruZnica tom trokutu. Za udaljenost izmedu sredista
U upisane kruZnice trokuta i ortocentra H vrijedi:

1
|[HU? = 2(r* + 2R?) - 5(az +b* + ).

Nadalje, neka je D noZiste visine spustene iz vrha A na stranicu BC. Ako je trokut Siljastokutni,
vrijedi:
|HU* = 2r* — |AH| - |HD|,

a ako je trokut tupokutni vrijedi:

|HU? = 2r* + |AH| - |HD|.

Dokaz. Oznaimo mjere kutova kod vrhova trokuta i B, C, redom s «a, B, y. Neka je
k.(U,, r,) pripisana kruznica koja dodiruje stranicu BC. Uocimo trokute ACU, i AUB i
pogledajmo njihove kutove. Kako su U i U, na simetrali kuta <BAC vrijedi

<CAU, = <UAB = %
Nadalje,
<AUB = 180° — <UAB — <UBA = 180° — %
Iz teorema [I.1.22]slijedi da je <UCU, = 90°, pa je

<ACU, = <ACU + <UCU, = % +90°.
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Dakle, <CAU, = <UAB 1 <ACU, = <AUB, pa su trokuti ACU, i AUB sli¢ni prema K-K

teoremu o sli¢nosti trokuta. Slijedi:
|AU| _ |AB]
IAC| AU,

= |AU|-|AU,| = |AB| - |AC]|. (3.7)

Neka su C’ i A’ polovista stranica AB i BC, redom. Neka je k(O, R) opisana kruZnica. Kut
<AOB je srediSnji kut. Zato vrijedi:

<AOB = 2<ACB = 2y,

1
<«C'OB=3<AOB=y.

Il a

Slika 3.9: Siljastokutni trokut ABC

Nadalje, uo¢imo trokute C’BO i DAC. Vrijedi:
<ADC = <OC’'B =90°,

<DCA = <C'OB = v.
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Dakle, trokuti C’'BO 1 DAC su sli¢ni prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta pa vrijedi

AD| _ |AC|
BC'| ~ [BO)

= |ADI - |BO| = |AC]| - |BC"|,

te uz [AB| = 2|BC’|, |OB| = R imamo

|AB| - |AC| = 2R - |AD|. (3.8)
Sada, na temelju (3.7) i (3.8) slijedi:
|AU|-|AU,| = 2R - |AD|. (3.9)

Iz teorema znamo da je |UM,| = [M,U,|, gdje je M, sjeciSte simetrale kuta kod vrha
A 1 opisane kruZnice trokuta ABC, pa je

|AU.| = |AUI+|UM,| + M, U.| = |AU| + 2|UM,|
=2|AU|+2|UM,| - |AU| = 2(|AU| + |UM,|) — |AU|
=2|AM,| - |AU],
odakle uvrstavanjem u (3.9) dobijemo
2IAU| - |AM,| — |AUP* = 2R - |AD]. (3.10)

Neka je K noZiste okomice spustene iz U na visinu AD te neka je L drugo sjeciste M,0
s k(0,R). Uo&imo trokute AKU i M,AL. Duzina M,L je promjer opisane kruZnice, pa je
<AKU = <M,AL = 90° te <KAU = <AM,L jer je AK || M,L. Dakle, trokuti AKU i M,AL
su sli¢ni prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta. Slijedi:

AU AK
IM,L|  |AM,|
odnosno
|AU|- M A| = |AK| - 2R. (.11
Iz (3.10) i (3.11)) dobivamo
4R -|AK| = 2R - |AD| + AU (.12)

Sada, primjenom kosinusovog poucka na trokut AUH slijedi

|\UH* = |JAU> + |AH|* - 2 - |AU| - |AH]| - cos <UAH. (3.13)
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Slika 3.10: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu A

46

Vrijednost cos <UAH dobit ¢emo primjenom trigonometrije na pravokutni trokut AKU.

Vrijedi
AK
cos <UAK = u
AU
Za Siljastokutni trokut vrijedi
AK
cos <UAH = cos <UAK = u,
AU

pa uvrstavanjem u (3.13)) dobivamo
|UHF® = |AU + |AH|* - 2 - |AH| - |AK].
Za trokut s tupim kutom u vrhu A vrijedi
IAK|

cos <UAH = cos (180° — <AUK) = —cos <AUK = —m,

(3.14)
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pa uvrstavanjem u (3.13)) dobivamo
|UH* = |AUF + |AHI* + 2 - |AH| - |AK], (3.15)

dok je za trokut s tupim kutom u vrhu B

AK
cos <UAH = cos <UAK = u,
|AU|

pa i u ovom slucaju vrijedi formula (3.14). Nadalje, u Siljastokutnom trokutu je |[AD| =
|AH| + |HD| pa vrijedi:

2R-|{UHP =2R-|AUP +2R-|AHP — 4R - |AH| - |AK| prema (3.14)
=2R-|AUP + 2R - |AHP* - |AH| (2R - |AD| + |AUP) prema (312)
= (2R - |AH|)|AU|* - 2R - |AH| (|AD| - |AH))
= (2|0M,| - 2|0A’)) JAUP = 2R - |AH| - |HD| korolar 3.2.2]
= 2|M,A’| - |JAU]* - 2R - |AH| - |HD),

odnosno
2R - |UH|2 =2|M,A’|-|AU|-|AU| - 2R - |AH| - |HD|. (3.16)

U trokutu s tupim kutom u vrhu A je |DA| + |[AH| = |DH| pa vrijedi:
2R-|UH? =2R-|AUP*+2R-|AH|* + 4R - |AH| - |AK| prema (3.15))
= 2R |AUP + 2R - |AHP* + |AH| (2R - IDA| + |AUP) prema (3.12)
= (2R + |AH|)|AU)> + 2R - |AH| (|DA| + |AH|)
= (2|A’0| + 2|0M,|) |AU> + 2R - |AH| - |DH| korolar[3.2.2]
=2|A’M,| - |AU|* + 2R - |AH| - |DH|,

odnosno
2R - |UH|2 =2|A'M,| - |AU|-|AU| + 2R - |AH| - |DH|. (3.17)



POGLAVLIJE 3. METRICKE RELACIJE VEZANE UZ TROKUT 48

Slika 3.11: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu B

Ostaje nam joS pogledati Sto vrijedi za trokut s tupim kutom u vrhu B (ili C). Kut u
vrhu A je Siljast te je |[AD| + |DH| = |AH| pa vrijedi:

2R - |[UH? =2R-|AU|* +2R-|AH|* — 4R - |AH| - |AK] prema (3.14)

= 2R - |AUP + 2R - |AH* — |AH| (2R - |AD| + |AUP) prema (3.12)

= (2R - |AH|)|AU* + 2R - |AH| (|JAH| — |AD)) jerje |AH| > |AD|
= (2|OM,| - 2|0A’))|AU* + 2R - |AH| - [HD| korolar[3.2.2)

=2|A’M,| - |AU)* + 2R - |AH| - |HD|,

odnosno
2R - |UH|2 =2|A'M,|-|AU|-|AU| + 2R - |AH| - |HD|.
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ZakljuCujemo, ako je trokut Siljastokutan vrijedi (3.16)), a ako je trokut tupokutan vrijedi
B17). _

Neka je B, diraliSte upisane kruZnice trokuta ABC sa stranicom AC. Uocimo trokute
BA'M, 1 AB,U. OCtito je <BA'M, = <UB;A = 90° te <M,BA’ = <M,BC = <M,AC =
<UAB; = % jer su to kutovi nad kruznim lukom I\ZI\C . Dakle, trokuti BA’M, i AB;U su

sli¢ni prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta. Vrijedi:

= T = IMLAT|AU| = MBI U
Zbog toga za Siljastokutni trokut imamo

2R -|{UH|* = 2r|M,B| - |AU| - 2R - |AH| - |HD|, (3.18)
dok je za tupokutan

2R - |\UH* = 2r|M,B| - |AU| + 2R - |AH| - |DH|. (3.19)

Takoder, prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta, trokuti M,BL i UB;A su sli¢ni, jer je
<«M,BL = 90°, <BLM, = % Slijedi:

IM.L| _ |BM,|
AUl |UBi|

Konaéno iz (3.18) za Siljastokutni trokut proizlazi

2R -|UH* = 2r-|M,L| - |{UB,| - 2R - |AH| - |HD)|,

= |BM,| - |AU| = [M.L| - [UB,|.

R-\UHP =r-2R-r—R-|AH| - |HD|,
|\UH* = 2r* —|AH| - |HD), (3.20)
a iz (3.19) za tupokutni trokut imamo
2R - |{UHP* = 2r - |M,L| - [UB,| + 2R - |AH| - |DH)|,
R-\UHP? =r-2R-r+R-|AH| - |DH|,
\UH* = 2r* + |AH| - |HD). (3.21)
Sada prema teoremu [3.2.5] za Siljastokutni trokut slijedi
R?> — |OH|?
2
R?-OR’> + (@®> + b* + )
2
(@® + b* + ¢*) — 8R?
7 ,

|AH| - |HD| =
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odakle uvrstavanjem u (3.20)) dobivamo

(@ + b* + ¢?) — 8R?

UHP* =2r -
\UH| r >

=2r> +4R? - %(Cﬂ +b* + c2)

1
=2(r* + 2R?) - E(a2 +b* + cz).

Nadalje, prema teoremu [3.2.5|za tupokutni trokut slijedi

|OH|*> — R?
2
OR> + (@®> + b* + > - R?)
- 2
8R> — (a®> + b* + )
> ,

|AH| - |HD| =

odakle uvrstavanjem u ((3.21]) dobivamo

8R> — (a* + b* + )

UH? =2r*+
|UH]| r >

1

— 2 2 2 2 2

=2r"+4R —E(a +b +c)

:2(r2+2R2)—1(a2+b2+02)
> .

Uocimo da su nam dva promatrana slucaja: za Siljastokutni 1 za tupokutni trokut dala isti
rezulatat, koji se tvrdi teoremom.
Na kraju, pokazimo da teorem vrijedi i za pravokutni trokut. Ako je kut u vrhu A pravi,
onda se ortocentar H podudara s vrhom A. Primijetimo duZina AU je dijagonala kvadrata
¢ija su dva nasuprotna vrha diralista upisane kruZnice. Zbog toga je |AU| = |HU| = r- V2,
odnosno

\HUP =2 - 7.

Kako je iz Pitagorinog poucka a® = b + ¢ te a = 2R, vrijedi R*> = b* + ¢*. Sada je

1
a2+b2+c2:4R2+4R2:8R2:>§(a2+b2+c2):4R2,
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Konacno,
|UHP? = 2r* =2r*+4R*> - 4R?
|
_ 2 P2\ (2 32,2
—Z(r ZR) 2(a +b +c),

te je time teorem dokazan.
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Poglavlje 4

Feuebachova kruznica

Kroz rad smo promatrali koncikli¢nost razli¢itih tocaka vezanih uz trokut 1 kruznice. U
ovom ¢emo poglavlju promatrati Feuerbachovu kruznicu 1 otkriti koncikli¢nost jos nekih
toCaka. Za kraj ¢emo dokazati da se u svakom trokutu upisana i Feuerbachova kruZnica
dodiruju.

Teorem 4.0.1. Neka su u trokutu ABC tocke A’, B', C’ polovista stranica BC, CA, AB
redom, tocke N,, Ny, N, noZista visina, a tocke A”, B”, C"" polovista duZina AH, BH, CH,
gdje je H ortocenar. Svih devet tocaka A’, B', C', A”, B”, C", N,, Ny, N, leZi na istoj
kruznici.

Slika 4.1: Siljastokutan trokut i Feuerbachova kruznica
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Dokaz. Trebamo dokazati koncikli¢nost navedenih devet tocaka. Buduéi da su B’ i C’
polovista stranica trokuta ABC, BC’ je srednjica trokuta ABC, pa vrijedi |B’C’| = %lBCl i
B'C’ || BC. Isto tako, Wje srednjica trokuta BCH te je |[B”"C”| = %lBCl 1B”C” || BC.
Zakljuéujemo da je B'C’B”C” paralelogram. Njegove dijagonale B'B” i C'C” medusobno
se raspolavljaju. Oznacimo sa S njihov presjek.

Promotrimo trokut AHC. To¢ke B’ i C” su poloviita stranica tog trokuta. Zato je B'C"”
njegova srednjica, pa je B'C” || AH. Slijedi B'C” L B”"C”,tj. <B'C”"B"” = 90°. Prema
tome, B'C’B”C” je pravokutnik kojemu mozemo opisati kuznicu sa sredisStem u tocki S,
polumjera %lC’C”I.

Na isti nacin pokazujemo da je A’C’A”C” pravokutnik kojemu mozZemo opisati kruznicu
jednakog polumjera i srediSta kao i pravokutniku B'C’'B”C".

Uocimo da tocke A’, B’, C’, A”, B”, C" leze na istoj kruznici. Oznacimo tu kuZnicu s k.
Trokut C’C” N, je pravokutan s hipotenuzom C’C”, pa je kruZnica opisana tom trokutu
upravo kruZnica k. Dakle, 1 to¢ka N, lezi na kruZznici k.

Analogno se pokaZe da i tocke N, 1 N, leZe na kruZnici k. O

Slika 4.2: Pravokutan trokut i Feuerbachova kruZnica

Definicija 4.0.2. KruZnicu na kojoj leZe polovista stranica trokuta, polovista spojnica or-
tocentra i vrhova trokuta te noZista visina trokuta zovemo Feuerbachova kruZnica.

Prema povijesnim istraZzivanjima postoji nekoliko njenih nezavisnih otkrica, pa se ova
kruznica Cesto u literatuti susrece pod imenom kruZnica devet tocaka ili pak Eulerova
kruznica. Povijest otkri¢a detaljno je prikazana u ¢lanku [11].

Njemacki matematicar Karl Wilhelm Feuerbach (1800. — 1834.) proucavao je karakte-
risticne tocke trokuta i otkrio niz novih i vaznih tvrdnji vezanih uz Feuerbachovu kruznicu.
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Takoder, dokazao je da kruznica koja prolazi noZiStima visina trokuta dira sve Cetiri kruZnice
koje diraju stranice trokuta, odnosno njihova produzZenja. Dakako, radi se o upisanoj i pri-
pisanim kruznicama trokuta. Ovaj je teorem postao poznat kao Feuerbachov teorem. Kroz
povijest je bio predmet istraZivanja brojnih matematicara, pa postoji velik broj njegovih
razliitih dokaza.

Slika 4.3: Tupokutan trokut i Feuerbachova kruznica

Na slici [d.1] prikazan je Siljastokutan trokut i njegova Feuerbachova kruznica, na slici
4.2] pravokutan trokut s pripadajuéom Feuerbachovom kruznicom, dok je na slici .3] tu-
pokutan trokut sa svojom Feuerbachovom kruznicom. Primijetimo da se u pravokutnom
trokutu neke od danih devet to¢aka podudaraju. Tako je vrh C ujedno i ortocentar te noZiste

visina iz vrha A i B, pa se i polovista stranica AC i BC podudaraju s poloviStima duZina
AH i BH.

Svojstva Feuerbachove kruznice navodimo u obliku sljedeca dva teorema. Napomenimo
da u njihovim dokazima koristimo oznake iz teorema §.0.1]
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Slika 4.4: SrediSte Feuerbachove kruznice

Teorem 4.0.3. Srediste S Feuerbachove kruZnice je poloviste duZine HO, gdje je H orto-
centar, a O srediste opisane kruZnice danog trokuta.

Dokaz. Prema teoremu N,A’ i N.C’ su tetive Feuebachove kruZnice. Prema teoremu
m sjeciSte njihovih simetrala je srediSte kruZnice. Nadalje, HN, || OA’ te HN, || OC’,
pa su Cetverokuti N,A'OH 1 N.HOC' trapezi sa zajedni¢kim krakom HO, a drugi su im
krakovi N,A’, odnosno N.C’ tetive Feuerbachove kruZnice.

Uocimo da na simetrali promatranih tetiva leZe srednjice promatranih trapeza. Buduci da
trapezi imaju zajedni¢ki krak HO, na tom se kraku mora nalaziti srediste Feuerbachove
kruznice. Takoder, srednjica trapeza spaja polovista krakova trapeza, pa se srediSte Feuer-
bachove kruZnice podudara s polovistem kraka HO.

Time smo dokazali da je sredi$te Feuerbachove kruZnice poloviite duZine HO. O

Teorem 4.0.4. Polumjer Feuerbachove kruZnice danog trokuta jednak je polovini polu-
mjera opisane kruznice tog trokuta.
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Slika 4.5: Polumjer Feuerbachove kruznice

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Promotrimo trokut AOH. Iz teorema [4.0.3] znamo da
je S poloviste duzine HO, a buduéi da je A” poloviste duZine AH, slijedi da je duZina
A”S srednjica trokuta AOH. Zbog toga vrijedi |[A”S| = %IAOI. Uo¢imo da je pri tome A”S
polumjer Feuerbachove kruznice, a AO polumjer kruZnice opisane trokutu ABC, te je time
dokazana tvrdnja teorema. O

Sada moZemo dokazati sljedecu tvrdnju:

Teorem 4.0.5. Svi trokuti upisani u danu kruZnicu koji imaju i zajednicki ortocentar imaju
zajednicku i Feuerbachovu kruZnicu.

Dokaz. Neka su dana dva trokuta AB;C; 1 A,B,C, s istom opisanom kruzmcom k(O,R)
i istim ortocentrom H. Neka je S poloviste duzine OH. Prema teoremu Y 1 teoremu
4.0.4| Feuerbachova kruznica trokuta A;BC; je k(S, 2R), a isto vrijedi i za Feuerbachovu
kruznicu trokuta A,B,C,. Dakle, kruznica sa srediStem S 1 polumjerom %R zajednicka je
Feuerbachova kruzZnica danih trokuta. O
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Ostaje nam prouciti najpoznatiju tvrdnju koja se veze uz Feuerbachovu kruZznicu. U
geometriji trokuta to je jedan od najljepsih teorema.

Teorem 4.0.6. U svakom trokutu upisana kruznica dodiruje Feuerbachovu kruZnicu iznu-
tra.

Slika 4.6: Feuerbachov teorem

Dokaz. Neka je dan trokut ABC s ortocentrom H, srediStem opisane kruZnice O, srediStem
upisane kruznice U te srediStem Feuerbachove kruznice S'.

Promotrimo trokut UOH. To¢ka S je poloviste stranice OH tog trokuta, pa je duZina US
njegova teZisnica. Sada na taj trokut i teZi$nicu primijenimo teorem[I.1.9] Dobivamo:

1
US| =3 V2|UHP? + 2|0UP - |OHP,
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odnosno { { i
* = ~|UH|* + =|OUJ* - ~|0H|*. 4.1
US| 2IU |+2|0U| 4|0 | “4.1)

Poznavajuéi duljine |UH|, |OU|, |OH| moZemo odrediti |US |.

Na temelju teorema [3.2.3] [3.2.3]i[3.2.6|imamo redom:

|OH|? = 9R? — (a* + b* + ?), (4.2)
|lUO? = R* - 2Ry, 4.3)

1
HUP =2(r* + 2R?) - 3 (@ + 6+ ). (4.4)

Uvrstavanjem (4.2)), (4.3), (#.4) u @.1)) dobivamo:

USP = %(4R2+2r2—%(a2+b2+02) +%(R2—2Rr)—%(9R2—(a2+b2+c2))
= 2R2+r2—%(a2+b2+cz)+%R2—Rr—§R2+%(a2+b2+c2)
= ;LRZ—Rr+r2

1 2
(ER - 7'] .
Zbog korolara [3.2.4 konacno je

R
|US|:§—7’-

Dokazali smo da je udaljenost srediSta upisane kruznice U i srediSta Feuerbachove kruznice
S jednaka razlici polumjera tih dviju kruZnica Sto dokazuje da se one dodiruju. Pritom se
upisana kruznica nalazi unutar Feuerbachove kruznice te ju dodiruje iznutra. O

Definicija 4.0.7. Tocku u kojoj se upisana i Feuerbachova kruznica danog trokuta dodiruju
nazivamo Feuerbachovom tockom.

Dodajmo na kraju da vrijedi i:

Teorem 4.0.8. U svakom trokutu Feuerbachova kruzZnica dodiruje pripisane kruZnice iz-
vana.

Ovaj teorem ne¢emo dokazivati. Dokaz se provodi na sli¢an nacin kao dokaz teorema
4.0.6
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Sazetak

U ovom radu proucavali smo trokut, njemu pridruzene kruZnice te njihova srediSta. Proma-
trali smo sli¢nosti, veze i svojstva izmedu njih. Uz Cetiri najpoznatije karakteristicne tocke
trokuta: teZiSte, ortocentar, srediSte trokutu upisane kruznice i srediSte trokutu opisane
kruznice, osvrnuli smo se i na druge, manje poznate karakteristiCne tocke trokuta poput
Gergonnove tocke 1 Nagelove tocke. Takoder, proucavali smo metricke relacije medu ka-
rakteristiénim tockama.

Nadalje, definirali smo Feuerbachovu kruZznicu i pokazali njezina svojstva. Na samom
kraju rada dokazali smo jedan od najljepSih teorema geometrije trokuta: Feuerbachov te-
orem koji govori da Feuerbachova kruznica dira upisanu kruznicu danog trokuta iznutra, a
njegove pripisane kruzZnice izvana.



Summary

This paper sets out to study the triangle, the circles connected with the triangle, and their
centres. In the study, their properties, as well as the similarities and relationships between
them,have been observed. Apart from the four points of concurrency in triangles: the cen-
troid, the orthocentre, the incentre and the circumcentre, other, less known concurrency
points, such as the Gergonne point and the Nagel point, have also been addressed.
Furthermore, the Feuerbach circle has also been defined and its properties have been de-
monstrated. At the very end of the paper, one of the most beautiful theorems of the triangle
geometry, the Feuerbach theorem, which states that the Feuerbach circle is tangent inter-
nally to the incircle and tangent externally to the triangle’s excircles, has been proved.
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