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Uvod

Papusov teorem smatra se najstarijim, a ujedno i temeljnim teoremom projektivne geome-
trije. Pripisujemo ga posljednjem velikom matematicaru aleksandrijske Skole Papusu iz
Aleksandrije iz ¢ijeg smo djela Kolekcije saznali o mnogim izgubljenim djelima velikih
matematicara antike.

Ovaj teorem, kojemu su jedini elementi u iskazu tocke i pravci, ¢esto moZzemo naci i
u verziji pod nazivom Papusov teorem o Sesterovrhu jer dvije trojke tocaka na polaznim
pravcima u iskazu teorema Cine vrhove obi¢nog Sesterovrha. Specificnosti ovoga teorema
istaknuti ¢emo u prvom poglavlju ovoga rada zajedno s objaSnjenjem zaSto svoju punu
opcenitost ima upravo u projektivnoj geometriji.

Interpretacijom Papusovog teorema u euklidskoj ravnini dobivamo njegove razliCite
specijalizacije, a jednu od njih ¢emo iskazati i na dva nac¢ina dokazati u drugom poglavlju.

Papus je ovaj teorem originalno dokazao koristeéi se pretpostavkama koje vrijede u
euklidskoj ravnini, no razvojem projektivne geometrije matematiCari su otkrili Cisto pro-
jektivne nacine kako dokazati Papusov teorem. U treCem poglavlju izdvojiti cemo dva
projektivna dokaza u kojima se koristimo iskljucivo projektivnim konceptima, a za potrebe
tih dokaza uvesti ¢emo specifi¢nu koordinatizaciju projektivne ravnine pomo¢u homogenih
koordinata.

Promatramo li koniku kao degeneriranu krivulju drugog reda koja se moze rastaviti na
dva razlicita pravca uoCavamo da je Papusov teorem specijalizacija Pascalovog teorema
gledamo li njegove polazne pravce kao degeneriranu koniku. Cetvrto poglavlje posveéeno
je Pascalovom teoremu kao i Chayley-Bacharach-Chasles teoremu koji takoder kao svoju
direktnu posljedicu ima Papusov teorem.

U petom poglavlju re¢i ¢emo nesto viSe o vezi kruZnica i kompleksnih brojeva kao
uvod za iskaz 1 dokaz Miquelovog teorema koji je treca varijacija Papusovog teorema u
ovome radu.

Za kraj ¢emo u posljednjem poglavlju dati joS jedan dokaz Papusovog teorema za Ciju
je provedbu potrebna upotreba racunala, a temelji se na Cinjenici da se u projektivnoj rav-
nini svako sjeciSte pravaca i svaka spojnica tocaka mogu jednostavno prikazati pomocu
vektorskog produkta.



Poglavlje 1

Papus i Papusov teorem

Papusov teorem poznat joS i kao Papusov teorem o Sesterovrhu je jedan od prvih velikih
teorema danaSnje projektivne geometrije, a pripisuje se grckom matematicaru Papusu iz
Aleksandrije.

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s Papusovim Zivotom (o kojemu se jako malo zna),
posebnostima Papusovog teorema te njegovom vezom s projektivnom geometrijom.

1.1 Papus iz Aleksandrije

Papus iz Aleksandrije Zivio je krajem 4. stoljeca (290.-350.) i zadnji je veliki grcki mate-
maticar aleksandrijske Skole koja je u to vrijeme ve¢ potpuno izumrla. Smatra se znacajnim
matemati¢arem toga vremena vise zbog toga Sto je komentirao dotadasnju matematiku dru-
gih matematicara nego zbog svojih originalnih doprinosa.

Jedino postojece, a ujedno i glavno, Papusovo djelo je Kolekcija. Originalno je napi-
sana u osam knjiga od kojih Knjiga I i neki dijelovi Knjige II nedostaju. Kolekcija je vrsta
enciklopedije koja predstavlja skup starijih matematicarskih djela te je jedan od glavnih
izvora danaSnjih znanja o antickoj matematici. Sadrzi nekoliko vaznih otkri¢a od kojih
je nekima autor upravo Papus dok je za neke lazno preuzeo zaslugu. Utjecaj ovog djela
osjetio se tek stolje¢ima nakon njegove pojave [4] [1].

Papus je uveo pojam fokusa i direktrise hiperbole te je dokazao da je konika geometrij-
sko mjesto toCaka u ravnini kojima je omjer udaljenosti do ¢vrste tocke (fokusa) 1 Cvrstog
pravca (direktrise) konstantan. U 18. stoljecu je to svojstvo kao zajedni¢ku definiciju ko-
nika iskoristio Ruder BoSkovi¢ i na temelju te definicije oformio prvu potpunu teoriju
konika kao ravninskih krivulja [1].

Poznato je da je komentirao Ptolomejev Almagest, a bavio se i pitanjima iz mehanike,
obujmovima i oploSjima geometrijskih tijela te je dao rjeSenje jednog od tri klasi¢na pro-
blema — problema trisekcije kuta (uz pomo¢ konika) [[7].
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1.2 Papusov teorem i projektivna geometrija

U djelu Kolekcija Papusa iz Aleksandrije, to¢nije u Knjizi VII nalaze se dvije leme koje
su zajedno postale poznate kao Papusov teorem [4]]. Moderna verzija ovog teorema kojeg
smatramo prvim velikim teoremom projektivne geometrije glasi:

Teorem 1.2.1 (Papusov teorem). Neka su A, B, C tri tocke na nekom pravcu a i neka su
X, Y, Z tri tocke na drugom pravcu b. Ako pravci AY, BZ, CX sijeku pravce BX, CY, AZ
redom, onda su tri tocke sjecista kolinearne.

Prikaz ovog teorema, u kojem podrazumijevamo da se dva pravca sijeku u to¢no jednoj
tocki, moZemo vidjeti na slici [[.1] na kojoj Sest crnih tocaka predstavljaju polazne tocke
koje leze na polaznim pravcima, a tri bijele toCke predstavljaju tocke sjecista koje su koli-
nearne.

Slika 1.1: Papusov teorem

Uocavamo da su jedini elementi koriSteni pri iskazu ovog teorema tocke 1 pravci koji su
povezani relacijom incidencije pa Papusov teorem na neki nacin mozemo smatrati najma-
njim teoremom iskazanim samo uz pomo¢ osnovnih elemenata. Ispravno iskazan teorem
sastoji se od samo devet to¢aka i devet pravaca i ne postoji teorem s manje elemenata u svo-
jem iskazu. U devet toCaka Papusovog teorema ubrajamo dvije trojke to¢aka na polaznim
pravcima te tri tocke sjeciSta koje su kolinearne. Devet pravaca Cine dva polazna pravca,
Sest unutarnjih pravaca koji se medusobno sijeku u parovima i posljednji pravac, poznatiji
jos 1 kao Papusov pravac, je pravac na kojemu leZe tri tocke sjecista [[7]. Ovaj teorem Cesto
se naziva i Papusov teorem o Sesterovrhu jer dvije trojke to¢aka na polaznim pravcima ¢ine
vrhove obi¢nog Sesterovrha kojeg nazivamo Papusov Sesterovrh.
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Papusova konfiguracija je simetri¢na geometrijska konfiguracija jer se sastoji od istog
broja tocaka i pravaca te svakom tockom prolazi onoliko pravaca koliko se tocaka na-
lazi na svakom pravcu. Zanimljivost ove konfiguracije je $to kao polazne pravce teorema
mozemo uzeti bilo koji par pravaca koji nema zajednicku to¢ku konfiguracije. Odnosno,
svaki pravac mozemo uzeti kao Papusov pravac, na kojem leZe tri tocke konfiguracije, dok
od preostalih Sest to¢aka konfiguracije uvijek po tri leZe na dva polazna pravca konfigura-
cije. Tih Sest toaka, danih u odredenom redoslijedu, moZzemo uvijek shvatiti kao vrhove
jednog Papusovog Sesterovrha Cije su stranice pravci dane konfiguracije [S]].

U ovakvoj konfiguraciji u kojoj ne mijenjamo polozaje to¢aka ni pravaca postoji devet
razli¢itih Papusovih esterovrha. Svih devet primjera moZemo vidjeti na slici[I.2]

%%%

S

Slika 1.2: Devet primjera Papusovog teorema
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U svakom primjeru druge tocke imaju ulogu dviju trojki polaznih to¢aka, odnosno
drugi pravac ima ulogu Papusovog pravca. Kao i na slici [I.1] deblji pravci predstavljaju
polazne pravce na kojima leZe crnom bojom oznacene polazne tocke, dok crveni pravac na
kojem leze sjeciSta oznacena bijelom bojom predstavlja Papusov pravac. Svi ostali pravci
predstavljaju stranice Papusovog Sesterovrha.

U prvom primjeru prvog reda na slici Papusov pravac, na kojem leZe kolinearne
tocke sjeciSta, nalazi se izmedu dvaju polaznih pravaca i to je primjer koji najcesce su-
sreCemo kao prikaz Papusovog teorema. Na iduca dva primjera u prvom redu slike
vidimo da se uloge dva polazna pravca i Papusovog pravca mogu izmjenjivati, odnosno
da polazni pravci mogu imati ulogu Papusovog pravca. U drugom i treem redu slike
vidimo da 1 bilo koji unutarnji pravac takoder moZze predstavljati Papusov pravac.

Kako bi u teoremu [1.2.1{ uopée mogle postojati tocke sjecista koje tvrdimo da su ko-
linearne, potrebno je da se parovi pravaca (AY, BX), (BZ,CY) 1 (CX, AZ) sijeku. Papusov
teorem iskazan kao u teoremu [[.2.1] vrijedi i u euklidskoj geometriji, ali tada viSe ne u pu-
noj opcenitosti jer neka dva pravca mogu biti paralelna ili se podudarati pa uvjet teorema da
se pravci sijeku u to¢no jednoj tocki tada viSe nece biti zadovoljen. Ove posebne slucajeve
mozZemo eliminirati prelaskom u projektivnu geometriju [7]].

Realna projektivna ravnina proSirenje je euklidske ravnine elementima u beskonacnosti
odnosno beskona¢no dalekim tockama i beskona¢no dalekim pravcem. Svaki pravac euk-
lidske ravnine nadopunimo jednom beskonacno dalekom tockom u kojoj se sijeku svi s
njim paralelni pravci, odnosno svaki pramen paralelnih pravaca u projektivnoj ravnini
sijeCe se u drugoj beskonacno dalekoj tocki. Sve te beskonacno daleke tocke, koje su
sjeciSta svakog pramena paralelnih pravaca projektivne ravnine, leZze na jednom pravcu
te ravnine kojeg nazivamo njezinim beskonacno dalekim pravcem i oznaCavamo ga s /..
Za beskonacno daleke elemente projektivne ravnine vrijede jednaka svojstva kao i za sve
ostale elemente te ravnine [3]].

Za aksiomatsko zadavanje projektivne ravnine razmatraju se dva skupa primitivnih
elemenata. Elemente prvog skupa oznatavamo velikim latinskim slovima i nazivamo ih
toCkama, a elemente drugog skupa oznacavamo malim latinskim slovima i nazivamo ih
pravcima. Kao primitivnu relaciju uzimamo relaciju koju nazivamo relacija incidencije.
Tocka A incidentna je s pravcem a ako tocka A leZi (ili ne leZi) na pravcu a ili obrnuto ako
pravac a prolazi (ili ne prolazi) tockom A.

Ako je tocka A incidentna sa dva razliita pravca a 1 b tada kaZemo da je tocka A sjeciSte
tih dvaju pravca ili da se ta dva pravca sijeku u tocki A, a ako je pravac a incidentan s dvije
razlicite toCke A i B zvat ¢emo ga spojnicom AB toCaka A i B.

Ako je tri ili viSe razlicitih tocaka incidentno s jednim pravcem, tada kazemo da su one
kolinearne, a ako tri ili viSe razlicitih pravaca prolazi jednom tockom, tada kaZzemo da su
oni konkurentni.
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Dva skupa primitivnih elemenata, odnosno skup tocaka i skup pravaca, zajedno s rela-
cijom incidencije 1 sljedeca tri aksioma definira projektivnu ravninu:

Al: Postoji to¢no jedan pravac incidentan s dvije razlicite tocke;

A2: Postoji to¢no jedna tocka incidentna s dva razliCita pravca;

A3: Postoje Cetiri razliite tocke, od kojih tri nisu kolinearne.

Zamijenimo li u aksiomima Al 1 A2 rije¢i tocka i pravac dobivamo aksiome jedan
iz drugog. Ova Cinjenica uvjetuje dualitet projektivne geometrije, pa tocke i pravce u
projektivnoj geometriji smatramo dualnim elementima. Zamjenom rijeci tocka i pravac
te spajati i sje¢i odnosno leZati na i prolaziti u nekoj istinitoj tvrdnji projektivne ravnine
ponovno dobivamo istinitu tvrdnju. Dakle dokaZemo li neki teorem projektivne geometrije,
dokazali smo i njemu dualni [5].

ZakljuCujemo da se u projektivnoj geometriji za razliku od euklidske svaka dva pravca
sijeku, pa Papusov teorem u projektivnoj geometriji postiZze svoju punu opcenitost jer
sjeciste dva pravca uvijek postoji samo ¢e ono mozda biti u beskonacnosti.



Poglavlje 2

Dokazi euklidske verzije Papusovog
teorema

2.1 Euklidska verzija Papusovog teorema

U prethodnom poglavlju istaknuli smo da prelaskom u projektivnu geometriju i uvodenjem
elemenata u beskonacnosti eliminiramo posebne slucajeve Papusovog teorema. Teorem
tako i dalje vrijedi ako se bilo koja tocka ili pravac nalaze u beskonacnosti i to u svojoj
punoj opcenitosti bez posebnih slucajeva.

Prelaskom u euklidsku geometriju teorem koji dobivamo zapravo predstavlja speci-
jalizaciju za odredeni pravac u beskonacnosti, pa tako Cesto nekoliko teorema euklidske
geometrije odgovara samo jednom teoremu u projektivnoj geometriji.

Posaljemo li neke elemente Papusovog teorema u beskonacnost dobiti ¢emo zanimljive
euklidske specijalizacije od kojih nekoliko primjera mozemo pronaci u [7]. U ovom ¢emo
radu iskazati 1 na dva nacina dokazati samo jednu od njih. Njezin prikaz moZemo vidjeti
na slici a iskazana je na sljede¢i nacin:

Teorem 2.1.1. Neka su a i b dva pravca u euklidskoj geometriji. Neka su A, B, C tri tocke
na pravcu a i neka su X, Y, Z tri tocke na pravcu b. Ako vrijedi AY || BX i BZ || CY onda
vrijedi i AZ || CX.

Teorem|2.1.1|specijalizacija je Papusovog teorema kojemu je kona¢ni odnosno Papusov
pravac u beskonacnosti. Na slici [2.2] prikazano je kako se paralelnost pravaca prenosi u
projektivni prostor. Ako za pravce AY 1 BX vrijedi AY || BX tada se ta dva pravca sijeku
u tocki y u beskonacnosti. Kako su i pravci BZ i CY paralelni onda se oni takoder sijeku
u tocki u beskonacnosti @. Prema projektivnoj verziji Papusovog teorema tocke y 1 @ 1
sjeciSte  pravca AZ s pravcem CX su kolinearne toCke. Tocke y 1 @ odreduju pravac u
beskonacnosti /., pa tocka S takoder pripada tom pravcu i stoga mora vrijediti AZ || CX.
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Slika 2.1: Euklidska verzija Papusovog teorema [7]]

Dakle Papusov pravac, odnosno pravac na kojemu leze tocke sjeciSta koje su kolinearne,
sada se nalazi u beskonacnosti §to moZemo vidjeti na slici 2.2 lijevo. Na slici [2.2] desno
vidimo verziju u kojoj se Papusov pravac nalazi u euklidskoj ravnini [7].

Slika 2.2: Euklidska verzija Papusovog teorema s Papusovim pravcem u beskonacnosti
(lijevo) i prikaz konfiguracije u kojoj se Papusov pravac nalazi u euklidskoj ravnini (desno)

(7]

Prva dva dokaza ovoga rada su algebarski dokazi gore navedene euklidske verzije Pa-
pusovog teorema u kojima ¢emo geometrijske tvrdnje prevoditi u algebarske identitete.
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Kao i svi algebarski dokazi ovisit ¢e o pravilu dijeljenja s nulom koje u geometrijskim do-
kazima stvara odredena ogranicenja. U slucajevima kada ne postoje podudaranja nikojih
toCaka ni nikojih pravaca i ne pojavljuju se dodatne kolinearnosti dokazi ve¢inom vrijede,
no u odredenim degeneriranim sluc¢ajevima ovo pravilo onemogucava provedbu dokaza.

Kako bi u nasim dokazima izbjegli pojavljivanje degeneriranih slucajeva pretpostavit
¢emo da je svih devet to€aka konfiguracije medusobno razli¢ito i da su svih devet pravaca
konfiguracije u parovima razli¢iti. Ako dodatne pretpostavke budu potrebne iskazat ¢emo
ih prilikom dokaza [7]].

2.2 Dokaz — Omjeri duljina duZina

Prvi dokaz euklidske verzije Papusovog teorema iskazane u ovom radu vrlo je jednostavan,
a temelji se na omjerima duljina duZina. Problem ovog dokaza njegova je ogranicenost i
on vrijedi samo uz sljedece dvije dodatne pretpostavke:

Dva polazna pravca moraju se sjeci u tocki O.

Tocka O ne smije leZati izmedu nijedne dvije od triju tocaka na ovim pravcima.
Uz ove dvije pretpostavke dobivamo prikaz teorema kao na slici [2.3] lijevo na kojoj se
pravci a i b sijeku u tocki O.

|OP| |OR| Q

oQ| 0S|

Slika 2.3: Euklidska verzija Papusovog teorema u kojoj se pravci a i b sijeku u tocki O
(lijevo). Veza paralela i omjera duljina duzina (desno) [[7]]

Dokaz. Neka se pravac a i pravac b sijeku u tocki O tako da se ona ne nalazi izmedu
nijedne dvije od triju tocaka na tim pravcima.
Udaljenost dviju to¢aka P i Q oznacavamo s |PQ|. Ovaj dokaz temelji se na sljedecoj
Neka su dana dva pravca a 1 b koja se sijeku u tocki O i neka su P 1 Q dvije tocke na
pravcu a takve da tocka O ne leZi izmedu njih. Isto tako neka su R1i S dvije tocke na pravcu
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b takve da tocka O ne lezi izmedu njih. Tada su pravci PR 1 QS paralelni ako 1 samo ako
vrijedi

0P| _ |OR
00l 0S|

Ova tvrdnja zajedno s pretpostavkom teorema da su pravci AY i BX paralelni povlaci
04 _ |0Y]
0B~ 10X

Analogno, paralelnost pravaca BZ i CY povlaci

0Bl _|0Z|
loc|  |oY|

Kako se nijedna od Sest tocaka teorema ne smije podudarati s O tada nijedan od nazivnika
u prethodnim jednakostima nije jednak nuli.

PomnoZimo li dvije lijeve strane dobivenih jednakosti i dvije desne strane dobivamo izraz
u kojem moZemo pokratiti ¢lanove |OB| i |0OY| nakon ¢ega nam preostaje jednakost:

|OA| _ 10Z]
|0C| ~ |0X]
Dobivena jednakost je ekvivalenta tvrdnji da su pravci AZ i CX paralelni. O

Ovaj naizgled jednostavan dokaz u sebi nosi brojne nedostatke, a jedan od najvecih je
dokazivanje paralelnosti iz iskaza teorema pomoc¢u omjera duljina duzina. To je moguce
samo ako tocka O kao sjeciSte dva polazna pravca ne lezi izmedu nijedne dvije od triju
tocaka na tim pravcima. Ovaj problem moZe se izbjeci koriStenjem orijentiranih duZina,
ali tada bi omjer u naSem dokazu imao predznak ovisno o poloZaju tocke O. Predznak bi
bio negativan ako tocka O leZi izmedu toCaka, a pozitivan ako ne lezi. Kako bi se uvjerili
u tocnost ovog zakljucka ipak bi bio potreban dokaz detaljno po slucajevima. No ¢ak i ako
zanemarimo poloZaj tocke O, ovaj dokaz u potpunosti ovisi 0 njezinom postojanju, pa u
slu¢aju kada su pravci a i b paralelni tocka O ne postoji i dokaz se uopée ne moze provesti

['7].

2.3 Dokaz — Metoda povrsina

Iako smo u prethodnom dokazu sami birali pocetne uvjete bez kojih dokaz ne bi mogli
provesti, euklidska verzija Papusovog teorema zapravo uopce ne ovisi o posebnim zahtje-
vima poloZaja toCaka i pravaca. U to ¢emo se i uvjeriti tako Sto ¢emo u sljede¢em dokazu
koristiti samo Sest to¢aka iz teorema [2.1.11
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Za ovaj dokaz potrebne su nam tri netrivijalne tvrdnje o polinomima i povrS§inama ori-
jentiranog trokuta i orijentiranog Cetverokuta koje ¢emo navesti prije samog dokaza.

Tvrdnja 1 - Povrsina orijentiranog trokuta

Za tri tocke A = (ay,ay), B = (by,by), C = (cy,c,) povrsinu orijentiranog trokuta
(A, B,C) moZemo izraziti preko polinoma u koordinatama. Taj polinom dobivamo na
sljedeci nacin

1@ bx o
—lay by ¢,|= E(axby + bycy + ca, — ayc, — bya, — c.by)

1 1 1

Povrsinu trokuta oznacavati ¢emo s P,(A, B, C). Za na§ dokaz ova formula nije toliko
bitna koliko je znacenje pojma orijentirani trokut. Ako se obilazak vrhova trokuta vrsi u
smjeru suprotnom od kazaljke na satu, onda je trokut (ABC) pozitivno orijentiran i vrijedi
P,(A, B,C) > 0, a ako se obilazak vrhova vrsi u smjeru kazaljke na satu trokut je negativno
orijentiran i vrijedi P,(A, B,C) < 0. Ako su tri tocke kolinearne tada trokut ne postoji i
povrsina je jednaka nuli [6].

Tvrdnja 2 - Povrsina orijentiranog Cetverokuta
Povrs$inu orijentiranog ¢etverokuta oznacavati éemo s Pg(A, B, C, D), a moze se defini-
rati kao:
P-(A,B,C,D) = P,(A,B,D) + P,(B,C, D).

Prethodni izraz sada opet moZemo izraziti kao polinom u koordinatama tocaka.

Slika 2.4: PovrSina konveksnog ¢etverokuta (lijevo) i povrSina samopresjecnog cetverokuta
koja je jednaka nuli (desno) [7]]
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Ako rub tog Cetverokuta (izlomljena linija od A do B do C do D i nazad do A) nije
samopresjeCan (stranice Cetverokuta ne sijeku se medusobno) njegova povrsina raCuna se
na ovaj nacin pri ¢emu predznak ovisi o orijentaciji (slika[2.4]lijevo). No ako je ¢etverokut
samopresjecCan tada od dva trokuta koja se nalaze u njegovoj sumi jedan ima pozitivhu
vrijednost, dok drugi ima negativnu.

Povrsina samopresjecnog Cetverokuta (A, B, C, D) jednaka je nuli ako i samo ako dva
trokuta koja su u njegovoj sumi imaju jednake povrSine sa suprotnim predznakom (slika
[2.4] desno). Dakle, ako imamo ovaj slucaj i oba trokuta dijele stranicu (B, D) to povlaci
da je duljina visine iz A na tu stranicu jednaka duljini visine iz C na tu stranicu, odnosno
pravac kroz A 1 C paralelan je pravcu kroz B 1 D. Zaklju€ujemo dakle da vrijedi

AC || BD < P4(A, B,C, D) = 0.

Tvrdnja 3 - Nul-polinom
Ako je polinom jednak nuli na nekoj okolini neke tocke, onda je on nul polinom.

Sada ¢emo dokazati teorem [2.1.1| metodom povrSina u kojem ¢emo se pozivati na tri
prethodno navedene tvrdnje [7].

Dokaz. Neka su A, B, C, X, Y, Z Sest to¢aka u euklidskoj ravnini koje se nalaze na
polozajima koji otprilike nalikuju prikazu na slici [2.5]lijevo.

Slika 2.5: Dokaz Papusovog teorema metodom povrsina [/]]

Ako pogledamo taj lik uo€avamo da ga moZemo promatrati kao da se sastoji od dva tro-
kuta A(A,C, B) 1 A(X, Y, Z) te dva Cetverokuta O(B, ¥, X, A) 1 O(C, Z, Y, B). Zbroj povrSina
ta dva orijentirana trokuta i dva orijentirana Cetverokuta (s oznakama vrhova u slijedu su-
protnom smjeru kazaljke na satu) upravo je jednak povrsini Cetverokuta 0O(C, Z, X, A):

+PA(A’ C’ B) + PA(X’ Y’Z) + PD(B’ Y,X9A) + PD(C9Z, Y’B) = PD(CaZ’ X’A)'
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1z toga slijedi:
+ PA(A7 Ca B) + PA(X’ Y’Z) + PD(B, Y’X7A) + PE\(C7Z, Y’B) - PD(C,Za)(?A) = O (2'1)

Izraz s lijeve strane ove jednakosti je polinom i ne ovisi o toénom poloZaju tocaka jer
nam je zapravo samo bitno da su svi mnogokuti pozitivno orijentirani, odnosno da im je
obilazak vrhova u slijedu suprotnom od smjera kazaljke na satu i da se vanjski Cetverokut
moze rastaviti na unutarnje likove. Stoga, prema tvrdnji 3, ova formula mora vrijediti za
proizvoljne polozaje Sest toCaka, pa ¢ak 1 u degeneriranim slucajevima.

Kako ova formula vrijedi za proizvoljne tocke uzmimo sada Sest toCaka Papusovog
teorema prikazanog na slici desno. Trojke tocaka (A, B, C) i (X, ¥, Z) su prema teoremu
[2.1.T]kolinearne pa interpretiramo li te pretpostavke preko povrsina prema tvrdnji 1 vrijedi:

PA(Aa C7 B) = 09

P,(X,Y,Z) = 0.
U teoremu smo pretpostavili 1 da su pravci AY 1 XB te pravci BZ 1 YC paralelni, pa inter-
pretiramo li 1 te dvije pretpostavke preko povrSina prema tvrdnji 2 dobivamo:

PEI(B7 Y7XaA) = 09
P.(C,Z,Y,B) = 0.

Uvrstimo li ove povrsine u jednakost [2.1| dobivamo
Po(C,Z,X,A) = 0.

Prema tvrdnji 2 sada zakljuCujemo da vrijedi AZ || XC 1 time je teorem dokazan. O

Dokaz metodom povrSina zahtjeva dodatne tvrdnje koje smo naveli prije samog dokaza
1 nije toliko jednostavan kao prethodni dokaz, ali zbog toga ima i svoju prednost. Ovaj do-
kaz zapravo se svodi na to da ako su Cetiri povrsine iz jednakosti [2.1] jednake nuli, onda i
posljednja povrSina mora biti jednaka nuli. Teorem u ovom obliku, za razliku od prethod-
nog dokaza, vrijedi bez ikakvih ogranicenja pa €ak i u slucaju kada se tocke podudaraju

[Z].



Poglavlje 3

Projektivni dokazi Papusovog teorema

U prvom poglavlju zakljucili smo da u projektivnoj geometriji Papusov teorem postize
svoju punu opcenitost i u ovome poglavlju dokazati ¢emo Papusov teorem koristeci se samo
projektivnim konceptima kao $to su incidencija i kolinearnost. Prije samih dokaza uvest
¢emo za njih potrebnu specificnu koordinatizaciju proSirene euklidske ravnine pomocu
homogenih koordinata.

3.1 Homogene koordinate

Realna projektivna ravnina proSirenje je euklidske ravnine uvodenjem beskonacnih tocki
kao sjeciSta svakog pramena paralelnih pravaca i beskonacnog pravca na kojem leze sve
beskonacne toCke. Sve toCke projektivne ravnine mozemo prikazati kao vektore trodimen-
zionalnog prostora (izostavljajuci vektor (0,0, 0)), poznatije kao homogene koordinate, a
sada ¢emo pokazati kako uvodimo takvu koordinatizaciju.

Podsjetimo se prvo koordinatizacije euklidske ravnine pomodéu skupa R?. Tocke euk-
lidske ravnine predstavljamo vektorima (x,y) € R?, a pravce smatramo skupovima svih
tocaka (x, y) koje zadovoljavaju jednadzbu a - x + b -y + ¢ = 0. Kako pravce ne Zelimo pro-
matrati kao skupove to€aka, nego kao zasebne objekte, predstavljati éemo ih parametrima
(a,b,c). UoCimo da za A # 0 vektor (4 -a, A - b, A - c¢) predstavlja isti pravac kao i (a, b, ¢).

Smjestimo sada euklidsku ravninu H u R? tako da ne sadrZi ishodiste od R® (prikaz
vidimo na slici[3.1). Za euklidsku ravninu A prikladno je uzeti ravninu z = 1.

Svaku to¢ku projektivne ravnine identificiramo s pravcem u R? koji prolazi kroz tu
tocku 1 ishodiSte te ju moZemo predstaviti bilo kojim vektorom tog pravca razli¢itim od
nule. Ako za tocku vrijedi z # 0, taj pravac sijeCe ravninu H u jedinstvenoj tocki koju
moZzemo izracunati dijeljenjem koordinatom z. Dakle za z # O vektor (x,y, z) predstavlja
euklidsku tocku (f, %, 1). Svaki vektor oblika A(x,y, z), 4 # 0 predstavljaju istu euklidsku
tocku.

14
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R? — {(z,y,2) e R¥ | z =1}

T

Slika 3.1: Smjestanje euklidske ravnine u R? [[7]

Ako sjeciSte ravnine H 1 tog pravca ne postoji, odnosno ako je taj pravac paralelan s
ravninom H, onda ne postoji euklidska toCka koja se povezuje sa (x,y,z). U tom slucaju
vektor homogenih koordinata (x, y, z) predstavlja beskona¢nu tocku. To su tocke iz R? koje
imaju koordinatu z jednaku nuli, odnosno oblika su A(x, y,0), 4 # 0.

Pravac p u H identificiramo s ravninom u R? koja sadrZi taj pravac i ishodiste. Dakle,
pravcu p odgovara linearna jednadzba

{(x,y,2) € R3 \ {(0,0,0)}|lax + by + cz = 0}

i predstavljamo ga parametrom (a, b, c) € R? \ (0,0, 0). Interpretiramo li ovu jednadZbu u
trodimenzionalnom prostoru, vidimo da je vektor (a, b, ¢) zapravo vektor normale ravnine
koja sadrzi sve vektore (x,y,z) € R*\ (0,0, 0) koji zadovoljavaju tu jednadzbu.

Uzmemo li to¢ku ovog pravca sa homogenim koordinatama (x, y, 1) ovaj oblik degene-
rira u euklidsku verziju. PresijeCemo li ovu ravninu s naSom ravninom H, dobivamo pravac
u euklidskoj ravnini koji odgovara euklidskom pravcu naSeg pravca p.

Postoji samo jedan oblik vektora kojemu ne odgovara nijedan euklidski pravac. Uz-
memo li vektor (0,0, ¢) za koji vrijedi ¢ # 0 njemu ortogonalan vektorski prostor je xy-
ravnina kroz ishodiste koja ne sijece ravninu H. Sve tocke u beskonacnost, odnosno tocke
oblika (x, y, 0), ortogonalne su na taj vektor jer vrijedi 0- x+0-y + ¢ -0 = 0. Zaklju¢ujemo
da je taj pravac incidentan sa svim tockama u beskonacnosti pa se radi o pravacu u be-
skonacnosti kojeg predstavljamo vektorom 1(0, 0, 1), 4 # O.

Dakle sve tocke i svi pravci realne projektivne ravnine mogu se prikazati vektorima u
R3 razli¢itim od nule.
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Zelimo li provjeriti jesu li neke tri to¢ke u ravnini H kolinearne provjeravamo za-
pravo jesu li odgovarajuéi pravci u R? s kojima ih identificiramo komplanarni. Potrebno je
dakle utvrditi leze li tri odgovarajuca pravca u istoj ravnini §to mozemo pomocu formule
mjeSovitog produkta.

Zakljucujemo da su to¢ke A = (x1,y1,21), B = (x2,¥2,22) 1 C = (x3,y3,23), zadane
homogenim koordinatama, kolinearne ako 1 samo ako (A X B) - C = 0, odnosno ako vrijedi:

X1 Y1 2
X2 Y2 22
X3 Y3 23

=0.

Kako u projektivnoj ravnini ne razlikujemo beskonacne od konacnih tocaka ovo vrijedi
za sve toCke projektivne ravnine.

Ovakva determinanta moZe se zapisati i na kra¢i nacin pa za tri to¢ke A, B, C projek-
tivne ravnine vrijedi:
X1 Y1 4
X2 Y2 22
X3 Y3 23

[ABC] := . (3.1

Za determinante treeg reda vrijedi sljedece svojstvo o naizmjeni¢nim predznacima [7]]:

[ABC] = [BCA] = [CAB] = —-[ACB] = —[CBA] = —[BAC] (3.2)

3.2 Dokaz - PoniStavanje determinanti

Prvi projektivni dokaz Papusovog teorema temeljit ¢e se na tvrdnji da su tri tocke A, B, C
projektivne ravnine kolinearne ako i samo ako je determinanta njihovih homogenih koor-
dinata jednaka nuli i takvu determinantu kraée zapisujemo kao [ABC].

Dokaz. Dosadasnje oznake devet toCaka Papusovog teorema u ovom dokazu ¢emo zami-
jeniti znamenkama od 1 do 9 radi lakSeg snalaZenja i boljeg razumijevanja. Prikaz konfi-
guracije s novim oznakama to¢aka moZemo vidjeti na slici[3.2]

Uz uvjet da se nikoje dvije tocke niti nikoja dva pravca ne podudaraju, koji smo imaliiu
prethodnim dokazima, u ovom dokazu nam je potreban dodatan uvjet kojim se izbjegavaju
degenerirani slucajevi. Trojka toCaka (1,4, 7) ne smije biti kolinearna.

Pretpostavimo da trojka tocaka (1,4, 7) nije kolinearna. Primijenimo li prikladnu afinu
transformaciju, koja ne utjeCe na incidenciju tocaka i pravaca, na konfiguraciju mozemo
bez smanjenja opCenitosti pretpostaviti da trojka tocaka (1,4, 7) €ini jednakostranican tro-
kut. Ravninu u kojoj se nalazi nasSa konfiguracija smjeStamo u trodimenzionalni prostor
tako da to¢kama 1, 4 1 7 odgovaraju jedini¢ni vektori (1, 0, 0), (0, 1, 0) 1 (0, 0, 1) redom.
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Slika 3.2: Konfiguracija Papusovog teorema sa tockama oznacenim znamenkama [/7]]

Konfiguracija je sada smjeStena u R? pa je svaka tocka predstavljena homogenim ko-
ordinatama. Homogene koordinate tocaka 1, 4, 7 su redom (1, 0, 0), (0, 1, 0)1 (0, 0, 1), a
koordinate preostalih to¢aka oznacili smo slovima:

1=(1,0,0),
2 =(a,b,c),
3=(,e, f),
4 =(0,1,0),
5 =(gh,D),

6 = (j;k, D),

7=1(0,0,1),
8 = (m,n,o),
9=(p.q.1).

Uvjet da se nikoje dvije tocke 1 nikoja dva pravca ne podudaraju povlaci da nijedno od
ovih slova sigurno ne moze biti jednako nuli u Sto se moZemo 1 uvjeriti na sljedeci nacin.

Trojka tocaka (3, 4, 7) ne moZe biti kolinearna jer bi se u suprotnom dva pravca ove
konfiguracije podudarala. Determinanta te trojke tocaka jednaka je a, a kako trojka tocaka
nije kolinearna znaci da njena determinanta mora biti razlicita od nule pa slijedi

a b c
010
0 0 1

a= # 0.

Dakle, a # 0. Na analogan na¢in moZemo se uvjeriti da su i ostale slovom oznacene
koordinate razli¢ite od nule.
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Zbog posebnog izbora koordinata u ovome dokazu svaka od osam pretpostavljenih koli-
nearnosti moze se prikazati kao determinanta drugog reda. Svaku od determinanti moZemo
izraCunati tako da ju razvijemo upravo po redu kojeg ¢ine koordinate jedini¢nih vektora.
Pri takvom razvoju dobivamo tri determinante drugog reda od kojih se dvije poniSte jer se
mnoZe s nulom.

100 b c a c a b
[123]=0=|a b c :O=>1-‘e ¥ -0- d f +0- J e‘:O
d e f
b ¢
= ‘=>bf—ce:0=>ce:bf
e f
Analognim postupkom dobivamo sli¢ne jednakosti 1 za preostalih sedam kolinearnosti:

[123] =0 = ce = bf
[159] =0 = ig = hr
[168] =0 = ko =1In
[249] =0 = ar=cp
[267] =0 = bj =ak
[348] =0 =fm =do

[357] =0 = dh = eg
[456] =0 = gl=ij

Pomnozimo li sada sve lijeve strane jednakosti i sve desne strane tih jednakosti dobivamo
jednakost u kojoj se odredena slova ponavljaju s obje strane. Utvrdili smo da su zbog
pocetnog uvjeta sva slova razlicita od nule, pa slova koja se ponavljaju i s lijeve i s desne
strane smijemo skratiti. Preostaje nam sljedeca jednakost:

mq = np.
1z ove jednakosti slijedi

0 0 1

m n o/=0

P qr
odnosno [789] = 0 Sto povlaci kolinearnost trojke (7, 8, 9) [7]. m|

PoniStavanje odredenih determinanti, a time 1 provedba ovoga dokaza, u potpunosti
ovisi o poCetnom izboru baze. Svaku od osam kolinearnosti mozemo prikazati kao deter-
minantu drugog reda upravo zbog nula u jedini¢énim vektorima baze. Izborom neke druge
baze nestala bi jednostavnost i simetricnost ovoga dokaza u kojemu se odredena slova po-
javljuju s obje strane konacne jednakosti.
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3.3 Dokaz - Grassmann-Pliicker relacije

Za razliku od prethodnog dokaza u kojem su poniStavanja determinanti u potpunosti ovisila
o izboru baze, u sljedeCem dokazu koristit cemo se samo osnovnim svojstvima determi-
nanti i na taj nacin izbjeci koriStenje koordinata tocaka.

Iako je ovaj dokaz slican dokazu poniStavanjem determinanti, za njegovu provedbu nije
nam potreban poseban izbor baze jer ¢emo raditi iskljucivo sa determinantama.

Osnova ovoga dokaza je Grassmann-Pliicker relacija prema kojoj za pet proizvoljnih
toaka A, B,C, D, E u projektivnoj ravnini vrijedi sljedeca relacija izmedu determinanti
njihovih homogenih koordinata:

[ABC][ADE] - [ABD][ACE] + [ABE][ACD] = 0.

Ovaj identitet koji ima veliku vaznost za projektivnu geometriju u ovom dokazu koris-
timo ¢emo samo kao algebarsku tvrdnju, a viSe o Grassmann-Pliicker relacijama moguce
je pronaci u [7].

Dokaz. Kao 1 u prethodnom dokazu dosadaSnje oznake devet toCaka Papusovog teorema

zamijeniti ¢emo znamenkama od 1 do 9 radi lakSeg snalaZenja i1 boljeg razumijevanja.

Pretpostavimo ponovno da trojka tocaka (1, 4, 7) nije kolinearna. Zajedno s ovom pretpos-

tavkom koristit ¢emo se i pretpostavkom teorema da je trojka tocaka (1, 2, 3) kolinearna.
Za ovih pet toCaka vrijedi sljedeca Grassmann-Pliicker relacija

[147][123] — [142][173] + [143][172] = 0.

Kolinearnost trojke (1, 2, 3) ekvivalenta je tvrdnji [123] = 0. Uzmemo li tu tvrdnju zajedno
s prethodnom relacijom dobivamo

[142][173] = [143][172].

Analogno, za svaku od osam kolinearnosti pretpostavljenih teoremom moZemo dobiti
sli¢nu jednakost:

[147][123] - [142][173] + [143][172] =0 A [123]=0 = [142][173] = [143][172]
[147][159] - [145][179] + [149][175] =0 A [159] =0 = [145][179] = [149][175]
[147][186] — [148][176] + [146][178] =0 A [186] =0 = [148][176] = [146][178]
[471][456] — [475][416] + [476][415] =0 A [456] =0 = [475][416] = [476][415]
[471][483] — [478][413] + [473][418] =0 A [483]=0 = [478][413] = [473][418]
[471][429] — [472][419] + [479][412] =0 A [429] =0 = [472][419] = [479][412]
[714][726] — [712][746] + [716][742] =0 A [726] =0 = [712][746] = [716][742]
[7141[753] - [715][743] + [713][745] =0 A [753]=0 = [715][743] = [713][745]
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Kao i u prethodnom dokazu pomnozit ¢emo sve lijeve strane i sve desne strane dobive-
nih jednakosti. UoCavamo da se odredene determinante pojavljuju s obje strane jednakosti
uzmemo li u obzir svojstvo determinanti[3.2] Zbog uvjeta da se nikoja dva pravca i nikoje
dvije tocke ne smiju podudarati sve determinante su razliite od nule pa smijemo skratiti
¢lanove koji se pojavljuju na obje strane dobivene jednakosti pri tome pazeci na predznake
prema svojstvu Preostaje nam sljedeca jednakost

[179][478] = —[178][479]
Sto je zbog svojstva determinanti [3.2| ekvivalentno jednakosti
[718][749] = [719][748].
Sljede¢a Grassmann-Pliicker relacija
[714][789] — [718][749] + [719][748] = O
zajedno s prethodnom jednakosti povlaci da je
[714][789] = 0.

Na pocetku smo pretpostavili da tocke 1, 4 1 7 nisu kolinearne, dakle determinanta njihovih
homogenih koordinata je razli¢ita od nula iz ¢ega slijedi [789] = 0. Tvrdnja [789] = 0
ekvivalenta je tvrdnji da je trojka (7, 8, 9) kolinearna. O



Poglavlje 4

Konike i varijacije Papusovog teorema

Konike ili krivulje drugog reda koncept su projektivne geometrije najsli¢niji kruznici u
euklidskoj geometriji. U ovom poglavlju ¢emo ih definirati 1 navesti neka njihova svojstva
potrebna za dokaz dviju poznatih varijacija Papusovog teorema.

4.1 Konike u projektivnoj geometriji

Konike ili krivulje drugog reda poznavali su joS i stari narodi pa se u upotrebi mogu pronaci
razlicite definicije, dok je za nazive elipsa, hiperbola i parabola zasluZan Apolonije iz
Perge. Starogrc¢ki matematicari definiraju ih kao presjeke stoSca ravninom odakle potice
hrvatski naziv cunjosjeCnice. U srednjim Skolama konike se definiraju kao geometrijska
mjesta to¢aka koje zadovoljavaju izvjesna svojstva o ¢emu viSe mozemo pronaci u [|8].

U projektivnoj geometriji elipsa, hiperbola 1 parabola se ne razlikuju ve¢ se promatraju
zajednicki kao konike, a njihova definicija [8] glasi:

Definicija 4.1.1. Skup svih tocaka projektivne ravnine cije koordinate (x, y, z) zadovolja-
vaju (homogenu) jednadZbu drugog reda

aooX” + any’ + anz® + 2ap Xy + 2apxz7 + 2a1,yz = 0 4.1)
nazivamo konikama ili krivuljama drugog reda.
Prethodni izraz moZemo zapisati i u matri¢nom obliku:
X"AX =0

gdje je X jednostupCana koordinatna matrica, a A = (a;;) simetricna matrica treceg reda
(odnosno matrica identi¢na sa svojom transponiranom matricom) [8]].

21
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Ukoliko je matrica A regularna tada govorimo o nedegeneriranim konikama. U ovom
radu nama ¢e biti posebno zanimljivo promatrati degenerirane konike, odnosno konike koje
se mogu rastaviti na dva pravca.

Preimenujemo li parametre u jednadzbi {.1.1] i ubacimo li faktor 2 unutar parametra
dobivamo sljedecu kvadratnu jednadZbu koja definira koniku:

ax®> + by’ + ¢z +dxy +exz+ fyz=0 4.2)
Konika moZe degenerirati u dva pravca kada se jednadzba
ax’ + by2 +c? + dxy + exz+ fyz
moze faktorizirati na dvije linearne komponente
ax* + by* + ¢z + dxy + exz + fyz = (@1 x + B1y + y12) - (@2 X + By + 722).

Konika se tako raspala u dvije nedegenerirane krivulje takve da je njihov zbroj redova
jednak redu degenerirane krivulje. Drugim rije¢ima, konika se raspala na dva pravca od
kojih je svaki odreden linearnom jednadZbom jednog od faktora. Pri tome moramo paziti
na to da ova dva faktora mogu biti jednaka odnosno da se pravci mogu podudarati.

U projektivnoj ravnini postoji samo jedna vrsta konika, a podjela na elipse, parabole
1 hiperbole moguca je samo ako promatramo presjek konike 1 beskonacno dalekog pravca
l». Ako sjeciSte ne postoji, odnosno konika ne sadrzi tocke u beskonacnosti, radi se o
elipsi, ako postoje dva sjeciSta konika je hiperbola (ima dvije tocke u beskonacnosti koje
odgovaraju dvjema asimptotama) i ako postoji samo jedno sjeciSte, odnosno konika sadrzi
jednu tocku u beskonacnosti, onda je parabola [7]].

Pet toCaka projektivne ravnine odreduje jedinstvenu koniku koja prolazi kroz svaku od
njih, a kako bi provjerili lezi li nekih 6 tocaka na istoj konici moZemo se koristiti sljedecim
teoremom:

Teorem 4.1.2. Sest tocaka A, B,C,X,Y,Z pripadaju istoj konici ako i samo ako medu de-
terminantama homogenih koordinata vrijedi sljedece:

[ABCI[AYZ][XBZ][XYC] = [XYZ][XBC][AYC][ABZ].

MoZemo uoditi simetri¢nost ove jednakosti jer svaka zagrada s lijeve strane jednakosti
ima svoj komplement (zagradu koja se sastoji od preostala tri slova) s druge strane jed-
nakosti. Dokaz ovog teorema moguce je pronaéi u [7], a u ovom radu koristiti éemo tu
karakterizaciju kako bi dokazali prvu varijaciju Papusovog teorema.
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4.2 Varijacija 1: Pascalov teorem

Prva od tri varijacije Papusovog teorema koju ¢emo iskazati i dokazati u ovome radu je
teorem francuskog matematicara Blaisea Pascala poznatiji pod nazivom Pascalov teorem.

Teorem 4.2.1 (Varijacija 1: Pascalov teorem). Neka su A, B, C, X, Y, Z Sest tocaka na
konici. Ako pravci AY, BZ, CX sijeku pravce BX, CY, AZ redom, onda su tri tocke sjecista
kolinearne.

Slika 4.1: Primjeri Pascalovog teorema [/]]

Primjere Pascalovog teorema moZemo vidjeti na slici@.1] Ovaj teorem Pascal je otkrio
kao Sesnaestogodisnjak 1640. godine i, iako je otkriven 1300 godina nakon Papusovog te-
orema, on je njegova ocita generalizacija. Primijenimo li Pascalov teorem na degeneriranu
koniku koja se sastoji samo od dva pravca dobivamo upravo Papusov teorem.

Pascalov dokaz ovog teorema vidio je i pohvalio G.W.Leibniz kada je posjetio Pariz,
no kasnije je bio izgubljen. Sve $to je ostalo od njegovog rada u vezi teorema ukljucujuéi
njegov iskaz kratak je Essay pour les coniques (1640.) [2]]. Pri dokazu teorema.2.T|koris-
tit emo se sliénim zaklju€cima o poniStavanju determinanti koriste¢i Grassmann- Pliicker
relacije koje smo koristili i u ¢etvrtom dokazu danom u treem poglavlju te teoremom4.1.2
[7]. Na slici 4.2\ nalaze se dva primjera Pascalovog teorema s oznakama koje ¢emo koristiti
u dokazu. Na prvom primjeru konika je elipsa dok je u drugom konika hiperbola.

Dokaz. Pretpostavimo da se nikoje dvije toCke i nikoja dva pravca teorema ne podudaraju.
Oznacavanje koje ¢emo koristiti u dokazu prikazano je na slici 4.2
Tocke 1, 2, 3,4, 516 leze na konici pa prema teoremu 4.1.2| vrijedi

[125][136][426][435] = +[436][425][135][126]
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Slika 4.2: Primjer Pascalovog teorema s elipsom (lijevo) i hiperbolom (desno) [//]]

odnosno primijenimo li svojstvo [3.2] determinanti
[125][136][246][345] = +[126][135][245][346]. 4.3)

Sest pretpostavljenih kolinearnosti teorema zajedno sa odgovaraju¢im Grassmann-Pliicker
relacijama povlaci sljedecih Sest jednakosti (uz primjenu svojstva determinanti [3.2)):

[159] =0 A [S597][512] — [591][572] + [592][571] =0 = [157][259] = —[125][597]
[168] =0 A [612][683] — [618][623] + [613][628] =0 = [126][368] = +[136][268]
[249] = 0 A [245][297] — [249][257] + [247][259] =0 = [245][297] = —[247][259]
[267] =0 A [246][287] — [248][267] + [247][268] =0 = [247][268] = —[246][287]
[348] =0 A [346][358] — [345][368] + [348][365] =0 = [346][358] = +[345][368]
[357] =0 A [587][513] — [581][573] + [583][571] =0 = [135][587] = —[157][358]

PomnoZimo 1i prethodno dobivenim jednakostima (ukljucujudi i jednakost 4.3)) sve iz-
raze s lijeve strane 1 sve izraze s desne strane te poniStimo sve determinante koje se pojav-
ljuju na obje strane preostaje nam izraz

[287][597] = +[297][587].
Uzmemo li tu jednakost zajedno sa sljede¢om Grassmann-Pliicker relacijom
[728][759] — [725][789] + [729][785] = O

odnosno sa
[287][597] — [257]1789] — [297][587] = 0O

dobivamo
[257][789] = O.

Uz pretpostavku [257] # O prethodna jednakost povlaci kolinearnost trojke (7, 8, 9). i
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Pascalov teorem Cesto mozemo pronaci i u sljedecoj verziji:

Teorem 4.2.2. Ako je Sesterovrh upisan u koniku u projektivnoj ravnini, onda su sjecista
triju parova nasuprotnih stranica kolinearne tocke.

Posaljemo 1i pravac na kojem leZe tri kolinearne tocke u beskonanost dobivamo za-
nimljivu euklidsku verziju ovog teorema koja glasi:

Teorem 4.2.3. Ako je Sesterokut upisan u koniku i ako su dva para suprotnih stranica
paralelna, onda je i treci par paralelan.

Iz Pascalovog teorema mozemo dobiti i ograni¢ene slucajeve koji ukljucuju tangente.
Pretpostavimo da konika ima fiksnu poziciju 1 neka se neke dvije tocke Pascalovog teorema
povezane spojnicom kontinuirano priblizavaju jedna drugoj dok se ne podudare. Spojnica
tih tocaka tada postaje tangenta na koniku u tocki podudaranja i tako dobivamo ogranicen
sluc¢aj ovoga teorema [7]].

Na slici [4.3| prikazane su tri degenerirane verzije Pascalovog teorema pri ¢emu je prva
najmanje degenerirani slucaj, dok je posljednja slucaj koji je najviSe degeneriran.

Slika 4.3: Tri degenerirane verzije Pascalovog teorema [7]]

U prvom primjeru slike oznacavanje je jednako onome na slici pri ¢emu nova
oznaka 15 oznacava da se tocke 1 i 5 podudaraju. Tada spojnica toCaka 1 i 5 postaje
tangenta u tocki 15. Protumacimo li ovu konstrukciju u obrnutom smjeru dobit ¢emo
tvrdnju koja je jedna od glavnih primjena ovoga teorema, a bila je poznata joS Pascalu.
Ako su dani konika C 1 na njoj tocka 15 moguce je konstruirati tangentu u 15 tako da
odaberemo proizvoljne tocke 2, 3, 4, 6 na C, konstuiramo spojnice i sjeciSta dana kao na
slici i dobijemo tocku 9, koja je druga tocka traZene tangente.

Drugi primjer na slici [4.3| prikaz je situacije kao i u prvom primjeru, ali se ovdje tocka
15 nalazi u beskonacnosti §to povlaci da se i odgovarajuéa tangenta nalazi u beskonac¢nosti.
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Konika tako postaje parabola, a druga dva pravca koja prolaze toc¢kom 15 postaju paralelna
s osi simetrije te parabole. Teorem tada glasi:

Teorem 4.2.4. Neka su A, B, C, D tocke na paraboli. Ako dva pravca kroz C i D, koja su
paralelna osi simetrije te parabole, presjeCemo s AD i BC redom, tada je spojnica ta dva
sjecista paralelna sa spojnicom tocaka A i B.

Posljednji primjer na slici |4.3[ima samo tri tocke pa je primjer najvece degeneriranosti
od svih na slici prikazanih:

Teorem 4.2.5. Neka je trokut upisan u koniku. Ako tangente povucene u vrhovima trokuta
presjecemo sa nasuprotnim stranicama trokuta dobivamo tri sjecista koja su kolinearna.

4.3 Varijacija 2: Chayley-Bacharach-Chasles teorem

Utvrdili smo da Pascalov teorem moZemo gledati kao generalizaciju Papusovog teorema,
ali isto tako Pascalov teorem mozemo smatrati izvedenim iz Papusovog teorema ako dva
pravca koja nemaju zajednicku to¢ku konfiguracije smatramo (degeneriranom) konikom.
Primijenimo li isti postupak joS dva puta dobit ¢emo teorem sa tri konike i tri pravca.

Na slici #.4] vidimo dva nacina na koja se tri para pravaca Papusovog teorema mogu
spojiti u tri konike. Razlika je lako uocljiva jer se u prvom primjeru sva tri pravca sijeku,
dok se u drugom sijeku samo dva, ali za obje dobivene konfiguracije teorem i dalje vrijedi.

Slika 4.4: Generalizacije Pascalovog teorema [7]]

Oba ova teorema posljedice su teorema poznatijeg pod nazivom Chayley-Bacharach-
Chasles teorem. Taj teorem druga je varijacija Papusovog teorema u ovome radu, a na-
zvan je po trojici matematicara koji su ga otkrili. Prva osoba koja ga je otkrila u njegovoj
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opcenitijoj verziji bio je francuski matemati¢ar Michel Floréal Chasles. Iako je Chasles
vjerovatno prvi otkrio ovaj teorem on se pripisuje dvojici matematicara Arthuru Cayleyu i
Isaaku Bacharachu koji su sli¢ne rezultate objavili nakon Chaslesa [7].

Teorem 4.3.1 (Varijacija 2: Cayley-Bacharach-Chasles teorem). Neka su A i B dvije krivu-
lje treceg reda koje se sijeku u tocno devet razlicitih tocaka. Ako je Sest od tih devet tocaka
na konici, onda su preostale tri tocke kolinearne.

Slika 4.5: Primjer Cayley-Bacharach-Chasles teorema (lijevo) i Papusovog teorema kao
njegove direktne posljedice (desno) [7]

Na slici [4.3]lijevo mozemo vidjeti primjer teorema[4.3.1] Dokaz ovog teorema temelji
se na Bezoutovom teoremu pomocu kojega mozZemo odrediti broj sjeciSta dviju algebarskih
krivulja. Prije samog dokaza teorema [4.3.1| definirat éemo algebarsku krivulju i dati iskaz
Bezoutovog teorema kojim ¢emo se koristiti pri dokazu.

Definicija 4.3.2. Algebarska krivulja reda d u projektivnoj ravnini skup je nultocaka ho-
mogenog polinoma stupnja d [7].

Teorem 4.3.3 (Bezoutov teorem). Ako se algebarska krivulja stupnja n i algebarska kri-
vulja stupnja m sijeku, onda je broj sjecista ili konacan i nije veci od n - m ili se krivulje
sijeku u beskonacno mnogo tocaka i dijele komponentu [7].

Nakon iskaza ovog teorema prelazimo na dokaz Chayley-Bacharach-Chasles teorema
u kojem Bezoutov teorem ima klju¢nu ulogu.
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Dokaz. Neka su A i B dvije krivulje 1 neka su ps(x,y,z) 1 pg(x,y,z) njihovi odgovarajuci
homogeni polinomi treéeg stupnja.

Prema pretpostavci teorema krivulje A i B sijeku se u tocno devet to¢aka. Nazovimo ih
1,...,9. Pretpostavimo da su tocke 1, ..., 6 na konici C sa odgovaraju¢im polinomom p¢
1 dokazat ¢emo da su preostale tri tocke, odnosno tocke 7, 8 19, kolinearne.

Promotrimo linearnu kombinaciju p, = ps + p - pp dva polinoma za neki realni parametar
w. Polinomi py 1 pp treceg su stupnja pa je polinom p, stupnja < 3. Kako je svaka od
tocaka 1,...,9 nultocka i od p, 1 od pp to povlaci da je svaka od tih tocaka nultocka i
od linearne kombinacije ta dva polinoma. Dakle krivulja odredena polinomom p,, prolazi
kroz svi devet toCaka 1,...,9. Promotrimo sada dodatnu to¢ku g na konici C razli¢itu
od tocaka 1,...,6. Postoji parametar u takav da p, takoder prolazi kroz ¢, a dobivamo
ga rijeSavanjem linearne jednadzbe p4(q) + i - pp(q) = 0. Promotrimo li sada krivulju
Py sa tako dobivenim parametrom y ona prolazi kroz tocke 1,...,6, ali i kroz toCku g.
ZakljuCujemo da p, s konikom C ima sedam zajednickih toCaka.

Prema Bezoutovom teorem ako se konika i krivulja treCeg reda sijeku u sedam tocaka,
onda je krivulja treCeg reda degenerirana odnosno unija je te konike i pravca. Dakle p,
tada mora imati C kao jednu komponentu i vrijedi p, = pc - L pri ¢emu je L polinom prvog
stupnja.

To povlaci da se preostale tri tocke 7, 8, 9 moraju nalaziti na pravcu odredenom linearnom
jednadzbom L jer se zbog pretpostavke teorema ne mogu nalaziti na konici C. Kada bi se
te tocke nalazile na konici C to bi znacilo da krivulje A 1 B imaju koniku C kao zajednicku
komponentu odnosno da se sijeku u beskonacno mnogo tocaka §to je suprotno pretpostavci
teorema. O

Posebnost ovoga teorema njegova je vidljiva veza s prethodno iskazanim Pascalovim
teoremom kao i s glavnim teoremom ovoga rada, Papusovim teoremom.

Generalizacije Pascalovog teorema prikazane na slici 4.4 neposredne su specijalizacije
Cayley-Bacharach-Chasles teorema. Svaka od dvije krivulje treceg reda moze se rastaviti
na krivulju drugog reda (koniku) 1 krivulju prvog reda (pravac). Rastav lako uoavamo
promatrajuci boje na slici {.4] i na lijevoj slici na kojima vidimo da crvena konika i
crveni pravac ¢ine jednu krivulju treceg reda, a zelena konika i zeleni pravac ¢ine drugu
krivulju tre¢eg reda. Ostatak je direktna primjena teorema.

Papusov teorem smatramo direktnom posljedicom Cayley-Bacharach-Chasles teorema.
Pogledamo li prikaze oba teorema na slici istim je bojama jasno prikazan rastav u
kojem tri zelena pravca Papusovog teorema promatramo kao jednu krivulju treeg reda, a
tri crvena pravca kao drugu krivulju treeg reda.



Poglavlje 5

Kompleksni brojevi i kruznice

U ovom poglavlju prosirit ¢emo zakljucke iz prethodnog poglavlja i reci nesto viSe o vezi
kruZnice 1 kompleksnih brojeva koja povezuje euklidsku i projektivnu geometriju. Tu bitnu
vezu euklidske i projektivne geometrije za kraj ¢emo primijeniti i na posljednoj varijaciji
Papusovog teorema u ovome radu.

5.1 Veza kruznice i kompleksnih brojeva

U dosada$njim poglavljima promatrali smo objekte u realnom projektivhom prostoru kao
najprikladnijem za proucavanje incidencije pravaca i tocaka, konika te dvoomjera. No nje-
gova mana je nemogucnost promatranja kruznica, kutova ili udaljenosti. Kao S$to smo
euklidsku ravninu proSirili dodavanjem pravca u beskonacnosti i dobili realnu projek-
tivnu ravninu, na slican nacin euklidsku ravninu moZemo proSiriti dodavanjem tocke u
beskonacnosti oo i tako dobiti najjednostavniji sluc¢aj kompleksnog projektivnog prostora:
kompleksno projektivni pravac. Tako dobivamo primjer projektivnog prostora pogodnog za
proucavanje kruZnica kao 1 za proucavanje koncikli¢nosti 1 kutova. U ovom proSirenju euk-
lidske ravnine tockom u beskonacnosti pretpostavljamo da su pravci kruznice koje sadrze
upravo tu to¢ku odnosno pravce smatramo kruznicama beskonacnog radijusa.

Sada ¢emo vidjeti u kakvoj su vezi kruznice 1 kompleksni brojevi. Kako bi promatrali
kruznice koje su objekti euklidske geometrije ponovno moramo odrediti poloZaj pravca u
beskonacnosti /.,. Homogene koordinate moZzemo promatrati kao smjestanje euklidske rav-
nine u R? na nekoj afinoj hiperravnini. Izborom afine hiperravnine {(x, y, z)|z = 1} to¢ku sa
euklidskim koordinatama (x,y) moZemo prikazati homogenim koordinatama (x,y, 1) od-
nosno sa A(x, y, 1), za A4 # 0. Tada su toc¢ke sa koordinatama (x, y, 0) tocke u beskonacnosti.

Promotrimo sada kruznicu kao posebni oblik konike i odredimo njezinu odgovarajuéu
kvadratnu jednadzbu.

29
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U euklidskoj geometriji jednadZba kruznice zadana sa srediStem (p, ¢) 1 radijusom r
glasi:
(x=pP’+O-q=r.

ProSirimo li ju i interpretiramo u homogenim koordinatama sa z = 1 dobivamo

(x-p-2’+G-q-2*-r*-2=0
e X =2pxz+ PP+ Y - 2qyz+ ¢ -7 =0

e X +y2 —2pxz—2qyz + (p2 +q2 -2 =0

Zabolje izabrane parametre a, b, ¢ posljednja jednadzba upravo predstavlja posebnu koniku
kojoj su koeficijenti od x* i y* jednaki, a koeficijent od xy jednak je nuli i dobivamo:

X+y+a-x-z+b-y-z+c-72=0.

Iz prethodnog poglavlja znamo da realna sjeciSta s pravcem u beskonacnosti imaju
samo hiperbola 1 parabola. Zaklju€ujemo da zZelimo li presjeci kruZnicu s pravcem u be-
skonacnosti odnosno Zelimo li pronaci rjeSenja prethodne jednadzbe za z = 0 dobiti ¢emo
kompleksna rjeSenja. Tako dolazimo do zanimljive veze kruZnica i kompleksnih brojeva.

Pronadimo sada sjeciSta kruznice i pravca u beskonacnosti. Za z = 0 jednadzba
kruznice degenerira u

¥ +y*=0.

RjeSenja ove jednadZbe do na skalar su:

I = (17i’0)’
J =(1,-i,0).

Tocke I 1 J kompleksne su tocke kojima je koordinata z jednaka nuli Sto povlaci da se
radi o toCkama na pravcu u beskonacnosti. Kako su ove dvije tocke razliite mozemo reci
da I i J odreduju pravac /.

Tocke I 1 J dvije su posebne tocke ¢ijim uvodenjem dobivamo moguénost izraziti euk-
lidska svojstva u projektivnoj geometriji odnosno sva euklidska svojstva mozemo izraziti
kao projektivno invarijante izraze u kojima ove dvije to¢ke imaju posebnu ulogu.

Kako smo do ovih dviju to¢aka dosli rjeSavanjem opce jednadzbe kruZnice uo¢avamo
da one ne ovise o posebnom izboru odredene kruznice. Dakle zaklju€ujemo da sve kruZnice
prolaze kroz tocke I i J, a svaka konika koja prolazi kroz toc¢ke I i J je kruznica. Ova
tvrdnja je vazna veza euklidske i projektivne geometrije koja nam omogucava da odnose
medu kruZnicama izrazimo kao relacije incidencije konika kojima pripadaju tocke I i J.
Zbog ove veze svaki se euklidski teorem o incidencijama moZe izraziti kao projektivni
teorem u kojem dvije tocke imaju ulogu tocaka / 1 J ['7]].
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Slika 5.1: Generalizacije Pascalovog teorema na kojima su dvije toCke sjecista triju konika
tocke 11 J [7]]

Sada ¢emo vidjeti kako to moZemo primijeniti kada je u pitanju Papusov teorem. Pro-
motrimo na slici [5.1] prikaze dviju generalizacija ve¢ prethodno videnih na slici .4

Sjecista triju konika na ovim slikama oznacena su bijelim toc¢kama. Pretpostavit ¢emo
da su na svakoj od slika dvije od tih tockama u kojima se konike sijeku upravo /i J, a
sve ostale tocke ostaju na svojim polozZajima. Tvrdnja da je konika koja prolazi tockama
I 1 J kruznica povlaci da konike naseg teorema postaju kruznice. Ovime dobivamo novu
interpretaciju dva teorema kao euklidskih teorema o sedam toc€aka, tri pravca i tri kruZnice
¢ije prikaze moZemo vidjeti na slici[5.2]

Slika 5.2: Euklidski teoremi o sedam tocaka, tri pravca i tri kruznice [7]]
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Lijevi prikaz na slici|5.2|tada moZe odgovarati teoremu iskazanom na sljedeci nacin:

Teorem 5.1.1. Neka su dane tri kruznice koje se medusobno sijeku u dvije tocke. Tri pravca
odredena sjecistima svakog para kruznica tada se sijeku u jednoj tocki.

Tocka sjecista triju pravaca ovoga teorema odgovara to¢ki oznacenoj znamenkom 7
polaznog teorema.

ProsSirivanje euklidske ravnine tockom co u beskonacnosti i pretpostavka da su pravci
kruZnice kojima pripada ta tocka omogucilo nam je da viSe ne moramo razlikovati pravce
i kruznice. Pravci su jednostavno kruznice beskonacnog radijusa pa nasa dva teorema tada
mozZemo iskazati kao teoreme o Sest kruZnica 1 osam toc¢aka pri c¢emu beskonacnu tocku oo
promatramo kao obi¢nu tocku. Njihove prikaze u kojima je tocka co smjeStena u euklidskoj
ravnini vidimo na slici[5.3

Slika 5.3: Teoremi u kojima je tocka oo u euklidskoj ravnini [7]]

Desni prikaz slike |5.3| posebno nam je zanimljiv jer odgovara teoremu poznatijem kao
Miquelov teorem koji je treca varijacija Papusovog teorema u ovome radu.

5.2 Varijacija 3: Miquelov teorem

Treca varijacija Papusovog teorema u ovome radu teorem je francuskog matematicara
Augustea Miquela poznatiji kao Miquelov teorem o Sest kruzZnica ¢iji prikaz moZemo vi-
djeti na slici a iskazati na sljedeéi nadin:



POGLAVLIJE 5. KOMPLEKSNI BROJEVI I KRUZNICE 33

Teorem 5.2.1 (Varijacija 3: Miquelov teorem). Neka su A, B, C, D Cetiri tocke na kruZnici.
Neka su Cy, C,, C3, Cy Cetiri kruZnice koje prolaze redom kroz parove tocaka (A, B), (B, C),
(C,D)i(D, A). Tada su cetiri sjecista kruznica C;i Ciyy za i = 1,2, 3,4 takoder konciklicna.

Slika 5.4: Miquelov teorem [7]]

Ovaj teorem moguce je dokazati ako znamo kada su Cetiri tocke konciklicne. Da bi
dosli do karakterizacije o koncikli¢nosti tocaka promotrit ¢emo oznacene kutove na slici
5.

Na slici [5.5 nalaze se dvije kruZnice na kojima leZe Cetiri tocke A, B, C, D. Na lijevoj
kruzZnici tocke C 1 D nalaze se s iste strane tetive AB, dok se na desnoj kruznici one nalaze
s razliCite strane tetive AB.

Uocavamo da su primjeri na slici slu€ajevi teorema o obodnom i srediSnjem kutu u
kojima se tetiva AB iz tocke C vidi pod kutom /ACB, a iz to¢ke D pod kutom /ADB.

Teorem 5.2.2. Sredisnji kut nad nekim lukom jednak je dvostrukom obodnom kutu nad tim
istim lukom. Drugim rijecima, obodni kut je jednak polovici pripadnog sredisnjeg kuta [6]].

Prema ovom su teoremu obodni kutovi nad istim kruZnim lukom sukladni, a obodni
kutovi nad razli¢itim lukovima iste kruZnice s istom tetivom suplementarni. Dakle kutovi
LACB i tADB u prvom su primjeru sukladni, a u drugom primjeru suplementarni i njihov
zbroj jednak je . Kutovi na slici [5.5] oznaceni su kao orijentirani pa komplementarni kut
moramo racunati s negativnim predznakom. U oba slucaja razlika kutova /ACB 1 /ADB
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Slika 5.5: Primjeri teorema o obodnom i srediSnjem kutu [/7]]

viSekratnik je od . Ako su to¢ke C i D s iste strane tetive kutovi su sukladni i razlika je
jednaka nuli, a ako su s razlicitih strana tetive razlika je r ili —m ovisno o poretku [7]]. Kao
zaklju€ak dobivamo sljedecu karakterizaciju o koncikli¢nost Cetiri tocke:

Teorem 5.2.3. Neka su cetiri tocke A, B, C, D na kruznici smjestenoj u kompleksnoj ravnini.
Razlika kutova /ACB — /ADB visekratnik je od t [[7].

Primijenimo li ovaj teorem na Sest kruZnica Miquelovog teorema lako ¢emo dokazati
teorem. No u ovom radu ¢emo ipak dokazati teorem uz pomo¢ karakterizacije koju dobi-
jemo izrazimo li odnose kutova pomoc¢u kompleksnih brojeva [7]].

Pretpostavimo da je svih osam tocaka Miquelovog teorema konacno i1 neka je njegova
slika smjeStena u ravninu kompleksnih brojeva. Neka su tocke A, B, C, D slike [5.5| kom-
pleksni brojevi. Tada na primjer A — C ¢ini kompleksni broj koji pokazuje u smjeru od C
prema A.

Kut ZACB jednak je argumentu (kutu u odnosu na realnu os) kompleksnog broja

A-0)
(B-C)

a kut ZADB jednak je argumentu kompleksnog broja

(A-D)
(B-D)
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Podijelimo li ova dva broja dobiti ¢emo razliku ta dva kuta

(A-0)
(B-0C)
(A-D)’
(B-D)

Kako je razlika dva kuta viSekratnik od 7 ovaj broj mora biti realan. Uocavamo da je

dobiveni koli¢nik jednak izrazu
(A-C)B-D)

(B-C)A-D)
kojeg nazivamo dvoomjer. Vise o dvoomjerima u projektivnoj geometriji moguce je procitati

u 5] [7).

Dakle, dobivamo sljedeéi teorem o koncikli¢nosti Cetiri tocke na kruznici:

Teorem 5.2.4. Cetiri tocke A, B,C,D u kompleksnoj ravnini konciklicne su ako i samo ako
je

A-C)B-D)

(B-C)A-D)

realan broj.
Sada uz pomoc¢ teorema mozZemo jednostavno dokazati Miquelov teorem [[7].
Dokaz. Pretpostavimo da su Cetvorke tocaka
(A,B,C,D),(A,B,E,F),(B,C,F,G),(C,D,G,H),(D,A,H,E)

koncikli¢ne. Kako bi jednostavnije pratili dokaz moZemo promotriti sliku[5.4]
Koncikli¢nost ovih ¢etvortki prema teoremu [5.2.4] povlaci da su sljede¢i dvoomjeri re-
alni brojevi:
(A-B)(C-D) (F-B)JA-E) (C-B)(F-G) (H-D)C-G) (A-D)(H-E)
(C-BYA-D)(A-BY(F-E) (F-B(C-G) (C-D)H-G) (H-D)YA-E)

Ako pomnoZimo sve prethodno dobivene dvoomjere i skratimo sve faktore koji se po-
javljuju 1 u brojniku i u nazivniku preostaje nam sljedeci izraz:
(F-G)H-E)
(H-G)(F-E)

Kako je ovaj izraz rezultat mnozZenja realnih brojeva slijedi da je i on sam realan broj.
Prema teoremu [5.2.4]tvrdnja da je ovaj izraz realan broj ekvivalenta je tvrdnji da je Cetvorka
(E, F,G, H) koncikli¢na. Dakle, tocke E, F, G, H leZze na istoj kruZnici i time je teorem
dokazan. O



Poglavlje 6

Dokaz Papusovog teorema uz pomoc
racunala

Posljednji dokaz u ovome radu dokaz je Papusovog teorema u njegovoj punoj opéenitosti
¢iji iskaz se nalazi u prvom poglavlju (teorem[I.2.T)). Na prvi pogled ovaj dokaz se mozda
¢ini jednostavan i lako izvediv, ali njegova provedba zapravo zahtjeva koriStenje nekog
racunalnog programa. Dokaz ¢e se temeljit na nacinu na koji moZemo racunati sjeciSta
pravaca i spojnice to¢aka u projektivnoj geometriji.

6.1 Spojnice tocaka i sjeciSta pravaca

Uvode¢i koordinatizaciju proSirene euklidske ravnine pomocu homogenih koordinata u
treCem poglavlju utvrdili smo da se svaka tocka (xy, x;, x,) moZe identificirati s pravcem
kroz ishodiste i tu toCku, a svaki pravac [ug, u;, ] s ravninom odredenom tim pravcem i
tockom ishodista.

Incidenciju tocke 1 pravca u projektivnoj ravnini dakle mozemo promatrati kao orto-
gonalnost vektora smjera pravca i vektora normalne ravnine. Kako su dva vektora ortogo-
nalna ako 1 samo ako je njihov skalarni produkt jednak nuli, dovoljno je izracunati njihov
skalarni produkt [Sl]. Tocka (xo, x1, x») 1 pravac [ug, Uy, u,] incidentni su ako i samo ako
vrijedi

UoXo + U1 X1 + usxp = 0. (6.1)
Sada ¢emo pokazati kako moZemo izraCunati spojnice toaka 1 sjeciSte pravaca u projek-
tivnoj ravnini.

Tocku A koja je dana koordinatnom trojkom (ay, a;, a,) oznacavat ¢emo sa A (ay, ai, a,),
a pravac p zadan koordinatnom trojkom (py, p1, p2) sa p (po, P1, P2)-

Neka su A (ag,a;,az) 1 B (by, by, by) dvije razliCite tocke naSe projektivne ravnine. Ko-
ordinate pravca [uo, u, u>] koji je incidentan s obje te tocke moraju prema[6.1] zadovolja-

36
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vati jednadzbe

Upaog + ujay + upra, = 0

l/tob() + u1by + uby, = 0.
Taj sustav od dvije homogene jednadZbe sa tri nepoznanice ima netrivijalno rjeSenje

a a

by, b,

a) do

by by

ap da

by b

Ug - UL - Uy = . .

i svaka trojka oblika uug, puy, pu, takoder je rjeSenje tog sustava. Medutim, trojke [uo, vy, u;]
1 [pug, puy, pus] (obje razlicite od (0, 0, 0)) pripadaju istoj klasi pa obje oznacavaju koordi-
nate istog pravca, spojnice to¢aka A 1 B. Kao predstavnika te klase mozemo uzeti

a ap
by b,

a dp
by by

dp a
by b

}. (6.2)

(1o, ur, uz] = [

Na temelju[6.1]i[6.2] zaklju¢ujemo da vrijedi sljedeéi teorem

Teorem 6.1.1. Jednad?bu spojnice dviju razlicitih tocaka A (ay, ay,az) i B (by, by, by) moZemo
pisati u obliku
X0 X1 X2
apg d; | = 0. (63)
by by b

Dakle spojnica dviju to¢aka moZe se racunati pomocu vektorskog produkta. Kako
svaka tocka (x, X, X») koja leZi na spojnici to¢aka A i B mora zadovoljavati [6.3] kao pos-
ljedicu ovoga teorema dobivamo uvjet kolinearnosti triju tocaka [Sl].

Korolar 6.1.2. Tri razlicite tocke A (ay, ay,as), B (by, by, b,) i C (cy, 1, c2) projektivne rav-
nine kolinearne su ako i samo ako vrijedi

ap ay a
by by by =0.
Ch C1

Kako su tocke 1 pravci u projektivnoj ravnini medusobno dualni elementi dobivamo
sli¢ne zakljucke [3]:

jednadzba sjecista dvaju razlicitih pravaca p [po, p1, p2]11 q [90, g1, 2] moZe se pisati u
obliku
Up Uy U
Po P1 D2
90 91 92

= 0. (6.4)
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Dakle, sjeciSte dva pravca takoder se moZe izraziti pomocu vektorskog produkta.
Tri pravea p [po, p1, P21, ¢ [90, g1, q2]1 1 7 [0, 71, 2] konkurentna su ako i samo ako vri-
jedi

Po D1 D2
9 q1 q2|=0.
roh N n

6.2 Dokaz - Mathematica

Za ovaj dokaz tocke Papusovog teorema ponovno ¢emo izraziti u homogenim koordina-
tama i uzet ¢emo u obzir da se svaka spojnica toc¢aka i svako sjeciste pravaca u projektivnoj
ravnini mogu izraCunati pomocu vektorskog produkta te da se kolinearnost toCaka moze
provjeriti izjednacimo li determinantu koordinata triju tocaka s nulom [7]]. Zaklju€ujemo
da uz ove dvije tvrdnje Papusov teorem moZemo konstruirati koriste¢i samo vektorske pro-
dukte, a konacnu kolinearnost to¢aka provjeriti pomocu determinante njihovih koordinata.

Slika 6.1: Konstrukcija konfiguracije Papusovog teorema [/7]]

Dokaz. Konstruirat ¢emo Papusovu konfiguraciju tako Sto ¢emo odredene pravce (koje
promatramo kao spojnice dviju tocaka) i odredene tocke (koje promatramo kao sjeciSta
dvaju pravaca) racunati pomocu vektorskog produkta. Na slici vidimo prikaz te kons-
trukcije.
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Neka su A, B, C, D, E pet proizvoljnih toCaka, a koordinate preostale Cetiri toCke kons-
trukcije, odnosno koordinate to¢aka F, G, H, I, izratunat ¢emo pomocu vektorskog pro-
dukta na sljedeci nacin.

Promotrimo i sliku [6.1] vidimo da je tocka F sjeciSte pravca AD i pravca BC. Pravac
AD spojnica je to¢aka A 1 D 1 racunamo ga pomocu vektorskog produkta A X D, a pravac
BC spojnica je tocaka B 1 C pa ga raunamo pomocu vektorskog produkta B X C. Tocku F,
koja je sjeciSte pravaca AD 1 BC, takoder moZemo izraCunati pomocu vektorskog produkta,
pa dobivamo:

F=((AXxD)x(BxC).

Na analogan nacin dobiju se i koordinate preostalih triju tocaka:

G=(AXB)X(DXE),
H=(CxD)X(BXE),
I=(AXH)X(CxG).

Kako bi dokazali da su to¢ke E, F, I kolinearne prema korolaru dovoljno je provjeriti
vrijedi li
det(E, F,I) = 0.

cross[{a_,b_,c_}, {x_,¥_,2Z_}] :={bxzZ-C*xy, —a*xZ+CxX, a*xy-b=xx};
1= {al, a2, a3};

:= {bl, b2, b3};

= {cl, c2, c3};

1= {d1, d2, d3};

:= {el, e2, e3};

cross[cross[a, d], cross[b, c]];

cross[cross[a, b], cross[d, e]];

cross[cross[c, d], cross[b, e]];

cross[cross[a, h], cross[c, g11;

M o aoan oW

Det[{e, f, i}]
0

Slika 6.2: Dokaz Papusovog teorema u programu Mathematica

Ova naizgled jednostavna tvrdnja Cija provjera se €ini iznimno izravnom ipak zahtjeva
dodatnu pomo¢ nekog racunalnog programa. Potrebno je izraCunati sve vektorske produkte
1 determinantu triju toaka zadanih na gore prikazan nacin Sto bi nas dovelo do konac¢nog
izraza koji sadrZi 15456 pribrojnika stupnja 15. Koristeéi neki racunalni program kao $to je
Mathematica, ovaj dokaz mogudée je jednostavno provesti u samo nekoliko redaka. Prikaz
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toga moZemo vidjeti na slici [6.2] na kojoj je nula u posljednjem redu rezultat raCunanja
determinante trojke (E, F, I). Na slici @ mozemo vidjeti kako bi izgledala tocka 7 §to nam
pokazuje koliko bi zapravo bilo komplicirano provesti ovaj dokaz bez racunala.

i// simplify
[(a3 (c3dl-cld3) (-b2el+ble2)+a3 (c2dl-cld2) (b3el-ble3)
' al (¢3d2-c2d3) (b3el-ble3) +al (c3dl-cld3) (-b3e2+b2e3))
((a3b1-alb3) c2 (d2el-dle2)+ (a3b2-a2b3) cl(-d2el+dle2) -
[-a2bl+alb2) c2 (d3el-dle3) + (a2bl-alb2| cl (d3e2-d2e3))
(a2 (c3dl-c1d3) (b2el-ble2)+al (c3d2-c2d3) (-b2el+ble2) .
a2 [-c2dl+cld2) (b3el-ble3) +al (c2dl-cld2) (b3e2-b2e3))
{{a3bl-alb3)c3 |-d2el+dle2) + (a3b2-a2b3] cl (d3el-dle3] -
(a2b1-a1b2) c3 (d3el-dle3) + (a3bl-alb3)cl(-d3e2+d2e3)|,
a3 (c3d2-c2d3) (-b2el+ble2] +a2 (c3d2-c2d3) [b3el-bled)
a3 (c2d1-c1d2) (b3e2-b2e3) +a2 (c3dl-cld3) (-b3e2+b2e3))
((a3bl-alb3)c2 (d2el-dle2)+ (a3b2-a2b3) cl(-d2el+dle2)«
(-a2bl+alb2) c2 (d3el-dle3) + (a2bl-alb2)cl (d3e2-d2e3)) s
(a2 (c3dl-c1d3) (b2el-ble2)+al (c3d2-c2d3) (-b2el+ble2) .
a2 (-c2dl+cld2) (b3el-ble3) +al (c2dl-cld2) (b3e2-h2e3))
{-c3 ((a3b2-a2b3) (-d2el+dle2) + (a2bl-alb2) (d3e2-d2e3)) .
2 ((-a3b2+a2b3) (d3el-dle3) + (a3bl-alb3) (d3e2-d2e3))),
[(a3bl-a1b3) c3(-d2el+dle2] + (a3b2-a2b3)cl (d3el-dle3) .
(a2bl-alb2) c3 (d3el-dle3)+ (a3bl-alb3)cl(-d3e2.d2e3))
(-a3 [(c3d2-c2d3) ([-b2el+ble2) + (c2dl-c1d2) (b3e2-b2e3)| +
a2 ((-c3d2+c2d3) (b3el-ble3)+ (c3dl-cld3) (b3e2-b2e3)))
(a3 (c3dl-c1d3) (-b2el+ble2] +a3 (c2d1-cld2] [b3el-ble3) .
al (c3d2-c2d3) (b3el-ble3) +al (c3dl-cld3) (-b3e2+b2e3))
{-c3 ((a3b2-a2b3) (-d2el+dle2) + (a2bl-alb2) (d3e2-d2e3)) +
2 ((-a3b2+a2b3) (d3el-dle3) + (a3bl-alb3) (d3e2-d2e3)))}

Slika 6.3: Raspis to¢ke I pomocu programa Mathematica

Zakljucujemo da ¢e konstruiranjem teorema na ovaj nacin kona¢na determinanta tocaka
E, F, I bit nula neovisno o izboru pocetnih koordinata to¢aka. Vazno je uzeti u obzir da se
nula moZe dobiti i ako se pri konstrukciji pojavi degenerirani slucaj, kao na primjer sjeciste
dvaju jednakih pravaca, Sto rezultira nulvektorom ve¢ u nekom medukoraku. No ipak
u vecini slucajeva se dobije upravo nedegenerirana konfiguracija u kojoj su tocke E, F, [
zaista kolinearne. ]
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Sazetak

Papusov teorem je jednostavan, ali u isto vrijeme jako bitan i koristan teorem pripisan
Papusu iz Aleksandrije, posljednjem velikom matemati¢aru Aleksandrijske Skole. Ovaj
teorem pravilno iskazan sastoji se od samo devet toCaka i devet pravaca i smatra se jednim
od prvih velikih teorema projektivne geometrije.

Fokus ovoga rada dokazi su Papusovog teorema u namjeri prezentiranja raznih metoda
i razlika medu njima, istodobno prikazujuci njegove generalizacije i1 varijacije.

U ovome radu naglasit ¢emo posebnosti ovoga teorema koji svoju punu opéenitost ima
u projektivnoj geometriji. Iskazat ¢emo i na dva nacina dokazati jednu njegovu euklidsku
varijaciju koja je zapravo specijalizacija Papusovog teorema kada se Papusov pravac nalazi
u beskonacnosti. Papus je originalno dokazao ovaj teorem primjenom euklidskih metoda,
ali u ovome radu ¢emo takoder dati i dva projektivna nacina kako ga dokazati koristeci
homogene koordinate.

Istaknuti ¢emo i tri varijacije Papusovog teorema: Pascalov teorem, Chayley-Bacharach-
Chasles teorem 1 Miquelov teorem. Svaki od ovih teorema ¢emo iskazati 1 dokazati te
objasniti u kakvoj je vezi s Papusovim teoremom.

Rad ¢emo zavrsiti algebarskim dokazom Papusovog teorem u njegovoj punoj opéenitosti
tako Sto éemo Papusov teorem izraziti pomocu vektorskih produkata i determinante. U tom
na prvi pogled jednostavnom dokazu nuzna je upotreba racunalnog programa.



Summary

Pappus’s Theorem is simple yet very important and useful theorem contributed to Pappus
of Alexandria, the last great mathematician of the Alexandrian School. The statement
of this theorem, when properly stated, consists only of nine point and nine lines and we
consider it one of the first great theorems of projective geometry.

This thesis focuses on proofs of Pappus’s Theorem with intention of giving variety of
methods and discussing differences between them while also presenting his generalizations
and variations.

In this thesis, we will emphasize special properties of this theorem which attains its
full generality in projective geometry. We will state one of his Euclidean versions which is
actually the specialization of the Pappus’s theorem when Pappus’s line is send to infinity.
Pappus originally proved this theorem using Euclidean methods but in this thesis we will
also describe two projective ways how to prove it using homogeneous coordinates.

We will also present three variations of Pappus’s Theorem: Pascal’s Theorem, Chayley-
Bacharach-Chasles Theorem and Miquel’s Theorem. We will state and prove each of these
theorems and explain what connections do they have with Pappus’s Theorem.

We will end this thesis with algebraic proof of Pappus’s Theorem in its full generality
by expressing the statements of Pappus’s Theorem using cross-products and a determinant.
At first that proof seems to be very simple but the help of the computer program is essential
here.
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