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Sazetak

U ovoj doktorskoj disertaciji ispitana je struktura neunitarnog i unitarnog duala p-adske
grupe SO(7) s nosa¢em na minimalnoj parabolickoj podgrupi. Pri pronalasku unitarnog
duala koristen je vanjski pristup, koji je temeljni pristup za ostvarivanje opisa unitarnog
duala, a koji se sastoji od dva osnovna koraka: potpuni opis neunitarnog duala te izdvajanje
klasa unitarizabilnih reprezentacija medu dobivenim ireducibilnim subkvocijentima.

Najprije je dana klasifikacija temperiranih reprezentacija grupe SO(7, F') koja je nuzna
za odredivanje neunitarnog, pa onda i unitarnog duala grupe. Nakon toga je pomoc¢u Lan-
glandsove klasifikacije i klasifikacije temperiranih reprezentacija odgovaraju¢ih neparnih
specijalnih ortogonalnih grupa odreden neunitarni dual p-adske grupe SO(7) s nosac¢em
na minimalnoj parabolickoj podgrupi.

Kao zadnji korak napravljena je identifikacija klasa unitarizabilnih reprezentacija unu-
tar neunitarnog duala, odnosno odreden je unitarni dual p-adske grupe SO(7) s nosac¢em
na minimalnoj parabolickoj podgrupi. Pri tome je prvenstveno iskoristen rezultat Tadica
o unitarizabilnosti reprezentacija p-adskih klasiénih grupa generaliziranog ranga tri, kao i

unitarni dual p-adske opée linearne grupe te p-adske grupe SO(5).

Kljucne rijeci: teorija reprezentacija p-adskih grupa; temperirane reprezentacije;

neunitarni dual; unitarni dual; p-adska grupa SO(7)
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Summary

In this doctoral thesis the nonunitary and unitary dual of p-adic group SO(7) with support
on minimal parabolic subgroup is examined. In finding the unitary dual the external
approach is used, which represents the basic approach for determining the unitary dual,
and consists of two main steps: a complete description of the nonunitary dual and the
extraction of the classes of unitarizable representations among the obtained irreducible
subquotients.

Firstly, the classification of temepered representations of the group SO(7, F) is given,
which is neccesarry for determining the nonunitary, and later the unitary dual of the group.
After that, the nonunitary dual of p-adic group SO(7) with support on minimal parabo-
lic subgroup is determined using Langlands classification and classification of tempered
representations of appropriate odd special orthogonal groups.

As the last step, the identification of the unitarizable representation classes in the
nonunitary dual has been achieved, that is the unitary dual of p-adic groups SO(7) with
support on minimal parabolic subgroup is determined. In doing so, Tadi¢’s result regarding
the unitarizability of representations in p-adic classical groups of generalized rank three,
as well as the unitary dual of p-adic general linear groups and p-adic group SO(5) are

primarily used.

Keywords: representation theory of p-adic groups; tempered representations; nonu-

nitary dual; unitary dual; p-adic group SO(7)



Summary

vi



Extended Summary

Unitary dual determination problem of a reductive algebraic group over a local nonarc-
himedean field is one of the most important problems in representation theory. Unitary
dual of general linear group of arbitrary rank over local nonarchimedean field was found
by Tadi¢. In that work an external approach to determining of the unitary dual is used,
in which the first step is to give a complete description of the nonunitary dual using
Langlands classification. The second step is to find classes of unitarizable representations
among irreducible subquotients.

Since then, unitary duals of some groups of rank two were found, but not much is
known about the solution of the unitarizability problem for classical groups in the general
case. As the natural next step leading towards the solution of this problem, that would
provide deeper insight into the wanted structure, studying induced representations of
classical groups of rank three is imposed. In that way, apart from enabling the study of
induced representations of groups of small rank, one could also get a better insight into
the structure of the unitary dual in the general case.

In this doctoral thesis the unitary dual of p-adic group SO(7) with support on minimal
parabolic subgroup is determined. In finding the unitary dual, the aforementioned external
approach is used, which is the basic approach in determining the unitary dual.

Firstly, the classification of temepered representations of group SO(7, F') is given, which
is necessary for finding the nonunitary, and later the unitary dual of the group. After that,
the nonunitary dual of p-adic group SO(7) with support on minimal parabolic subgroup
is determined using Langlands classification and classification of tempered representations
of appropriate odd special orthogonal groups. The results are divided by the number of
selfcontragradient characters that occur in the induced representation of the p-adic group
SO(7). In the case where all three characters that occur in the induced representation
are selfcontragradient, the results are further divided by the number of % that occur in
the exponents. All irreducible subquotients in those cases are given in theorems 4.3,
4.4, 4.5 and 4.6. If there are exactly two selfcontragradient characters in the induced
representation, then the results are further divided into two cases, depending on the
exponent with the character that is not selfcontragradient. More precisely, depending on
whether that exponent is greater than 0 or is it equal to 0. All irreducible subquotients in

those two cases are given in theorems 4.8 and 4.10, respectively. Then all the remaining
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Extended Summary

irreducible subquotients are found, that is irreducible subquotiens in the cases where there
is exactly one selfcontragradient character in the induced representation, and they are
given in the theorem 4.11, or there aren’t any selfcontragradient characters in the induced
representation, and they are given in the theorem 4.12.

In order to get the complete description of the unitary dual of the p-adic group SO(7)
with the support on the minimal parabolic subgroup, identification of unitarizable classes
has been done. That has been achieved using primarily Tadi¢’s result about unitarizability
of the representations of p-adic groups of generalized rank three, and also unitary dual of p-
adic general linear groups and p-adic group SO(5). The results are, as with the nonunitary
dual, divided by the number of selfcontragradient characters that occur in the induced
representation of the group SO(7, F'), and are also, in this chapter, further divided by the
number of isomorphic characters. In the case of three selfcontragradient characters the
additional division that depends on the number of % that ocurr in the exponents is made.
All irreducible unitarizable subquotients of the corresponding induced representations of
group SO(7, F) are given in theorems 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 and
5.14. After that, all irreducible unitarizable subquotients of the induced representations of
group SO(7, F') in which there are exactly two selfcontragradient characters are found and
they are given in theorems 5.17 and 5.18. All irreducible unitarizable subquotiens of the
induced representations of group SO(7, F') in which there is exactly one selfcontragradient
character are given in theorems 5.19 and 5.20. At the end, all irreducible unitarizable
subquotients of the induced representations of group SO(7, F') in which there aren’t any

selfcontragradient characters are given in theorems 5.21, 5.22 and 5.23.
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Uvod

Problem odredivanja unitarnog duala reduktivne algebarske grupe G nad lokalnim near-
himedskim poljem F' predstavlja jedan od fundamentalnih aspekata teorije reprezentacija
u zadnjih nekoliko desetlje¢a. Radi se o problemu od iznimne vaznosti, kako u klasi¢noj
harmonijskoj analizi na reduktivnim grupama, tako i u modernoj teoriji brojeva te su raz-
licite instance ovog i vezanih problema stalan predmet proucavanja na brojnim istaknutim
centrima svjetske matematike.

Oznadimo s G skup svih ireducibilnih glatkih reprezentacija reduktivne p-adske grupe
G,as G podskup svih unitarizabilnih klasa. Tada se G naziva neunitarnim dualom od G,
a G unitarnim dualom od G. Problem odredivanja unitarnog duala problem je odredivanja
podskupa

~

G

od G.

Potpuni opis unitarnog duala p-adske opce linearne grupe proizvoljnog ranga ostvaren
je radom Tadiéa u [47] prije tridesetak godina. U tom je radu inicijalno iskoristen i
jedan od temeljnih pristupa za ostvarivanje opisa unitarnog duala, koji je kasnije nazvan

vanjskim pristupom u [49]. Ovaj se pristup sastoji od dva osnovna koraka:

1. Dolazi se do eksplicitnog opisa neunitarnog duala, obi¢no temeljenog na Langland-

sovoj klasifikaciji.

2. Iz dobivenog se opisa nastoje izdvojiti klase unitarizabilnih reprezentacija koristeci
njihova svojstva, odnosno identificiraju se klase ireducibilnih unitarizabilnih reprezen-
tacija iz dobivenih ireducibilnih subkvocijenata. Na taj se nacin najprije ostvaruju

elementi unitarnog duala, nakon ¢ega se pokazuje i potpunost dobivenog opisa.

Do sada se ovaj pristup nije uspio u potpunosti iskoristiti za klasifikaciju unitarnog
duala drugih klasi¢nih grupa nad nearhimedskim lokalnim poljima, ¢ija se teorija repre-
zentacija pokazuje daleko slozenijom, osim u nekoliko slucajeva grupa ranga dva, poput
grupe Sp(4, F') u [41], grupe U(2,2) u [24], grupe SO(5, F') u [26], grupe G2 u [35], te
hermitske kvaternionske grupe ranga dva u [14]. Tako se ne zna mnogo o rjeSenju problema
unitarizabilnosti za klasi¢ne grupe u opé¢em slucaju, za neke je bitne podklase unitariza-

bilnih reprezentacija napravljena eksplicitna klasifikacija, poput generickih reprezentacija
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u [25] i sfericnih reprezentacija u [39].

Osim sto pristup proucavanja induciranih reprezentacija grupa malog ranga omogucuje
direktno razmatranja svih ukljuc¢enih slucajeva induciranih reprezentacija, moze pruziti i
dobar uvid u strukturu unitarnog duala u op¢em slucaju. Tako se kao prirodan sljede¢i
korak, koji bi trebao sluziti za dobivanje dubljeg uvida u Zeljenu strukturu, namece

proucavanje induciranih reprezentacija klasi¢ne grupe ranga tri.

U ovoj ¢emo doktorskoj disertaciji ispitati strukturu neunitarnog i unitarnog duala p-
adske grupe SO(7) s nosa¢em na minimalnoj parabolickoj podgrupi, odnosno odredit ¢emo
skup ireducibilnih unitarizabilnih klasa reprezentacija grupe SO(7, F'). Osnovni objekt
proucavanja su nam parabolicki inducirane reprezentacije od SO(7, F'). Opéenito, neka je
a = (n1,ng, ..., ng) uredena particija od m, gdje je 0 < m < n, te neka je m; reprezentacija
grupe GL(n;, F'), za 1 < i < k, i neka je o reprezentacija grupe SO(2(n —m) + 1, F).
Tada je

M XXX 3o =dp T (mene- @ ® o)

parabolicki inducirana reprezentacija grupe SO(2n + 1, F) s
MRM - QM Q0

iz parabolicke grupe P, od G s Levijevom dekompozicijom P, = M,N,.

Pri tome ¢emo slijediti Harish-Chandrin princip odredivanja unitarnog duala, od-
nosno ranije naveden vanjski pristup. Najprije ¢emo odrediti cijeli neunitarni dual grupe
SO(7, F) koristeéi Langlandsovu klasifikaciju. Posebno, koristimo verziju Langlandsove
klasifikacije za podreprezentacije, kako je opisano u [28]. Netemperiranu reprezentaciju
m € Irr(SO(2n + 1, F)) zapisemo kao jedinstvenu ireducibilnu (Langlandsovu) podrepre-

zentaciju inducirane reprezentacije oblika
51X52><"'><5k><l’7',

gdje su 91, 0o, ..., 0 ireducibilne esencijalno kvadratno integrabilne reprezentacije takve
da je
e(d1) <e(dg) <--- <e(dg) <0,

a1 € Irr(SO(2n' 4+ 1, F)) temperirana reprezentacija. Dakle, tada pisemo

T2 L(6) X 9y X -+ X O X T).

Reducibilnost parabolic¢ki induciranih reprezentacija jedan je od najvaznijih problema
u teoriji reprezentacija reduktivnih grupa. Najvaznija primjena reducibilnosti upravo je pri
odredivanju unitarnog duala klasi¢nih p-adskih grupa. Ukoliko se parabolicki inducirana

reprezentacija reduktivne p-adske grupe reducira, onda se svi odgovarajuc¢i Jacquetovi
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moduli reduciraju, a upravo ta ¢injenica i svojstvo tranzitivnosti Jacquetovih modula
otvaraju moguc¢nost dokazivanja ireducibilnosti parabolicki induciranih reprezentacija.

Prema tome, trazenje unitarnog duala nije samo stepenica koja vodi ka opisu unitarnog
duala, ve¢ je i neunitarni dual zanimljiv sam po sebi. Naime, zanima nas je li inducirana
reprezentacija grupe ireducibilna ili se pak reducira. Nadalje, ukoliko se inducirana repre-
zentacija grupe reducira, sljedece zanimljivo pitanje je kako izgleda njezin kompozicioni
niz.

Danas se prilikom pocetnog opisa neunitarnog duala mogu koristiti i detaljno razradene
klasifikacije temperiranih reprezentacija i ireducibilnih kvadratno integrabilnih reprezen-
tacija iz [22], [33] i [58], uz od ranije poznate metode Jacquetovih modula iz [8] i [52], te
metode operatora ispreplitanja iz [43] i R-grupa iz [13]. Takoder, moze se koristiti i noviji
fundamentalan rad Arthura [1].

Temeljni korak u eksplicitnom opisu neunitarnog duala predstavlja razumijevanje
osnovnih serija grupe SO(7, F'). Poznato je iz [20] da je unitarna osnovna serija grupe
SO(2n + 1, F) ireducibilna. Ireducibilnost unitarnih osnovnih serija posljedica je teorije
R-grupa, koja je razvijena za slucaj specijalne ortogonalne grupe i simplekticke grupe
nad lokalnim nearhimedskim poljem karakteristike nula u [13]. S druge strane, nuzni i
dovoljni uvjeti za ireducibilnost neunitarnih osnovnih serija slijede iz [51], a zasnovani su
na izomorfnosti odredenih operatora ispreplitanja. Koristenjem klasifikacija temperiranih
reprezentacija, diskretnih serija te strogo pozitivnih reprezentacija, uz uvjete na kuspidalni
nosa¢ proucavane inducirane reprezentacije, dolazimo do podjele na sluc¢ajeve neunitarnih
osnovnih serija koji trebaju biti zasebno ispitani.

Na nacin zapocet u [36] te dalje razvijen u [28], koristenjem Tadi¢eve strukturne formule
iz. [52] kao posljedice Geometrijske leme Bernsteina i Zelevinskog za ra¢un Jacquetovih
modula, i Langlandsove klasifikacije, dolazimo do potpunog opisa potencijalnih ireducibil-
nih subkvocijenata u svakom od proucavanih sluc¢ajeva induciranih reprezentacija grupe
SO(7,F).

Nakon potpunog opisa neunitarnog duala p-adske grupe SO(7) s nosa¢em na mini-
malnoj parabolickoj podgrupi, unutar neunitarnog duala identificirat ¢emo klase unitari-
zabilnih reprezentacija koriste¢i prvenstveno rezultat Tadic¢a iz [59], kao i ranije dobiven
unitarni dual p-adske opcée linearne grupe i unitarni dual p-adske grupe SO(5). Tako-
der, pri ispitivanju unitarizabilnosti pojedinih ireducibilnih reprezentacija koristimo se
promatranjem komplementarnih serija i krajeva komplementarnih serija. Na taj ¢emo
nacin odrediti unitarni dual p-adske grupe SO(7) s nosa¢em na minimalnoj parabolickoj
podgrupi.

U prvom poglavlju opisujemo objekte s kojima radimo te navodimo osnovna svojstva
i ¢injenice o njima, kao i metode, koncepte i ideje koje koristimo u radu, a koji su ot-
prije poznati. Definiramo polje u kojem radimo te navodimo osnovne pojmove teorije

reprezentacija, opisujemo parabolicke podgrupe, kao i parabolicku indukciju, te osnovna
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svojstva parabolicke indukcije. Dajemo kratak pregled osnovnih klasa reprezentacija s
kojima radimo, a koje su kvadratno integrabilne, kuspidalne i temperirane reprezenta-
cije. Navodimo definiciju Jacquetovog modula i osnovna svojstva Jacquetovih modula,
opisujemo Tadi¢evu strukturnu formulu i Frobeniusov reciprocitet. Na kraju poglavlja
opisujemo Langlandsovu klasifikaciju i Casselmanov kriterij. Pri tome su parabolicke
podgrupe, parabolicka indukcija, Jacquetovi moduli i Langlandsova klasifikacija posebno
detaljno opisani za opcu linearnu grupu, kao i za neparnu specijalnu ortogonalnu grupu.

Osnovne pojmove i tvrdnje vezane uz reducibilnost, odnosno ireducibilnost parabolicki
induciranih reprezentacija navodimo u drugom poglavlju. Najprije opisujemo ulancane
segmente te kuspidalne reducibilnosti i generaliziranu Steinbergovu reprezentaciju. Nakon
toga navodimo Shahidijev rezultat o reducibilnosti u kuspidalnom sluc¢aju. Takoder,
navodimo kriterije reducibilnosti i ireducibilnosti parabolic¢ki induciranih reprezentacija,
te reducibilnost odredenih klasa parabolicki induciranih reprezentacija i neke poznate
zanimljive primjere. Navodimo definiciju R-grupe, kao i osnovne rezultate koje koristimo
u ostatku rada.

U treéem je poglavlju opisana klasifikacija temperiranih reprezentacija grupa SO(3, F')
i SO(5, F'), na temelju kojih se onda izvodi klasifikacija temperiranih reprezentacija grupe
SO(7, F), koja je takoder opisana u navedenom poglavlju.

Potpun i uniforman opis neunitarnog duala p-adske grupe SO(7) s nosacem na minimal-
noj parabolickoj podgrupi dan je u ¢etvrtom poglavlju. Najprije su opisane netemperirane
reprezentacije grupe SO(7, F') s nosa¢em na minimalnoj paraboli¢koj podgrupi, a zatim
su dokazani pomo¢ni rezultati koji ¢e biti koristeni u ostatku poglavlja. Potpoglavlja su
podijeljena prema broju kvadratnih karaktera koji se pojavljuju u induciranoj reprezenta-
ciji grupe SO(7, F'). Tako najprije pronalazimo sve ireducibilne subkvocijente inducirane
reprezentacije u kojoj su sva tri karaktera kvadratna i u tom ih slucaju dijelimo prema
broju % koje se pojavljuju u eksponentima. Svi ireducibilni subkvocijenti u tim sluc¢ajevima
dani su teoremima 4.3, 4.4, 4.5 1 4.6. Nakon toga pronalazimo ireducibilne subkvocijente
inducirane reprezentacije u kojoj su toc¢no dva karaktera kvadratna i u tom ih slucaju
dijelimo u ovisnosti je li eksponent uz nekvadratni karakter vec¢i od 0 ili je pak jednak 0.
Svi ireducibilni subkvocijenti u ta dva slucaja dani su redom teoremima 4.8 i 4.10. Zatim,
pronalazimo ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije u kojoj je tocno jedan
karakter kvadratni i oni su dani teoremom 4.11, te inducirane reprezentacije u kojoj niti
jedan karakter nije kvadratni, a oni su dani teoremom 4.12. U zadnjem potpoglavlju na-
vodimo nekoliko primjera induciranih reprezentacija grupe SO(7, F') za koje pronalazimo
ireducibilne subkvocijente koriste¢i dobivene rezultate u prethodnim potpoglavljima.

U posljednjem, petom, poglavlju pronaden je unitarni dual p-adske grupe SO(7) s
nosa¢em na minimalnoj parabolickoj podgrupi. Najprije je opisana strategija trazenja
unitarnog duala, a nakon toga je definirana Aubertina involucija i Aubertin dual, koji

su koristeni u ostatku poglavlja. Potpoglavlja su, kao u ¢etvrtom poglavlju, najprije
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podijeljena prema broju kvadratnih karaktera u induciranoj reprezentaciji grupe SO(7, F).

1
2

se pojavljuju u eksponentima i svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti odgovarajuc¢ih

U slucaju tri kvadratna karaktera napravljena je dodatna podjela prema broju 5 koje
induciranih reprezentacija grupe SO(7, F') dani su teoremima 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9,
5.10, 5.11, 5.12, 5.13 i 5.14. Nakon toga pronadeni su svi ireducibilni unitarizabilni
subkvocijenti inducirane reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj su toéno dva karaktera
kvadratna, a dani su teoremima 5.17 i 5.18. Svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti
inducirane reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj je to¢no jedan karakter kvadratni dani
su teoremima 5.19 1 5.20. Na kraju, svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane
reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj niti jedan karakter nije kvadratni dani su teoremima
5.21, 5.22 1 5.23. Posebno, unutar svakog od potpoglavlja u kojima trazimo unitarizabilne

subkvocijente rezultati su razdijeljeni i prema broju medusobno izomorfnih karaktera.
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Poglavlje 1
Reprezentacije p-adskih grupa

U ovom poglavlju navodimo osnovne pojmove vezane uz teoriju reprezentacija, kao i
osnovne metode, koncepte i ideje koje koristimo u radu. Detaljniji i Siri opis istih moguce
je pronadi u [9], [26], [49], [50], [54], [57] i drugima.

1.1 Lokalno nearhimedsko polje karakteristike 0

U ovom je radu F' lokalno nearhimedsko polje karakteristike 0, stoga uvodimo najprije
definiciju istog.

Lokalno kompaktno nediskretno polje I’ naziva se lokalno polje. Ako je ono povezano,
kazemo da je lokalno polje arhimedsko i ono je tada izomorfno ili polju R ili polju C, a
u suprotnom kazemo da je lokalno polje F' nearhimedsko. Na nearhimedskom lokalnom

polju definirana je apsolutna vrijednost koja je nearhimedska, odnosno za nju vrijedi da je
|z +y| < max{]z], [y}
Neka je p prost broj i neka su a,b, k € Z, b # 0, te neka p t ab. Polje Q, upotpunjenje

je polja Q u odnosu na apsolutnu vrijednost

a

—k
b? '

=p
P

Svako lokalno nearhimedsko polje karakteristike 0 jednako je, do na izomorfizam, nekom

kona¢nom prosirenju polja p-adskih brojeva QQ,. Dokaz te ¢injenice moze se pronaéi u [60].

1.2 Osnovni pojmovi teorije reprezentacija

Kako su reprezentacije grupa osnovni objekti koje proucavamo u ovom radu, najprije ¢emo
ih definirati.



Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

Definicija 1.1. Neka je G grupa i V' kompleksan vektorski prostor. Reprezentacija
(m, V) grupe G homomorfizam je s grupe G u grupu svih invertibilnih linearnih operatora

na V', odnosno preslikavanje

m: G — GL(V)

takvo da je
7(g192) = m(g1)7(92), za sve g1,92 € G.

Vektorski prostor V. nazivamo prostorom reprezentacije w. QObicno reprezentaciju

(7, V) oznacavamo samo s w ili, ponekad, samo s V.

Pretpostavimo da je (m, H) reprezentacija grupe G, gdje je H Hilbertov prostor. Ka-
zemo da je reprezentacija (7, H) neprekidna reprezentacija od G ako je preslikavanje s
G x H u H koje je dano s

(9,v) = m(g)v

neprekidno. Ako je zatvoreni potprostor H' od H w-invarijantan, odnosno ako je
n(g)h' € H', zasve g€ G,h' € H',

onda H' nazivamo podreprezentacijom neprekidne reprezentacije (7w, H) od G i pisemo
H' — (m,H). Kazemo da je neprekidna reprezentacija (m, H) ireducibilna ako nema
netrivijalnih podreprezentacija, odnosno ako su {0} i H jedine podreprezentacije od (7, H).
Skup svih klasa ireducibilnih reprezentacija grupe G oznacavamo s Irr(G).

Neprekidnu reprezentaciju m od G takvu da su svi operatori 7(g), za g € G, unitarni
nazivamo unitarizabilnom reprezentacijom od G.

Karakter od G neprekidna je reprezentacija na jednodimenzionalnom prostoru i on
je uvijek ireducibilna reprezentacija. Ako je reprezentacija od G na jednodimenzionalnom
prostoru unitarizabilna, onda karakter od G nazivamo unitarnim karakterom od G. U
nastavku s F* oznacavamo skup unitarnih karaktera od F™*.

Neophodan pojam za nas rad s reprezentacijama pojam je glatke reprezentacije, ¢iju

definiciju navodimo.

Definicija 1.2. KazZemo da je reprezentacija (w, V') grupe G glatka ako je za svakiv € V

stabilizator od v u G otvoren, odnosno ako je skup

{g€G:mlg)v =}

otvoren.

Skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih glatkih reprezentacija od G' nazivamo ne-
unitarnim dualom od G i oznacavamo s G. Posebno, napomenimo da neunitaran dual
ne sadrzi samo neunitarizabilne reprezentacije, ve¢ se koristi taj izraz jer se Zeli naglasiti

da se ne zahtijeva unitarnost u definiciji neunitarnog duala G.
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1.2. Osnovni pojmovi teorije reprezentacija

Problem proucavanja ireducibilnih unitarizabilnih reprezentacija moze se algebraizirati
i svodi se na proucavanje glatkih reprezentacija, zahvaljujuc¢i uglavnom radu Harish-
Chandre i Bernsteina. Dakle, nije nuzno promatrati Hilbertove prostore niti neprekidne
reprezentacije. Zato u ostatku rada mozemo promatrati glatke reprezentacije i podrazu-
mijevamo da je reprezentacija glatka, ukoliko nije drugacije naznaceno.

Osim pojma glatke reprezentacije, od izuzetne je vaznosti i pojam dopustive reprezen-

tacije, ¢iju definiciju sada navodimo.

Definicija 1.3. KaZemo da je glatka reprezentacija (w,V) grupe G dopustiva ako je za

svaku otvorenu podgrupu U od G prostor
VU={veV:r(uv=uv, zasveucU}

konacnodimenzionalan vektorski prostor.

U nastavku navodimo jos nekoliko osnovnih pojmova potrebnih za rad s reprezentaci-
jama grupa.

Neka je (m, V) reprezentacija grupe G. Ukoliko je potprostor W od V' m-invarijantan,
onda se djelovanje grupe prirodno prenosi na kvocijentni prostor V/W i tako dobivena

reprezentacija

vV /wW

zove se kvocijentna reprezentacija ili kvocijent reprezentacije 7 od G.
Subkvocijentna reprezentacija ili subkvocijent kvocijent je podreprezentacije
reprezentacije m grupe G, odnosno ako su U i W rw-invarijantni potprostori od V' i ako je
U C W, onda je
T™w/U
kvocijentna reprezentacija podreprezentacije my od .

Neka su (my, V') i (mo, W) reprezentacije grupe G. Za linearan operator
AV =W
kazemo da je operator ispreplitanja izmedu reprezentacija 7 i m ako je
Ami(g) = ma(g)A, zasve g € G.

Skup svih operatora ispreplitanja izmedu reprezentacija m i me oznacavamo s Homeg (77, m3).
Glatke reprezentacije od G i ispreplitanja tvore Abelovu kategoriju koja se oznacava s
Alg(G). Kazemo da su reprezentacije m; i me medusobno ekvivalentne ili izomorfne

ako postoji operator ispreplitanja izmedu njih koji je izomorfizam, i piSemo

T = 9.



Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

Sljedeca tvrdnja koju navodimo, poznata pod nazivom Schurova lema, znacajna je

tvrdnja koju koristimo u nastavku.

Lema 1.4. (Schurova lema) Neka je m dopustiva ireducibilna reprezentacija grupe G.
Tada je
Homg (m,m) = C.

Nadalje, neka su 7 i II reprezentacije grupe G i neka je reprezentacija 7 ireducibilna.
Tada je svako netrivijalno ispreplitanje II — 7 epimorfizam, a svako netrivijalno ispre-
plitanje 7 — IT monomorfizam, odnosno ulaganje. Ukoliko su pak reprezentacije m; i mo
ireducibilne, onda je svako netrivijalno ispreplitanje m; — w9 izomorfizam.

Ako za reprezentaciju (7,V') od G postoji konacan rastuéi niz podreprezentacija
O=WecVicVhe  -CV,=V

takav da je svaki od uzastopnih kvocijenata V;/V;_; ireducibilna reprezentacija, onda ka-
zemo da je reprezentacija (7, V') kona¢ne duljine. Takav niz ireducibilnih reprezentacija
nazivamo kompozicionim nizom reprezentacije w. Skup ireducibilnih reprezentacija
koje se pojavljuju u danom kompozicionom nizu jedinstveno je odreden do na poredak
i izomorfizam, ali nije nuzno jedinstven. Broj pojavljivanja ireducibilne reprezentacije 7
u kompozicionom nizu reprezentacije m naziva se multiplicitet reprezentacije 7 u 7 i

oznacava s m(7: ).

Definicija 1.5. Neka je (m,V) glatka reprezentacija od G. Na dualnom prostoru V* od

V' definiramo reprezentaciju 7 s
(7*(g)v*)(v) = v* (7 (g7 )v), 2za sve g € G,v € V,v* € V*.

Tada njezin glatki dio nazivamo kontragradijentnom reprezentacijom od (w,V) i

oznacavamo s (7, V).

Posebno, kazemo da je dopustiva reprezentacija m grupe G samokontragradijentna

ako je

112

T =T,

Uvijek postoji prirodno ispreplitanje izmedu glatke reprezentacije (m, V) grupe G i

reprezentacije (7, V). Medutim, ako je reprezentacija (m, V) dopustiva, onda je
(7, V) = (%f/) .

Takoder, vrijedi i obrat, odnosno ako su reprezentacije (m, V) i (7:r, ‘~/> medusobno izo-

morfne, onda je reprezentacija (m, V') od G dopustiva.
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1.2. Osnovni pojmovi teorije reprezentacija

Nadalje, Grothendieckovu grupu kategorije svih glatkih reprezentacija konacne

duljine grupe G oznacavamo s
R(G).

Za dvije reduktivne grupe G7 i Gy vrijedi
R(Gl X Gz) = R(Gl) X R(Gg)

Ako je 7 reprezentacija konacne duljine od G, onda je

ss.(m) =Y m(r:mT

765

semi-simplifikacija od 7, koja je element u Grothendieckovoj grupi R(G).

Klasa unitarizabilnih reprezentacija nam je posebno vazna, stoga navodimo definiciju
unitarizabilne reprezentacije za glatku reprezentaciju.

Kazemo da je glatka reprezentacija (m, V') grupe G unitarizabilna ako postoji skalarni
produkt na V' u odnosu na koji je svaki operator 7(g), za g € GG, unitaran. Posebno, ako
je reprezentacija 7 ireducibilna, iz Schurove leme slijedi da je takav skalarni produkt
jedinstven do na pozitivan skalar. Podskup svih unitarizabilnih klasa u neunitarnom

dualu G oznacavamo s

~

G

1 nazivamo unitarnim dualom od G.

Napomena 1.6. Svaka je ireducibilna glatka reprezentacija dopustiva. Upravo radi toga

se (G Cesto naziva dopustivim dualom.

Prethodno navedenu korisnu ¢injenicu dokazao je H. Jacquet.

1.2.1 Problem klasifikacije unitarnog duala

Postoji injektivno preslikavanje s G u G, §to slijedi iz Bernsteinovih rezultata iz [4]. Stovige,
to preslikavanje preslikava G na skup svih unitarizabilnih klasa u G, pa unitarni dual
identificiramo s podskupom svih unitarizabilnih klasa u neunitarnom dualu. Kako je
jednostavnije pronaéi elemente od G, a direktna klasifikacija G do sada op¢enito nije dala

rezultate, problem klasifikacije unitarnog duala grupe G rastavlja se u dva dijela:

(1) Problem klasifikacije neunitarnog duala G, kojeg nazivamo problemom neunitar-

nog duala.

(2) Problem odredivanja podskupa G od C:’, odnosno problem identificiranja unitarizabil-

nih klasa u neunitarnom dualu G, kojeg nazivamo problemom unitarizabilnosti.

11



Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

Da bismo pronasli unitarni dual nase grupe koristit ¢emo Langlandsovu klasifikaciju,
kao i klasifikaciju ireducibilnih temperiranih reprezentacija, sto ¢e biti iskazano u poglavlju
3. Temperirane reprezentacije su pak definirane u potpoglavlju 1.5.

Prije opisa Langlandsove klasifikacije, trebamo metodu pomoc¢u koje ¢emo konstruirati
nove reprezentacije, a to je parabolicka indukcija. Nadalje, trebamo metodu pomocu koje

¢emo analizirati te nove inducirane reprezentacije, a to je metoda Jacquetovih modula.

1.3 Parabolicke podgrupe

Opisat ¢emo podgrupe grupe G koje imaju veliku ulogu u teoriji reprezentacija od G, a to su
parabolicke podgrupe. One omoguéuju reduciranje nekih problema teorije reprezentacija
grupe GG na grupe sli¢nog tipa, ali manjeg ranga.

S A,.in 0znacavamo podgrupu svih dijagonalnih matrica u G. Ta je podgrupa maksi-
malan rascjepiv, nad F, torus u GG. Nadalje, s P,,;, oznacavamo podgrupu svih gornjetro-
kutastih matrica grupe G i nazivamo ju (standardnom) minimalnom parabolickom
podgrupom. To je podgrupa grupe G koja sadrzi A,.;,,. Podgrupu od G koja sadrzi
standardnu minimalnu parabolicku podgrupu nazivamo standardnom parabolickom

podgrupom. Levijevu dekompoziciju standardne parabolicke podgrupe
P=DMN,

gdje je N unipotentna podgrupa od P, nazivamo standardnom Levijevom dekompo-
zicijom od P ukoliko M sadrzi A,,;,. Grupu M nazivamo standardnim Levijevim
faktorom (ili standardnom Levijevom podgrupom) od P, a grupu N unipotentnim
radikalom od P.

Parabolicke podgrupe i njihove Levijeve dekompozicije dobijemo iz standardnih
parabolic¢kih podgrupa od G i njihovih standardnih Levijevih dekompozicija konjugiranjem

s elementima grupe G.

1.3.1 Parabolicke podgrupe opce linearne grupe

Opca linearna grupa skup je svih regularnih n x n matrica s elementima iz polja F' i

oznacava se s GL(n, F'). Neka je
a=(ny,ng,...,ng)
uredena particija od n, dakle ny,ns, ..., ng prirodni su brojevi te je

nl—i—nQ—i—---—l—nk:n,
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1.3. Parabolicke podgrupe

i promatramo svaki element od GL(n, F') kao blok matricu A s blokovima A;;, gdje su

i, =1,2,...,k, veli¢ine n; x n;. Oznacimo s
P,={AeGL(n,F): Ajj=0zai>j},

M, ={A€GL(n,F): Aij=0zai#j},

a s N, skup svih matrica A € P, takvih da su sve A;; jedinicne matrice.
Preslikavanje

oa— P,

bijekcija je sa skupa svih uredenih particija od n na skup svih standardnih parabolickih
podgrupa od GL(n, F) i
P, = M,N,

standardna je Levijeva dekompozicija standardne parabolicke podgrupe P,.
Grupa M, standardni je Levijev faktor od P,, a grupa N, unipotentni radikal od P,.

Posebno, uoc¢imo da je

M, = GL(ny, F) x GL(ng, F') X -+ x GL(ng, I).

1.3.2 Parabolicke podgrupe neparne specijalne ortogonalne grupe

Neparna specijalna ortogonalna grupa SO(2n + 1, F') grupa je svih (2n + 1) x (2n 4+ 1)

matrica g s elementima iz F' ¢ija je determinanta jednaka 1 i koje zadovoljavaju

"99 = Ion1,

gdje je I,y jedini¢na matrica u GL(2n + 1, F'), a "g oznacava transponiranu matricu
matrice g u odnosu na drugu dijagonalu.

Fiksiramo minimalnu parabolicku podgrupu P, od SO(2n + 1, F') koja se sastoji
od svih gornjetrokutastih matrica u grupi SO(2n + 1, F'). S P oznacavamo standardnu
parabolicku podgrupu od SO(2n + 1, F'), odnosno parabolicku podgrupu koja sadrzi mini-
malnu parabolicku podgrupu. Maksimalan rascjepiv torus A sastoji se od svih dijagonalnih

matrica u grupi i moze se parametrizirati s a na sljede¢i nacin:

a: (F*)" — A,
a(xy, ... x,) = diag(zy, ..., 20, L, b o0 h).
Neka je a = (nq,na, ..., n) uredena particija od m, gdje je 0 < m < n. Tada je
(n1,n9,...,nk,2(n—m) + 1,ng, ..., n2,nq)
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Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

uredena particija od 2n + 1. Definirajmo

mq n
mo N2
mg N
M1 2(n—m)+1
M2 N
M3 N1
M2k+1 ny.
Sada je § = (my,mg,...,mogy1) uredena particija od 2n + 1 i lako se vidi da postoji

bijekcija izmedu skupa svih uredenih particija svih m za koje je 0 < m < n i skupa svih
pravih standardnih parabolickih podgrupa od SO(2n + 1, F).
Neka je P, parabolicka podgrupa svih blok gornjetrokutastih matrica p u SO(2n+1, F)

takvih da je

b= (pij)lgi,j§2k+1,

a pi; je m; X m; matrica koja je nulmatrica ako je ¢ > j. Tada parabolicka podgrupa ima

Levijevu dekompoziciju

gdje je

Mo N,

M, = {diag(g1, ..., g P, g5 "y, " g1 ) gs € GL(my, F),h € SO(2(n —m) +1,F)}

Na:{pepa:piizlmi}

Posebno, uo¢imo da je M, prirodno izomorfna

GL(ny, F) x GL(ng, F) x --- X GL(ng, F) x SO(2(n —m) + 1, F).

Cak stovise, za m < n je

M(m) = GL(m, F) X SO(Q(?”L - m) +1, F)

1.4 Parabolicka indukcija

Na lokalno kompaktnoj topoloskoj grupi G mozemo definirati desnu Haarovu mjeru p koja

je invarijantna s obzirom na desne translacije, odnosno vrijedi u(Bg) = u(B), zasve g € G
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1.4. Parabolicka indukcija

i Borelov skup B, koji je podskup od G, i koja je jedinstvena do na pozitivnu konstantu.
Nadalje, za Haarovu mjeru yu i fiksni ¢ € GG, moZemo promatrati mjeru B — u(g~'B),
koja je takoder desna Haarova mjera. Tada iz jedinstvenosti slijedi da postoji konstanta
dc(g) za koju vrijedi

(g™ B) = da(g)u(B),

za svaki Borelov skup B C G. Prema tome, imamo homomorfizam grupa
5(;2 G — R*

koji je definiran s g — d¢(g) i nazivamo ga modularnim karakterom od G.

Sada mozemo definirati parabolicki induciranu reprezentaciju povezane reduktivne
grupe G nad lokalnim nearhimedskim poljem F' karakteristike 0.

Neka je P parabolicka podgrupa od G s Levijevom dekompozicijom P = M N te neka
je (0,U) glatka reprezentacija grupe M. Oznac¢imo s dp modularni karakter od P. Na

prostoru
Ind%(o)

svih lokalno konstantnih funkcija f: G — U koje zadovoljavaju

f(mng) = dp(m)2a(m)f(g),

zasve m € M, ne N ige G, grupa G djeluje desnim translacijama:

(Ryf)(x) = f(zg).

Time je definirana glatka reprezentacija grupe G koja se naziva parabolicki inducirana

reprezentacija grupe GG sa o iz grupe P.

1.4.1 Osnovna svojstva parabolicke indukcije

Navedimo nekoliko osnovnih ¢injenica vezanih uz parabolicku indukciju:

(1) Neka je P parabolicka podgrupa od G s Levijevom dekompozicijom P = MN te
neka je p: Uy — U, ispreplitanje izmedu glatkih reprezentacija (o1,U;) i (09, Us)
grupe M. Definiramo

Ind$(¢): Ind%(0y) — Ind$(oy)

formulom
fpolf

Moze se pokazati da je Ind]Gg(tp) ispreplitanje u G. Na taj nacin Indg postaje funktor
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Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

iz kategorije svih glatkih reprezentacija grupe M u kategoriju svih glatkih reprezenta-
cija grupe G, kojeg nazivamo funktorom parabolicke indukcije. On pridruzuje
parabolicki induciranu reprezentaciju Indg(cr) grupe G reprezentaciji o grupe M, eg-
zaktan je i prenosi reprezentacije konacne duljine grupe M u reprezentacije konacne

duljine grupe G.

(2) Ukoliko je glatka reprezentacija (o,U) grupe M dopustiva, tada je i inducirana

reprezentacija Ind$ (o) grupe G dopustiva.

(3) Parabolicka indukcija komutira s kontragradijentom, odnosno

Ind%(0)~ =2 Ind$(5).

(4) Ako je glatka reprezentacija (o,U) grupe M unitarizabilna, onda je i inducirana

reprezentacija Ind$ (o) grupe G unitarizabilna.

(5) Akosu P, = M1 Ny i Py = MsN, standardne parabolicke podgrupe od G sa standard-
nim Levijevim dekompozicijama takve da je P, C P i ako je o glatka reprezentacija

grupe M, onda za parabolicki inducirane reprezentacije vrijedi sljedece:
Ind, (o) = Indg2 (Indp2,,,, (0)).
Navedeno svojstvo naziva se indukcija u koracima.

(6) Neka su P, = M N; i P, = M N, parabolicke podgrupe od G (ne nuzno standardne)
i neka je o glatka reprezentacija grupe M konac¢ne duljine, tada inducirane repre-

zentacije
Ind% (o) i Ind$, (o)

imaju jednake kompozicione nizove.

1.4.2 Parabolicki inducirane reprezentacije opce linearne grupe

i osnovna svojstva

Ako je m glatka reprezentacija od GL(k, F') i my glatka reprezentacija od GL(n — k, F),

onda je
GL(n,F)

Plhn—) (7'('1 X 7T2)

m X 7y = Ind
parabolicki inducirana reprezentacija grupe GL(n, F') s m ® my iz grupe Py, ,—x), gdje je
P *
Pln—ry = { [0 ] ipk € GL(k, F),ppk € GL(n — k, F)}
Pn—k
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1.4. Parabolicka indukcija

standardna parabolicka podgrupa od GL(n, F).

Iz indukcije u koracima slijedi da je
T X (’/TQ X 7T3) = (’/Tl X 7T2) X T3,

gdje je m; glatka reprezentacija od GL(n;, F), za i = 1,2,3. Nadalje, ukoliko su glatke

reprezentacije m i mo konacne duljine, onda parabolicki inducirane reprezentacije
T X Mo 1 79 X 71

imaju jednake kompozicione nizove. Takoder, ukoliko je reprezentacija 7, X o ireducibilna,
onda vrijedi

T X Ty = 9 X 1.

1.4.3 Parabolicki inducirane reprezentacije neparne specijalne

ortogonalne grupe i osnovna svojstva

Neka je a = (nq,ng,...,n;) uredena particija od m, gdje je 0 < m < n, te neka je m;
reprezentacija grupe GL(n;, F'), za 1 <i < k, i o reprezentacija grupe SO(2(n—m)+1, F).
Tada je T ® o ® - - - ® M, ® o reprezentacija Levijevog faktora M, parabolicke podgrupe
P, od SO2n+1,F):

T UR ®7Tk X U(diag(glu s 7gk7h77—gk_17 cee 7791_1)) - 7T1<gl) K- ® ﬂ-k(gk) X U(h)

Mozemo ju prosiriti trivijalno duz N, do reprezentacije od P,. Dobivenu reprezentaciju

takoder oznac¢imo s m ® T ® - - - ® T, ® 0. Tada je

Ty X Ty X +++ X T X a:IndeS(Q"H’F)(m®7r2®~-®7rk®a)
parabolicki inducirana reprezentacija grupe SO(2n+1,F) s 1 @ T ® - - - QT ® 0 iz grupe

P, te imamo homomorfizam grupa
R(M,) — R(SO(2n + 1, F)).

U nastavku navodimo nekoliko poznatih svojstava vezanih uz parabolicki inducirane
reprezentacije neparne specijalne ortogonalne grupe.

Neka je m glatka reprezentacija grupe GL(nq, F), m glatka reprezentacija grupe
GL(ng, F) i o glatka reprezentacija od SO(2n+1, F'). Tada iz indukcije u koracima slijedi
da je

T X (T X o) = (1 X ) X 0.
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Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

Nadalje, ako su glatka reprezentacija m od GL(m, F') i glatka reprezentacija o od

SO(2n + 1, F') konacne duljine, onda parabolicki inducirane reprezentacije
TXNTITXCo

imaju jednake kompozicione nizove. Takoder, vrijedi

1.5 Kvadratno integrabilne i temperirane reprezenta-

cije
Pojam temperirane reprezentacije jedan je od osnovnih pojmova teorije reprezentacija
kojeg ¢emo koristiti. Prije same definicije, uvedimo najprije nekoliko pojmova koji su nam
potrebni za razumijevanje definicije temperirane reprezentacije.
Neka je (, V) glatka reprezentacija od G i (7, V) njezina kontragradijentna reprezen-

tacija. Funkcija s G u C zadana s

g = o(x(g)v),

gdjejeveVive V, naziva se matriéni koeficijent reprezentacije (m, V).

Schurova lema implicira, jer je operator m(z), za z € Z(G), netrivijalno ispreplitanje
iz Homg(7, m), da za svaku glatku ireducibilnu reprezentaciju (m, V') postoji karakter w,
centra Z(G) od G takav da je

7(2) = we(2)idy,

za sve z € Z(G). Karakter
wr: Z(G) — C~

homomorfizam je grupa i naziva se centralni karakter od .

Definicija 1.7. KaZemo da je ireducibilna reprezentacija (mw,V) grupe G kvadratno

integrabilna modulo centar ako vrijedi sljedece:

(i) Centralni karakter od m unitaran je karakter.

(ii) Apsolutne vrijednosti svih matricnih koeficijenata reprezentacije m kvadratno su in-
tegrabilne funkcije na G/Z(G).

Ako je centar od G kompaktan, kaZemo samo kvadratno integrabilne reprezentacije. Po-
nekad, cak ako centar i nije kompaktan, svejedno kazZemo samo kvadratno integrabilne
reprezentacije. Takoder, ovakve reprezentacije nazivamo reprezentacijama diskretne

serije.
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1.6. Jacquetovi moduli

Posebno, moze se pokazati da su takve reprezentacije unitarizabilne.

Definicija 1.8. Glatka reprezentacija (7,V) od G naziva se esencijalno kvadratno
integrabilna ako postaje kvadratno integrabilna modulo centar nakon sto ju pomnozZimo

s nekim karakterom od G.

Skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih esencijalno kvadratno integrabilnih reprezen-
tacija grupe G oznacavamo s D(G), dok s D, (G) ozna¢avamo podskup svih unitarizabilnih
klasa u D(G).

Sada mozemo definirati temperiranu reprezentaciju.

Definicija 1.9. Ireducibilnu glatku reprezentaciju T grupe G nazivamo temperiranom
reprezentacijom ako postoji parabolicka podgrupa P = M N od G i ireducibilna kvadratno

integrabilna modulo centar reprezentacija o od M takva da je
7 — Ind%(0).

Takoder, bitna je tvrdnja i da su ireducibilne temperirane reprezentacije unitarizabilne,
koja se moze pronaéi u [7].

Za kraj ovog potpoglavlja navodimo definiciju Steinbergove reprezentacije iz [10].
Definicija 1.10. Neka je G povezana reduktivna grupa nad lokalnim poljem. Reprezenta-
cja

G 1

sadrzi jedinstven kvadratno integrabilan subkvocijent. Taj subkvocijent naziva se Stein-

bergova reprezentacija od G i oznacava Ste.

1.6 Jacquetovi moduli

Neka je (m, V') reprezentacija grupe G i P parabolicka podgrupa od G s Levijevom dekom-
pozicijom P = M N. Definirat ¢emo funktor koji je lijevo adjungiran funktoru parabolicke
indukcije Indg, no najprije definiramo Jacquetov modul reprezentacije .
Neka je
V(N) = spanc{m(n)v —v:n € N,v € V}.

Grupa M normalizira grupu N, pa je V(NV) invarijantan s obzirom na djelovanje od M.

Tada na kvocijentu r§,(V) = V/V(N) moZemo definirati reprezentaciju wy grupe M s
my(m)(v+ V(N)) = w(m)v+ V(N).

Oznacimo li pak s

i (m)
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Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

kvocijentnu reprezentaciju od M na V/V(N) pomnozenu s (8p|3)"2, imamo

1

(r§i(m))(m) (v + V(N)) = 6> (m)m(m)v + V(N),

pri ¢emu je dp modularni karakter od P. Tada

nazivamo (normaliziranim) Jacquetovim modulom reprezentacije © u odnosu na para-
bolicku podgrupu P = M N.

1.6.1 Osnovna svojstva Jacquetovih modula

Jacquetovi moduli parabolic¢ki induciranih reprezentacija cesto se koriste u teoriji repre-

zentacija, osobito kod ispitivanja reducibilnosti parabolicki induciranih reprezentacija.

Navedimo sada nekoliko osnovnih svojstava Jacquetovih modula:

(1)

20

Jacquetov modul se na prirodan nac¢in moze promatrati kao funktor iz kategorije
glatkih reprezentacija grupe G u kategoriju glatkih reprezentacija grupe M kojeg

nazivamo Jacquetovim funktorom i on je egzaktan funktor.

Jacquetov funktor prenosi dopustive reprezentacije od G u dopustive reprezentacije
od M. Takoder, Jacquetov funktor prenosi glatke reprezentacije konacne duljine
grupe G u glatke reprezentacije konacne duljine grupe M. Dokazi se mogu potraziti
u [11].

Ako su P, = M{N; i P, = M5N, standardne parabolicke podgrupe od G sa standard-
nim Levijevim dekompozicijama takve da je P, C P, i ako je m glatka reprezentacija
od G, onda je

rin, (1) 2= 132 (5, (7).

Navedeno svojstvo naziva se tranzitivnost Jacquetovih modula.

Opisat ¢emo sada Jacquetov modul kontragradijentne reprezentacije:

Ako je 7 glatka reprezentacija od G konacne duljine i P = M N standardna parabo-
licka podgrupa od G sa standardnom Levijevom dekompozicijom. Tada je Jacquetov
modul

i (7)
izomorfan kontragradijentnoj reprezentaciji Jacquetovog modula od 7 u odnosu na
P = MN, gdje je P = MN paraboli¢ka podgrupa za koju je PN P = M i koju

nazivamo suprotnom parabolickom podgrupom.



1.6. Jacquetovi moduli

1.6.2 Geometrijska lema i Jacquetovi moduli reprezentacija opce

linearne grupe

Geometrijska lema opisuje odredenu filtraciju Jacquetovih modula induciranih reprezen-
tacija i od izrazite je vaznosti u teoriji reprezentacija. Detaljan opis moze se pronadi u [8]
i [11], a brojne posljedice u [57]. Medutim, za opce linearne grupe i klasi¢ne grupe moze

se koristiti algebarska verzija spomenute leme.

Neka je

R=®R,,

n=0
gdje je R, = R(GL(n, F)), pri ¢emu za n = 0 imamo trivijalnu grupu. Za reprezentacije

m grupe GL(ny, F) i mg grupe G L(ngy, F') imamo pridruzivanje
(7T1,7T2) — T X o,

koje je definirano parabolickom indukcijom.

Tada na prirodan nacin dodemo do mnozenja x: R x R — R koje se bilinearno prosiri

do preslikavanja

m: RR— R

definiranog s

m(m X 7T2> = T X Ta.
Na taj na¢in R postaje komutativan prsten.

Nadalje, sada za ireducibilnu reprezentaciju 7w grupe GL(n, F') mozemo promatrati
S.S.(T(k) (7‘(‘)) € R, ® R, _y,

gdje s r(x)(m) oznacavamo (normalizirani) Jacquetov modul reprezentacije m u odnosu na

standardnu parabolicku podgrupu ciji je Levijev faktor
M(k,n—k) = GL(,I{J, F) X GL(H - ]{7, F),
za 0 < k < n. Definiramo

m*(m) =Y ss.(ruy(m) €Y R ® Ry~ RQR
k=0

k=0
i m* se prosiruje do aditivnog preslikavanja
m': R— R® R.
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Bitna posljedica Geometrijske leme je sljedeca Cinjenica:
m*(my X me) = m*(m) X m*(ma).

Posebno, moze se pokazati da je R(GL(n, F')) = R(M k) homomorfizam Grothen-
dieckovih grupa.

1.6.3 Jacquetovi moduli reprezentacija neparne specijalne orto-

gonalne grupe

Oznacimo s

gdje je R,(S) = R(SO(2n + 1,F)), direktnu sumu Grothendieckovih grupa neparne
specijalne ortogonalne grupe. Za reprezentacije m grupe GL(m, F) i o grupe SO(2n+1, F)
imamo pridruzivanje

(m,0) — 7 X0,

koje je definirano parabolickom indukcijom. Tada na prirodan nac¢in dodemo do preslika-
vanja

w: R x R(S) — R(S)

i R(S) tada je R-modul. Nadalje, x bilinearno se prosiri do R® R(S). Sada za ireducibilnu

reprezentaciju o grupe SO(2n + 1, F') moZemo promatrati
S.S.(S(m(O’)) € R ® Rn_k(S),

gdje sa s@)(0) oznacavamo (normalizirani) Jacquetov modul reprezentacije o u odnosu

na standardnu parabolicku podgrupu ¢iji je Levijev faktor M), za k < n. Definiramo

wo) = g:s.s.(s(k)(a)) € R® R(S).

Preslikavanje p* prosiruje se do aditivnog preslikavanje p*: R(S) — R ® R(S5).
Posebno, moze se pokazati da je preslikavanje R(SO(2n+1, F)) — R(M ) homomor-
fizam Grothendieckovih grupa.

1.6.4 Tadic¢eva strukturna formula

Neka je m dopustiva reprezentacija konacne duljine grupe GL(m, F'), a o dopustiva repre-

zentacija kona¢ne duljine grupe SO(2n + 1, F'). Formula za

p(m ¥ o),
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koja nam omogucava racunanje faktora u kompozicionim nizovima Jacquetovih modula
od m x o, formula je M. Tadi¢a iz [52] i naziva se strukturna formula. Opisat ¢emo ju
u nastavku.

Uoc¢imo da je R ® R(S) na o¢it nac¢in R ® R-modul, dakle vrijedi

(M ®@ma) X (M3 ®0) = (m X m3) @ (M2 X 0).

Neka je s: R® R — R ® R transpozicija

S <le®yz> = Zyi®$i

i neka je
M =(m®1l)o(~®@m*)osom™ R— R® R,
pri cemu 1 oznacava identiteta preslikavanje na R, a ~ kontragradijent.
Sada moZemo iskazati teorem iz [52], za parabolicki inducirane reprezentacije neparne
specijalne ortogonalne grupe, koji nam daje strukturnu formulu pomocéu koje dobijemo

kompozicione faktore Jacquetovih modula parabolicki induciranih reprezentacija neparne

specijalne ortogonalne grupe. Ta formula algebraizira Geometrijsku lemu.

Teorem 1.11. Neka je m dopustiva reprezentacija konacne duljine grupe GL(m, F) i neka

je o dopustiva reprezentacija konacne duljine grupe SO(2n + 1, F). Tada je
i (w2 @) = M () x (o).
Pomocu prethodne formule izvodi se i formula dana sljede¢om lemom koja se takoder

cesto koristi pri racunanju Jacquetovih modula.

Lema 1.12. Neka je p ireducibilna kuspidalna reprezentacija grupe GL(m, F) i neka su
a,b € R takvi da je b —a € Z>y. Za dopustivu reprezentaciju konacne duljine o grupe
SO(2n + 1, F) imamo
po)=> r®d.
Tada vrijedi sljedeca jednakost:
b b

0w, vpl) xo) = 30 D> a(vTipvp)) x o[ p, v0p]) x T

i=a—1j=1 1,0’

® o([v"p, v p]) 3 o',

Ako je x >y, onda se 6([v"p, Y p]) izostavija.

Napomenimo da ée reprezentacije oblika d([p, v*p]) biti opisane u potpoglavlju 1.10, a

kuspidalne reprezentacije u potpoglavlju 1.8.
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1.7 Frobeniusov reciprocitet

Osnovna cinjenica koja povezuje parabolicku indukciju i Jacquetove module jest Frobe-
niusov reciprocitet. Kako je Jacquetov funktor lijevo adjungiran funktoru parabolicke

indukcije, postoji prirodni izomorfizam
Homg(m, Ind$(0)) = Homy, (r$; (7), o),

za reprezentaciju m od G i reprezentaciju o Levijevog faktora M parabolicke podgrupe
P=DMN od G.

Taj izomorfizam dobije se evaluacijom od f € Homg (7w, Ind%(0)) u 1.

Napomena 1.13. U kontekstu neparne specijalne ortogonalne grupe Frobeniusov reci-

procitet bi glasio:
HomSO(Qn—i—l,F)(Traﬂ'l X g X -+ X ¥ o) = Homyy, (5o(7), 11 @ T ® -+ @ T ® 0),

za reprezentaciju m od SO(2n + 1, F') i reprezentaciju m ® m ® -+ - ® m, @ o Levijevog
faktora M, parabolicke podgrupe P, od SO(2n + 1, F), pri cemu je o = (ny,ng, ..., n)
uredena particija od m, gdje je 0 < m < n, a m; reprezentacija od GL(n;, F),za 1 <i <k,
i o reprezentacija grupe SO(2(n —m) + 1, F).

1.8 Kuspidalne reprezentacije

Definicija 1.14. Ireducibilnu reprezentaciju © grupe G za koju je

riy(m) = {0}

za sve prave parabolicke podgrupe P = MN od G nazivamo kuspidalnom reprezenta-

cijom.
Neka je (m, V) ireducibilna reprezentacija od G za koju je Jacquetov modul
rir(m) # {0}

za (standardnu) pravu parabolicku podgrupu P = M N od G. Tada Frobeniusov reci-
procitet implicira da se 7 ulaze u Indg(a) za neku ireducibilnu reprezentaciju o od M.
Uzmemo li najmanju takvu parabolicku podgrupu P, iz svojstava Jacquetovih modula

slijedi da se 7 ulaze u Ind% (o), gdje o zadovoljava

rar(0) = {0}

24



1.8. Kuspidalne reprezentacije

za sve prave parabolicke podgrupe P’ = M'N’ od M, odnosno o je kuspidalna reprezen-
tacija grupe M. Dakle, ireducibilna glatka reprezentacija m od G kuspidalna je ili postoji
prava parabolicka podgrupa P = M N od G i ireducibilna kuspidalna reprezentacija o od
M takva da je 7 izomorfna podreprezentaciji od Ind% (o).

Ireducibilne kuspidalne reprezentacije mogu se opisati i kao reprezentacije koje se
nikada ne pojavljuju kao subkvocijenti parabolicki induciranih reprezentacija iz pravih
parabolickih podgrupa.

H. Jacquet dokazao je da je svaka kuspidalna reprezentacija dopustiva i vise o tome
moze se pronaéi u [42]. Takoder, moze se pokazati da su ireducibilne kuspidalne reprezen-
tacije esencijalno kvadratno integrabilne.

Nadalje, neka su reprezentacije pi, pa,..., pr ireducibilne kuspidalne reprezentacije
op¢ih linearnih grupa. Ako je o ireducibilan kuspidalni subkvocijent Jacquetovog modula
od p1 X pa X - -+ X pr u odnosu na standardnu parabolicku podgrupu, onda se moze pokazati

da postoji permutacija p skupa {1,2,...,k} takva da je
0= Pp(1) @ Pp(2) @+ @ Pp(k)-

Takoder, svaka se pp1) ® pp) @ -+ @ pp), S permutacijom p kao gore, pojavljuje kao

subkvocijent Jacquetovog modula u odnosu na neku standardnu parabolicku podgrupu.

1.8.1 Kuspidalni nosac

Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe GG. Tada postoje jedinstvene, do na relaciju
asociranosti, parabolicka podgrupa P = M N od G i ireducibilna kuspidalna reprezentacija
o od M za koje je

7 — Ind$(0).

Vise o relaciji asociranosti moze se pronadi u [7]. Klasu ekvivalencije s obzirom na relaciju
asociranosti reprezentacije o zajedno s odgovoraju¢om Levijevom podgrupom parabolicke
podgrupe P od G nazivamo kuspidalnim nosacem reprezentacije .

Posebno, naglasimo da je poznato iz [32] i [33] da ako se

T

vep

pojavljuje u kuspidalnom nosacu reprezentacije 7, onda je p samokontragradijentna i
2z € Z.

Parcijalni kuspidalni nosa¢ od ¢ € Irr(SO(2n + 1, F')) ireducibilna je kuspidalna
reprezentacija 0,s, grupe SO(2m + 1, F'), m < n, za koju postoji ireducibilna dopustiva

reprezentacija m grupe GL(n — m, F') takva da je o podreprezentacija od

T X Ousp-
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1.9 Langlandsova klasifikacija

Opisimo sada Langlandsovu klasifikaciju, metodu koja je kljucna za ovaj rad.

Imamo trojku

(‘P? T? X)?

gdje je P standardna parabolicka podgrupa od G sa standardnom Levijevom dekompozi-
cijom P = M N, 7 ireducibilna temperirana reprezentacija od M i x karakter od M koji
poprima samo pozitivne vrijednosti te zadovoljava odredene uvjete pozitivnosti (koji ¢e
preciznije biti opisani u potpoglavljima 1.9.1 i 1.9.2, odnosno za opce linearne grupe i

neparne specijalne ortogonalne grupe).

Takvoj trojci pridruzimo ireducibilan kvocijent od
Ind%(x7)

koji je jedinstven i multipliciteta je jedan u cijeloj induciranoj reprezentaciji. Na taj je
nacin neunitarni dual G parametriziran navedenom trojkom (P, T, x).
Naglasimo kako je svaka reprezentacija 7 € G izomorfna nekom Langlandsovom kvo-

cijentu.

1.9.1 Langlandsova klasifikacija za opce linearne grupe

Neka je
D = U D(GL(n,F))i D, = U D, (GL(n, F)).

n=1 n=1

Neka je v: GL(n, F) — R* karakter
v: g |det(g)]r

od GL(n, F), gdje je | | modularni karakter od F. Za svaku § € D postoji jedinstveni
e(d) e Rid" e D, takvi da je
§ = g,

Nadalje, neka su reprezentacije 1, 0o, ..., 0, € D takve da je
e(01) > e(dg) > -+ > e(dg)-

Tada reprezentacija d; X 9 X - - - X J, odgovarajuce opce linearne grupe, koja je parabolicki
inducirana iz odgovarajuce standardne parabolicke podgrupe, ima jedinstven ireducibilan

kvocijent kojeg oznacavamo s
L(d1 X 09 X -+« X )
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1.9. Langlandsova klasifikacija

i imamo bijekciju

(51,52,...,5k)'—>L(51X(SQX"'X(Sk>

sa skupa svih kona¢nih multiskupova u D na skup U2, (GL(n, F')) svih klasa ekvivalencije
ireducibilnih glatkih reprezentacija svih opc¢ih linearnih grupa nad F. Reprezentacije
01,02, ...,0, € D jedinstvene su do na permutaciju.

Time smo opisali Langlandsovu klasifikaciju za opce linearne grupe.

1.9.2 Langlandsova klasifikacije za neparne specijalne ortogo-

nalne grupe

Neka je
D = U D(GL(m,F))i Dy ={§ € D:e(d) > 0}.

Za svaku ¢ € D postoji jedinstveni e(d) € R i 6%, koja je unitarizabilna, takvi da je
6= e,

Uzmimo 6y, ds, ..., 0, € D, takve da je

e(d1) > e(d2) > -+ > e(dx)
i ireducibilnu temperiranu reprezentaciju o od SO(2n+1, F'), zan > 0. Tada reprezentacija

0y X Og X +++ X 0 X O

ima jedinstven ireducibilan kvocijent kojeg oznacavamo s

L(61 X 8y X -++ X 0 X 0).
Tada imamo bijekciju

((01,09,...,0k),0) — L(6; X d3 X -++ X O X 0)

sa skupa M (D, ) xT, gdje je M (D) skup svih kona¢nih multiskupova u D, a T" skup svih
klasa ekvivalencije ireducibilnih temperiranih reprezentacija svih SO(2n+1, F'), zan > 0,
na skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih glatkih reprezentacija svih SO(2n + 1, F),
zan > 0.

Time smo opisali Langlandsovu klasifikaciju za neparne specijalne ortogonalne

grupe.
Napomena 1.15. Svaka ireducibilna reprezentacija = grupe SO(2n + 1, F), za n > 0,
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Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

izomorfna je jedinstvenom L(d; X dg X -+ X 0 x o) do na permutaciju reprezentacija
81,00,...,0, € Dy.

U radu koristimo verziju Langlandsove klasifikacije za podreprezentacije, kako je opi-
sano u [28]. Naime, netemperiranu reprezentaciju = € Irr(SO(2n + 1, F')) zapiSemo
kao jedinstvenu ireducibilnu (Langlandsovu) podreprezentaciju inducirane reprezentacije
oblika

01 X 0g X +++ X O X T,

gdje su 91,0, ..., 0 ireducibilne esencijalno kvadratno integrabilne reprezentacije takve
da je
e(61) <e(dg) < -+ <e(dg) <0,

a1 € Irr(SO(2n' 4+ 1, F)) temperirana reprezentacija. Dakle, tada pisemo

T2 L(6) X 0y X -+ X O X T).

1.10 Kvadratno integrabilne reprezentacije opce line-

arne grupe

U ovom potpoglavlju navodimo najvaznije rezultate iz [61] vezane uz reprezentacije opée
linearne grupe.
Sa C' oznacavamo skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih kuspidalnih reprezentacija

svih GL(n, F), za n € N. Skup

[0, v" 0] = {p,vp,V*p,. ...V p},

gdje je p € C i k € Zsp, nazivamo segmentom u C, a skup svih segmenata u C
oznac¢avamo sa S(C). Svakom segmentu [p, v¥p] € S(C) mozemo pridruziti jedinstvenu

ireducibilnu podreprezentaciju od

l/kpxuk_lpx~~~><yp><p.

Takvu podreprezentaciju oznac¢avamo s

§([p, V" p))

i ona je esencijalno kvadratno integrabilna, a naziva se generaliziranom Steinbergovom
reprezentacijom.

Jedna je od posljedica Bernstein i Zelevinsky teorije da je preslikavanje

[0, v p] = ([p, V"))
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1.11. Casselmanov kriterij

bijekcija sa S(C') na skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih esencijalno kvadratno
integrabilnih reprezentacija od GL(n, F’), za n € N.
Ireducibilna reprezentacija §([p, v*p]) okarakterizirana je ¢injenicom da njezin Jacqu-

etov modul u odnosu na odgovaraju¢u parabolicku podgrupu sadrzi
Voo pe @),

iz Cega slijedi formula

k
m*(&([p, v"pl)) = X ([ p, v pl) @ 6([p, '), (1.1)
i=—1
u kojoj uzimamo da je §(0) = 1.
Formula (1.1), prema tranzitivnosti Jacquetovih modula, opisuje sve Jacquetove mo-
dule ireducibilnih esencijalno kvadratno integrabilnih reprezentacija op¢ih linearnih grupa.
Takoder, ukoliko je b = a — 1, onda uzimamo da je 6([v%p,’p]) = 1, a ukoliko je

b < a— 1, uzimamo da je §([v%p,°p]) = 0.

1.11 Casselmanov kriterij

Za odredivanje kvadratne integrabilnosti i temperiranosti reprezentacija klasi¢nih grupa
koristi se Casselmanov kriterij iz [11], kojeg ¢emo u nastavku opisati za neparnu
specijalnu ortogonalnu grupu.

Neka je 7 ireducibilna dopustiva reprezentacija grupe SO(2n+ 1, F) te neka je k-torka
a = (n1,ns,...,ng) uredena particija od m, gdje je m < n, takva da je P, standardna

parabolicka podgrupa koja je minimalna u odnosu na svojstvo da je Jacquetov modul

sa(m) # {0}.

S obzirom da Jacquetov modul s, (7) sadrzi netrivijalan kuspidalni subkvocijent, neka je

o ireducibilan kuspidalni subkvocijent od s, (7). Tada o mozemo zapisati u obliku
PLRO PR pr&p,

gdje je p; kuspidalna reprezentacija grupe GL(n;, F), za i = 1,2,...,k, i p kuspidalna

reprezentacija grupe SO(2(n—m)+1, F'). Ako za sve « i o kao gore vrijede sve nejednakosti

nie(pr) > 0
nie(p1) + nge(p2) > 0

nme(pr) + nee(p2) + -+ me(pr) > 0,
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Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

onda je reprezentacija m kvadratno integrabilna. Takoder, vrijedi i obrat, odnosno ako je 7
kvadratno integrabilna reprezentacija, onda vrijede sve prethodno navedene nejednakosti
za sve a i 0 kao gore.

Ukoliko u gornjem kriteriju sve nejednakosti zamijenimo s >, dobijemo kriterij za
temperiranu reprezentaciju.

Posebno, naglasimo da je

a+b
2 M)

e(8([v"p,v"p])) =

za ireducibilnu kuspidalnu reprezentaciju p opée linearne grupe.

Na kraju ovog poglavlja navodimo definiciju jos jedne bitne klase reprezentacija.

Definicija 1.16. KazZemo da je ireducibilna reprezentacija o od SO(2n + 1, F) strogo

pozitivna ili strogo pozitivna diskretna serija ako za svako ulaganje
o= VP XUy X - X VPR X Oy,

gdje je p; € Irr(GL(n;, F)), za i = 1,2,...,k, kuspidalna unitarizabilna reprezentacija i

Oeusp € Irr(SO(2n' + 1, F)) kuspidalna reprezentacija, imamo da je a; > 0, za svaki i.

Svaka je strogo pozitivna reprezentacija kvadratno integrabilna.
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Poglavlje 2

Reducibilnost parabolicki

induciranih reprezentacija

U ovom ¢emo poglavlju navesti osnovne pojmove i tvrdnje vezane uz reducibilnost para-
bolicki induciranih reprezentacija. Detalje, Siri opis, kao i brojne primjere reducibilnih i
ireducibilnih reprezentacija moguée je pronaci u [13], [18], [36], [37], [38], [44], [53], [57] i
drugima.

Reducibilnost parabolic¢ki induciranih reprezentacija jedan je od najvaznijih problema
u teoriji reprezentacija reduktivnih grupa. Ukoliko se parabolicki inducirana reprezentacija
reduktivne p-adske grupe reducira, onda se svi odgovarajuéi Jacquetovi moduli reduciraju.
Ta ¢injenica i svojstvo tranzitivnosti Jacquetovih modula otvaraju moguénost dokazivanja
ireducibilnosti parabolicki induciranih reprezentacija.

Posebno, razumijevanje reducibilnosti parabolicki induciranih reprezentacija vrlo je
korisno za razumijevanje unitarizabilnosti, odnosno najvaznija je primjena reducibilnosti

upravo pri odredivanju unitarnog duala klasi¢nih p-adskih grupa.

2.1 Ulancani segmenti
Oznacimo, radi jednostavnosti, segment iz S(C) s A.

Definicija 2.1. KaZemo da su segmenti Ay, Ay € S(C) ulanéani ako je
A UAy € S(ON\{A1, Ay}

Reprezentacija
5(A1) X (5(A2)

reducira se ako i samo ako su segmenti A; i A, ulancani i tada je
{L(6(A1) x 6(A3)),0(A1UAy) X §(A; NAL)}
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Poglavlje 2. Reducibilnost parabolicki induciranih reprezentacija

kompozicioni niz reprezentacije §(A;) X §(As).

Neka je (A1, A, ..., Ay) € M(S(C)), gdje je M(S(C)) skup svih konacnih multisku-
pova u S(C). Ako postoje i,j takvi da je 1 < i < j < k za koje su segmenti A; i A;

ulancani, onda ukoliko segmente A; i A; zamijenimo segmentima
A UA; T A NA,
odnosno uzmemo li
(A1, Agy o A, A UAN Ay, A AN A, A, Ay, Ay),
dobijemo multiskup (A7, A}, ..., A}). Pisat ¢emo
(A AL AL < (AL Ay A)

i s < se generira parcijalni uredaj na M (S(C)) koji se oznacava s <.

Tada je za skupove (Ay, Ao, ..., Ag) i (A AL, ... AL) iz M(S(C))
L(3(A7) x 6(A) x -+ x 6(Ay))
subkvocijent od §(A7) X 6(Ag) X -+ X §(Ag) ako i samo ako je

(AL AL AL < (A A, A). (2.1)

Nadalje, ukoliko je (A}, A), ..., A}) najmanji takav za kojeg vrijedi (2.1), tada je
navedeni subkvocijent multipliciteta jedan u §(A;1) X §(Ag) x -+ X §(Ag).

Ukoliko medu segmentima Aq, Ag, ..., A, nema ulancanih parova segmenata, onda je
reprezentacija

O(A1) x 0(Ag) x -+ x 6(Ay)
ireducibilna. Siri opis i detalji mogu se pronaéi u [61].

Kazemo da je segment A balansiran ukoliko je

gdje je A= {p € A: p e A}. Svaki je samokontragradijentan segment balansiran.
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2.2 Kuspidalne reducibilnosti i generalizirana Stein-

bergova reprezentacija

Poznato je da je parabolicki inducirana reprezentacija iz unitarizabilne reprezentacije
unitarizabilna i takvu reprezentaciju nazivamo osnovna serija. Takoder, unitarizabilne
su osnovne serije grupe SO(2n + 1, F) ireducibilne, $to je poznato iz [20]. Medutim, moze
se dogoditi da su neke reprezentacije koje su inducirane iz neunitarizabilnih unitarizabilne.
Za takve reprezentacije kazemo da pripadaju komplementarnoj seriji reprezentacije ili
su izolirane u unitarnom dualu. Vise o tome moze se pronac¢i u [40] i [49].

Neka je u ostatku ovog potpoglavlja p fiksirana ireducibilna unitarizabilna kuspidalna
reprezentacija grupe GL(m, F') i o fiksirana ireducibilna unitarizabilna kuspidalna repre-
zentacija grupe SO(2n + 1, F).

Moze se pokazati da ako se reprezentacija v*p x o reducira za neki a € R, onda je
p = p. Obratno, promotre li se komplementarne serije, moze se pokazati da ako je p = p,
onda se reprezentacija v“p X ¢ reducira za neki a > 0.

1z svojstva (6) parabolicke indukcije iz potpoglavlja 1.4.1 slijedi da se reprezentacija
vVip X o
reducira ako i samo ako se reprezentacija
v % xo

reducira. Prema tome, dovoljno je promatrati samo nenegativne eksponente.

U nastavku navodimo veoma bitnu tvrdnju iz [46].

Lema 2.2. Za samokontragradijentnu reprezentaciju p postoji tocno jedan o > 0 za kojeg
se reprezentacija

Vip X o
reducira. Ta se tocka oznacava s o, ili, krace, samo s a.

Poznata slutnja tvrdi da je za svaku reprezentaciju o
apzo' - Oépvlpx € Z

Ta se slutnja naziva osnovna pretpostavka. Detalji se mogu pogledati u [30] i [33]. Ona
implicira da je

1
Qp o < §Z,

za bilo koju reprezentaciju o.

Iz nedavnih radova Arthura, Meeglin i Waldspurgera sada je poznato da su, u lokalnom
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polju karakteristike 0, kuspidalne tocke reducibilnosti iz

.z
Dokaz se, za polja karakteristike 0, moZze pronaéi u [32, Théoreme 3.1.1.], a za polja
pozitivne karakteristike u [12, Theorem 7.8.]. Pri tome se koristi fundamentalan rad
Arthura [1].

Za fiksiranu o trebalo bi postojati samo kona¢no mnogo p za koje a,, ¢ {0, %}, a
Meeglin je postavila slutnju o takvim p, o ¢emu se vise moze pronaéi u [31] i [33]. Upravo
iz tog razloga se tocke reducibilnosti razli¢ite od 0 i % nazivaju iznimkama.

Nadalje, neka je p ireducibilna unitarizabilna kuspidalna reprezentacija grupe G L(m, F')
i o ireducibilna unitarizabilna kuspidalna reprezentacija grupe SO(2n + 1, F'), te neka je

p = p. Pretpostavimo da se v®p x ¢ reducira za neki a > 0. Reprezentacija

a+n

v p % I/a—i-n— 1

px - x Vo x v xo,
za n > 0, ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju koju oznac¢avamo s
S([v¥p, v p); o).

Ta je reprezentacija kvadratno integrabilna i nazivamo ju generaliziranom Steinbergo-

vom reprezentacijom. Imamo

w0 p, v pli0)) = gn_: S, vt pl) @ 0 ([ p, ™+ pl; 0)

(uzimamo da je 6(0; o) = o). Vrijedi

o([vep, vetrplio) = 0([vp, vl 5).

2.3 Reducibilnost u kuspidalnom slucaju

Opisat ¢emo u nastavku Shahidijev rezultat o reducibilnosti u kuspidalnom slucaju iz [43],
[44] i [55].

Neka je p € C' samokontragradijentna reprezentacija i neka je o ireducibilna kuspidalna
genericka reprezentacija grupe SO(2n + 1, F). Tada postoji ay € {0, %, 1} takav da se
reprezentacija

Vp X o

reducira, te da je reprezentacija

Voo
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ireducibilna za € R takav da je |3] # ap. Kazemo da par (p, o) zadovoljava uvjet (C).
Shahidi je u [44] pokazao da prethodni uvjet vrijedi, ukoliko je n = 0, za svaku
reprezentaciju p.
Stovise, moze se pokazati da ukoliko par (p, o) kao gore zadovoljava uvjet (C), onda

zadovoljava tocno jedan od sljedec¢ih uvjeta:

(CO) Reprezentacija p x o reducira se i reprezentacija v°p x o ireducibilna je ako je
B e R*.

(C%) Reprezentacija % p x o reducira se i reprezentacija ?p x ¢ ireducibilna je ako je

B e R\{+3}.

C1) Reprezentacija vp x o reducira se i reprezentacija ?p x o ireducibilna je ako je
p ] P p ] P J J

8 e R\{+1}.

2.4 Kriterij reducibilnosti parabolicki induciranih re-

prezentacija

U ovom ¢emo potpoglavlju opisati nacin iz [53] i [57] kojim se, u mnogim slucajevima,
moze odrediti reducibilnost parabolicki induciranih reprezentacija.

Neka je Py = MyN,y parabolicka podgrupa od G i neka je o ireducibilna reprezentacija
od My. Pretpostavimo da su 7 and II reprezentacije od G konac¢ne duljine te da postoji

parabolicka podgrupa P = M N takva da vrijede sljedeca tri uvjeta:
(R1) Indf (o) <TI, 7 < IL
(R2) r§i(Indf, (0)) + 7 (m) £ i (10).

(R3) r§(Indf, (o)) £ 1§ (m).

Kako je Jacquetov funktor egzaktan, slijedi da se inducirana reprezentacija
a
Ind% (o)

reducira.
Pri primjeni ovog kriterija uobic¢ajeno je da se za reprezentacije 7 i II odaberu repre-
zentacije koje su parabolicki inducirane reprezentacije iz razli¢itih parabolickih podgrupa.
Naglasimo ovdje sto znaci da je

/
T <.

Neka su 7 i 7’ dopustive reprezentacije grupe G konacne duljine. Tada je 7 < 7" ako je
za svaku ireducibilnu dopustivu reprezentaciju ¢ od G, multiplicitet od ¢ u 7 manji ili

jednak multiplicitetu od o u 7.
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Dakle, ukoliko Zelimo pokazati da m £ «’, dovoljno je pronaéi ireducibilnu reprezenta-
ciju o &ji je multiplicitet u 7 veéi ili jednak od multipliciteta u 7’. Stovise, dovoljno je
pronadi ireducibilnu reprezentaciju o koja je subkvocijent od m, ali nije subkvocijent od
', ukoliko takva reprezentacija postoji. Nadalje, da bismo pokazali da = £ 7', dovoljno

je pronaci parabolicku podgrupu P = M N od G takvu da r§ () & r§ (7).

Sljedeéi teorem iz [57] daje jednostavan, ali osobito koristan kriterij za ispitivanje
reducibilnosti reprezentacija. Napomenimo da je teorem naveden uz izmjenu u pretpostavci
s obzirom da je sada poznato da je, za reprezentacije p i o (ireducibilna je kuspidalna
reprezentacija o unitarizabilna) kao iz teorema, za samokontragradijentnu reprezentaciju

p, reprezentacija v®p x o ireducibilna za sve a € R\ (1/2)Z.

Teorem 2.3. Neka je reprezentacija p € C unitarizabilna i neka je o ireducibilna kuspi-
dalna reprezentacija od SO(2n + 1, F). Ako je p samokontragradijentna reprezentacija,
tada je v®p X o ireducibilna za sve o € R\(1/2)Z. Pretpostavimo da je A € S(C) takav
da je A C {v*p: o € R}. Tada se reprezentacija

d(A) x o reducira
ako i samo ako se reprezentacija
P X o reducira za neku p' € A.

Reprezentacija

= (5([1/_%1F><,V%1F><]) X ]_F><

poseban je slucaj kojeg pokriva prethodni teorem. Koristeci ranije naveden kriterij redu-
cibilnosti moze se pokazati da se reprezentacija m = 5([1/_%]_F><71/%1F><]) X 1px reducira.
S obzirom da je reprezentacija m unitarizabilna, iz Frobeniusovog reciprociteta slijedi
da svaki ireducibilan subkvocijent od m, koji je ujedno podreprezentacija od 7, u svom

Jacquetovom modulu u odnosu na odgovarajucu parabolicku podgrupu sadrzi
(5([V7%1F><,V%1F><]) ® 1F><.

Prema tome, reprezentacija 7 duljine je 2. Oznac¢imo s 77 i 7 jedinstvene ireducibilne
subkvocijente od 7, pri ¢emu je 77 jedinstven ireducibilan subkvocijent od 7 koji u svom

Jacquetovom modulu u odnosu na odgovarajuc¢u parabolicku podgrupu sadrzi
1 1
V21px X v21px ® 1px.

Dakle, imamo

T =T D To.
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2.5 Dokazivanje ireducibilnosti parabolicki inducira-

nih reprezentacija

U nastavku ¢emo opisati kako se moze pokazati da je parabolicki inducirana reprezentacija
ireducibilna. Detalji, kao i brojni primjeri, mogu se pogledati u [53] i [57].
Neka je reprezentacija o ireducibilna reprezentacija Levijevog faktora M, parabolicke

podgrupe Py = MyN, grupe G i pretpostavimo da se Indgo(a) reducira. Tada je
Indg (o) = m + m

u Grothendieckovoj grupi, gdje jei m > 01 m > 0. Neka je P standardna parabolicka
podgrupa od G sa standardnom Levijevom dekompozicijom P = MN. Promatramo
Jacquetove module

r$(m), i =1,2,

kao elemente Grothendieckove grupe R(M). Tada moraju vrijediti sljedec¢i uvjeti:
(1) r§(m;) > 01 r§(m) # 0 ako i samo ako je 7§, () # 0.

(12) 7§ (m) + 1§ (m2) = 1§ (Ind (o)) w R(M).

(I3) r%; (r§, (m)) = r$, (), za Py D P.

Prema tome, pokazemo li da ne postoji sustav r§;(m;) € R(G), za i = 1,2, gdje P ide
po podskupu standardnih parabolickih podgrupa, koji zadovoljava uvjete (I1), (12) i (I3),

onda je parabolic¢ki inducirana reprezentacija
a
Ind% (o)

ireducibilna.

Stovise, Cesto je moguée pokazati da ne postoji takav sustav za tri prave standardne
parabolicke podgrupe P, P, i P, takve da je P C Py, P, pri pokazivanju ireducibilnosti
parabolicki induciranih reprezentacija.

Posebno, treba napomenuti da su uvjeti (I1), (I2) i (I3) nuzni za reducibilnost. Prema
tome, postojanje takvog sustava ne dokazuje reducibilnost.

Uzmemo li ireducibilnu dopustivu reprezentaciju oy od M; i nenul subkvocijent 7 od

Indgo(ao), moze se pokazati da ako je

riyy(Indg, (00)) # 0,

za neku parabolicku podgrupu P = M N od G, onda je

& (1) # 0.
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Napomena 2.4. Neka je sada reprezentacija o, koja je ranije zadana, unitarizabilna. U
tom se slucaju ireducibilnost parabolic¢ki inducirane reprezentacije Indgo(a) moze dokazati
na jednostavniji nacin, od kojih jedan navodimo (detalji, kao i dodatni nacini pokazivanja
ireducibilnosti u ovakvim slu¢ajevima, mogu se pronadi u [57]). Pretpostavimo, primjerice,
da je

Indf, (o) = Ind% (o),

za neku ireducibilnu reprezentaciju ¢’ standardne Levijeve podgrupe M’ standardne para-
bolicke podgrupe P’ od GG. Prema Frobeniusovom reciprocitetu znamo da je multiplicitet

reprezentacije o’ u

rip (Indg, (o)

vedi ili jednak 1. Ukoliko je navedeni multiplicitet jednak 1, onda je parabolicki inducirana
reprezentacija

IndgO (o)

ireducibilna, sto slijedi iz egzaktnosti Jacquetovih funktora.

2.6 Zanimljivi primjeri

Navest ¢emo nekoliko poznatih primjera ireducibilnosti u ovom potpoglavlju.
Oznacimo s 0(v*p; o) jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju od v®p x o.

Neka su ireducibilna unitarizabilna kuspidalna reprezentacija p grupe GL(p, F) i ire-
ducibilna unitarizabilna kuspidalna reprezentacija o grupe SO(2n + 1, F') takve da se
reprezentacija

1
vip X o
reducira. Tada se reprezentacija

m—1

ST p,v™T pl) % 6(vip;0)

reducira za svaki parni m € N, osim za m = 2, a ireducibilna je za svaki neparni m € N.

Nadalje, neka je p samokontragradijentna ireducibilna kuspidalna reprezentacija grupe

GL(p, F) takva da se reprezentacija
1
I/§p X 1F><

reducira. Tada je za svaku samokontragradijentnu ireducibilnu kuspidalnu reprezentaciju

p' od GL(p', F) reprezentacija

m—1

([T v T p]) ) 6(vEpi 1p)
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ireducibilna za sve neparne m.

Jedina je iznimka u slucaju reducibilnosti kada je p' = pim = 2.

2.7 R-grupe

U ovom ¢emo potpoglavlju opisati R-grupe za grupu SO(2n + 1, F'). Vise o navedenim
R-grupama moze se pronadi u [13], [21] i [57].

Neka je P standardna parabolicka podgrupa od SO(2n + 1, F') sa standardnom Le-
vijevom dekompozicijom P = MN te neka je o ireducibilna kvadratno integrabilna
reprezentacija standardne Levijeve podgrupe M. Nadalje, neka je W (o) stabilizator od o
u Weylovoj grupi od SO(2n + 1, F).

Oznacimo s W (o)’ podgrupu onih elemenata u W (o) za koje odgovarajuéi normalizirani

215 (5 kao skalar.

standardni operator ispreplitanja djeluje na Ind}io(
Tada je

W(a)/W (o)

R-grupa od o i ta je grupa komutativna.

U nastavku navodimo jednu posljedicu koju je dokazao Goldberg u [13].

Teorem 2.5. Neka su 81,09, ...,0; (unitarizabilne) ireducibilne kvadratno integrabilne
reprezentacije opcih linearnih grupa te neka je m ireducibilna kvadratno integrabilna repre-
zentacija grupe SO(2n + 1, F). Oznacimo sl broj medusobno neizomorfnih reprezentacija

0; medu 01,02, ...,0, takvih da se reprezentacija
0; X T
reducira. Tada je reprezentacija
Op X 0g X +++ X O X T

multipliciteta jedan i reducira se u direktnu sumu 2! ireducibilnih (temperiranih) reprezen-

tacija.

Prethodni je teorem bitan pri trazenju neunitarnog duala koriste¢i Langlandsovu
klasifikaciju s obzirom da nas za ireducibilnu kvadratno integrabilnu reprezentaciju grupe
SO(2n + 1, F') zanima koje se sve ireducibilne temperirane reprezentacije pojavljuju.

Nadalje, neka su 0y, ds, . . ., 6 (unitarizabilne) ireducibilne kvadratno integrabilne repre-
zentacije op¢ih linearnih grupa te neka je 7 ireducibilna kvadratno integrabilna reprezenta-
cija grupe SO(2n + 1, F). Ako je p permutacija skupa {1,2,....k} i€y, €,..., 6 € {1},
onda su reprezentacija

(51><52><"'><(5k><]7T
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i reprezentacija
Opla) X Oplay X *++ X Oyfyy X
gdje 5;(1') oznacava 0,(;y ako je ¢, =11 gp(i) ako je ¢, = —1, medusobno izomorfne.
Neka je
0 X 0y X oo X 0 X}’

neka druga reprezentacija, pri cemu su 8}, d5, . . ., 95, (unitarizabilne) ireducibilne kvadratno
integrabilne reprezentacije op¢ih linearnih grupa i 7" ireducibilna kvadratno integrabilna

reprezentacija grupe SO(2n' + 1, F'). Pretpostavimo da reprezentacija
51X52X'-'X5k><]77'

i reprezentacija

! ! ! /
0] X 0y X - X 0p X T

imaju zajednicki ireducibilan subkvocijent. Tada je
T=T,

pajein=mn' ik =Fk, te postoje permutacija p skupa {1,2,...,k} i€y, €,... 6 € {£1}
takvi da je

! ~ S€;

% = O,

zasvei=1,2,...,k.

2.8 Reducibilnost odredenih klasa parabolicki indu-

ciranih reprezentacija

U ovom ¢emo potpoglavlju navesti nekoliko osnovnih rezultata o reducibilnosti reprezen-

tacija koji se mogu pronaéi u [17]. Ti su rezultati generalizacija rezultata iz [51].

Lema 2.6. Neka su 61,0, ...,0; ireducibilne kvadratno integrabilne reprezentacije od
GL(n, F),GL(ny, F),...,GL(ng, F) i neka je o ireducibilna kvadratno integrabilna re-
prezentacija od SO(2n+ 1, F), te neka je m = §; X 09 X -+ X 0 ¥ 0. Tada se w reducira

ako i samo ako se barem jedna od d; X o reducira.

Dokaz. Pretpostavimo da se ¢; X o reducira za neki ¢ € {1,2,...,k}. U Grothendieckovo]
grupi imamo

7T:61><52><"'Xéz‘_1><5i+1><--'><6k>4(5i><]0')

i 7 se ocito reducira.
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Pretpostavimo sada da je §; x o ireducibilna za svaki i € {1,2,...,k}. Prema [45],
dovoljno je pokazati da je R-grupa za 7 trivijalna da bismo pokazali da je 7 ireducibilna.

Bez smanjenja opcenitosti, zapisimo 7 kao

w:5§”><5§1)><.--><5§11>><5§2)><5§2)><...><5§3)><---><5§m)><52m)><-..><5§.j§)>w,

gdje su 5@, 59, cee 5](3) reprezentacije od GL(k;, F'), pri cemu su svi k; medusobno razliciti.

Neka R; oznacava R-grupu za
(5@ X (52i) X e X (5](;) X 0.

Sada, ako R oznacava R-grupu za 7, onda prema [13] znamo da je
R=R; xRy x--- X R,

Dakle, R je trivijalna ako i samo ako je svaka R; trivijalna, a prema [13] je R; trivijalna
ako i samo ako su sve

5@ X o, 550 X U,...,(S](-f) X o
ireducibilne. Prema tome, mozemo zakljuciti da je reprezentacija m ireducibilna. O

Posebno, uoc¢imo da je prethodna lema poseban slucaj teorema 2.5.

Sljedeéi rezultat, ¢iji se dokaz moZe pronaéi u [51], koristi se u dokazu teorema 2.8.

Lema 2.7. Ako su 61,02, ...,0; ireducibilne esencijalno kvadratno integrabilne reprezen-
tacije od GL(my, F),GL(ma, F),...,GL(my, F') takve da je

e(01) > e(de) > -+ >e(d) >0
i o temperirana reprezentacija od SO(2n + 1, F'), onda je
L(d) X 6g X -+ X 0 X0)” = L(6; X dg X -++ X 0 X T).

Dokaz iduéeg rezultata, kojeg ¢emo u nastavku cesto koristiti, moze se pronaéi u [17].

Teorem 2.8. Neka su 61,09, ...,0; ireducibilne kvadratno integrabilne reprezentacije od
GL(ny, F),GL(ny, F),...,GL(ny, F) i o ireducibilna kvadratno integrabilna reprezentacija
od SO2n+1,F). Za oy, o, ..., 0q € R, stavimo

T =vY0; X V%0 X -+ X VY X 0.

Tada se m reducira ako i samo ako se barem jedna od sljedecih reprezentacija reducira:
(1) v*0; x v*9d;, za i # j.
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(2) v¥id; ¥ o.
(3) void; x V=965, za i # j.
Dokaz. Promotrimo najprije
V1o Qv Q- QUMY ® o.

Ako je neki a; < 0, zamijenimo v*§; s v~%4;. Prema [6], reprezentacija dobivena inducira-
njem te reprezentacije jednaka je m u Grothendieckovoj grupi i ireducibilna je ako i samo
ako je reprezentacija 7 ireducibilna. Prema tome, mozemo, bez smanjenja opcenitosti,
pretpostaviti da je a; > 0, za sve i € {1,2,...,1}. Nadalje, permutirajmo v*i¢; tako da
bude

oap>ag > > > 0.

To mozemo napraviti jer to odgovara djelovanju Weylove grupe, pa se u Grothendieckovoj
grupi nista neé¢e promijeniti.

Dakle, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je
T =1V X U*0g X -+ X UM X Oy X -+ X O X O,

pri cemu je a; > g > -+ > oy > 0.
Pretpostavimo da su sve reprezentacije u (1), (2) i (3) ireducibilne. Radi jednostavnosti,
neka je & = dpy1 X -+ X &y X 0. Prema Lemi 2.6 je J ireducibilna i § jest temperirana

reprezentacija. Uoc¢imo da je
w1 = L(v*6; X v*%6y X + -+ X V%), X )

jedinstven ireducibilan kvocijent od 7.

S obzirom da su reprezentacije u (1), (2) i (3) ireducibilne, imamo sljedece izomorfizme:

l/ai(Si X 1/0‘]'5j = Vajéj X Vaiéi,
VYo X o Zv%0; X oo,
V‘”(Fi X V_ajéj = V_O‘j(Sj X l/ai(si,

—a; § —a; —a; ¥ —a; §
v 57;><V J(Sjgl/ J(Sle/ 61
Tada je

WgyalélX]/a252><---><(Vak(sk,x5k+1)X5k+2X---X5l>40‘

EyMi; X V20 X -0 X Opaqg X V0 X Opag X -+ X Oy X O
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I

VOO X V%0 X e X VHETI0 1 X Gpaq X oo X 0p XC(VYROy X o)

EyMi X V20 X oo X UM g X Oy X o X O X VY X o

I

VO X V%09 X oo X U0 g X Opgq X oo X V0 X O X o

I

VUG X V¥%0g X s X VR0 g X VTR0 X Oy X oo X O X O

EpMy X V209 X oo X U2 o X VTR0 X V0, 4 X Opqq X oo X O X O

E MG X U0y X o X V20, o X U0 X TR ) X Oy X oo - X O X O

MG X U2y X s X VM0, o X UG g X VTR0 X Oy X - X X O

YN X VT 0 X e X VT X gy X o X Op X O

Promotrimo sada reprezentaciju
T = v X V*?0y X -+ X VYR, XS;CH X oo X O NG
koja ima jedinstven ireducibilan kvocijent
TF = L6, X 126y X -+ X V%6, X 0).
Nadalje, vidimo da
T =0 M X %0 X -0 X V%), XOpi1 X - XX

ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju 7?{ koja je, prema prethodno pokazanom,

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 7. Sada, iz Leme 2.7 slijedi da je
T = T71.

Prema tome, ako bi se m reducirala, sadrzavala bi m; s multiplicitetom dva. Naime,
sadrzavala bi ju jednom kao jedinstvenu podreprezentaciju, a jednom kao jedinstveni
kvocijent. Kako se, prema Langlandsovoj klasifikaciji, m; pojavljuje s multiplicitetom
jedan u danoj reprezentaciji, dosli smo do kontradikcije. Dakle, reprezentacija m jest

ireducibilna.

Pretpostavimo sada da se jedna od reprezentacija u (1), (2) ili (3) reducira. Bez

smanjenja opcenitosti neka se, primjerice, reprezentacija
v¥io; X v,
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reducira. Tada je u Grothendieckovoj grupi

T =V X U0y X - X VY0 X V7Y X vF 0 X X VM0 X

X VUi X oo X UM0p X Oy X - X O X O

i vidimo da se reprezentacija 7 reducira.

Time je dokaz teorema gotov. [

2.9 Kiriterij ireducibilnosti

U ovom ¢emo potpoglavlju navesti kriterij ireducibilnosti kojeg ¢emo koristiti pri trazenju
unitarnog duala, a koji se moze pronaéi u [56].

Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe SO(2n + 1, F)). Tada je 7 subkvocijent
od p; X pg X -+ X pr X o, za neke ireducibilne kuspidalne reprezentacije pi, pa, ..., Pk
op¢ih linearnih grupa i ireducibilnu kuspidalnu reprezentaciju o grupe SO(2m + 1, F).
Reprezentacija o = 7.5, parcijalni je kuspidalni nosa¢ od 7. Ako je p1 X pa X -+ X py

reprezentacija grupe GL(p, F'), onda se Jacquetov modul s, (7) oznacava sa

sar(T).

Ireducibilna kuspidalna reprezentacija p opce linearne grupe naziva se faktorom od 7

ako postoji ireducibilan subkvocijent
™ Teusp

od sgr(7) takav da je p u kuspidalnom nosac¢u od w. Tada je skup svih faktora od 7

sadrzan u

{p1, 1, p2: P25 - - s P> Pi }-

Za svaki 1 < i < k, barem je jedna reprezentacija iz {p;, p;} faktor od 7.

Lema 2.9. Neka je w ireducibilna reprezentacija klasicne grupe SO(2n + 1, F) 1 neka je
p ireducibilna kuspidalna reprezentacija opce linearne grupe GL(m, F'). Pretpostavimo da

vrijedi sljedece:
(i) p % p.
(71) Reprezentacija p X Teysp jest ireducibilna.
(iii) Reprezentacije p x p' i p x p' ireducibilne su za svaki faktor p’ od .
(iv) Niti p niti p nisu faktori od .
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Tada je p X w ireducibilna reprezentacija.

Neka je X skup nekih glatkih reprezentacija. Tada oznacavamo

X ={7:meX}.

Propozicija 2.10. Neka je m ireducibilna reprezentacija klasicne grupe SO(2n + 1, F).

(i) Neka je X skup svih ireducibilnih kuspidalnih reprezentacija opéih linearnih grupa

(i)

koje zadovoljavaju sljedece uvjete:

(a) v¥'p ¢ X, za svakip € X.

(b)) XNX =0.

(¢) Niti jedan element od X U X nije faktor od .

(d) Reprezentacija p X Teysp ireducibilng je za svaki p € X.

(e) Reprezentacije p X p' i p x p' ireducibilne su za svaki p € X i za svaki faktor p/

od .

Pretpostavimo da je 0 ireducibilna reprezentacija opce linearne grupe ciji je kuspidalni

nosac sadrzan u X. Tada je reprezentacija
0>

ireducibilna.

Pretpostavimo da mozZemo naci skupove X 1Y (klase ekvivalencije) ireducibilnih
kuspidalnih reprezentacija opéih linearnih grupa takve da X U XUY UY sadrii sve
faktore od 7, X N (Y UY) = 0 i da vrijede uvjeti (a), (b) i (d) iz (i). Nadalje,
pretpostavimo da su reprezentacije p X p' i p X p' ireducibilne, za sve p € X U X i
p €Y (tojest, da vrijedi uvjet (e) iz (i), za sve pe XUX ip €Y).

Tada postoji ireducibilna reprezentacija 6 opce linearne grupe ¢iji je kuspidalni nosac
sadrzan v X (odnosno, svaka reprezentacija nosaca) i postoji ireducibilna reprezen-

tacija 7 klasicne grupe c¢iji su svi faktori sadrzani u'Y U Y takva da je
TEO X7

Parcijalni kuspidalni nosac od 7' jest Teysp. Nadalje, m odreduje 6 i ' kao gore do

na ekvivalenciju.

Ako je X podskup skupa svih faktora od w, onda se svaka reprezentacija od X pojav-

ljuje u kuspidalnom nosacu od 6.
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2.10 Reducibilnosti u nekim grupama manjeg ranga

Za kraj, navodimo rezultat iz [16] vezan uz reducibilnost reprezentacija u grupama GL(2, F)
i SO(3, F).
Naglasimo najprije kako sa Stg oznacavamo Steinbergovu, a s 14 trivijalnu reprezen-

taciju reduktivne grupe GG. Posebno, poznato je da je
1 ol
Stso@nt1,r) = 0([V2 1px, V"2 1px]; 1px),

a da je
m—1 m—1
Starimr = (V" 1pe, "7 1)),

Propozicija 2.11. Neka su x, x1, X2 @ C karakteri od F*, pri cemu je (* = 1px.

(i) Reprezentacija x1 X xo grupe GL(2, F) reducira se ako i samo ako je x1 = v lys.

Imamo: vix x v iy = XSterer) + xlarer)-
(ii) Reprezentacija x X 1px grupe SO(3, F) reducira se ako i samo ako je x* = v+l

Imamo: V%C X 1F>< = CStSO(&F) + €150(3,F)-
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Poglavlje 3

Klasifikacija temperiranih

reprezentacija

U ovom ¢emo poglavlju opisati klasifikaciju temperiranih reprezentacija grupa SO(3, F'),
SO(5, F)iSO(7, F) koju ¢emo koristiti u sljedeéem poglavlju pri odredivanju neunitarnog
duala p-adske grupe SO(7, F) s nosac¢em na minimalnoj parabolickoj podgrupi.

Opis temperiranih reprezentacija grupa SO(3, F) i SO(5, F') moze se pronadi u [26], a
navodimo ga u potpoglavlju 3.1 i potpoglavlju 3.2, dok se opis temperiranih reprezentacija
grupe SO(7, F) izvodi pomoc¢u njih. Potpuni opis temperiranih reprezentacija grupe
SO(7, F) dan je u potpoglavlju 3.3.

Napomenimo najprije da je jedina temperirana reprezentacija grupe SO(1, F) trivijalna

reprezentacija 1px.

3.1 Temperirane reprezentacije grupe SO(3, F)

Sljedeéi teorem daje nam sve temperirane reprezentacije grupe SO(3, F):

Teorem 3.1. Ako je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3,F), onda

vrijedi jedno od sljedeceq:

(1) 7 je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1
I/§C X 1F><,

za neki kvadratni karakter ¢ € F*. Tada je T strogo pozitivna reprezentacija koju

oznacavamo sa Ste.

(2) 7 je izomorfna reprezentaciji

X X 1px,

2a nekz’xeﬁ.
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3.2 Temperirane reprezentacije grupe SO(5, F)

Temperirane reprezentacije grupe SO(5, F') dane su sljedeéim teoremom:

Teorem 3.2. Ako je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(5, F'), onda

vrijedi jedno od sljedeceq:
(1) 7 je strogo pozitivna reprezentacija i vrijedi jedno od iduceg:

(i) T je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1 1
UEC1XV§C2>41F><7

pri cemu su (i, (2 € F* medusobno neizomorfni kvadratni karakteri.

(ii) T je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
5([v3¢v3¢)) % 1px,

pri cemu je ¢ € FX takav da je (2 = 1px.
(2) 7 nije diskretna serija i vrijedi jedno od iduceg:

(i) T je izomorfna reprezentaciji
X1 X X2 X Lpx,

pri cemu su X1, X2 € FXx.

(ii) T je izomorfna reprezentaciji

X1 X Stc,
pri cemu je x1 € Fx i€ F* takav da je (> = 1px.

(iii) T je ireducibilna podreprezentacija od 8([v=2x,v2x]) X 1px, za x € FX. Pri
tome je reprezentacija

5([v 2, v3X]) X Lps,
ireducibilna ako je x* 2 1px, dok reprezentacija

§([v2¢,v3C]) % 1px,

za ¢ € F* takav da je (? = 1px, sadrZi dvije medusobno neizomorfne ireduci-
bilne temperirane podreprezentacije od kojih tocno jedna u svom Jacquetovom

modulu u odnosu na odgovarajucu parabolicku podgrupu sadrzi
1 1
VEC X V§C® 1F><.

48



3.3. Temperirane reprezentacije grupe SO(7, F)

3.3

Temperirane reprezentacije grupe SO(7, F)

Sada lako mozemo do¢i do svih temperiranih reprezentacija grupe SO(7, F') i one su dane

sljede¢im teoremom:

Teorem 3.3. Ako je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(7,F), onda

vrijedi jedno od sljedeceg:

(1) 7 je strogo pozitivna reprezentacija i vrijedi jedno od iduceg:

(i) T je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1 1 1
v2Q X v20y X v2(3 X 1px,

pri cemu su (1, (2, (3 € F* medusobno neizomorfni kvadratni karakteri.

(ii) T je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1 1 3
viQi X 0([r2(e, v2(G]) X 1px,

pri cemu su Cy, Gy € F* medusobno neizomorfni kvadratni karakteri.

(iii) T je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
5([v3¢,v3¢)) » Lo,

pri cemu je ( € FX takav da je (2 = 1px.

T je diskretna serija i jedinstvena je ireducibilna podreprezentacija od
1 3
5([r72¢,vaC]) % Lpx,

pri cemu je € F* takav da je (* = 1px. Reprezentacija (5([V_%C, V%C]) X 1px sadrzi
dvije medusobno neizomorfne ireducibilne podreprezentacije koje su obje diskretne
serije. Tocno jedna od njih u svom Jacquetovom modulu u odnosu na odgovarajucu

parabolicku podgrupu sadrzi reprezentaciju
1
v EC X Osp,

gdje je o, strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podrepre-

zentacija od

§([v3¢,v3¢]) % 1px.
Nadalje, T je podreprezentacija od
Vel x 7,
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za ireducibilnu temperiranu podreprezentaciju 7' od
§([v2¢,v2¢]) ¥ 1px.

(3) 7 nije diskretna serija i vrijedi jedno od iduceg:

(i) T je izomorfna reprezentaciji

5([1/’1)(, vx]) X 1px,

pri cemu je X € Fx.

(ii) T je ireducibilna podreprezentacija od
(5([V7%X, I/%X]) X Ste,

pri cemu je X € FX ( e F* takav da je ¢ = 1px, Posebno, reprezentacija
(5([V_%X, V%X]) X St¢, direktna je suma dviju medusobno neizomorfnih ireduci-
bilnih temperiranih reprezentacija ako i samo ako je x € FX kvadratni karakter

koji nije izomorfan kvadratnom karakteru ¢ € FX.
(iii) T je izomorfna reprezentaciji

X X T,

pri cemu je X € X i 71 temperirana reprezentacija grupe SO(5, F'), pa je stoga

reprezentacija x X 11 jednog od sljedecih oblika:

(a)

x %ol

gdje je ag,) jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1 1
v2(0p X V20 X 1px,

pri cemu su Cq,Co € F* medusobno neizomorfni kvadratni karakteri.

(b)

x %ol

gdje je agi) jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
S([v7¢,v3¢]) X Lo,

pri cemu je ¢ € FX takav da je (2 = 1px.

(c)

X X X1 X X2 X 1px,
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pri cemu Su X1, X2 € Fx.

(d)

X X X1 NStC?

pri emu je x1 € F* i ¢ € F* takav da je (* 2 1px.

(¢)

X X Ta,
gdje je o ireducibilna podreprezentacija od

1 1

0([v~2x1,v2x1]) X 1px,

pri cemu je X1 € Fx.
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Poglavlje 4
Neunitarni dual

Cilj ovog poglavlja jest opis neunitarnog duala p-adske grupe SO(7,F) s nosafem na
minimalnoj parabolickoj podgrupi.

U potpoglavlju 4.1 opisujemo netemperirane reprezentacije od SO(7, F') s nosa¢em na
minimalnoj parabolickoj podgrupi. Zatim, u potpoglavlju 4.2 navodimo nekoliko pomoénih
tvrdnji koje ¢emo koristiti prilikom opisivanja neunitarnog duala u potpoglavljima 4.3,
4.4, 4.51 4.6, a koja dijelimo u ovisnosti o broju kvadratnih karaktera koji se pojavljuju u
induciranoj reprezentaciji grupe SO(7, F). Konac¢no, u potpoglavlju 4.7 navodimo nekoliko
primjera u kojima odredujemo sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije od

SO(7, F) primjenom odgovarajuceg teorema iz nekog od prethodnih potpoglavlja.

4.1 Netemperirane reprezentacije grupe SO(7, F) s no-
sacem na minimalnoj parabolickoj podgrupi
Neka je m netemperirana reprezentacija koja je subkvocijent inducirane reprezentacije
vy X vy X U8B xg X 1px
grupe SO(7, F'), pri ¢emu je 0 < a; < as < az i xi, X2, X3 € FX. Tada je
T >0 X0 X o+ X0 XT,

gdje je 9; ireducibilna netemperirana reprezentacija grupe GL(n;, F'), zai=1,2,... k, a
7 je ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(ng1, F), pri ¢emu je
k41

i=1
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Pri tome je
zasvakii € {1,2,... k}, i

zat=1,2,...,k— 1. Preciznije,
—z;+1y; <0

tejey; +x; € Z,za1=1,2,...,k.
Nadalje, sada mozemo zakljuciti da je
yitr; <21 1<k<3.
Ukoliko je k = 3, onda je n; = 1, za ¢ = 1,2, 3, odnosno reprezentacija ¢, ireducibilna
je reprezentacija grupe GL(1, F). Tada je

—a;

0 =v Xi_l

i vrijedi e(01) < e(dz) < e(d3) < 0 te zakljuCujemo da je
T 1F><.

Nadalje, iz Frobeniusovog reciprociteta slijedi da Jacquetov modul netemperirane repre-

zentacije m u odnosu na odgovarajuc¢u parabolicku podgrupu sadrzi
Vfagxgl ® Vfazxgl ® Vfalxlfl ® 1F><-

Ako je k = 2, onda imamo sljedece slucajeve:

(a) Kada je n; = 11 ny = 2, odnosno reprezentacija ¢; ireducibilna je reprezentacija
grupe GL(1, F), a reprezentacija 0, ireducibilna je reprezentacija grupe GL(2, F'),
onda je

O =v U1 G =0y,

pri ¢emu je a; # 0 i

(a5,x;) € {lar+1,x0), (1 —ar, x; 1)}

te a; > % ako je (aj,x;) = (1 —a;,x; "), za medusobno razlicite i, j,1 € {1,2,3}.

Takoder, vrijedi e(d;) < e(d2). Sada zakljuCujemo da je

Tglpx
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i tada Jacquetov modul netemperirane reprezentacije 7 u odnosu na odgovarajuéu

parabolicku podgrupu sadrzi
V—aixi—l ® 5([V—(ljxj—17 V_aj+1Xj_1]) ® 1px.

(b) Kada je ny = 2 i ny = 1, odnosno reprezentacija ¢; ireducibilna je reprezentacija
grupe GL(2, F), a reprezentacija 0, ireducibilna je reprezentacija grupe GL(1, F'),
onda je

5 = 5([V—an;17V—aj+1Xj—1D PGy = vy

pri ¢cemu je a; # 0 i

(a5,x;) € {(a+1,x0), (1 —ar, x; 1)}

te a; > % ako je (aj,x;) = (1 —a;,x; "), za medusobno razlicite i, j,1 € {1,2,3}.

Takoder, vrijedi e(d;) < e(d2). Opet zakljucujemo da je
T'Eélpx

i tada Jacquetov modul netemperirane reprezentacije 7 u odnosu na odgovarajuéu

parabolicku podgrupu sadrzi

(g T @ v @ e

(c) Kada je ny = ny = 1, odnosno reprezentacije d; i do ireducibilne su reprezentacije
grupe GL(1, F'), onda je

—ai -1 - —a; —1
hh=v "y, 1 h=v"Yx,

gdje je 0 < a; < a;, zai,j € {1,2,3} te i # j. Tada zakljuCujemo da je 7 ireduci-
bilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F'). Nadalje, u Jacquetovom modulu
netemperirane reprezentacije m u odnosu na odgovarajuc¢u parabolicku podgrupu
nalazi se

vt ® y*“ijfl R T.
Ukoliko je pak £k =1, onda je 1 < n; < 3, pa imamo sljedece slucajeve:

(a) Kada je n; = 3, odnosno reprezentacija d; ireducibilna je reprezentacija grupe
GL(3,F), onda je
01 = 5([V_a3X?:17 V_a3+2X??1])7

pri cemu jeiliaz =a;+2iaz3=as+1tex1 = x2 = x3,iliag=2—a;iaz3=as+1
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uz az > 1te yo! = x3- = x1, ilipakas =2 —agias = a; +1uz az > 1 te

X1t = x5! = xe. Tada zakljuéujemo da je
TE 1F><

i Jacquetov modul netemperirane reprezentacije m u odnosu na odgovarajucu para-

bolicku podgrupu sadrzi
([ xs v NG ) @ L.

Kada je n; = 2, odnosno reprezentacija ¢; ireducibilna je reprezentacija grupe
GL(2, F), onda je
51 _ 5([V—aixi—l’ I/_aﬁ_lX-_l]),

pri cemu je

(as, x:) € {(a; +1,x;5), (1 — aj»Xj_l)}
1
2
toga slijedi da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F'). Tada se

te a; > 5 ako je (a;, x;) = (1 — aj,xj-’l), za medusobno razli¢ite i,j € {1,2,3}. Iz

S(vx; vt ) er

nalazi u Jacquetovom modulu netemperirane reprezentacije m u odnosu na odgova-
rajuc¢u parabolicku podgrupu.
Kada je n; = 1, odnosno reprezentacija ¢; je ireducibilna reprezentacija grupe
GL(1, F), onda je

61 = VﬁaiXiia
za neki ¢ € {1,2,3} i a; # 0. Tada je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija
grupe SO(5, F) i

v lor
se nalazi u Jacquetovom modulu netemperirane reprezentacije m u odnosu na odgo-

varajucu parabolicku podgrupu.

4.2 Pomocni rezultati

U ovom ¢emo potpoglavlju navesti nekoliko tehnickih rezultata koje ¢emo koristiti u

nastavku.

Krenimo s poznatom tvrdnjom:
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4.2. Pomoéni rezultati

za 81,82, t1, 12 € R te x1,x2 € F¥ i x1 % o
Opis ireducibilnog subkvocijenta inducirane reprezentacije grupe SO(7, F') kada se

pojavi ireducibilna netemperirana reprezentacija grupe GL(2, F') dan je sljede¢om lemom:

Lema 4.1. Neka je

vy X vy X VB xg X 1px, (4.2)

gdje su X1, X2, X3 € Fxi0< a1 < ay < ag, inducirana reprezentacija grupe SO(7, F).
Pretpostavimo da postoje i, j € {1,2,3}, gdje je i # j, takvi da je aj = a; +1 7 x; = x; ili
aj=1—a;, a; > % 17X = Xj_l. Tada, za l € {1,2,3} tel #1i il # j, postoji ireducibilan
subkvocijent od (4.2) koji je jednog od sljedecih oblika:

(i) L=t < 6([voxg vt ING]) » 1px), ako je ar > a; — 5.

1

(i7) L(é([u‘“ﬂ'xjfl,y_“j“)(;l]) x vyt % 1px), ako je ay < aj — 1.

(iii) L(5([V*“J'Xj_1, V*“f“xj_l]) X x1 X 1px), ako je ap = 0.

Vrijedi © obrat, ako postoje ireducibilni subkvocijenti nekog od gornjih oblika, onda postoje
i,7 € {1,2,3}, gdje jei # j, takvi da je a; = a; +1 i x; 2 x; ilia; =1—a; uza; > 3 i

2
i =X

Dokaz. Neka je a; # 0. Ako je a; > a; — %, definiramo netemperirane reprezentacije
0 € Irr(GL(1, F)) i 69 € Irr(GL(2, F)) s

—(l]'—l-l

G =v U1 G =Y LG ),

gdjejeaj =a,+1ix; = x;ilia; =1—a; uz a; > % iy = Xj_l, za medusobno razlicite
i,7,1 € {1,2,3}. Neka je

Tglpx

i tada je

L6y x Gax 1) = vt x 0([v ;v X)) % 1ps

7aj+1

< 1/*‘”)([1 X v Xj*l X V*aﬂ'xjfl X 1px,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.2).

Ako je aq; < a — %, stavimo
& =08([v 9y v NG) 1 G =N

gdjejeaj=a;+1ix; =Exjilia;=1—a; uz a; > % iy = Xj_l, za medusobno razlicite
i,7,1 € {1,2,3}. Neka je

Tglpx
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1 imamo

L(6; Xy X 7T) — 5([1/_‘”)(;1, V_ajHXj_l]) X Uyt X Ipx

< VfajJrlXjfl X l/fanjfl X I/fale—l X 1F><7

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.2).

Ako je a; = 0, stavimo
601 = 6([v~%x; v,
gdjejeaj=a;+1ix; =Exjilia;=1—a; uz a; > % iy = le, za medusobno razlicite

i,j€{1,2,3},1

T =i X Lpx,

zal € {1,2,3} il #itel # j. Tada imamo

L(6y x 1) = 6([r%x; v G ) X oxe x 1px

A R S AP TR S VIR
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.2).

Obrat slijedi direktno i time je lema dokazana. O]

Sljedeca lema daje nam opis ireducibilnog subkvocijenta inducirane reprezentacije
grupe SO(7, F') koji je oblika L(d; X dg X 03 X 1px):

Lema 4.2. Neka su x1, X2, X3 € FXi0< a1 < as < as. Inducirana reprezentacija
VX1 X VP2 x X v x3 X 1px (4.3)
ima jedinstven ireducibilan subkvocijent oblika
L(61 X d3 X 93 X 1px).
Dokaz. Ako je ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.3) oblika
L(81 X 93 X 03 X T),

onda Frobeniusov reciprocitet implicira da Jacquetov modul od (4.3) u odnosu na odgo-

varajucu parabolicku podgrupu sadrzi

51@52@53@7’.
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Sada, iz potpoglavlja 4.1, slijedi da je d; oblika

—a. —1

vox o

odnosno
5@' = Vianjia
za neki j € {1,2,3}, te da je

T 1F><.
Prema tome, zbog a; < ay < az i (4.1), imamo

L(6; X 63 X 83 X 7) = v ®xzt x vy, x vy« T

_ ,,—az, —1 —az., —1 —ai,,—1
=V Bxg XU Py, XvUx] X lpx,

za ai,az,a3 # 0, Sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7,F)) jednako (4.3). Dakle,

ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.3) jednak je

—a —1 —a -1 —a -1
L(v™®x3 x v %xy X v %X X 1px),

za 0 < a; < ag < as. ]

4.3 Slucaj tri kvadratna karaktera

U ovom ¢emo potpoglavlju promatrati inducirane reprezentacije grupe SO(7, F') u kojima,
su sva tri karaktera kvadratna.

Najprije ¢emo pronadi sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije u kojoj
se pojavljuje tocno jedan v*( takav da je ( € F* kvadratni karakter i a = %
Teorem 4.3. Neka je (; € F* takav da je (2 = 1px ia; > 0, za svakii € {1,2,3}, te neka
postoji tocno jedan i € {1,2,3} takav da je a; = % Bez smanjenja opéenitosti, mozZemo
uzeti da je az = % te neka je 0 < ay < ay. Nadalje, neka je Ste, jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija od V%g}; X 1px. Tada:

(a) Ako je (as, () # (3,(3), za s € {1,2}, i (a1, (1) # (an—1, (), onda su svi ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije v (y X v*2(y X v2(3 X 1px sljedeci:

(i)

L(V_GQCQ X V_a1<1 X V_%Cg X 1F><)7

ako je % < ay, ili
L(v™2¢, X v 3¢ X ™" X 1px),
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ak0j60<a1<%<a2, ili
L(V_%Cg X IJ_GQCQ X V_a1<-1 X 1F><),

ak0j6a1>0ia2<%.

(i)
L(v™2¢y x v73C3 X (1 X 1px),

ako je a; =0 ia2>%, iy
L3¢ X 172 % (1 X Lpx),
akojea1:0i0<a2<%, iy
L(V_%Cs X (1 X Gg X 1px),

ako je a; = ag = 0.

(iii)
L(v~2¢s x 6([v"Co, v (5]) X 1px),

ako je as =1 — ay uza2>%ifl%g“2.

(iv)

L(V_Q2C2 X V_a1C1 X St@),

ako je ay > 0, li
L(v™" ¢ x (1 % Stg,),

ako je a; =0 i as >0, ili
Cl X QQ X StCBv

ako je a; = as = 0.

(v)
L(é([lj—@c?v V_a2+1<2]) X St43)7

ako je as =1 — ay uza2>%iC1%C2.

(b) Ako je (as, () # (2,¢), za s € {1,2}, i (a1,G1) = (a2—1,¢2), onda su svi ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije v (y X v*2(s X v2(3 X 1px sljedeci:

(i)

L(V_a2C1 X V_a1C1 X V_%Cg X 1F><)7

ako je % < ay, ili
L(r™2¢ x v 3¢ X v~ X 1px),
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ak0j60<a1<%<a2, ili

Lv™'¢ x ™3¢ X (1 % 1px),
ako je a; = 0.
(it)
LO([r2C, v G)) X 7 3¢5 X 1px),

ako je ay > 1, ili
L™ 2¢ % 6([v (o, (]) X 1),

ako je as = 1.
(iii)
L(V_(mgl X I/_CLIC1 X Stcg),

ako je a; > 0, ili
L(r™'¢1 x G % Stey),

ako je a; = 0.

(iv)
L(6([v"¢, v () % Ste,).

(c) Ako je (as,(s) = (%,Cg), za neki s € {1,2}, 7 (a1,G1) # (a2 — 1,(), onda su svi

ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v (y X v*2 (s X V%Cg X 1px sljedeci:
(i)
1
L(I/iaQCQ X yfa1<1 X V7§C3 X 1F><)7

ako je % < ay, ili
L(V_%Cg X I/_%Cg X I/_alCl X 1F><)7

ako je 0 < ay < %, ili

L(V_%Cg X V_%Cg X €1 X ]-FX);

ako je a; = 0.
(ii)
L(v=¢; x 8([v2Cs, v 2Cs)) X 1),
ako je a; > 1ia; =3, za {j,1} ={1,2}, ili
L(S([v 2, v 2G)) X ¢ % 1px),
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ako je 0 < ay < 1, ili

L6([v 2, v 2¢3)) X G X 1px),

ako je a; = 0.

(iii)

L(V_a2<2 X l/_alcl X StC?’),

ako je a; > 0, ili
L(r~3¢y x ¢ % Stg,),

ako je a; = 0.

(iv)

L(v™%¢; % ag,)),

ako je a; >0 ia; =32, za {i,j} ={1,2}, ili

Cl X ngla) )

ako je ay = 0, gdje je 05}0) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od 5([1/%@,, I/%Cg]) X 1px.

(d) Ako je (a1,¢1) = (3,8) i (a2, () = (2,(3), onda su svi ireducibilni subkvocijenti

. . .. 1 . s
inducirane reprezentacije v*'(y X v*2(y X v2(3 X 1px sljedeci:

(i)

L(v™3(s x v 2(3 X 17 2(3 % 1px).
(i1)
L(v 3¢ x 6([v 3¢, v 2(3)) % 1px).

(i)
L(S([v™ 2G5, v 2Gs]) X v72G5 X 1),

(iv)
L((S([l/_ggg,l/_%gg]) X ]_Fx)
L(v™3Cs X v73(3 % Ste,).

(vi) 5 3
L(6([v™2(s,v72(3]) X Stey).

(vit)

L(I/_%Cg X nglj)),
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pri cemu je Jgo) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija od 5([V%C3, 1/%(3]) X 1px.

(viii) Strogo pozitivna reprezentacija agg) koja je jedinstvena ireducibilna podreprezen-
tacija od
1 5
(5([1/2C3, I/QCg]) X 1F><.

Dokaz. Promatramo induciranu reprezentaciju
1
I/algl X VaZCQ X V2C3 X 1px, (44)

pri demu je ¢; € FX takav da je (2 2 1px, za svaki i € {1,2,3},10 < a1 < as.
Ukoliko je

L(d1 X 09 X -+ X 0 X 7) < v X v2(5 X I/%Cg X 1px,

zakljucujemo da je k£ < 3.
Ako je k = 3, onda ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.4) dobijemo

koristec¢i lemu 4.2 1 on je, za aq,as # 0, jednak

L(V_%CS XV 0 X v X 1px),
ako je % > ag, ili je jednak

L(v="¢ x v 3¢ X v % 1px),
ako je a1 < % < ag, ili je jednak

L(v™"¢ x v™"( X V3 (s X Lpx),

ako je % < a.

Nadalje, ako je k = 2 i ako je
L((Sl X 52 X ’7') < Va1<1 X VaQCQ X Z/%C:), X 1F><7

slijedi da Jacquetov modul od (4.4) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu
sadrzi
51 ® 52 ® T.

Sada zakljucujemo, koriste¢i potpoglavlje 4.1, da je ¢, ireducibilna netemperirana repre-
zentacija grupe GL(n;, F), za i = 1,2, pri Cemu jeiling =1iny =2ilijen; =2iny =1
ili je pak ny =ny = 1.

Ukoliko je n; = 1 i ny = 2, promatramo nekoliko moguénosti.
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Prvo, zbog pretpostavke teorema i potpoglavlja 4.1, imamo
O =73 i Gy = 0([v G, v G)),

akoje (G 2 Gteay =ar +1iliay =1—a; uz ag > 2. Medutim, koristeéi lemu 4.1

5-
zakljucujemo da je as < 1. Prema tome, s obzirom da je a; > 0 prema pretpostavci
teorema, slucaj kada je as = a; + 1 mogu¢ je samo kada je a; =01 ay = 1, a slucaj kada

je ap =1 — a; imamo uz % < ag < 1. Sada zakljucujemo da je
T= 1F><
1 imamo

L((Sl X 52 X 7') — 1/7%63 X 5([Via2c27yia2+1<2}) XT

< V7%C3 X Vﬁa2+1<2 X Vﬁa2<‘2 X 1F><7

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7,F)) jednako (4.4). Prema tome, ireducibilan

subkvocijent inducirane reprezentacije (4.4) trazenog oblika jednak je
L(v™ 3¢ x 0([v™ %, v 2M1G)) % 1px),

akojegl%cgtealzoiagzliliagzl—aluz%<a2§1.

Drugo, zbog pretpostavke teorema i potpoglavlja 4.1, jos moze biti
Cai _3 _1
O =v Y 1 0 =0([v 2G5, v 2G)),

u slucaju da jea; #01ia; = % te (; = (3, za medusobno razlicite j,1 € {1,2}. Koristec¢i

lemu 4.1 zakljucujemo da je a; > 1. Prema tome, slijedi da je
T 1F><
1 imamo

Ly X 6y ) 7) > 1795¢; x ([ 3w 3 Gs)) m 7

< l/iajgj X 1/7%4-3 X l/iggg X 1F><7

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.4). Stoga, ireducibilan subkvoci-

jent inducirane reprezentacije (4.4) trazenog oblika jednak je

L% x 8([v™2¢s, v 2(s)) X 1px),

64



4.3. Slucaj tri kvadratna karaktera

akojea; >1iaq = % te (; = (3, za medusobno razlicite j,1 € {1,2}.
Ukoliko je n; = 2 i ny = 1, opet imamo dvije moguénosti.

Prvo, zbog pretpostavke teorema i potpoglavlja 4.1, imamo
Oy = 0([v™"2C, v G)) i 6y = vTEG,

akoje (1 Z (G teag=a1+1iliay=1—ay uz ay > % Koristeci lemu 4.1 zaklju¢ujemo
da je ap > 1. Prema tome, s obzirom da je a; > 0 prema pretpostavci teorema, slucaj
kada je as = a; + 1 mogu¢ je uz a; > 0, no slucaj kada je as = 1 — a; nije mogué. Sada
zaklju¢ujemo da je

T = 1F><
i imamo

L(8; X 63 X 7) = ([, v G]) x v 2( X T

< v X TG X 7RG X L,
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.4). Prema tome, dobijemo da je
L(5([r™%Co, ™1 G]) X 072C5 % 1),

akojeas = a1+1uzas > 1te (4 = (5, ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane
reprezentacije (4.4).

Drugo, zbog pretpostavke teorema i potpoglavlja 4.1, moze biti
01 =[2G, v 2G)) 1 6y =1 TG,

ako je a; = % ia; #0te (= (3. Takoder, iz leme 4.1 i pretpostavke teorema slijedi da je

a; <1, pajej=1il=2. Sada mozemo zakljuciti da je
T 1F><
1 imamo

L0y X 8y % 7) = §([v " 7C, v 2G]) X ™ X T

< UG X VTG X v 0 L,
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.4). Tada je
L(8([v2Cs, v 3G)) X v™U¢ X L),
akoje 0 <ay <liag= % te (o = (3, ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

reprezentacije (4.4).

Ako je ny = ny = 1, odnosno ¢; i d5 su ireducibilne netemperirane reprezentacije grupe
GL(1, F), onda su oblika

v,

te je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F'). Koriste¢i teorem 3.1

zakljucujemo da je 7 tada ili jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1
I/igg X 1F><

ili je
T=( X px,

za a; = 0, zbog a1 < ay. Sada, uz (4.1), u prvom slucaju imamo

L(51 X 62 X 7') — I/_a2C2 X l/_alcl X T

< VTR X TN X V3G X L,

pri ¢emu su ay, ay # 0, $to je jednako (4.4) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')). Dakle,

ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.4) jednak je
L(V_GQQQ X I/_alcl be'l Stc3),
za a1, as # 0. Nadalje, koristeéi (4.1), u drugom sluc¢aju imamo

L(0) X 02 X T) — v~ %2(y X VI N T

1
SVUTR0R X V20 X G X 1Ex,

gdje je as # 0, Sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.4). Prema tome,
ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.4) trazenog oblika, ako je a; = 0,
jednak je ili

L(r™2Cy x v75(3 % (1 % 1px),

za as > %, ili je jednak
L(V_%Cg X V_a2g2 X Cl X ].Fx),

za 0 < ag < %
Ukoliko je k£ =11 ako je
L(8; 3 7) < vM¢ X 1™ X v3Cs X 1px,
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onda Frobeniusov reciprocitet implicira da se
51 QT

nalazi u Jacquetovom modulu od (4.4) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu.
Koriste¢i potpoglavlje 4.1 zaklju¢ujemo da je ¢; ireducibilna netemperirana reprezentacija
opée linearne grupe GL(ny, F), gdje je 1 < n; < 3.

Ako je n; = 3, onda je, zbog pretpostavke teorema i potpoglavlja 4.1,

61 - 5([V_2C37V_%€3])7
7za, al = %’ a2 —= g te Cl ECQ g<3 Tadaje
T = 1F><
1 imamo
L(0y x7)— 5([1/_%@” V_%CS]) X T
<UTIG X VTG X vTEG M Lpx,

sto je jednako (4.4) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')). Tada je ireducibilan subkvo-

cijent inducirane reprezentacije (4.4) trazenog oblika jednak
_s5 _1
L(é([V 2€3,V 2C3]) X 1F><),

akoje ay =2, a5 =2 te (1 = (=G
Ako je ny = 2, onda je §; ireducibilna netemperirana reprezentacija grupe GL(2, F),
pa je oblika
o([v=¢, v i),

dok je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F). Koristeéi teorem 3.1

zaklju¢ujemo da je 7 ili jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1
I/§<3 X 1px
ili je
T=(0 X px,
za a; = 0, zbog a1 < as. U prvom je slucaju

L(51 X T) — (5([Vﬁa2<2, I/ia2+1C2]> X T

< vt X VTR0 X vEG M Lpx,
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1

5> Sto je u Grothendieckovoj grupi

akojeCl%QteaQ:al—l—liliag:l—al uz as >
R(SO(7, F)) jednako (4.4). U drugom je slucaju
L6 ¥ T) = 5([7/_%@,, V_%C;),D X T
<UTEG X VTG X G X L,
ako je a1 = 01 as = 2 te {, = (3, §to je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako

(4.4). Stoga, koriste¢i lemu 4.1, zakljuc¢ujemo da je ireducibilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (4.4) trazenog oblika jednak ili

L(3([v™"2¢o, ™41 () % Stey),

akoje (=ZEQGteays=a1+1iliag=1—a; uz ag > %, ili je jednak

L6([v2Ca, v 2¢s]) X G % 1),

akojealz()iagzgte@%(’g.
Nadalje, ako je ny = 1, odnosno 9; je ireducibilna netemperirana reprezentacija grupe
GL(1, F), pa je oblika
V¢,
onda je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija od SO(5, F') i zaklju¢ujemo, koristeci
teorem 3.2, da je 7 jedna od sljede¢ih reprezentacija:
(1) Jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 5([V%C3, I/%Cg]) X 1px, ako je a; = % i
Ci = Cg, za neki i € {1, 2}
(2) T%"Cl XCQ X ].F><, akoje a1 = Q9 =0.
(3) 7= (1 % Stg,, ako je a3 = 0, zbog a; < as.
U slucaju (1) imamo

T — (S([I/%Cg, Vggg]) X 1F><

te je

L((Sl X ’7') — l/_ajCj X T
S I/_ajCj X 5<[V%Cg,l/%<3]) X 1F><

< Viajgj X V%C3 X V%C;g X 1F><,

zaa; #0,za 7 € {1,2} 14 #£ 1, sto je jednako (4.4) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)).
i 7 0,zaj €{1,2}ij # je ] j grup

Ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.4) tada je jednak
L(v™%¢; » ab%)),
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4.3. Slucaj tri kvadratna karaktera

$ia; #0te (= (, za medusobno razlicite 4,5 € {1,2}, pri ¢emu je

aéé) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

5([v2Cs,v2¢s)) X 1.
Nadalje, u slucaju (2) je

ako je a; =

Tgclxggxllpx

te je

L6 ¥ T) = V(3 N T

< V_%(:a X (1 X Co X 1px,

sto je jednako (4.4) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)). Tada je

L 3¢ x G X G % 1px),

ako je a; = ay = 0, ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.4) trazenog
oblika.

Konacno, u slucaju (3) imamo
T= Cl X St<3
te je

L1 XT) = v %G XT
S VT X (1 X St

<70 X G X VE( X Lpx,
za ay # 0, Sto je jednako (4.4) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)). Prema tome,
L(V_a2C2 X Cl A St@),

ako je a; = 01iay # 0, ireducibilan je subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije
(4.4).

Preostalo je jos pogledati kada je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe
SO(7, F). Koristeéi teorem 3.3 zakljucujemo da imamo sljedece ireducibilne subkvocijente
inducirane reprezentacije (4.4):

2)

(1) Strogo pozitivna reprezentacija of2

koja je jedinstvena ireducibilna podreprezenta-
cija od
1 5
5([1/2C3, V2C3]) X ]_Fx,

akojealzgiagzgteglggzggg_
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(2) (1xol), akojear =01iaz =32 te (o = (5, zbog a1 < a, gdje je of}) strogo pozitivna

reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
5([1/%Cg, V%C3]) X 1F>< .

(3) ¢1 % (o X Ste,, ako je a; = ag = 0.
Time je teorem dokazan. O]

U nastavku pronalazimo sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije u
¢ijem se kuspidalnom nosacu pojavljuju tocno dva karaktera oblika I/%C i V%C/ takva da
su(,( € FX kvadratni karakteri.

Teorem 4.4. Neka je (; € FX takav da je (2 2 1px ia; >0, za svakii € {1,2,3}, te neka
postoje tocno dva i,j € {1,2,3}, i # j, takva da je a; = a; = % Bez smanjenja opcenitosti,
mozZemo uzeti da je ay = az = % Neka je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od v3(, % 1px, za t € {2,3}. Tada:

(a) Ako je v*(y X v* (s ireducibilna, za sve s € {2,3}, svi su ireducibilni subkvocijenti

. . .. 1 1 o
inducirane reprezentacije V™ (y X vz(y X v2(3 X 1px sljedeci:

(i)
1 1
Ly ™G x v 20 X v 203 X 1px),
za a; > %, ili
L(V7%C2 X V7%C3 X I/ialCl X 1F><)7

1

za0<a1<2,

ili pak
L(V_%CQ X V_%gg X gl X ]_Fx),

za a3 = 0.

(ii)
L(V_algl X V_%Cl X Sth)v

ako je a; > %, ili
L(v=2¢ x v™"¢ % Ste,),

ako je 0 < ay < 3, za {j,1} = {2,3}.

(iii)

L(v™"¢ % agll,)),

ako je a; >0 ¢ (y 2 (3, ili

gl X ngl)) )
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ako je ay = 0 i (o 2 (3, gdje je nglo) strogo pozitivna reprezentacija koja je

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 1/%(2 X V%C;g X 1px.
(iv)
L(v=2¢; x G % St,),
ako je ay =0, za {i,7} ={2,3}.
(v)
L(V_a1C1 X 7—1) ) L(V_(hCl X Tg),

ako je a; >0 ¢ (y = (3, ili
C1><1T1 ) C1>47'27

ako je a; = 0 1 (o = (3, gdje su 1 © 7o medusobno neizomorfne ireducibilne

temperirane podreprezentacije od 5([1/’%(2, V%CQ]) X 1px.

(b) Ako se v™(y x v*(, reducira, za neki s € {2,3}, tada je a; = 3 te ¢ = ( @ svi su
treductbilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v (; X V%CQ X Z/%C'g, X 1px sljedeci:
(i)
L(Viggl X V7§<2 X V7§<3 X 1F><)
(ii)
3 1 1
L(d([Vﬁicl,Viicl]) X ]/7§Cl X 1F><)7
ako postoje j,1 takvi da je ; = ¢ i {j,1} = {2,3}.
L(v=2¢ x v72¢ % Ste,),
za {j, 1} ={2,3}.
(iv)
LO([v™2 G, v2G]) @ 1),
ako je (5 = (3, ili
L(l/*%Cl X Jg))),
ako je (5 2 (3, gdje je agzl,) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena
ireducibilna podreprezentacija od V%CQ X I/%Cg X 1px.
(v)
3 1
L(6([v~2¢, v 2¢1]) x Ste,),
ako postoje i, j takvi da je ¢; = ¢ te {i,j} = {2, 3}.
(vi)

L(I/_%Cj X 0(12))),

S,
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2)
4

pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
S([r2C,v2¢y)) X 1px.

(vii)

ako postoje i,j takvi da je §; = (i te {i,j} = {2,3}, gdje je o¥) strogo

L(V*%C1 X Tl) ) L(V*%CI X 7'2),

ako je (o = (3, gdje su 11 © o medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane

podreprezentacije od 6([V’%C2, I/%CQ]) X 1px.

(viii) Strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od

(2)

1
V(i X o),

ako je ay = 3 te ( = (G % G, za {i,5} = {2,3}, gdje je ag) strogo pozitivna
reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija reprezentacije
S([v2¢,viG]) X 1px.

(ix) Medusobno neizomorfne ireducibilne podreprezentacije, o1 i 03, od
S([v 2, v2¢]) X 1px,

koje su diskretne serije, ako je (3 = (3.

Dokaz. Promatramo induciranu reprezentaciju oblika
VG1C1 X V%Cg X Z/%Cz), X 1F><, (45)

pri demu je ¢; € FX takav da je (2 2 1px, za svakii € {1,2,3}, te a; > 0i a; # 3
Ako je

L(51 X52 X X(Sk NT) < Va1<1 X I/%CQ X V%C?) X ]-F><7

tada je k < 3.
Iz leme 4.2, a zbog (4.1), za k = 3 i a3 # 0 dobijemo ireducibilan subkvocijent

inducirane reprezentacije (4.5) jednak
L(Vﬁalcl X V7%<2 X I/i%<3 X 1F><)7

, ili jednak

N[ =

ako je a; >

L(V7%<2 X V7%C3 X Vﬁalcl X ].Fx),

N[ =

ako je a; <
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Ukoliko je £k = 21 ako je
L(6y X 69 X 7) < vM(y X I/%<2 X I/%Cg X 1px,
iz Frobeniusovog reciprociteta slijedi da se
0 Q0T

nalazi u Jacquetovom modulu of (4.5) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu.
Sada, koriste¢i potpoglavlje 4.1, zakljucujemo da je 9; ireducibilna reprezentacija grupe
GL(n;, F), za 1= 1,2, gdje je 1 <n; <2. Nadalje, moze bitin; =1iny =2ilin; =21
ny = 1ili pak ny =ny = 1.
Ako je n; = 2, tada je
0 = 8([v2G,v2¢)),

ako je a; = 3 1 (3 = (j, za j € {2,3}, zbog pretpostavke teorema. Iz toga slijedi da ako je
n; = 1, onda je
5 = v,

zal € {2,3}il#}].
Koristeci lemu 4.1, zakljucujemo da u slucaju kada je ny = 1 i ny = 2, ne postoji
ireducibilan subkvocijent takvog oblika inducirane reprezentacije (4.5) jer je % < 1.

Nadalje, kada je n; = 2 i ny = 1, odnosno
0 =0(v 2¢, v 3G)) 1 6 =v 3G,
ako je a; = % i (1 = ¢, za medusobno razli¢ite j,1 € {2, 3}, zakljucujemo da je
T 1px
1 imamo

L0y x 63 x7) = 8([v 2, v 2¢]) x v 2 x 7

<UTEQ X TG X TG M L,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.5). Tada je ireducibilan subkvo-

cijent inducirane reprezentacije (4.5) trazenog oblika jednak
LO([v™2C, v 2¢]) X 173G % 1px),

ako je a; = % i( = <j7 za {]71} = {2a3}

Ostalo je jos pogledati slucaj kada je n; = no = 1, odnosno kada su d; i d5 ireducibilne
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netemperirane reprezentacije grupe GL(1, F'). Tada su one oblika
v

i zakljuCujemo da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F'). Koristec¢i
teorem 3.1 lako vidimo da je 7 ili jedinstvena ireducibilna temperirana podreprezentacija
od

1
VQCj X 1px,

za j € {2,3}, ili je

T X px,

za a; = 0. Prema tome, zbog (4.1), bez smanjenja opéenitosti, u prvom sluéaju imamo

L(61 X §a X T) = v " X y’%g X T

<vTM(G X Vﬁ%Cl X V%Cj X 1px,

ako je a1 # 0, za | € {2,3} il # j, sto je jednako (4.5) u Grothendieckovoj grupi
R(SO(7,F)). U drugom slucaju, zbog (4.1), imamo

L(d1 X 09 X T) — I/_%Cg X 1/_%{3 X T

< Vﬁ%Cz X Vﬁ%Cs X (1 X 1px,

Sto je jednako (4.5) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')). Dakle, ireducibilan subkvoci-
jent inducirane reprezentacije (4.5) trazenog oblika, za {j,(} = {2, 3}, je ili jednak

L(V_a1C1 X V_%Cl X Stgj),

ako je a; > %, ili je jednak
L(I/iégl X I/ialCl X Stc]),

akoje 0 < ay < %, ili je pak jednak
L(V_%CQ X V_%Cg X Cl X 1F><),

ako je a; = 0.

Ako je k =1 i ukoliko je
L(51 X T) < VCLlCl X V%gg X I/%Cg X 1F><7

onda slijedi da Jacquetov modul od (4.5) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu
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sadrzi
51 X T.

Tada je d; ireducibilna netemperirana reprezentacija od GL(nq, F) i iz potpoglavlja 4.1
slijedi da je 1 < n; < 3.
Za ny, = 3, zbog pretpostavke teorema, iz potpoglavlja 4.1 slijedi da je
_3 1
51 = 5([1/ 2<17 V2C1])7

zZa a1 = % i C:l gCQ §C3. Tadaje
T = 1F><
1 imamo
L6y x 7)< 8([v2¢1, v2¢)) @ 7

1 3
<vI(p X V_%Cl X V720 X 1px,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.5). Dakle, ireducibilan subkvoci-

jent inducirane reprezentacije (4.5) trazenog oblika jednak je
L[ 2G,v7G]) x L),
akojefh:%iél =0 =G

Ukoliko je n; = 2, onda koristeé¢i teorem 3.1 i teorem 3.2 te potpoglavlje 4.1 dobijemo
da je
_3 1
51 = 5([” 2C17U 2C1])7

akojea; = 31 = ¢, zai € {2,3}. Sadaslijedi da je 7 ireducibilna temperirana reprezen-
tacija grupe SO(3, F') te zakljucujemo da je 7 jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od

1
V2<j X 1F><;

za j € {2,3} 1 j #i. Prema tome, imamo

L6y x7) = 6([v 3¢, v 3G]) )7

S V7%<1 X Vigcl X V%Cj X 1F><7

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.5). Dakle, ireducibilan subkvoci-

jent inducirane reprezentacije (4.5) trazenog oblika jednak je

L(8([v2¢, v 2¢1]) % Ste,),
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ako je ay = 21 ¢ = ¢, za {i,5} = {2,3}.
Nadalje, ako je n; = 1, onda je reprezentacija d; ireducibilna netemperirana reprezen-
tacija od GL(1, F') i oblika je
V¢,

te je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(5, F'), sto zakljucujemo koriste¢i

potpoglavlje 4.1. Koristec¢i sada teorem 3.2 vidimo da je 7 jedna od sljedeéih reprezentacija:
(1) Jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%CQ X V%§3 X 1px, za (o Z (3.

(2) Jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 8([v2¢y,v2¢]) % 1px, ako je a; = 3i

Cl = CZ‘, za 1 € {2,3}
(3) 7= (¢ % St,, ako je a; =0, za i € {2,3}.
(4) Treducibilna podreprezentacija od 6([v™2(s, v2(]) % 1px, za (o = (3.

Dakle, u slucaju (1) je

T — V%CQ X V%C?) bl 1F><7

te je

L((Sl X 7') — V7a1C1 X T

< U7 X V3G X V3 X L,

za ay # 0, sto je jednako (4.5) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')). Stoga, ireducibilan

subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.5) jednak je
L(v="( » as(ll))),

ako je a; # 01 (o 2 (3, gdje je ag)) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od V%CQ X V%C‘g X 1px.
Nadalje, u slucaju (2) je
T — (5([1/%C1,V%C1]) X 1F><7

te je

L6y X7) = v 3% T
< I/iéc‘j X (5([V%C1,V%<1]) X 1F><

< I/iécj' X I/%Cl X V%CI X 1F><7
za j € {2,3}1j #1, sto je jednako (4.5) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')). Tada je
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4.3. Slucaj tri kvadratna karaktera

ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.5) jednak
L(U_%Cj X agg)),

ako je ay = 31 ¢ = G, za {i,j} = {2,3}, gdje je O'S(g) strogo pozitivna reprezentacija koja

je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od & ([V%Cb V%Cl]) X 1px.
U slucaju (3) je pak
T Cl X Stgi,

za i € {2,3}, te imamo
L6y x7)— V_%Qj X T

< V_%Cj X (1 X Ste;

<UTIG X G X vIG X L,

za j € {2,3}1j # i, sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako (4.5). Sada
slijedi da je
L(v™3¢; x ¢ % Ste,),

ako je a; =0, za {7, j} = {2, 3}, ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.5)
trazenog oblika.

Konacno, u slucaju (4) je
T [V 7Co, v7Go)) X L,
te imamo

L1 XT) = v U XT
S l/_alcl X 6([V_%C271/%§2]) X 1F><

1 1
<VvTMG X VI X VT 2( X 1px,

za a; # 0, $to je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.5). Koristedi teorem 3.2
sada zakljucujemo da su ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije (4.5) trazenog
oblika jednaki

Ly ¢ xm) i Lv™™( X m),

gdje su 71 i 7 medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od
1 1
(S([l/ 2(271/24-2]) X 1F><7

ako je a; # 01 (o = (5.
Preostalo je jos odrediti ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije (4.5) kada
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je T ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(7, F'). Iskoristimo li teorem 3.3,

vidimo da su oni sljedeci:

(1) Strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od
1
12 CZ X O'ég),

ako je a1 = 3 te (G = ( Z G, za {i,j} = {2,3}, gdje je O’ég) strogo pozi-

tivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija reprezentacije

(5([V%C1, V%CID X 1F><.

(2) Medusobno neizomorfne ireducibilne podreprezentacije, oy i o9, od

§([v 2, viG]) % Lpx,

koje su diskretne serije, ako je a; = % i =G

(3) (1 xoll), ako je ay =01 ¢ 2 (3, gdje je o) strogo pozitivna reprezentacija koja je

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

V%QQ X V%CS X 1px.

(4) ¢t X711 X1, ako je ap = 01 (o = (3, gdje su 71 i 75 medusobno neizomorfne

ireducibilne temperirane podreprezentacije od
(5([V7%C2, V%CQD X 1F>< .

Time je dokaz teorema gotov. O]

Pronadimo sada sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije u kojoj su sva

tri eksponenta jednaka %

Teorem 4.5. Neka je (; € F* takav da je G = 1pxia; =3, za svakii € {1,2,3}, te neka

je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od U%Q X 1px. Tada su svi ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije
1 1 1
V2C1 X VZCQ X V2C3 X 1F><
sljedeci:

(i)

L(l/_%cl X I/_%Cg X I/_%Cg X 1F><)
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(i)
L(v=3¢ x v™3¢; % Ste,),
za {1, 7,1} = {1,2,3}.

(iii)

L(I/_%Ci X agll))),

ako je ¢; 2 ¢, za {i,7,1} = {1,2,3}, gdje je og,) strogo pozitivna reprezentacija koja

je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od I/%Cj X I/%Q X 1px.

(iv)
L(V_%Ci X 7'1) ) L(V_%Cz X 7'2),

ako je ¢; = ¢, za {1, 4,1} = {1,2,3}, gdje sum i1 medusobno neizomorfne ireduci-

bilne temperirane podreprezentacije od 5([V_%§j, V%Q]) X 1px.

(v) Strogo pozitivna reprezentacija o—gfj koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od

V%Q X Vé(z X V%C?, X g,
ako je Gy Z G2, 1 Z (31 G2 Z (3.

(vi)
([~ 3¢, v3G]) % Ste,,

ako je (1 = (2 = (3.
(vii) Dvije medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od
3([v2¢;,v2G]) » St

ako j€ Cj = Cl ZC] % g’i} 24 {Zajvl} = {1a273}
Dokaz. Dana je inducirana reprezentacija

V%C1 X V%CQ X V%QJ, X 1F><, (46)

pri demu je ¢; € FX takav da je (2 2 1p«, za svaki i € {1,2,3}.
Ako je

G1 % V%QQ X V%C3 X 1px,

N

L(dy X g X -+ X xT)<WV

onda je k < 3.
Ukoliko je k = 3, ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.6) dobijemo iz

leme 4.2 i on je, zbog (4.1), jednak
L(I/_%Cl X V_%CZ X I/_%Cg A 1F><)
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Nadalje, ukoliko je k = 2 i ako je
L(6) X da x7) < I/%Q X V%CQ X yégg X 1px,

slijedi da se
(51 ® 52 ® T

nalazi u Jacquetovom modulu od (4.6) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu.
Zbog pretpostavke teorema, a koriste¢i potpoglavlje 4.1, zakljucujemo da su 97 i 9o iredu-

cibilne netemperirane reprezentacije grupe GL(1, F'), odnosno da je
(51 = Vﬁéci i 52 = V7%<j7

za medusobno razli¢ite i,j € {1,2,3}, te da je tada 7 ireducibilna temperirana repre-
zentacija grupe SO(3, F). Iz teorema 3.1 sada slijedi da je 7 jedinstvena ireducibilna
podreprezentacija od

1
VQCZ A 1F><7

zale€{1,2,3}il#itel+# j. Tada je

L((;l X 52 X T) — V_%Ci X l/_%(:j X T

< v X V_%Cj X U3¢ X 1px,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.6). Dakle, ireducibilan subkvoci-

jent inducirane reprezentacije (4.6) trazenog oblika jednak je
L(v=3¢ x v73¢; % Sty,),
za medusobno razlic¢ite 4, j,1 € {1,2,3}.
Ako je k =11 ako je
L6 x7) < V%Q X V%CQ X V%C;)) X 1px,

onda Frobeniusov reciprocitet implicira da Jacquetov modul od (4.6) u odnosu na odgo-

varajucu parabolicku podgrupu sadrzi
51 & T.

Sada lako vidimo, zbog pretpostavke teorema i potpoglavlja 4.1, da je netemperirana

reprezentacija ; € Irr(GL(1, F)), odnosno, preciznije, da je
o1 = V_%Cz‘,
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za i € {1,2,3}, iz Cega slijedi da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe
SO(5, F'). Koriste¢i teorem 3.2 dolazimo do svih ireducibilnih subkvocijenata L(d; % 7).

Temperirana reprezentacija 7 moze biti, za j,l € {1,2,3} te j #1, j #i il # i, ili

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1 1
l/igj X l/igl D! 1F><,
za (j % (, ili ireducibilna podreprezentacija od
1 1
(5([1/ ZC]', VQCj]) X 1F><7
za (j = (5. Tada je u prvom slucaju

L(61 X 7') — V_%gi X T

< UG X VEG X V3G X L,
Sto je jednako (4.6) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)). U drugom je slucaju

Ly XT) > 3G XT
S Vﬁéci X 5([V7%CJ7V%CJ]) X 1F><

< V_%Ci X I/%Cj X V_%Cj X 1px,

sto je jednako (4.6) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7,F’)). Prema tome, ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije (4.6) trazenog oblika su ili
L(I/iégi X 7'1) i L(l/iégZ X ’7'2),
gdje su 71 i 7 medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od

5([V7%Cj77/%€j]) X 1px,

~

ako je (; = (;, za medusobno razlicite 4, j, [ € {1,2,3}, ili
L3¢ x all),

ako je ¢; 2 ¢, gdje je O'éll)) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija od

I/%C] X I/%CZ X 1F><7
za medusobno razlic¢ite i, j,1 € {1,2,3}.

Konacno, ukoliko je temperirana reprezentacija 7 € Irr(SO(7, F'))), onda, iz teorema
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3.3, slijedi da su ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije (4.6) sljedeéi:

(1) Strogo pozitivna reprezentacija O’ég) koja je jedinstvena ireducibilna podreprezenta-
cija od
V%Q X V%Cz X V%C3 X 1,
gdje je ¢1 & G2, (1 Z (31 (2 & (3.
(2) 6([v~2¢1,v2Gr)) % St ako je ¢ = G = s,

(3) Dvije medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od
3([v2¢, v G]) % St

ako je Cj =i Cj 2 (i, za {i7j>l} = {172’3}'

Dokaz teorema time je zavrSen. O

Na kraju, potrazimo sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije ukoliko

se niti u jednom eksponentu ne pojavljuje %

Teorem 4.6. Neka je (; € F* takav da je (= 1px ia; # 5, za svaki i € {1,2,3}, te
neka je 0 < ay < as < az. Tada:

(a) Ako je (as,(s) # (ar — 1,(), za sve s, t € {1,2,3}, onda su svi ireducibilni subkvoci-

jenti inducirane reprezentacije v (1 X v*2(y X v*(3 X 1px sljedeci:
(i)
L(Vﬁascg, X I/iaQCQ X l/ialcl X 1F><),

ako je a; > 0, ili
L(l/_a3C3 X V_ang X Cl X 1F><),

ako je a; =0 7 as >0, ili
L(v™%(3 X (1 X G2 X 1px),
ako je a; = as =0 i asz > 0, ili pak

G X G2 X (3 X 1px,

ako je a; = as = az = 0.
(i)
L(I/_aici X 6([V_ajgj,y_aj+1(j]) X 1F><),
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akajeaiZaj—% ia;=1—q uzaj>% te G =@, za {i,7,1} ={1,2,3}, ili

L(d([V_ajCj,V_aj+1(j]) X V_ai<z' X 1F><),

ako je 0 < a; <aj—% ia;=1—q uza; >% te (G =@, za {1,7,1} ={1,2,3}.
(iii)
L(0([r% s, v ")) x G X 1px),
ako je ay =0 ias=1—a; uzas > 5 te (3= ¢, za {j,1} = {1,2}.
(b) Ako je (as,(s) = (ag — 1,(), za neke st € {1,2,3}, ali ne postoje s,t,u takvi

da Jje {S,t,'LL} = {17273}7 (as7<s) = (at - 17<t) i (atact) = (au - 17Cu>7 onda su
svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v (; X v*2(y X v*3(3 X 1px

sljedeci:

(i)

L(V_a?’gg X l/_a2C2 X l/_aIC1 X 1F><),

ako je a; > 0, ili
L(l/_a?’Cg X V_a2<2 X Cl X 1F><)7

ako je a; =0 i as >0, il

L(v™'¢ x G % G X 1px),

ako je a; = as = 0.
(it)
L(l/iaici X (5([Vﬁajgj,l/7aj+1gj]) X 1F><)7

. 1. - o] . . ) ‘_l. L _ . l
ako je a; > a; — 5 i a; = a;+ 1 dli ako je a; > aj — 5 ia; =1—a; uza; > 5 te

Cj = Cl; za {Z7]7l} = {17273}

(ii)
L(8([v™% ¢y, v G]) x %G % 1px),

akoj60<ai<aj—% iaj=a+1, za {1,7,1} ={1,2,3}.

(iv)
L(8([v™ s, v 2G5]) 4 1),

akojeaz=2—a; taz=a;+1, za {i,j} ={1,2}, uzaz > 117 = (.

(v)
L(6([v™ "G, v~ TG]) x ¢ % 1px),

ako je ay =0 ias =a; +1, za {j, 1} = {1,2}.
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(vi)
S([v1¢,v(]) % 1px,

ako jea; =0 1ay=as3 =1 te (3 = (3.

(c) Ako je (a1,(1) = (a2 — 1,(2) i (ag, () = (a3 — 1,(3), onda su svi ireducibilni subkvo-

cijenti inducirane reprezentacije v*(y X v*2(y X v*3(3 X 1px sljedeci:
(i)
L(V_a3C1 X U_a2cl X V—a1<1 X 1F><),

ako je ay > 0, li
L(U_2C1 X V_lcl X Cl X 1F><>,

ako je a; = 0.
(ii)
Ly "¢ x 0([v™ ¢, v %)) x 1px),
ako je a; > a; —% ta; =a +1, za{i,j,l} ={1,2,3}, ili

L((S([V_ajgj, l/_aj+1<j]> X V_aigj X 1F><>7

ako je 0 < a; <aj — 1 ia;=a +1, 2a {i,j,1} = {1,2,3}.

(iii)
L(6([v™%¢s, v 2(3]) % 1px).

(iv)
L(8([v ™%, v71¢)) % G % 1),

ako je a; = 0.
Dokaz. Promatramo induciranu reprezentaciju
Valcl X Va2<_2 X I/a3C3 X 1px, (47)

gdje je 0 < a; < ap < ag te a; # % i( e F* takav da je ¢ = 1px, za svakii € {1,2,3}.
Ukoliko je L(d; X g X --+ X & x 7) ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije

(4.7), onda je k < 3.

Ako je k = 3, onda je ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.7) jednak
L(I/iag’gg X VﬁaQCQ X I/ialgl X ].F><>,

gdje je a; # 0, za svaki i € {1,2,3}, a dobijemo ga iz leme 4.2.
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Nadalje, ako je k = 2 i ako je
L(61 X 6o X 7) < v X v X V™3 (3 X 1px,
tada je, prema Frobeniusovom reciprocitetu,
0 R0 T

sadrzan u Jacquetovom modulu od (4.7) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu.
Koriste¢i potpoglavlje 4.1 zakljucujemo da imamo tri slucaja i to ili je d; ireducibilna
netemperirana reprezentacija od GL(1, F') i 05 ireducibilna netemperirana reprezentacija
od GL(2, F) ili je 6; ireducibilna netemperirana reprezentacija od GL(2, F') i 0, ireducibilna
netemperirana reprezentacija od GL(1, F) ili su pak d; i dy ireducibilne netemperirane
reprezentacije od GL(1, F).

Ako je 61 € Irr(GL(1, F)) i 05 € Irr(GL(2, F')), onda je

(51 = V_aici 1 52 - 5([V_ajCj7 V_aj+1Cj])7

akoje (= (G tea; #0ia; =a+1ilia; #0ia; =1—a; uz a; > %, za medusobno
razlicite ¢, 7,1 € {1,2,3}. Nadalje, koriste¢i lemu 4.1, zaklju¢ujemo da je a; > a; — 3. Sada
slijedi da je

T = 1px

i tada je

L(0y X 0y X 7) = v7 8¢ x O([v™ %G, v 4T IG]) 37

< V_aigi X V—ll]'—i-le X V_ajCj X 1F><,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.7). Stoga, vidimo da je ireducibi-

lan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.7) jednak
Ly G x 0([v= "¢, v G]) = 1px),

akoje(’j%{’lteai%O,aizaj—%iaj:al—kliliai;«éo,aiZQj—%iajzl—aluz
a; > 3, za medusobno razlicite 7, j, 1 € {1,2,3}.

Analogno, zbog (4.1) i uz koristenje leme 4.1, dobijemo ireducibilan subkvocijent
inducirane reprezentacije (4.7) u slucaju kada je 6, € Irr(GL(2, F)) i 09 € Irr(GL(1, F)),
koji je jednak

L(6([v™% ¢, v~ %)) X v7%¢ % 1px),
1
2
za medusobno razlicite 4, j,1 € {1,2,3}.

akoje G=(te 0 <a; <aj— iaj:al+1i110<ai<aj—%iaj:1—aluzaj>%,
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Ako su d0y,09 € Irr(GL(1, F')), onda je
01 =v""G 1 b =v"Y(,

gdje su a;,a; #0, za i,j € {1,2,3} te i # j. Prema tome, 7 je ireducibilna temperirana
reprezentacija grupe SO(3, F'). Sada zakljucujemo, koristeéi teorem 3.1 i pretpostavku
teorema, da je

T= Cl X 1F><,
za a; = 0, jer je a; < ay < asz, a onda je, zbog (4.1),
51 = Vﬁa3<3 i (52 = I/ia2<2.
Tada je

L((Sl X (52 X T) — Viagé‘g X Vﬁa2<2 X T

SvTBCG X VTR0 X G X L px

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7,F)) jednako (4.7) i ireducibilan subkvocijent

trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.7) jednak je
L(Viagég‘g X I/iaQCQ X Cl X 1F><)7

ako je a; = 01 ag, a3 # 0.

Ukoliko je k£ =11 ako je
L(51 X 7') < Va1C1 X I/QQCQ X I/a?’Cg X 1F><,

onda slijedi da Jacquetov modul od (4.7) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu
sadrzi
51 X 1F>< .

Prema tome, koriste¢i potpoglavlje 4.1, zakljuc¢ujemo da je netemperirana reprezentacija
01 € Irr(GL(ny, F)), gdje je 1 <ny < 3.

Ako je ny = 3, onda je
b = 6([v™" (s, v 2 ()),

akoje (1 2 (X (31 —a3+2 € {—ay,a1,a2}, uz ag > 1 kada je —az + 2 # —a;. 1z toga
slijedi da je

Tglpx
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i tada je
L<51 X 7') — (S([V_a3(3, V_a3+2C3]) X T
< Vﬁa3+2<3 X I/ia3+1C3 X I/ia3C3 A 1F><7
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.7). Sada zakljucujemo da je

L((S([l/ia?’Cg, l/ia3+2<ﬂ3]) X 1F>< ),

akoje (1 2 (X (3i—a3+2 € {—ay,a1,as}, uz ag > 1 kada je —ag+2 # —ay, ireducibilan
subkvocijent inducirane reprezentacije (4.7) trazenog oblika.

Ukoliko je n; = 2, onda je

0 = 0([r% ¢, v uTIG)),

akoje (; = (jtea; =a;+1ilia, =1—aqj uzai>%,

Sada moZzemo zakljuciti da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F)).

za medusobno razlicite i, j € {1, 2, 3}.

Iz teorema 3.1, zbog pretpostavke teorema, slijedi da je
T =X 1px,
ako je qy = 0,za l € {1,2} il # 7, jer je a; < ay < a3. No, tada je
o1 = ([, v HG)),

akoje (s = (jteaz=a; +1iliag=1—aq; uza3>%,zaj6{1,2}ij7él. Prema tome,

imamo

L(6y x 1) = 6([v ¢, v M G]) x T

<vTBTIG X T X G X Lpx,

sto je jednako (4.7) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) te stoga, koriste¢i lemu 4.1,
zakljucujemo da je ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije
(4.7) jednak

L(S([r™ %G, v G]) X G 2 1px),

akoje = (jteqy=0iaz=a;+1iliqg=0ia3=1—a;uz a3 > 3, za {j,1} = {1,2}.
Ako je pak ny = 1, odnosno §; € Irr(GL(1, F')), onda je

Vﬁai Cia
ako je a; # 0, za i € {1,2,3}. Tada je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe
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SO(5, F) te zakljuCujemo, koristeéi teorem 3.2 i pretpostavku teorema, da je
T=(1 X G2 X 1px,
ako je a1 = ay =0, zbog a1 < ay < az. Prema tome, zakljucujemo da je
01 =v (3.
Sada je

L((Sl X 7') — V_“3§3 X T

S YT X G X G X dpx,
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.7) i

L(v™(3 x (1 % (2 X 1px),

ako je a; = as = 01 a3 # 0, ireducibilan je subkvocijent inducirane reprezentacije (4.7)
trazenog oblika.
Konaéno, ukoliko je 7 € Irr(SO(7, F)), koristedi teorem 3.3, zaklju¢ujemo da imamo

sljedece ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije (4.7):
(1) 0([v ¢, v¢]) x 1px, akojeas =0iag =az =1te G = (= (.
(2) Cl XCQ XCg X 1F><, akoje a, =ay =az = 0.

Time smo teorem dokazali. O

4.4 Slucaj dva kvadratna karaktera

Slucaj kada se u induciranoj reprezentaciji grupe SO(7, F') pojavljuju tocno dva kvadratna
karaktera promatramo u ovom potpoglavlju.

Zapocinjemo s pomoc¢nom lemom koju ¢emo koristiti u sljede¢em teoremu:

Lema 4.7. Neka su x, (1, (o € F* takvi da je (2 = (2 2 1px i X% 2 1px te neka je
0 <a; <as iag > 0. Pretpostavimo da postoji ireducibilan subkvocijent © inducirane
reprezentacije

v X VP20 X vy X 1 px (4.8)

koji je oblika
L(61 X 0y X -+ X O X T),
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4.4. Slucaj dva kvadratna karaktera

gdje su 6; ireducibilne netemperirane kvadratno integrabilne reprezentacije od GL(n;, F),

za1=1,2,... k, i T temperirana reprezentacija od SO(2n + 1, F). Neka je
T< T X Ty X XM XNT,
za T, T, ..., 1 T kuspidalne. Tada je
7y % vEeyEL
za svaki j € {1,2,...,1}.
Dokaz. Ako je
L(61 X 0y X +++ X O X 7) < v X V20 X V™) X 1px,

onda Frobeniusov reciprocitet implicira da Jacquetov modul od 7 u odnosu na odgovara-

jucéu parabolicku podgrupu sadrzi
51®5Q®®5k®’7

S obzirom da je m subkvocijent inducirane reprezentacije (4.8), koristeci tranzitivnost
Jacquetovih modula zaklju¢ujemo da postoji ireducibilna reprezentacija n’ odgovarajuée

opce linearne grupe takva da
(MG X v X vBx X lpx) > 7' @71

Nadalje, koristeéi strukturnu formulu tri puta, zaklju¢ujemo da postoje i,, i j,, takvi
da je
am_lgzmgjmganw

za sve m € {1,2,3},1
T < 5([1/““(1, I/jlfl]) X 5([%“@, l/j2<’2]) X 5([Vi3+1)(, Vj3x]) X 1px.

Ocito je i3+ 1 > 0 jer je ag > 0. Sada iz klasifikacije temperiranih reprezentacija u

poglavlju 3 slijedi trazeno. O

Najprije ¢emo pronadi sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije u kojoj

se pojavljuje vy takav da je y € F* karakter koji nije kvadratni i az > 0.

Teorem 4.8. Neka su x, (1, (o € FX takvi da je (2 = (2 2 1px i x2 2 1p« te neka je
0<a; <as iaz>0. Tada:
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

(a) Ako je v™ (3 X v*2(y ireducibilna, svi su ireducibilni subkvocijenti inducirane repre-

zentacije v (1 X v*2(y X vy X 1px sljedeci:

(1)

L™t xv7%20 x v % 1px),
ako je a; >0 7 az > as, ili

L(v™2¢ x vyt x v7%¢ X 1px),
ako je 0 < a1 < ag < asg, ili

L= 20 x v G x vy X 1px),

ako je az < aj.

(i)

L(V_agx_l X V_a2C2 X Cl X 1F><)7
za a1 =0 1a3 > ay >0, ili
L(Vﬁa2<.2 X Viagxil X Cl X 1F><)7

za a1 =0 1 a3 < as, ili

L(v™x ™ X (1 X G % 1px),

za a1 = ag = 0.

(ii)
L=t x §([v™%2y, v )) x 1px),

ako je as =1 — ayq uza2>%ia32a2—% te (1 = (o, ili
L(0([r™%2 G, v G]) x ™%y 7! % 1px),

; 1, 1
ako jeay =1—ay uzay > 5 iaz3 <ay— 5 te (1 = (.

(iv)

L(V_“3X_1 X U4 X Stgj),

ako je ag > a; >0 ia; =1, za {i,j} ={1,2}, ili
L(v="¢; x vy ™" % Stg,),

ako je a; = % iasz < a, za{i,j} = {1,2}, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna
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podreprezentacija od V%Cj X 1px.

(v)

Ly x o),

ako je a; = ag = % 1 ¢ 2 (o, gdje je Jg) strogo pozitivna reprezentacija koja je

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Q X V%CQ X 1px.

(vi)

L(v™®x ™" x {1 % Stey),

, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija

akojealeiaQZ%

od l/%gg X 1px.

(vit)

L(U_“3X_1 X T1) 4 L(I/_a3X_1 X To),

ako je ay = as = % 1 (1 = (o, gdje su i 1 79 medusobno neizomorfne ireducibilne

temperirane podreprezentacije od 5([1/_%@, V%Cﬂ) X 1px.

(b) Ako se vy X v*2(y reducira, tada je ag —a; = 1 te (3 = (o @ svi su ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije v (y X v*2(y X v*¥x X 1px sljedeci:

(i)

Ly ™ x v X v™¢; x Lpx),
ako je a; >0 i az > as, ili

L™ x vy x v7"¢ X 1px),
ako je 0 < a1 < ag < aq, ili

Lv™2¢ x v x vy % 1px),

ako je az < aj.

(i)

L(V_GSX_I X V_1C1 X Cl X 1F><)7
zaar =0 17a3>1, ili
L(l/ilcl X Vﬁa?’Xil X Cl X 1F><)7

zaar=017a3 <1.

(iii)

L(V_“3X_1 X 5([V_“2C2,1/_“2+1C2]) X 1px),
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

ako je az > ay — %, iy

L((S([V_(JQCQ? V_a2+1c2]) X I/_a3X_1 X 1F><)7

ako je a3<a2—%.

(iv)

L(U*“SX*1 X V*%Q X Ste,),

N =

ako je a; = 5 1 ag > %, iy
L(I/_%Cl X vy Ste,),

ako je a; = % te az < %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija

od I/%Cl b 1F><.

(v)

L™y ag))),

ako je a; = %, gdje je agf,) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od 6([1/%(1, I/%Cl]) X 1px.

Dokaz. Ako je
L(61 X 0g X -+ X O X 7) < v X V20 X V™) X 1px,
gdje je
6 2 6((v " pi, v )
te —x; +y; <0,za1=1,2,...,k, onda iz leme 4.7 slijedi da je

8 =v By h (4.9)

za neki ¢ € {1,2,...,k}. Nadalje, zakljuéujemo da je k < 3 te da 7 nije temperirana
reprezentacija grupe SO(7, F).
Ako je k = 3, ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.8) dobivamo iz

leme 4.2 i on je, ako su ay, as # 0, jednak

L™y ' x v X v™"( X 1px),
za as > ag, ili je jednak

L(v™ "¢ x vy x 74 % 1px),
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4.4. Slucaj dva kvadratna karaktera

za a1 < ag < ag, ili je jednak
Lv™C x v x v™%y ™! % 1px),

za a3 < aj.

Ukoliko je £ = 2 i ako je
L((Sl X 62 X T) < l/alcl X Va2<2 X Va3X X ]_F><7

slijedi da Jacquetov modul od (4.8) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu
sadrzi
(51 & (52 X T.

Sada, koriste¢i potpoglavlje 4.1, mozemo zakljuc¢iti da imamo tri slucaja i to ili je d;
ireducibilna netemperirana reprezentacija od GL(1, F) i d2 ireducibilna netemperirana
reprezentacija od GL(2, F') ili je d; ireducibilna netemperirana reprezentacija od GL(2, F)
i 09 ireducibilna netemperirana reprezentacija od GL(1, F') ili su pak d; i d9 ireducibilne

netemperirane reprezentacije od GL(1, F').

U slucaju kada je 6, € Irr(GL(1, F)) i 93 € Irr(GL(2, F')), zbog pretpostavke teorema,

koristec¢i potpoglavlje 4.1 zakljucujemo da je
o =v X Gy = 0([vT G, v G)),

akoje (1 2 G teilias =ay+1iliay =1—a; uz ay > % Nadalje, koristec¢i lemu 4.1

zakljucujemo da je pak ag > a; — % Sada slijedi da je
T= 1F><
1 imamo

L(6y x 0y x 7) = v Bx T x §([v 2, v )) 1T

1

—asz ., — —az2+1 —a
<v 3X Xy~ CQXI/ 2C2>41F><,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.8). Prema tome, dobivamo da je
L(Vﬁa3xil X 5([1/7a2c27y7a2+1§2]) X 1F><)7

akoje(lgggteagZag—%iagzal—i-liliagZag—%iagz1—a1uza2>%,

ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.8) trazenog oblika.
Analogno, zbog (4.1), dobivamo ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

(4.8) kada je 6; € Iir(GL(2, F)) i 6y € Iir(GL(1, F)). On je jednak
L(6([v™ ¢, v )) x vy ! x 1px),

akoje§1§C2tea3<a2—l

2ia2:a1—|—1ilia3<a2—lia2:1—a1uza2>%.

2

Ukoliko su netemperirane reprezentacije dq,09 € Irr(GL(1, F')), koristedi (4.9) zaklju-
¢ujemo da je, zbog (4.1),
(51 = Vﬁasxil i (52 = Vﬁaici,
ako je a; # 0, za i € {1,2}. Prema tome, 7 je ireducibilna temperirana reprezentacija

grupe SO(3, F). Iz teorema 3.1 slijedi da je, za j € {1,2} i j # i, reprezentacija 7 ili

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1
I/2<j X 1F><7
T
za a; = 3, ili je
T =01 X px,

za a; = 0, zbog a; < ay. Dakle, u prvom slucaju imamo

L(6y X g x7) = v By P x v %G xr

) 1
< Vﬁasxil X Vﬁalci X IJQCJ' X 1F><7

sto je jednako (4.8) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) i zakljucujemo da je ireducibilan

1

subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.8), ako je a; # 01 a; = 3,

{i,7} = {1, 2}, jednak ili

za

L™y~ x v7%¢ % Ste; ),
ako je agz > a;, ili

L(v=%¢ x vy~ % St,),
ako je az < a;, gdje je St¢; jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Qj X 1px. U
drugom je pak slucaju d5 = r=*2(, i imamo

L6y X Gy X 7) = v By I x v 20 X7
SUTEXTEX VTR0 X (X s,

sto je jednako (4.8) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) i zakljucujemo da je ireducibilan
subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.8), ako je a; = 01 as # 0, jednak
ili

L(l/_a3X_1 X I/_GQCQ X Cl X 1F><)7
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za as > as, ili
L(I/iaQCQ X Vﬁasxil X Cl X 1F><>7

za az < 2.

Konacno, ako je k =1 i ako je
L(6; x7) <v™( x v™20 X vy X 1px,
Frobeniusov reciprocitet implicira da se
T

nalazi u Jacquetovom modulu od (4.8) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu.
Sada, koriste¢i (4.9) i potpoglavlje 4.1, zaklju¢ujemo da je netemperirana reprezentacija

9y ireducibilna reprezentacija grupe GL(1, F'), pa je

—az ., —1

0 =v %y

Tada je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(5, F') i koristedi teorem 3.2
dolazimo do svih ireducibilnih subkvocijenata L(6; x 7) od (4.8).

Temperirana reprezentacija 7 je ili strogo pozitivna ili temperirana koja nije kvadratno
integrabilna.

Ako je T strogo pozitivna reprezentacija, tada moze biti ili jedinstvena ireducibilna
podreprezentacija ofl) od

VE( X vEC X Lpx,
uz uvjet a; = as = % i (1 2 (s, ili jedinstvena ireducibilna podreprezentacija as(g) od

5([V%C1>V%C1]) X 1px,

uz uvjet a; = % iay = % te (1 = (5. Tada je u prvom slucaju

L6y xT) = vy P xr

< vy X pI( X V3G X Lk,
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.8). Nadalje, u drugom je slucaju

LG xT) = v I xr
S I/iasxil X 5([V%<1,1/%C1]) X 1F><

< Vﬁasxil X V%CI X Végl X 1F><7
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7,F)) jednako (4.8). Prema tome, ireducibilan
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subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.8) jednak je ili
Lv=sx" xol)),

ako je a; = ay = % i( 2 (o, gdje je aéll)) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od
1 1
VQCI X VQCQ X 1F><,

ili je jednak
Lv=x ' xol),

ako je a; = % iay = % te (1 = (o, gdje je oég) strogo pozitivna reprezentacija koja je

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
5([V%C1, V%CI]) X 1F>< .

Nadalje, ako 7 nije strogo pozitivna reprezentacija, tada moze biti jedna od sljedec¢ih:

(1) 7'%(1><C2>41Fx,ak0jea1:a2:0.

(2) 7 = (1 % Ste,, ako je ay = 01iay = %, zbog a1 < ag, gdje je Stc, jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od V%CQ X 1px.
(3) Ireducibilna podreprezentacija od 5([V_%€1, V%Cﬂ) X 1px, akojea; = as =3 i¢ = (.

Ako je

TEG X G X 1px,

onda je

LGy x7) = v xr

<vTBX T X (X G X s,
sto je jednako (4.8) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')). Tada je
L(v=x ™! X (1 X G % 1px),

za a; = ap = 0, ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.8) trazenog oblika.
Ukoliko je
T <1 X StCQ,
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onda je

L6y xT) = vy P xr

< V*‘“X*l X (1 X Ste,,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako (4.8), i ireducibilan subkvocijent

inducirane reprezentacije (4.8) trazenog oblika jednak je
L(r™®x ™! x ¢ % Stg,),

akojea; =0iag = %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 1/%@ X 1px.
Konacno, ako je pak

T 5([1/_%@, V%Q]) X 1px,

onda je

L6y XT) = v Byt xr
<yl x (5([V_%<1,1/%(1]) X 1 px

— — 1 _1
<v a3X IXV2C1><V 2§1>4]_F><

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.8). Koristeéi sada teorem 3.2
vidimo da su ireducibilni subkvocijenti trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.8)
sljededi:

L™ x ' xm) i Lo ! xn),

~Y

ako je a; = ay = % i ¢ = (, gdje su 74 i 5 medusobno neizomorfne ireducibilne

temperirane podreprezentacije od
_1 1
6([V 2C1, V2<1]) X ]-F><-
I time je dokaz teorema gotov. [

Nastavljamo s pomoénom lemom koju ¢emo pak koristiti u sljede¢em teoremu:

Lema 4.9. Neka su x, (3, (3 € F* takvi da je (3 =2 (2 X2 1px i x? & 1px te neka je
a; = 0170 < ay < as. Pretpostavimo da postoji ireducibilan subkvocijent © inducirane
reprezentacije

X X V%2 X v53(3 X 1px (4.10)
koji je oblika

L(61 X dg X -+ X 6 X T),

gdje su 6; ireducibilne netemperirane kvadratno integrabilne reprezentacije od GL(n;, F),
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za1=1,2,... k, i T temperirana reprezentacija od SO(2n + 1, F). Neka je
T§7T1X7T2><"'><7Tl>47'/,

20 T, Mo, ..., m & T kuspidalne. Tada postoji j € {1,2,...,1} takav da je

I

+1
7Tj X -

Dokaz. Ako je
L(6; X dg X -+ X O X 7T) < x X V20 X v83(3 X 1px,
onda Frobeniusov reciprocitet implicira da se
01 ®0® - Q0T

nalazi u Jacquetovom modulu od 7 u odnosu na odgovarajucu parabolicku podgrupu.
Nadalje, kako je 7 subkvocijent inducirane reprezentacije (4.10), koristeéi tranzitivnost
Jacquetovih modula zakljuéujemo da postoji ireducibilna reprezentacija 7’ odgovarajuce

opce linearne grupe takva da
P X v X vBGxlpx) > QT
Sada, koristeé¢i strukturnu formulu tri puta, zaklju¢ujemo da postoje i,, i j,, takvi da
je
am_lgzmé.]méama

za sve m € {1,2,3}, 1

' <O v X T) < o ([ v X))
X O([V2 G, v G]) X O([172H o, v )
X 5<[V_i3C3, I/_GSC;;]) X 5([Vj3+1<3, I/a3<3]) X 1F><.
S obzirom da je a; = 0, koriste¢i poglavlje 3 sada lako zaklju¢imo da slijedi trazeno. [

U nastavku ¢emo pronaci sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije u

kojoj se pojavljuje v*x takav da je x € F* karakter koji nije kvadratni, ali je ag = 0.

Teorem 4.10. Neka su x, (s, (3 € F* takvi da je (3 = (3 2 1px i x* 2 1px te neka je
a1 =0170<ay <as. Tada:

(a) Ako je v*2(y x v*3(3 ireducibilna, svi su ireducibilni kompozicioni subkvocijenti in-

ducirane reprezentacije x X v*2(y X v*3(3 X 1px sljedeci:
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(i)
L(l/iaBCg X VﬁaQCQ XX XA 1F><>7
za ag >0, ili
L(v™®(3 x (a X x X 1px),

za as =0 7 ag >0, ili pak

X X G2 X (3 X 1px,

za as = az = 0.
(ii)
L(§([v3¢s, v (3)) x x 3 1px),
ako je a3 =1 — as uz az > % 1 (o = (5.

(iii)

L(v™"¢ x x » Ste; ),

ako je a; > 0 ia; =3, za {i,j} = {2,3}, gdje je Ste, jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija od I/%Cj X 1px.
(iv)
x x ol

sp
ako je ay = ag = % i (o 2 (3, gdje je agzl,) strogo pozitivna reprezentacija koja je
1 1
jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od v2(y X v2(3 X 1px.

(v)

XXT 1 XX To,
ako je as = az = % 1 (o = (3, gdje su T i T medusobno neizomorfne ireducibilne
. .. 1 1
temperirane podreprezentacije od §([v~2(s, v2(3]) X 1px.
(vi)

X X G2 X Stey,

, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija

ak0j6a2:Oia3:%

od l/%gg X 1F><.

(b) Ako se v*2(y x V*3(3 reducira, tada je azg — ay = 1 te (o = (3 @ svi su ireducibilni

kompozicioni subkvocijenti inducirane reprezentacije x X v*2(y X v*®3(3 X 1px sljedeci:

(i)

L(I/_GBC2 X I/_GQCQ XX XA 1F><>7

za ag >0, ili
LG x G x x % 1px),
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

za ag = 0.

(ii)
L((S([V—%CS’ V_a3+1C3D X\ lpx)

L(V_%CQ XX A St@)a

20 Qg =

(iv)

%, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%CQ X 1px.

X % 0@

sp

ako je ag = %, gdje je ag) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od 6([v2Cy, v2 (o)) X Lpx.

Dokaz. Ako je
L((Sl X 52 X+ X 5k) < X X VGQCQ X l/a3€3 X 1F><7

gdje je
6 2 6w~ i " ]

te —x; +y; <0,zai1=1,2,...,k, onda iz leme 4.9 slijedi da je
8 #A vy h (4.11)

za svaki i € {1,2,...,k}. Sada zakljucujemo da je k < 3.
Ukoliko je k =2 i ako je

L(51 X 52 X T) < X X VGQCQ X Va?’Cg X 1F><,
Frobeniusov reciprocitet implicira da se
01 ®0®T

nalazi u Jacquetovom modulu od (4.10) u odnosu na odgovarajué¢u parabolicku podgrupu.
Nadalje, iz potpoglavlja 4.1 i zbog pretpostavke teorema, slijedi da su netemperirane

reprezentacije 01 1 9y iz Irr(GL(1, F)). Prema tome, zbog (4.1), vidimo da je
51 = Vﬁa3<_3 i (52 = VﬁaQCQ,

za ag,az # 0, te slijedi da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F).

Koristedi teorem 3.1 zaklju¢ujemo da je

Tgxxlpx
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1 imamo

L(0) X 0o XT) = v B X (O XT

SV X VTR0 X x X Ex,
sto je jednako (4.10) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')). Dakle,
L(v™®( x v~ x x X 1px),
za ag,ag # 0, ireducibilan je subkvocijent inducirane reprezentacije (4.10) trazenog oblika.
Nadalje, ako je k =11
L(61 ¥ 7) < x X v x V"33 X 1px,

slijedi da Jacquetov modul od (4.10) u odnosu na odgovaraju¢u parabolicku podgrupu
sadrzi

51@7’.

Sada, koriste¢i potpoglavlje 4.1, zakljucujemo da je 6; € Irr(GL(ny, F)), gdje je, zbog

pretpostavke teorema, 1 < n; < 2.

Ako je 6, € Irr(GL(2, F')), onda je, zbog pretpostavke teorema,
0 = 0([v ™3¢, v T(G)),

akoje G = (3 teiliag=as+1iliaz=1—as uz ag > %, te slijedi da je 7 ireducibilna

temperirana reprezentacija grupe SO(3, F'). Koristeéi teorem 3.1 zakljucujemo da je
T= X X 1px.
Sada je

L(6y x 1) = 6([v ¢, v MG]) x T

<vTBTIG X T X X Lpx,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.10) i zakljucujemo, koriste¢i lemu

4.1, da je ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.10) trazenog oblika jednak

L((S([Vﬁagggg, I/ia3+1C3]) XX X 1F><)7
akoje(2§C3tea3:a2+1iliagzl—a2uza3>%.
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

Ukoliko je pak d§; € Irr(GL(1, F)), onda je, zbog (4.11),
51 = V_ai<i7

ako je a; # 0, za i € {2,3}. Iz toga slijedi da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija

grupe SO(5, F'). Koristedi teorem 3.2 zakljucujemo da je, zbog (4.1),
T <X X VY X 1px,
za j € {2,3} te j # i. Nadalje, 7 je ili izomorfna reprezentaciji
X X G2 X 1px,
za as = 0, zbog as < ag, ili je 7 izomorfna reprezentaciji
X X Ste;,

za a; = %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od I/%Cj X 1px. Sada je

u prvom slucaju 0; = =3 i imamo

L1 XT) = v B xT

< V_a3g3 X x X CQ Dl 1F><7
sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.10). U drugom sluc¢aju imamo

L6y X7) = v %G XT

< vTUG x x X St

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.10). Prema tome, ireducibilan

subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.10) jednak je ili
L(v™®(3 X (o X x X 1px),
za as = 01 az # 0, ili je jednak
L(v™"¢ x x x4 Stg,),

akojeai#Oiaj:%,

ireducibilna podreprezentacija od V%Cj X 1px.

za medusobno razlicite 7, j € {2,3}, gdje je St¢, jedinstvena

Konacno, ukoliko je 7 € Irr(SO(7, F')) temperirana reprezentacija, onda imamo sljedece

ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije (4.10):
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4.5. Slucaj jednog kvadratog karaktera

(1) x xoll), ako je ap = as = £ i & 2 (3, gdje je ofl) strogo pozitivna reprezentacija

koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

V%QQ X V%CZ& X 1px.

(2) xx aég), ako je ay = % iaz = % te (o = (3, gdje je crs(g) strogo pozitivna reprezentacija

koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
3([V7Ca, 7)) X Lo

(3) x X (o X (3 X 1px, za ay = a3z = 0.

(4) x X7 1x X T, akojeay =a3z = % i (o = (3, gdje su 7 i 79 medusobno neizomorfne

ireducibilne temperirane podreprezentacije od

5([V_%€2, I/%CQ]) X 1F><.

(5) xXCaxSte,, zaay =0ias = %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od
I/%Cg X 1px.
Time je teorem dokazan. O]

4.5 Slucaj jednog kvadratog karaktera

U ovom ¢emo poglavlju pronaci sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije

grupe SO(7, F') u kojoj se pojavljuje to¢no jedan kvadratni karakter.

Teorem 4.11. Neka su C, x2, X3 € F* takvi da je (2 2 1px, X3 % 1px i X2 2 1px te
a; >0, za svaki i € {1,2,3}, pri cemu je 0 < ay < as. Nadalje, neka je St¢ jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od V%C X 1px. Tada:

(a) Ako je v*2xo X v*x3 ireducibilna, svi su ireducibilni subkvocijenti inducirane repre-

zentacije v ( X V2 x9 X VB x3 X 1px sljedeci:

(4)

L™ ¢ x v™%y3t x v7%2x, " % 1px),

za a; > az 1 ag >0, ili

L™ yg' x v x v x5! % 1px),
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Poglavlje 4.

Neunitarni dual

(i)

(iii)

104

za 0 < as < ay < as, ili
—az .. —1

L™ yg' x v7%2x5t x v79¢ % 1px),

za 0 < a; < as.

L(V_Q3X§1 X V_“sz_l X (X 1px),

za a1 =0 7 ay >0, ili
Lr="x3" % ¢ X x2 % 1px),
za a1 =ay =0 1a3 >0, ili
¢ X X2 X X3 X 1px,
ako je a; =0, za svakii € {1,2,3}.
Lv™¢ x v %3 X xg2 X 1px),
za a; > a3 >01iay =0, ili
L(v™"x3" X v7"( X X2 ¥ 1px),
za 0 <a; <agiay=0,ili
Ly~ X x2 X x3 % 1px),

zaar>01ay=a3=0.

Ly~ ¢ x (v "x v g 1)) @ Lpx),

akOjSCLlZCLg—% tag3=1—ay uza3>% texggxgl, i
L6([v™ x5, v g ]) x v % 1px),

ak0j60<a1<a3—%ia3=1—a2 Uza3>%t€X22X§1'

L(v™®x3" x v x5! % Ste),

zaalzéz’a2>0, i

L(v™*x5" X x2 % Ste),



4.5. Slucaj jednog kvadratog karaktera

,ao =0 17a3 >0, ili

D=

20 a4 =
X2 X X3 X Ste,

ia2:a3:0.

L(3([v=" x5, v g ']) = Ste),

akojealzéiagzl—ag uza3>%texggxg1, ile

L(o([v= x5t v g ]) x ¢ x L),

ako jea; =01ia3=1—ay uza3>%t€X2gX§1-

(vit)
L(v™"( x (5([V_%Xi,l/%xi]> X 1px),
ako je ay >0 iay=a3 =73 tex; = x; ', za {i,j} = {2,3}, ili
C X 5([V7%X“V%Xl]> X 1F><7
ako je ay =0 iay=a3 =73 tex; = x; ", za {i,j} = {2,3}.
(vii)

1 1

o([v™2xa vax]) x Ste,
ako je a; = %, za svakil € {1,2,3} i x; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}.

(b) Ako se v*2xo X v%3x3 reducira, tada je az — as = 1 te xo = x3 @ svi su ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije v ( X v*2xs X v x3 X 1px sljedeci:

Q

Lv™¢ x v™%y,t x v7%2x5 1 % 1px),

za ay > az i as >0, ili

L™y, x v x v %2y, % 1px),
za 0 < as < aq < ag, ili

L™y, x v7%2x, 1 x 17 % 1px),

za 0 < a; < as.

(i)

L(U_“3X2_1 X V_“sz_l X (X 1px),
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

za a1 =0 17 ay >0, ili
L™ gt x ¢ x x2 % 1px),

za a1 = ag = 0.

(iid)

L(v="( x 1/_1)(2_1 X X2 X 1px),

za a1 >11ay=0, il
L(V_1X2_1 X V_GIC X X2 X 1F><),

20 0<a; <1iay=0.

(iv)

L(l/_‘”C X 5([V_QSX?:17 V_a3+1X3_1]) X 1FX)’

ako je a; > az — %, ili
L((S([y’“‘"’xgl, 1/"“”“)(51]) X VTN X 1px),

ak0j60<a1<a3—%.

(v)

L=y ' x v7%x3 " % Ste),

2000 =2 ias >0, ili

N

L(v~'x3" X x2 % Ste),
za(zl:% 1ay =0.
L(S([r™xg v xg 1)) » Ste),
ako je a; = %, ili
L(5([V_G3X§1a V_GB—HXPTI]) X g X 1FX)7
ako je a; = 0.
Dokaz. Promatramo induciranu reprezentaciju

I/alc X Va2)(2 X l/a3X3 X 1F><, (412)

gdje su ¢, x1,x2 € F* takvi da je (2 2 1px, x2 2 1px i x2 2 1px te a; > 0, za svaki
i€ {1,2,3}, pri cemu je 0 < ay < ag.
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4.5. Slucaj jednog kvadratog karaktera

Ako je

L(61 X 0g X -+ X O X 7T) < VUC X U™2x X 8B yg X 1px,

tada je k < 3.
Ukoliko je k = 3, onda koriste¢i lemu 4.2 dobivamo ireducibilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (4.12), koji je, ako je a; # 0, za svaki i € {1,2,3}, jednak
Lv 3! x vyt x v % 1px),

za ay < ag, ili je jednak
L™y x v x v72x5 ! x 1px),

za as < ap < as, ili je jednak

L™ ¢ x v %y3t x v72x5 ! x 1px),

za a1 > a3.

Ako je k=21 ako je
L(él X (52 bl 7') < VGIC X VULZXQ X Ua3X3 X 1F><7

slijedi da Jacquetov modul od (4.12) u odnosu na odgovarajué¢u parabolicku podgrupu

sadrzi
51 ® 52 ® T.

Sada, koriste¢i potpoglavlje 4.1 zakljucujemo da je d; ireducibilna netemperirana repre-
zentacija grupe GL(n;, ), za i = 1,2, te da je pri tome iling =1ing =21ilijen; =21
ne = 1ili je pak ny =ny = 1.

Ako je n; = 11iny =2, onda je, zbog potpoglavlja 4.1 i pretpostavke teorema,
S1=v""C i 6 =06(v x3 v T\ 1),

akojea1#Oiag:ag—i—ltexg%xgiliakojeal#Oiagz1—a2uza3>%tengéxgl.

Nadalje, iz leme 4.1 slijedi da je ay > a3z — % Prema tome, vidimo da je
T= 1F><
te je

L(01 X 09 X T) <= v~ "¢ % 6([V’“3Xg1, 1/’“3“)(51]) X T

— —az+1,,—1 ., —az —1
<YM XUTETIXGT X v By X 1px,
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako (4.12). Sada zakljucujemo da je

ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.12) trazenog oblika, za a; > a3 — %,

jednak
L= ¢ x o([v™"xg v xg 1) % 1ex),
akojea1#Oia?):ag—i—ltexg’éxgiliakojeal#Oiagzl—cmuzag>%texggxgl.

Koristeéi (4.1) dobijemo ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.12) u

slucaju kada jeny =2iny =1, za a; < ag — %, koji je jednak
L((S([V_%Xglv V_GB—HX?ZI]) X V_a1< X 1FX)7

akojea1#Oiag:ag—l—ltexg%xgiliakojeal#Oiagz1—a2uza3>%texggxgl.

Nadalje, ako je n;y = ny = 1, onda su d; i d5 oblika

sto znamo iz potpoglavlja 4.1. Sada mozemo zakljuciti da je 7 ireducibilna temperirana
reprezentacija grupe SO(3, F'). Koristedéi teorem 3.1 tada znamo da je 7 ili ireducibilna
temperirana podreprezentacija od V%C X 1px, za ay = %, ili je 7 =\ X 1px, gdje je X' = ¢
ia; =0i1lije Y’ = xg1ay =0, zbog as < as.
Ako je
T — I/%C X 1px,

onda je, zbog (4.1),

L(6 X 63 X T) = v %zt x v 2y, 17

1 —ag .., —

e I/%C X 1px,
za ag, a3z # 0, §to je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F))) jednako (4.12). Tada je

L(v™®x3 " x v x5 " % Ste),

za a; = 1 1 as, a3 # 0, ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.12) trazenog
oblika.
Ukoliko je

TgCN:[Fx,

onda, koriste¢i (4.1), imamo da je

L(6; X 6o X T) = v %zt x v 2y, x 7

<vygt x vyt x (X 1px,
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4.5. Slucaj jednog kvadratog karaktera

za ag,az # 0, sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.12). Ireducibilan

subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.12) tada je jednak
L x3! x vyt x (3 1px),

za ay = 01 asg,as # 0.
A ukoliko je pak

T = X2 X 1px,
onda, koristeéi (4.1), imamo da je

L(6; X 6a X T) = v x v ®ys! x 71

<VUTUCX VTEXG X X2 X L,

za ay,a3 # 0, Sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.12). Ireducibilan
subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.12), ako je ay = 0, tada je jednak
ili

L(l/_alc X l/_a3X3_1 X X2 A 1F><)7
za a; > az > 0, ili je jednak

L(V_Q3Xgl X V_a1C X X2 A 1F><)7

za 0 < a; < as.

Nadalje, ako je k =11 ako je
L6 x7) < v X ™)y X v%y3 X 1px,
onda iz Frobeniusovog reciprociteta slijedi da se
"neT

nalazi u Jacquetovom modulu od (4.12) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu.
Netemperirana reprezentacija ¢; ireducibilna je reprezentacija od GL(ny, F'), gdje je, zbog

potpoglavlja 4.1 i pretpostavke teorema, 1 < n; < 2.

Ako je n; = 2, onda je, zbog pretpostavke teorema,
01 = 5([V_G3X?:17 V_GS—HX?TlD’

ako jeag = as + 11 xo = x3 ili ako je ag =1 —ay uz ag > % i xy2 = x3'. Prema tome,
slijedi da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(3, F'). Sada, koristeci

teorem 3.1, dolazimo do ireducibilnih subkvocijenata L(d; x 7) od (4.12).
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

Temperirana reprezentacija 7 moze biti ili ireducibilna podreprezentacija od
1
U2C X 1F>< ,
1 e
za a; = 3, ili je
T C X 1F><7
za a; = 0. Tada u prvom sluc¢aju imamo

L(6y x7) = §([vxg v = g 7

_ _ Cas 1
<vsthyat x v gt x v X 1px,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako (4.12) i ireducibilan subkvocijent

trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.12), za a; = %, jednak je
L(8([vxs v g 1)) > Ste),

akojea3:a2+1ixg%xgiliakojeagz1—a2uza3>%iX2§X§1. U drugom pak

slu¢aju imamo

L(6; ¥ T) = 5([V‘“3Xg1, V_“3+1Xg1]) X T

< V_a3+1X3_1 X 1/_“3)(?:1 X (X 1px,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.12) i zakljucujemo, koriste¢i lemu
4.1, da je ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.12), za
a; = 0, jednak

L(o([v=xg ' v g ]) x (x L),

akojeas=as+11ixs = xsiliakojeas=1—ay uza3>%ixggxg1.
Ukoliko je pak n; = 1, iskoristimo li potpoglavlje 4.1, znamo da je netemperirana

reprezentacija ¢; oblika

Tada zakljucujemo da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(5, F'). Sada,

koristeéi (4.1) i teorem 3.2, zakljucujemo da je 7 jedna od sljedeéih reprezentacija:
(1) 72X X xaox1lpx,zaa; =01 ) Z(ilizaaz =01y = xs, zbog as < as.
(2) T = x2 % Ste, zaalzéiagz(), zbog as < as.

(3) 72 8([r by, i) ¥ s, ako e as = a5 = & i xi 2 X771, za {7, j} = {2,3}.

Ako je

Tg§XX2>41FX7
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4.5. Slucaj jednog kvadratog karaktera

onda je

L6y ¥ T) = v %zt xT

< vyt X (X x2 X 1px,

za az # 0, $to je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F))) jednako (4.12). Tada je ireducibi-

lan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.12) trazenog oblika jednak
L(V_ag)(g_l X C X X2 X 1F><)7
za ay =as =01ag#0.

Ukoliko je

T=X3 X X2 X 1px,

onda je

Loy XT) =>v (xT

<vTME X xg X X2 X Lpx,

za a; # 0, §to je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako (4.12). Tada je ireducibi-

lan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.12) trazenog oblika jednak
L(v™" ¢ X xa X x3 X 1px),
za ay #01as =ag=0.

Nadalje, ako je
T = x2 X Ste,

onda je

L6y X T) = v gt xT
< v %3t X x2 3 Ste

— — 1
<v a3X31 X X2 X VQCN 1F><7

za az # 0, $to je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako (4.12). Tada je ireducibi-

lan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.12) trazenog oblika jednak
L(v™"x5" x x2 % Ste),

zaalzé,agzoiag#O.
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

Ukoliko je
T 5([V7%X“I/%Xl]> X 1F><,

onda je

L6y XT)=>v (xT
SvTUEX 5([’/_%)(1'»’/%)(1']) X 1px

1 1
SVUTHCXvEIxg XU K ek,

za a; # 0, 8to je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.12). Dakle, ireducibilan

subkvocijent inducirane reprezentacije (4.12) trazenog oblika jednak je
L(r=¢ x 8([v™2xa, vixi)) @ 1p),

ako je ay £ 01 ay = a3z = 3 te x; %Xj’l, za {i,7} ={2,3}.
Na kraju promatramo slucaj kada je temperirana reprezentacija 7 ireducibilna repre-
zentacija grupe SO(7, F'). Tada, koriste¢i teorem 3.3, zakljucujemo da imamo sljedece

ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije (4.12):

(1) 8([v~2 x4, v2xi]) St¢, ukoliko je @ = 3, za svaki | € {1,2,3}, i x; = x; ', za

{i,7} ={2,3}.
(2) ¢ X x2 X x3 X 1px, ako je a; = 0, za svaki ¢ € {1, 2, 3}.

(3) ¢x0([v 2x5,v3xi]) X 1px, ako je ay = 01 az = a3 = stexi =g, za{i,j} = {2,3}.

1

(4) x2 X x3 % St¢, za a1 = 5

iCLQICLg:O.

Time zavrsavamo dokaz teorema. O

4.6 Slucaj bez kvadratnih karaktera

U ovom potpoglavlju pronaci ¢emo sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije

grupe SO(7, F') u kojoj nijedan karakter nije kvadratni.

Teorem 4.12. Neka je y; € F* takav da je xi Zx; ', za svakii € {1,2,3}, te neka je
0<a; <as <as. Tada:

(a) Ako je (as, xs) # (ar — 1, x¢), za sve s, t € {1,2,3}, onda su svi ireducibilni subkvo-

cijenti inducirane reprezentacije V™ x1 X v*2xo X v®x3 X 1px sljedeci:

(1)
—az., —1 —ai,,—

L(v™®x3" x vyt x vy ! % 1px),
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4.6. Slucaj bez kvadratnih karaktera

za ay >0, ili

—as . —

L™yt x vy, x x1 % 1px),

za a1 =0 7 ay >0, ili
Lv™x3! x x1 X x2 % 1px),
za a1 = ay =0 1 ag >0, ili pak
X1 X X2 X X3 X Lpx,

za a1 = ag = asz = 0.

(i)

L(v= it < 8([r v xg v G ) 3 1ps),

ako je a; > aj—% iaj=1—a; uza; > % te x; ’EX]-_l, za {i,7,1} = {1,2,3}, ili
LO([rx; v G x v™%xg X Lpx),

akoje 0 < a; <aj—3%iaj=1-—aq uza; >1tex; =x;", za{i,j,1} ={1,2,3}.
(iii)
L(o([v™ x5t v™ = x5 1)) X xa % Liw),
ako jeay=01ia3=1—a; uzas >3 te x; = x3', za {j,1} = {1,2}.
(iv)
Ly~ ;' x 5([1/_%)(2-,1/%)@]) X 1px),
ako je ay 0 ia; =a; =5 te x; = x; ', za {i,7,1} = {1,2,3}.
(v)

1 1
X1 X (v 2y, v2xu]) X 1px,
ako je ay =0 iay=a3 =73 tex; = x; ", za {i,j} = {2,3}.

(b) Ako je (as,xs) = (ay — 1,x¢), za neke s, t € {1,2,3}, ali ne postoje s,t,u takvi
da Jje {Satv U} = {17273}; (a37Xs) = (at - 17Xt) i (@tht) = (au - 17Xu>7 onda su
svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v* 1 X v*?xo X V3 X 1px
sljedeci:

(i)
L yxg! x vyt x v % 1px),

za ay >0, ili

L(V_a3X§1 X V_a2x2_1 X x1 X 1px),
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Poglavlje 4. Neunitarni dual

za a1 =0 17 ay >0, ili
Lv™x3' x x1 X x2 ¥ 1px),

za a1 = ag = 0.

(i)

L(v=x; b x o[t vt 1) % 1),

. o 7. . 1 - o 1
iaj=a +1iliako jea; > aj— 5 ia;=1—a; uza; > 5 te

akojeaizotj—l 5

2
X1 = Xj_17 ZQ {lvjal} - {17273}

L(3([r= g v G ) x w7 L),
ako je 0 < a; <aj—% iaj=a+1, za {1,7,1} ={1,2,3}.
(iv)
L(a([y_a3xglﬂy_a3+2xgl]) X 1F><)7
ako jeas =2 —ay ias=as+ 1 uzas > 1 te xz' = x1 ili ako je az =2 —ay i
as=a; +1 uzas > 1 te x3' = xo.
(v)

LOO([v " x3 v g 1) x xg % 1px),

akojea;=07ias=a;+1, za {j,1} = {1,2}, ili

L(vxs X3 ') X xa % 1px),

akojear =ay=0ix1 X x2=x1 X x5, zal € {1,2}.

(vi)
3 _ _1 1
L(v=2x3t x 8([v 2 x3,v2x3]) X 1px),

ako je ay = as = 1 te {x1, x2} = {x3. x5 }-

(vit)
S([v'x1, vxa]) ¥ 1px,
ako je ay =0 iay = az =1 te {x2,x3} = {x1,x7'}-
(c) Ako je (a1, x1) = (as — 1,x2) 7 (a2, x2) = (a3 — 1,x3), onda su svi ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije V™ x1 X v*2x9 X v®x3 X 1px sljedeci:

(i)
L(V_a3xl_l X 1/_“2)(1_1 X 1/_“1)(1_1 X 1px),
za ay >0, ili
L(V_Qxl_l X 1/_1)(1_1 X x1 X 1px),
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za a; = 0.
(it)
L(v=ix; ' x (v~ x; v X)X Lpx),

ako je a; > a; — % ta; =a+1, za{i,j,l} ={1,2,3}, ili
L™ x; v NG < vm8xG ) 1),

ako je 0 < a; < a; —% ia; =a+1, za{i,j,l} ={1,2,3}.
(iii)
L[ xz v 2xg 1) % L),
(iv)
LO0(v x5 v xs']) X xs % 1px),

ako je a; = 0.

Dokaz. Neka je
vy X VP29 X V™3 X 1px, (4.13)

gdje je x; € F* takav da je xi £ x;, zasvakii € {1,2,3},i0 < a; < ay < as, inducirana
reprezentacija. Ukoliko je L(d; X g X -+ X 0 x 7) ireducibilan subkvocijent inducirane
reprezentacije (4.13), onda je k < 3.

Ako je k = 3, onda ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.13) dobivamo

iz leme 4.2 i on je jednak

—as .. —1

L™yt x vy, x v % 1px),

ako je a; # 0, za svaki i € {1,2,3}.
Ukoliko je £k = 21 ako je

L(d1 X 09 X 7) < vy X v2xe X V8B y3 X 1px,

onda iz Frobeniusovog reciprociteta slijedi da Jacquetov modul od (4.13) u odnosu na

odgovarajuc¢u parabolicku podgrupu sadrzi
(51 & 52 X T.

Koriste¢i potpoglavlje 4.1 zakljucujemo da imamo tri slucaja i to ili je ¢; ireducibilna
netemperirana reprezentacija od GL(1, F') i 05 ireducibilna netemperirana reprezentacija
od GL(2, F) ili je ¢; ireducibilna netemperirana reprezentacija od GL(2, F') i 0, ireducibilna
netemperirana reprezentacija od GL(1, F) ili su pak d; i dy ireducibilne netemperirane
reprezentacije od GL(1, F).
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Ako je 61 € Irr(GL(1, F)) i 05 € Irr(GL(2, F')), onda je
o =v % 1 G =[x LG ),

akojea; #0iaj=a+1te ;= xjiliakojea, #0ia; =1—q uzaj>%teXl’£X;1,
za medusobno razli¢ite i, 7,0 € {1,2,3}. Nadalje, koriste¢i lemu 4.1 zakljucujemo da je
a; > aj; — % Sada slijedi da je

T = 1F><
1 imamo

L6y x dax 1) = v %x; !t x (v %x; v ) xor

<y iyt x I/*“J’HX;1 X V*“ijfl X 1 px,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)) jednako (4.13). Prema tome, ireducibilan

subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.13) jednak je

Lv= %t x 0([v ;v ) X Lpx),

akojeai;«éO,aiZaj—%iaj:al—f—lteXl%inliakojeai#(),aiZaj—

uz a; > 3 te y; = X;17 za medusobno razlicite i, 5,1 € {1, 2, 3}.

1

slaj=1—q

Zbog (4.1), analogno dobijemo ireducibilan subkvocijent inducirane reprezentacije
(4.13) za 61 € Irr(GL(2, F)) i 62 € Irr(GL(1, F)), koji je jednak

L(S([v%x; v %) x vy ) Lp),

ia;=a+1tey =y;iliako je 0 < a; < a; — 3

ako je 0 < a; < aj — % 5

2
a; > % te x; = X;l, za medusobno razlicite i, 5,1 € {1, 2, 3}.

1a; =1—a uz

Ako su 41,09 € Irr(GL(1, F)), onda je
Si=v %t i 6= V_ajxj_l,

ako su a;,a; # 0, za medusobno razlicite 4,5 € {1,2,3}. Tada je 7 ireducibilna temperi-
rana reprezentacija grupe SO(3, F'). Sada, koristec¢i teorem 3.1 i pretpostavku teorema,
zakljucujemo da je

T X1 X 1F><,
za a; = 0, jer je a; < ay < as, a onda je, zbog (4.1),

—asz ., —1

6121/ X3 15221/
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Tada je

—ag ., —1

L(6y X 0y ¥ 7) = v Byt x v x5 x 1

1 —ag .. —

<vTBxgt x vyt X x1 X Lpx,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.13). Prema tome, ireducibilan

subkvocijent inducirane reprezentacije (4.13) trazenog oblika jednak je
Lv™yg' x v7%2x5t x x1 % 1px),

za a; = 01 ag,as # 0.

Ukoliko je k£ =11 ako je
L(61 ¥ 1) < vy X v*2x X v%yg X 1px,

slijedi da Jacquetov modul od (4.13) u odnosu na odgovarajuéu parabolicku podgrupu
sadrzi
51 ® 1F><

i vidimo, koriste¢i potpoglavlje 4.1, da je §; € Irr(GL(ny, F)), gdje je 1 < mny < 3.

Ako je n; = 3, onda je
01 = 6([V_G3X3_17 V_a3+2X3_1D7

akojeas=a;1+2iaz3=ay+1te x; = x2=x3iliakojeaz=2—a;ia3=as+1uz
as>1tey;' 2x;  Eypiliakojeas =2—asiag=a;+1uzas>1tex; = x3' X xa,
iz ¢ega slijedi da je

T 1F><.

Tada je

L(6y x7) = §([vxg v =2\ ) 7

< 1/_“3”)@1 X 1/_“3“)(51 X 1/_“3)(:;1 X 1px,

sto je u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) jednako (4.13), te zakljucujemo da je iredu-

cibilan subkvocijent inducirane reprezentacije (4.13) trazenog oblika jednak
L<5([V_Q3X?:1> V_a3+2X3_1]) X L )’

akojeaz=a;+2iaz3=as+1texy1 = x2=xziliakojeas=2—a;ia3=as+1 uz

a3>1teX2_1%Xg1%X1 iliakojea3:2—agia3:a1+1uzag>1texl_1%)(§1%x2.
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Ukoliko je n; = 2, onda je

o= o[ X v N,

7

ako je a; = a; + 11 x; = x; ili ako je a; = 1 —a; uz a; > %ixj >~ v; !, za medusobno
razlic¢ite ¢, 5 € {1,2,3}. Sada zakljucujemo da je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija

grupe SO(3, F') i iz teorema 3.1, zbog pretpostavke teorema, slijedi da je
T =X X 1px,
ako je ay =0, za l € {1,2} il # j, jer je a1 < as < a3. No tada je
or=o([v™xg v NG ),

akojeagzaj—i—lixj%xgﬂiakojeagzl—ajuza3>%texj’éxgl,zaje{l,Q}i

j # 1. Prema tome, imamo

L(6y X 7T) = (5([1/*‘13)(;1, V*“3+1Xg1] X T

—asz+1., —1 —a —1
SvTBTxg X v By X xi X Lpx,

sto je jednako (4.13) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F')) te stoga, koristeéi lemu 4.1,
zakljucujemo da je ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije
(4.7) jednak

L(o([v™xs v~ g ]) X xi % Lex),

akojeal:[)iagzaj—l—ltexj’E’Xgiliakojealzoiag:1—ajuza3>%texj%’)(gl,

za {7,1} ={1,2}.

Ukoliko je n; = 1, onda je 6; oblika

—a,,—1

VX

i 7 je ireducibilna temperirana reprezentacija grupe SO(5, F'). Koristedéi teorem 3.2 za-

klju¢ujemo da je 7 ili izomorfna reprezentaciji

X1 X X2 X Lpx,
za a1 = ay = 0, zbog a1 < as < as, ili je 7 izomorfna reprezentaciji
1 1
(v 2y, v2xu]) X 1px,

ako je a; = a; = % iy; = Xj_l, za medusobno razli¢ite i, j € {1,2,3}. Prema tome, zbog

118



4.7. Primjeri

(4.1) i pretpostavke teorema, u prvom slucaju imamo

L6y x7) = v Byt xr
S R D SR CR R o
za az # 0, Sto je jednako (4.13) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)), dok u drugom
slu¢aju imamo
LGy x7) = vyt xr
<v Uyt x 5([V_%Xi,V%Xi]) X 1px

_ 1 _1
<vTUNTT XX X V72X X Lps,

za a; # 0, $to je jednako (4.13) u Grothendieckovoj grupi R(SO(7, F)). Iz toga zaklju-
¢ujemo da je ireducibilan subkvocijent trazenog oblika inducirane reprezentacije (4.13)
jednak ili

L(v™ x5! x x1 X x2 % 1px),

za a; = ay =01 az # 0, ili je jednak
L= X x 62, vExa]) % Lps),

akojeaq; #0ia; =a; = % te x; = Xj_l, za medusobno razlic¢ite 4, j,1 € {1,2,3}.

Konacno, ako je 7 € Irr(SO(7, F')) temperirana reprezentacija, onda koristeéi teorem

3.3 zakljucujemo da imamo sljedece ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije
(4.13):

(1) 6([v~"x1,vxa]) ¥ Lpx, ako je a1 = 01 as = az = 1 te {x2, x3} = {x1. X1 }-
(2) X1 X X2 X X3 X 1F><,Za(1,1:a,2:a320.
(3) X1x0([v"2xi v3x|) ¥ 1px, akojear = Oiay = a3 = & te x; = xj ', za {i,j} = {2,3}.

I time zavrsavamo dokaz. O

4.7 Primjeri

Napravit ¢emo sada nekoliko primjera induciranih reprezentacija grupe SO(7, F) kojima
¢emo pronadi sve ireducibilne subkvocijente koriste¢i odgovarajuée teoreme iz nekog od

prethodnih potpoglavlja.

Primjer 4.13. Neka je
VIC X V¢ X U3¢ X 1px, (4.14)
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gdje je ¢ € FX takav da je (2 2 1p«, inducirana reprezentacija grupe SO(7, F). S obzirom

da su sva tri karaktera kvadratna, koristimo potpoglavlje 4.3. Nadalje, kako se pojavljuje

tocno jedna %, zaklju¢ujemo da koristimo teorem 4.3. Prema tome, svi su ireducibilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije (4.14) sljedeéi:
(1) L(r~ 3¢ x v 3¢ x ™3¢ % 1px).
(i) L3¢ x 8(v 3,05 % 1),
(i) L(6([r~2¢,v72¢]) x v72¢ X 1px).
(iv) L(6([v 3¢, v 2¢]) % 1p).
(v) L(l/_%g X U3( X St¢), gdje je St¢ jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

1
V§C X 1F><.

(vi) L(6([r3¢,v2¢]) » St¢), pri ¢emu je St jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od

V%C X 1px.

(vii) L(u*gc X ab%)), gdje je ag)) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ire-

ducibilna podreprezentacija od
§([v2¢, v2¢]) X 1px.

(viii) Strogo pozitivna reprezentacija as(g), koja je jedinstvena ireducibilna podreprezenta-
cija od

§([v2¢,v3¢]) % 1px.

Primjer 4.14. Neka je
VIC, X VECy X 12y X 1px (4.15)

inducirana reprezentacija grupe SO(7, F'). Pri tome je ¢; € F* takav da je & = 1px,
za svaki i € {1,2}, a karakteri (; i {5 su medusobno neizomorfni. Kako su sva tri
karaktera kvadratna, koristimo potpoglavlje 4.3, a s obzirom da se pojavljuju to¢no dvije
%, zakljuc¢ujemo da koristimo teorem 4.4. Prema tome, svi su ireducibilni subkvocijenti

inducirane reprezentacije (4.15) sljedeéi:
(i) L3¢ x v 30 x 7301 X 1px).

(i) LO([r 3¢, v 2G]) X v 2( X 1px).
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(iii) L

(vii)

(1/_%@ X U72(; X Ste, ), gdje je reprezentacija St¢; jedinstvena ireducibilna podre-
prezentacija od

1
VQQj X 1F><,

za {i,7} ={1,2}.

L(v- 2@ x o ) gdje je o} ) je strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacua od

l/%gl X I/%CQ X 1F><.

L(5( [V*%Cg, y’%Cg]) X Ste, ), pri ¢emu je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezenta-
cija od

I/%Cl A 1F><.

L(v~ 2(1 X O 2) gdje je a( ) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od

1

5([V§CQ7 V%CQ]) X 1F>< .

Strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od
V%Q X ag),

(2)
sp

prezentacija od

gdje je 0y strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podre-

5([v2C,v2(e]) X 1px.

Primjer 4.15. Neka je

V%C X V%C X V%C X 1F><7 (416)

gdje je C € F* takav da je ¢(? & 1px, inducirana reprezentacija grupe SO(7, F). Kao u

prethodnom primjeru, koristimo teorem 4.4. Prema tome, svi su ireducibilni subkvocijenti

inducirane reprezentacije (4.16) sljedeéi:

(i)
(i)
(iif)

(iv)

L 2¢ x v72¢ x v73¢ % 1px).

L(3([v3¢,v73¢]) x v72¢ % 1px).

L(y*%C X V*%C X St¢), pri cemu je St jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1
1/5( X 1px.

L(S([v™3¢,v3C]) X 1px).
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(v) L(6([v=2¢,v2(]) St¢), pri ¢emu je St jedinstvena ireducibilna podreprezentacija

V%C X lpx.

(vi) L(V_%Q X Us(g)), gdje je Ug) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ire-

ducibilna podreprezentacija od
S([v2¢,vaC]) ¥ 1px.

(vii) L(r=2¢ x 1) i L(v~2¢ % 73), gdje su 71 i 7 medusobno neizomorfne ireducibilne

temperirane podreprezentacije od
§([v=2¢, v2¢]) X 1px.
(viii) Medusobno neizomorfne ireducibilne podreprezentacije, oy i 02, od

S([v 3¢, v2¢]) % 1px,
koje su diskretne serije.

Primjer 4.16. Neka je
V%C X X2 X VX3 X ]_F><7 (417)

gdje su (, x2, X3 € F* takvi da je (P = 1px i X3, X3 2 1px te x2 2 X3, inducirana reprezen-
tacija grupe SO(7, F'). Kako imamo jedan kvadratni karakter, koristimo potpoglavlje 4.5,

odnosno koristimo teorem 4.11. Neka je St; jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
1
V§C X 1px.

Tada su svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije (4.17) sljedeci subkvoci-

jenti:
(i) Llrx3" x v73¢ X xa 4 1px).
(i) L3¢ x 6([v " x3" x5']) % Lpx), ako je yo = x5
(iil) L(r~x3' X x2 x Ste).

(iv) L(6([v x5, x5 ']) % Ste), ako je x2 = x5
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Unitarni dual

Cilj je ovog poglavlja potpuni opis unitarnog duala p-adske grupe SO(7, F') s nosacem na
minimalnoj parabolickoj podgrupi.

U potpoglavlju 5.1 opisana je strategija trazenja unitarnog duala, u potpoglavlju 5.2
definirana je Aubertina involucija i Aubertin dual, a u potpoglavljima 5.3, 5.4, 5.51 5.6
opisani su svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije grupe
SO(7, F), pri ¢emu su potpoglavlja podijeljena prema broju kvadratnih karaktera koji se

pojavljuju u induciranoj reprezentaciji.

5.1 Strategija trazenja unitarnog duala

U poglavlju 4 opisali smo sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije grupe
SO(7, F), a u nastavku ¢emo izmedu danih ireducibilnih subkvocijenata odabrati one koji
su unitarizabilni.

U slucaju kada su sva tri karaktera kvadratna, koristimo odgovarajuce rezultate iz [59]
da bismo odredili unitarizabilne subkvocijente, a u slu¢aju kada imamo jedan, dva ili tri
nekvadratna karaktera, problem unitarnosti svodi se na problem unitarnosti reprezentacija
opc¢e linearne grupe i reprezentacija neparne specijalne ortogonalne grupe nizeg ranga.
Unitarni dual opée linearne grupe pronasao je Tadi¢ u [48], a unitarni dual specijalne
ortogonalne grupe SO(5, F') Matié¢ u [26].

Takoder, bitna metoda koju koristimo pri trazenju unitarizabilnih subkvocijenata jest
Aubertina involucija, koja je uvedena za reduktivne p-adske grupe u [2]. Ona predstav-
lja odredenu generalizaciju involucije na Grothendieckovoj grupi glatkih reprezentacija
konacne duljine reduktivne grupe koju su proucavali Zelevinsky, Bernstein, Casselman,
Iwahori, Schneider, Moy i drugi.
¢uva unitarnost. Tu je slutnju postavio Bernstein za opce linearne grupe u [5], a dokazao
ju je Tadi¢. Takoder, Hanzer je dokazala u [15] da je Aubertin dual strogo pozitivne

diskretne serije unitarizabilan. Algoritam za odredivanje Aubertinih duala opée linearne
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grupe dan je u [34], a kasnije je eksplicitnija formula dana u [23], dok je u [19] Jantzen
dao algoritam za klasi¢ne grupe u polucijelom sluc¢aju. Nadalje, Mati¢ je u [27] dao
eksplicitan opis Aubertinih duala strogo pozitivnih diskretnih serija simplekticke i neparne
specijalne ortogonalne grupe nad nearhimedskim lokalnim poljem. Takoder, u [29] je Mati¢
dao eksplicitan opis Aubertinih duala ireducibilnih reprezentacija simplekticke i neparne
specijalne ortogonalne grupe nad nearhimedskim lokalnim poljem koji se pojavljuju u
prvom induktivnom koraku u realizaciji diskretnih serija pocevsi od strogo pozitivnih

reprezentacija.

5.2 Aubertin dual

Uvedimo najprije definiciju Aubertine involucije, kao i osnovna svojstva, iz [2] i [3].

Neka je G povezana reduktivna p-adska grupa nad lokalnim nearhimedskim poljem F'.
Fiksiramo maksimalan rascjepiv torus A,,;, od G i minimalnu parabolicku podgrupu P,,;,
koja sadrzi A,,i,. Nadalje, s W = W(G/Ain) oznacavamo Weylovu grupu od G u odnosu
na A,,;,. Oznacimo sa X skup korijena od G u odnosu na fiksiranu minimalnu parabolicku
podgrupu te neka A oznacava bazu od X, koja je odredena odabirom minimalne parabolicke
podgrupe P,,;,. Neka je Pg standardna parabolicka podgrupa od G koja odgovara ©,
gdje je © podskup od A. Nadalje, neka je Mg standardna Levijeva podgrupa od G koja
odgovara O.

Kao ranije, s Ind$, () oznacavamo normaliziranu parabolicki induciranu reprezentaciju
od G, koja je inducirana iz o, gdje je P parabolicka podgrupa od G s Levijevim faktorom
M, a o reprezentacija od M. Takoder, normaliziran Jacquetov modul od ¢ u odnosu na
standardnu parabolicku podgrupu koja ima Levijev faktor jednak M oznac¢avamo s r§, (o),

gdje je o dopustiva reprezentacija od G konacne duljine.

Teorem 5.1. Definiramo preslikavanje na Grothendieckovoj grupi dopustivih reprezenta-

cija konacne duljine od G s

Dg =Y (-1)°nd§, or§, .
OCcA

Operator D¢g ima sljedeca svojstva:
(1) D¢ je involucija, to jest D% = id.
(2) D¢ prenosi ireducibilne reprezentacije u ireducibilne reprezentacije.
(3) Ako je o ireducibilna kuspidalna reprezentacija, onda je Dg(o) = (—1)2lg.

(4) Za standardnu Levijevu podgrupu M = Mg imamo

5 0 Dg = Ad(w) 0 Dy-1(a) © 7“371(]\/[),
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gdje je w najduzi element skupa {w € W: w=1(©) > 0}.

(5) Za standardnu Levijevu podgrupu M = Mg imamo

D¢ o Ind§; = Ind$, oDy,

Definirajmo sada Aubertin dual:

Definicija 5.2. Ako je o ireducibilna reprezentacija od SO(2n + 1, F), onda sa ¢ oz-
nacavamo reprezentaciju =Dgoni1,m)(0), gdje uzimamo predznak + ili — takav da je &
pozitivan element u Grothendieckovoj grupi dopustivih reprezentacija konacne duljine od

SO(2n+1,F) i o zovemo Aubertinim dualom od o.
U nastavku koristimo poznatu ¢injenicu da za parabolicku indukciju za klasi¢ne grupe
vrijedi sljedece:
T X Ty = 7] X T3 (5.1)

5.3 Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju

tri kvadratna karaktera

U ovom ¢emo potpoglavlju dati opis svih ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata
inducirane reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj su sva tri karaktera kvadratna.
Najprije navodimo definiciju slabo realne reprezentacije koja ¢e nam trebati za propo-

zicije koje ¢emo u nastavku koristiti.

Definicija 5.3. KaZemo da je ireducibilna reprezentacija o grupe SO(2n + 1, F') slabo

realna ako za svako ulaganje oblika
O pLX Py X X pp X0,

gdje su pi, pa, ..., px ireducibilne kuspidalne reprezentacije opcih linearnih grupa i o’ ire-
ducibilna kuspidalna reprezentacija grupe SO(2n' + 1, F), vrijedi
p? = Pis

za sve i € {1,2,...,k}.

1

5.3.1 Slucaj kada se u eksponentu pojavljuje tocno jedna ;

Najprije ¢emo pronadi sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezen-
tacije grupe SO(7, F) u kojoj se pojavljuju tri kvadratna karaktera koja su medusobno

izomorfna, a u eksponentu se pojavljuje to¢no jedna %
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Poglavlje 5. Unitarni dual

Teorem 5.4. Neka je ¢; € F* takav da je C? = 1px, za svaki i € {1,2,3}, te neka je
(1 = (o = (3. Nadalje, neka su ay i ay razliciti od% takvi da je 0 < ay < as i neka je ag = %
Takoder, neka je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Q X 1px. Tada su svi
ireducibilnt unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v** (4 X v*2 (o X v*3 (3 X 1 px

sljedeci:
()
3 1
Ly™2G xv 20 X v™ "¢ X 1px),

akojeO<a1<%ia2:%, ili

L(I/igcl X 1/7%4_1 X Cl X 1F><)7

akojealeiazzg.

(i)

L(Vﬁa2<1 X V7%C1 X Vﬁalcl X 1F><>7

a/{;oj60<a1<%ia2:a1+1ili0<a1<%iagzl—al.

(iii)
L(U_%Cl X V_%Cl X V_%Cl X 1F><),

ak0j€G1:%7;a2:

5
5

(iv)

L(V_%Cl X l/_a2<1 X l/_a1<1 X 1F><)7
ak0j60<a1§a2<%, ili
L(V7%C1 X Vﬁa2<1 X CI X 1F><>7
akojea120i0<a2<%, ili
_1
Lv™2¢ x G X G X 1px),

ako je a; = as = 0.

(v)
L(Vﬁazgl X Vfa1<1 X StCl)?

ak0j60<a1§a2<%, il
L(v™"¢ x (1 % Ste,),

126



5.3. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju tri kvadratna karaktera

akojea1:0i0<a2<%, il
C1 X 1 X Sty

ako je a; = as = 0.
(vi)
L= ¢xal),

ak0j60<a1<%ia2:%, il

Cl X Jgjlg) )

ako je ap = 0 7 ay = %, pri cemu je ag,) strogo pozitivna reprezentacija koja je

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 5([1/%(1, I/%Cl]) X 1px.
(vit)
L(S([v2¢, v+ (]) % Ste,),
akojea1<%ia2:a1+1 ilz’a1<%z’a2:1—a1.
(viii) Strogo pozitivna reprezentacija agz) koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija

od
(5([1/%417 Vgcl]) X 1F><,

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
Va1<1 X l/a2g1 X V%CI X 1px (52)

dani su teoremom 4.3. Sada, koriste¢i [59, Proposition 1.7.] te [27] i [29], dolazimo do svih
ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata od (5.2).
Iz prvog dijela navedene propozicije odmah vidimo da je strogo pozitivna reprezentacija

aéf)) koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
5([1/%41, Vggl]) X 1F>< ,

ako je a; = % iay = g, ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije
(5.2).
Nadalje, iskoristimo 1i [27, Theorem 3.5.], zaklju¢ujemo da je Aubertin dual

Osp = L(V_gCl X V3G X VTE( X Lpx),

3
2

zentacije (5.2).

akojea; =5iay =

N Ot

, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane repre-
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Poglavlje 5. Unitarni dual

Koristeéi drugi dio navedene propozicije zaklju¢ujemo da su
L(v="( x aéé)),

ako je 0 < a; < %, zbog pretpostavke teorema, i ay =

N

, 1
1
Cl >Q Us(p)’

ako jea; =01ay = %, ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
(5.2). Pri tome je reprezentacija aéé) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od 5([1/%{1, I/%Cl]) X 1px.

Nadalje, kako je

L(v™"¢ x as(rl))) — v (1 X 0'5(11))
< x 8([v2G, vaG]) ¥ e
— l/_alcl X V%<1 X V%CI X 1px
= V%gl X V%CI X V_algl X 1px

2 p3() X v3G X VUG X L,

koriste¢i Frobeniusov reciprocitet zakljuc¢ujemo da Jacquetov modul od L(r="(; x as(ll)))

u odnosu na odgovaraju¢u parabolicku podgrupu sadrzi

V%CI (24 Végl & Va1C1 ® ]_F><.

—

Sada, koriste¢i [27, Lemma 2.2.] moZzemo zakljuciti da Jacquetov modul od L(v~=*1(; x aéé))

u odnosu na odgovaraju¢u parabolicku podgrupu sadrzi
V_%Cl & I/_%Cl & l/_alcl & 1F>< .

Nadalje, iz [33, 3.1. Lemma)] slijedi da je onda

L(Vﬁalél b O's(1:1>)) — l/igcl X V7%C1 X Vﬁalcl X 1F><.

Sada pak mozemo zakljuciti da je Aubertin dual

—

L(v=2(; % aéé)) = L(V_%Cl X V_%Cl X VMG X 1px),

ako je 0 < a; < % iag = %, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (5.2).
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5.3. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju tri kvadratna karaktera

Takoder, jer je

1 3
Cl X 0'511)) — gl X 5([V5C1,I/§C1]) X 1px
— Cl X V%Cl X l/%Cl X 1F><
> 3¢ X VEQ X G X L,
slijedi da je

—

3 1
Cl X Us(l;l)) — V_§C1 X I/_Egl X Cl X 1px.

Prema tome, Aubertin je dual

Cl X O's(p) & L(Vigcl X V7%<1 X Cl X 1F><)7

N

ako je a; = 01 ag = 5, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane repre-

zentacije (5.2).

Sada iz tre¢eg dijela navedene propozicije slijedi da je

L(8([r™2¢r, v G]) % Ste,),

ako je a; < Ligw=a+1ilia; < 5 1 az = 1 —ay, ireducibilan unitarizabilan subkvocijent

inducirane reprezentacue (5.2).

Prema [36, Theorem 2.3.], inducirana je reprezentacija ([v~"2(y, v™"2T1(;]) % St

ireducibilna, pa imamo

L(0([r™2¢y, v () % Sty ) <= 0([r7%2 ¢, v %)) % St
= §([v* "¢, v™()) % St

— Va2<'1 X l/a2_1C1 X V%CI X 1px

[

= Va2C1 X Vécl X l/az_lgl X 1px
te slijedi da je
( ([ a2C1 aQ—HCl]) X Stcl) — V_a2C1 X V_%gl X l/_a2+1<1 X 1F><-

Dakle, Aubertin je dual

L(6([v=22(y,v “2+1C1]) 3 Ste,) 2 L(r~2¢; X 172 X v X L),

ako je 0 < a; < % ias = a1 +1110 < a < % iay = 1— ay, trazeni ireducibilan

unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.2).

S obzirom na pretpostavku teorema, preostale ireducibilne unitarizabilne subkvocijente
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Poglavlje 5. Unitarni dual

inducirane reprezentacije (5.2) dobijemo koriste¢i zadnji dio navedene propozicije i to su

sljedeci subkvocijenti:
(1) L(r~2¢ x v792¢ x v™9¢; % 1px), ako je 0 < a1 < ap < 3
(2) L(r="¢ x v="( % St ), ako je 0 < a1 < as < %
(3) L(V_%Cl X720 x (1 X 1px),akojea; =010 <ay < %
(4) L(I/_%Cl X (1 X (1 X 1px), ako je a3 = as = 0.
(5) L(r="2¢; x (1 % Ste,), ako jeag =010 < ap < 3.
(6) 1 x ¢ Ste,, ako je a3 = ax = 0.
Time je dokaz teorema gotov. O]

Sljedeci teorem daje opis svih ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata inducirane

reprezentacije grupe SO(7,F) u kojoj su toéno dva kvadratna karaktera medusobno
1

izomorfna, a u eksponentu se pojavljuje tocno jedna 3

Teorem 5.5. Neka je (; € FX takav da je (2 = 1px, za svakii € {1,2,3}, te neka za
{4k, 1} = {1,2,3} vrijedi (; = ( 2 (. Nadalje, neka su ay i as razliciti od & takvi

da je 0 < a; < ag @ neka je az = % Takoder, neka je Ste, jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija od V%C'g, X 1px. Tada su svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti

inducirane reprezentacije v* (1 X V(s X v*®3(3 X 1px sljedeci:

()

L(V_%<2 X V_%CQ X V_(HCI X 1F><)7
ak0j60<a1<%ia2:% te (o = (3, ili
L(V7%C2 X V7%C2 X Cl X 1F><)7

ako jeay =0 iay =32 te & = (5.

(i)

L(V_%Cg) X V_a2C2 X l/_alcl X ]_Fx),

ak0j60<a1§a2<%, ili
L(V7%C3 X V720 X (1 X 1px),
akojea120i0<a2<%, ili
L(u*%gg X (1 X (o X 1px),
ako je a; = as = 0.
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5.3. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju tri kvadratna karaktera

(ii)

L(Vﬁa2C2 X Vﬁalcl X St(g);

ak0j60<a1§a2<%, iy
L(v™"C x (1 ¥ Stg,),

akojea1:Oz'0<a2<%, il
G1 X G X Sty

ako je a; = as = 0.
(iv)
L(v="1¢1 % o)),

ak0j60<a1<%ia2:%te('2%§3, i
CINU%)?

ako je a; =0 1 ay = % te (5 = (3, gdje je agzl,) strogo pozitivna reprezentacija koja je

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 5([1/%@, V%CQ]) X 1px.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
Valcl X I/a2C2 X I/%Cg X 1F>< (53)

dani su teoremom 4.3. Prema tome, potrebno je odrediti koji su medu njima unitarizabilni.

Pitanje unitarnosti se, zbog [59, Proposition 1.1.], jer su toéno dva kvadratna karaktera
medusobno izomorfna, svodi na analogan problem u grupama SO(5, F) i SO(3, F') ¢iji
unitarni duali su nam poznati. Posebno, unitarni dual od SO(5, F') moze se pronaéi u
[26].

Da bismo pronasli sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezenta-
cije (5.3) koristimo [59, Proposition 1.4.] i [59, Remark 1.3.] te [27].

Iz prvog dijela prethodno navedene propozicije i navedene napomene zaklju¢ujemo da

su ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije (5.3) sljedeéi:
LG % o),
ako je 0 < ay < %, zbog pretpostavke teorema, i as = % te (o = (3, i
(1 2oy,

ako je a; = 01 ay = % te (o = (3. Pri tome je reprezentacija ag)) strogo pozitivna

reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od & ([V%Q, 1/%(2]) X 1px.
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Poglavlje 5. Unitarni dual

Nadalje, analogno kao u dokazu prethodnog teorema, zakljucujemo da su
L 3¢ x 173G X v~ % 1px),
akoje0<a1<%ia2:%te§“2’£§3,i
L(r™2C x 1726 % (1 % 1),

ako jea; = 01 ay = % te (o = (3, ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane
reprezentacije (5.3).

Sada, koriste¢i drugi dio ranije navedene propozicije i navedenu napomenu, dobijemo
preostale ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezentacije (5.3) i to su

sljedeci subkvocijenti:
(1) L(y*%@, XU X v X 1px), ako je 0 < a3 < ag < %
(2) L(r="2( x v™(; % Ste,), ako je 0 < ay < ap < 3.
(3) L(v 3¢ x v™(; x (1 ¥ 1px), akoje a; =010 < ag < 1.
(4) L(r=2Cs X ¢4 X G ¥ 1px), ako je a; = ag = 0.
(5) L(r~¢ x (1 % Ste,), ako je ap =010 < ap < 3.
(6) 1 x G2 ¥ Ste,, ako je a3 = ay = 0.
Time zavrsavamo dokaz teorema. O]

Na kraju navodimo teorem koji nam daje opis svih ireducibilnih unitarizabilnih sub-
kvocijenata inducirane reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj su svi kvadratni karakteri

1

medusobno neizomorfni, a u eksponentu se pojavljuje tocno jedna ;

Teorem 5.6. Neka je ¢; € F* takav da je (2 = 1px, za svakii € {1,2,3}, te neka je
(1 2 (o 2 (3. Nadalje, neka su ay,as # % takvi da je 0 < ay < as © neka je az = %
Takoder, neka je Ste, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Cg X 1px. Tada su svi
ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v** (; X v*2 (o X v*3 (3 X 1 px

sljedeci:

(i)

L<V7%<3 X Vﬁa2<‘2 X I/ialgl X 1F><)7
ak0j60<a1§a2<%, il
L3¢ x 72 x (1 ¥ Lpx),
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5.3. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju tri kvadratna karaktera

akojea1:Oi0<a2<%, il
1
L(v™2¢3 X (1 X (2 X 1px),

ako je a; = as = 0.

(i)

L(V_GQCQ X V_a1C1 X St(s)?

ak0j60<a1§a2<%, iy
L(v™"( x (1 ¥ Ste,),

akojealz()z'0<a2<%, il
C1 X G2 X Sty

ako je a1 = ay = 0.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
V(“Cl X Va2C2 X I/%Cg X 1F>< (54)

dani su teoremom 4.3 i treba odrediti koji su od njih unitarizabilni.

Jer su sva tri kvadratna karaktera medusobno neizomorfna, pitanje unitarnosti se,
zbog [59, Proposition 1.1.], svodi na analogan problem u grupi SO(3, F'). Prema tome,
koriste¢i [59, Remark 1.3.] zaklju¢ujemo da su svi ireducibilni subkvocijenti inducirane
reprezentacije (5.4) u kojima su eksponenti a; i ay veéi ili jednaki od 0, a manji od %, zbog

pretpostavke teorema, unitarizabilni i time je dokaz teorema gotov. O

5.3.2 Slucaj kada se u eksponentima pojavljuju toc¢no dvije %

U nastavku pronalazimo sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezen-
tacije grupe SO(7, F) u kojoj se pojavljuju tri kvadratna karaktera koja su medusobno
izomorfna, dok se u eksponentima pojavljuju toc¢no dvije %

Teorem 5.7. Neka je (; € F* takav da je ¢ = 1px, za svakii € {1,2,3}, i neka je

(1 = G = (3. Nadalje, neka je a > 0 7 a; # % te neka je as = ag = % Takoder, neka

je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Q X 1px. Tada su svi ireducibilni
unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v*1(y X v*2(y X v*3(3 X 1px sljedeci:
(i)

L3¢ x v73¢ X ™3¢ % 1),

ako je a; = 5, ili

W

L(v 3¢ x v 3¢ X v % Lpx),
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Poglavlje 5. Unitarni dual

ako je 0 < a; < %, ile
L(l/iécl X 1/7%61 X Cl X 1F><)7

ako je a; = 0.

(i)
L(v™2¢ x v™2¢1 % Ste,),

ako je a; = %, ili
L(v2¢; X v™" ¢y % Ste,),

ako je 0 < a; < %, ily
L(v~3¢ % G % Stg,),

ako je a; = 0.

(iii)
L(y*%Q X ag)),

ako je ay = %, gdje je ng) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireduci-

bilna podreprezentacija od 5([V%C1, 1/%{1]) X 1px.

(iv)
L(I/_C”Cl X ’7'1),

ako je 0 < a; < %, ile

L(Vﬁalgl X Tg),

ako je 0 < a; < % iay # %, gdje su Ty i T, medusobno neizomorfne ireducibilne tempe-
rirane podreprezentacije od § ([u’%cl, V%Q]) X 1px, pri cemu 1o nije podreprezentacija

od v2(; X Ste, -

(v) o
L(0([v™2G1, vEQ]) 2 1px),

N

ako je a; =

(vi) 3 1
L(6([v™2C1,v™2¢]) » Ste,),

Njw

ako je a1 =
(vii) Dvije medusobno neizomorfne ireducibilne podreprezentacije, o1 i oo, od
S 3G, v3G]) X L,
. . .o . o 3
koje su diskretne serije, ako je a; = 5.
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5.3. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju tri kvadratna karaktera

(Um)
G X7 @ G X Ty,

ako je a; = 0, gdje su 11 © 5 medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane
podreprezentacije od 5([V’%Cl, l/%Cl]) X 1px, pri cemu 1o nije podreprezentacija od
v2(; % Ste, .

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
Valcl X V%CI X V%<1 X 1px (55)

dani su teoremom 4.4. Do svih ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata od (5.5) dola-
zimo koristeci [59, Proposition 1.7.] te [27], [29] i [36].

Zbog pretpostavke teorema, prvi dio prethodno navedene propozicije nam ne daje
ireducibilne unitarizabilne subkvocijente od (5.5), a koriste¢i drugi dio, zakljucujemo da
je

L(v™3¢ % o)),
ako je a; = %, gdje je Uég) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireduci-
bilna podreprezentacija od §([12¢, v2¢;]) X 1p«, ireducibilan unitarizabilan subkvocijent
inducirane reprezentacije (5.5).
Treci dio navedene propozicije daje nam ireducibilan unitarizabilan subkvocijent indu-

cirane reprezentacije (5.5) koji je jednak

L(5([v™2¢1, v 2¢4)) % Ste,),

3
5-
Nadalje, koristeéi cetvrti dio ranije navedene propozicije zakljucujemo da su ireducibilni

ako je a; =

unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije (5.5) sljededi:
L(Vﬁalcl X ’7'2),

akojeO<a1§%ia1 %,i

Cl X T2,

ako je a; = 0. Pri tome je 7» jedinstvena ireducibilna temperirana podreprezentacija od
5([V_%<1, 1/%(1]) x 1px, koja nije podreprezentacija od vz(; x Ste, -
Sada, koristeci peti dio ranije navedene propozicije zakljucujemo da su dvije medusobno

neizomorfne ireducibilne podreprezentacije, o1 i 09, od

_1 3
6([v72¢,v2G]) X 1px,
koje su diskretne serije, ako je a; = %, ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane
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reprezentacije (5.5). Takoder, i
LOO([v™2¢,v3¢]) % Lpx),

ako je a; = %, ireducibilan je unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.5).
Konac¢no, zadnji dio dane propozicije daje nam sljedece ireducibilne unitarizabilne

subkvocijente inducirane reprezentacije (5.5):
(1) L 2G x v 2 X ™9 % 1px), ako je 0 < ap < 1
(2) L(r~2¢ x v™¢; x Ste,), ako je 0 < a; < 3.
(3) L(r~ 2 x v72¢ x (1 % 1px), ako je a; = 0.
(4) L(u*%Q X (1 % Ste, ), ako je a; = 0.

(5) L(v="¢1 x 7)1 L(r™"1¢; ® 12), ako je 0 < a; < %, gdje su 71 i 7 medusobno

neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od 8([v=2¢, v2(1]) X 1px.

(6) (1 x 1 i X7y, ako je a; =0, gdje su 71 i 75 medusobno neizomorfne ireducibilne

temperirane podreprezentacije od 5([1/*%@, V%Q]) X 1px.
Preostalo je jos odrediti sljede¢e Aubertine duale:

(i) Aubertine duale svih ireducibilnih subkvocijenata inducirane reprezentacije
3 (2)
Vi1 X og,

a to su, prema [36, Theorem 5.1], L(v~2(; x ol?)), pri cemu je 02 strogo pozi-
tivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija reprezentacije
(5([V%C1, V%Q]) X 1px, i diskretna serija o1 < 5([1/*%@, I/%Cl]) X 1px, koja je jedina
zajednicka ireducibilna podreprezentacija induciranih reprezentacija V%CI X O'S(g) i

(5([1/_%C1, I/%Cl]) X 1F>< .

(ii) Aubertine duale svih ireducibilnih subkvocijenata inducirane reprezentacije
6([v2¢1, w2 i) St

ato su L(6([v=2¢, v73¢]) % Ste,), L(6([v2¢, v3G]) % 1ex), L(v™3¢ % o), pri
cemu je as(g) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podre-
prezentacija od 8([r2¢y, v2(1]) % 1px, i diskretna serija o1 < 0([v™2¢1, v2 () X 1px,
koja je jedina zajednicka ireducibilna podreprezentacija induciranih reprezentacija

V3¢ 2ol i 8([v 3¢, v3G]) X L.
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(iii) Aubertine duale svih ireducibilnih subkvocijenata inducirane reprezentacije
28 Cl N Ty,

gdje je 1y ireducibilna temperirana podreprezentacija od 5([V_%C:1, 1/%(1]) X 1px, koja

nije podreprezentacija od 1/%{1 X Ste,. To su L(v~"¢ x 1), ako je 0 < a1 < %

ia # %, i (1 X 7, ako je a; = 0; u slucaju kada je a; = %, diskretna serija
Oy — V%Q X T, dok su Aubertini duali ostalih moguéih subkvocijenata odredeni u

drugim slucajevima.

(iv) Aubertine duale svih ireducibilnih subkvocijenata od

_1 3
o([v72C, vaG]) @ 1px,
a to su diskretne serije o1, 00 < 0([v72¢1, v2G]) X 1px 1 LO([r 3¢, v2¢]) X 1px).
Koristeéi [36, Theorem 2.1.] zakljucujemo da je
5([7/_%(17 Vgcl]) X 1F>< = 01 + g9 + L((S([V_%gl, V%CI]) X 1F><)7
u odgovarajucoj Grothendieckovoj grupi, gdje su o1, o9 < 5([u’%C1, V%Q]) X 1px diskretne
serije.
Odredimo najprije Aubertine duale &7 i 75. Iz teorema 3.3 znamo da je
3
g; — V§C1 X T;,
za 1 = 1,2, gdje je, u odgovaraju¢oj Grothendieckovoj grupi,
_1 1
TP T = (5([V 2C1,V2C1]> X 1F><.
Neka je 7 — U%Q X Ste,. Tada je
3 1 1
o1 — V§C1 X I/§C1 X V§<1 X 1F><.
Sada, racunajuci odgovarajuc¢e Jacquetove module, dobijemo da
X 1 1 3
p(or) > vz x 6([v2(,ve(]) ® 1px,
pa, koriste¢i [29, Theorem 5.2.], zakljucujemo da je Aubertin dual
_ _3 _1 _1
o1 2 L(v 20 X v 2 x v 20 X 1px),
ako je a; = %, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije
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(5.5). Nadalje, s obzirom da
p (o) 2 i x 6([v7¢1,v2G)) ® 1px,
koristeéi [29, Theorem 5.2.], zakljucujemo da je Aubertin dual
73 2 L(v™2¢ x v~ 3¢ % Ste,),

ako je a; = %, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije
(5.5).

—

Preostalo je jos odrediti Aubertin dual L((S([V*%Cl, V%Q]) X 1px). Kako je
L((s([y_%Cl;V%Cl]) X 1F><) — l/écl X V_%Cl X I/_%Cl X ]-F><7

slijedi da je

L((S([V_%Cl,yécl]) X ]_Fx) — V_%Cl X V%Cl X V%C1 X ]-F><-

Sada, racunajuéi p*(8([r=2¢1, v2(]) % 1px) dobijemo da su v2(; @ 7 i V3¢, ® 7 jedini
ireducibilni konstituenti oblika v2(; @ 7 koje ,u*(é([y*%Cl, I/%Cl]) X 1px) sadrzi, a koji se
pojavljuju s multiplicitetom jedan. Kako
p(oy) > Vig, @,
slijedi da
P LG 20 v2G]) % 1p) FriG .
Koristeéi [27, Lemma 2.2.], mozemo zakljuciti da

—

(L3¢, vaG) X 1px)) R v 2G @,
Osim toga, s obzirom da
:u*<5([yiégla V%Cﬂ) A 1FX> z Vigcl X T,

zakljucujemo da

—

WL 36,v3G)) 0 1) # viG @7

Nadalje, Aubertin dual reprezentacije L(([v~2(1,v2¢]) X 1px) se moZe prikazati kao

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
51X52><"'><5k><l7',
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gdje je
5@' = (5([1/7%4“17 VMCl])?

zat=1,2,... k, takva da je
6((57,) < 6(5i+1> < 0,

za i =1,2,... k—1, a 7 odgovaraju¢a temperirana reprezentacija. Sada pak mozemo
zakljuciti da je y; = —%, zanekii € {1,2,... k}, tedajey; # —%, zasvakii € {1,2,... k}.
Iz toga slijedi da je 1 < k < 2.

Ukoliko je k = 2, koristec¢i potpoglavlje 4.1 i lemu 4.1, mozemo zakljuciti da je
(51 = 5([V_g<1, V_%Cl]) i (52 = V_%Cl

te da je
T= 1F>< .
Prema tome, imamo

o —

L(é([l/_%cl,l/%gl]) X 1F><> — 5([V_%§1,I/_%C1]) X V_%Cl X 1px
— V_%Cl X V_%Cl X I/_%Cl X 1 px
= I/iégl X I/iécl X y*%é‘l X 1F><

= V7%C1 X I/iégl X V%<1 X 1F><

12

V%Q X V%Cl X Vﬁ%@ X 1px,

¢ime smo dosli do kontradikcije.

Ako je pak k = 1, onda, koriste¢i potpoglavlje 4.1, zaklju¢ujemo da je

1€ {v 2, 6([v 2 ¢, v 2]}

Ukoliko je
oy = v,

zakljucujemo da je tada 7 = o2

ireducibilna podreprezentacija od

strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

§([v2 (1, v2¢]) X Lpx,

1 imamo

—

L((S([V_%Cl,yécl]) X ]_Fx) — V_%Cl b O'S(I%)
— V_%Cl X (S([l/%gl,ygcl]) X 1px

1 3 1
— V_§Cl X V§C1 X V§<1 X 1F><
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~

I/%Cl X V_%Cl X V%Ci X 1F><>
¢ime smo opet dosli do kontradikcije. Prema tome, zakljucujemo da je

5 = 8([v™2¢,v3G)

te da je tada
T St<1 .
Dakle, imamo

—

L(S([v= 3¢, v3G]) 3 1px) < 8([v™2¢1, v 2¢1]) % Ste, -

Sada mozemo zakljuciti da je Aubertin dual

—

L(3([v=2¢,v3G]) 3 1px) = LO([v ™2 G v 7)) % Ste), (5.6)

ako je a; = %, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije

(5.5).

Takoder, koristeé¢i teorem 5.1, zakljuc¢ujemo da je Aubertin dual

—

L(3([v~ 3¢, v73¢)) % Ste,) = L(8([v ™21, v3G]) % 1x),

ako je a; = %, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije

(5.5).
Nadalje, iz opisa diskretnih serija mozemo zakljuciti da inducirana reprezentacija
Vgcl X To,

gdje je 7 jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od (5([1/_%§1, V%Q]) X 1px, koja nije
podreprezentacija od v2(; X Ste,, sadrzi L(v=2(; x 72) 1 diskretnu seriju oy < V2( X T
Jedina preostala reprezentacija koju dana inducirana reprezentacija moze sadrzavati je
L(6([v=2¢,v2¢)) w, ¢iji Aubertin dual znamo. Prema tome, preostalo je jo$ odrediti

Aubertin dual L(v~2(; x 7). Zbog (5.1), imamo

—

L(V_%Cl X TQ) — l/%gl X V_%Cl X V%CI X 1 px

12

V_%Cl X Vgcl X V%CI X ]-F><-

.. . . ol 3 ..
Racunajuci odgovarajuée Jacquetove module, mozemo zakljuciti da p*(vz¢; X 7o) sadrzi

V%Q ® T9 te da je to jedini ireducibilni konstituent oblika I/%Cl ® m, koji je multipliciteta
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jedan. Nadalje, kako je oy — V%Q X Ty, slijedi da
pH(02) > V3 @ .

Prema tome,
_3
P (L(v™2¢ X 72))
ne sadrzi ireducibilan konstituent oblika V%Q ® m, sto, analogno kao ranije, implicira da

W (L 3G % )

—

ne sadrzi v~2(; ® 7'. Dakle, L(V_%Cl X To) se moZe prikazati kao jedinstvena ireducibilna
podreprezentacija od
51X52><"'><5k><l’7',
gdje je
0 = ([ ™" Cr, " 1),
za1=1,2,...,k, takva da je
e(d;) < e(diy1) <0,

za i1 = 1,2,....k — 1, a 7 odgovaraju¢a temperirana reprezentacija. Nadalje, mozemo
zakljuciti da je y; # —%, zasvakii € {1,2,...,k}, tedajey; = —%, zanekii € {1,2,... k}.
Iz toga slijedi da je 1 < k < 2.

Ako je k = 2, onda, koriste¢i potpoglavlje 4.1 i lemu 4.1, mozemo zakljuciti da je
(51 = 5([V_%<1, V_%Cl]) i (52 = V_%Cl
te da je
T 1F><.

Prema tome, imamo

—

L(u—%gl X Tp) < 5([1/_%@,1/_%('1]) X 1/_%(’1 X 1 px

1 3 1
— V_§C1 X V_§C1 X V_igl X 1px

112

V_%Cl X I/_%Cl X I/_%Cl X 1F><
i slijedi da je
L(Vigcl b 7'2) — Vécl X I/%Cl X I/%Cl bl 1F><.
Sada, kako je reprezentacija V%CI X 1/%(1 ireducibilna, slijedi da
‘ _3 1 1 3
pr(L(v™2¢ ) 7)) 2 V20 X V2 @2 X 1px.
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Medutim,
PL(rT3G X)) FriG X vEG @ v X Lpx
jer
. 1 1
pi(ma) 2 v2G X v @ lpx,

Sto znamo iz teorema 3.2.

Prema tome, k = 1. Koriste¢i potpoglavlje 4.1, analogno kao ranije, zakljucujemo da
je
_3 1 _1
(517 T) S {(5([y 2<1? v 2C1])> StCl)v (V 2<17 Us(g))}>
gdje je aég) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezenta-
Cija od 5([1/%C1, V%C:[]) X 1F>< .

Tada u prvom slucaju imamo

—

L3¢ 3 m) < 8([v 2, v 3¢1]) St
i mozemo zakljuciti da je Aubertin dual L(v=2¢; x 1) = L(0([v™2¢1, v™2(]) % Ste, ). Me-
dutim, zbog (5.6) i teorema 5.1, zakljucujemo da to nije trazeni ireducibilan unitarizabilan

subkvocijent inducirane reprezentacije (5.5). U drugom pak slu¢aju imamo

—

L5 X 73) = 173 X O’ég)

i mozemo zakljuciti da je trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane re-

prezentacije (5.5) upravo Aubertin dual

—

L3¢ xm) 2 L(v~ 3¢ x a?),

ako je a; = %, gdje je as(g) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna
1 3
podreprezentacija od ([v2(1, v2(1]) X 1px. Takoder, koristeéi teorem 5.1, zakljuéujemo da

je ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.5) Aubertin dual
Ly 3¢ % o)) 2 L(v™2¢ % 1),

ako je ay %, gdje je reprezentacija 7, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

1

(5([V*%C1, v2(1]) X 1px, koja nije podreprezentacija od vi; X Ste, -

Preostalo je jos odrediti Aubertin dual L(v=1(; x 75) = V_® Ty, ako je 0 < a1 < %
ia # %, te Aubertin dual (; X 7, ako je a; = 0, gdje je 7 jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija od 5([u’%§1, 1/%(’1]) x 1px, koja nije podreprezentacija od v2(; x Ste, -
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Zbog (5.1) i ireducibilnosti je

V(X T = ¢ x Ly 2¢ % Ste,)
>~ ¢ % L(v™2¢ % Ste,)
— Vﬁalé‘l X V7%41 X St(l

>~ 3¢ X v % St

Sada mozemo zakljuciti da je trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (5.5) upravo Aubertin dual
I/*Ql\x T2 = L(l/iécl X I/ialcl X St{l)?

akoje 0 < a; < % Pri tome je 75 jedinstvena ireducibilna podreprezentacija reprezentacije
(5([1/_%@, V%Q]) x 1px, koja nije podreprezentacija od vz(; x Ste, -

Konacno, zbog (5.1) je

(;2 — Cl X L<V_%C1 A St<1>
— (1 X VT3¢ % St
= V_%gl X €1 A Sth

pa zakljucujemo da je trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane repre-

zentacije (5.5) Aubertin dual
Cl X Ty =2 L<V_%C1 X Cl X St(1)7

ako je a; = 0, i time zavrsavamo dokaz teorema. O]

Svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije grupe SO(7, F)
u kojoj su toc¢no dva karaktera medusobno izomorfna, a u eksponentima se pojavljuju

tocno dvije %, dani su sljede¢im teoremom.

Teorem 5.8. Neka je (; € F* takav da je C? X 1px, za svakii € {1,2,3}, te neka za
{3,k 1} = {1,2,3} vrijedi {; = ¢ 2 (. Nadalje, neka je o > 0 i a; # 3, te neka je
as = ag = % Takoder, neka je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Q X 1px,
zat € {2,3}. Tada su svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
Va1C1 X Ua2§2 X l/a3C3 X 1F>< Sljedeél
(i)
3 1 1
L(V_§C1 X V_§C1 X V_5Cj X 1F><)7
ako je a; = % i ako postoje i,j takvi da je ¢ = i {i,j} = {2,3}.
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(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

144

L(V7%C2 X V7%<3 X Vﬁalcl X 1F><)7

ako je 0 < a; < %, ile

L 2C x v 3¢ % (1 X Lpx),

ako je a; = 0.

L(v™2¢ x v™2(1 % Ste,),

ako je ay = 3 te ako postoje i,j takvi da je (; = ¢ i ¢ 2 G te {i, 5} = {2,3}.

L(V_%Cl X I/_alCl X Stc]),

ako je 0 < ay < 5, za {j,1} = {2,3}, ili
L(v2¢; x (1 % Ste,),

ako je ay =0, za {i,5} = {2,3}.

L(v=" (% 0y)),

akojeO<a1<%iC2;7§C3, ili

Cl X ngl;) )

ako je a; = 01 (o 2 (3, gdje je ag)) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od V%CQ X V%C;; X 1px.

L(V_%Cj X Jg?),

ako je a; = % i ako postoje i,j takvi da je ¢; = ¢ i {i,j} = {2,3}, gdje je agg)

strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

5([v2Cr,v2¢y]) % 1px.

Strogo pozitivna reprezentacija T koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od

1
3 2
v2(; X agp),

ako je ay = 3 te ako postoje i, j takvi da je ; = ¢y i ¢ % ¢ te {i,7} = {2,3}, gdje je

ag) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
1 3

od 5([V5C1, IJ§C1]) X 1F>< .
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(viii)
L(Vﬁalcl X ’7'1) ) L(Vﬁalcl X 7'2),

ako je 0 < ay < 5 i = (s, ili
Cl><]7'1 7 C1>47'2,

ako je ay = 0 i (o = (3, gdje su 1 i T» medusobno neizomorfne ireducibilne temperi-

rane podreprezentacije od (5([1/’%@, I/%CQ]) X 1px.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
Valcl X V%CQ X V%<3 X 1px (57)

dani su teoremom 4.4. Dakle, treba odrediti koji su medu njima unitarizabilni.

S obzirom da su to¢no dva karaktera medusobno izomorfna, pitanje unitarnosti se, zbog
[59, Proposition 1.1.], sada svodi na analogan problem u grupama SO(5, F) i SO(3, F)
¢iji unitarni duali su nam poznati. Posebno, unitarni dual od SO(5, F') moZe se pronaéi u
[26].

Koristec¢i [59, Remark 1.3.] i [59, Proposition 1.4.] te [27], pronalazimo sve ireducibilne

unitarizabilne subkvocijente od (5.7).

Koristec¢i prvi dio prethodno navedene propozicije i navedenu napomenu zakljucu-
jemo da su trazeni ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije (5.7)
sljededi:

L(I/_%Cj X 05(12))),

ako je a; = 2 i ako postoje 4, j takvi da je ¢ = (i i {i,j} = {2,3}, i strogo pozitivna

reprezentacija 7 koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

1
3 2
v2(; X as(p),

ako je a; = % te ako postoje 7,7 takvi da je (; = (1 (; 2 ¢ te {i,7} = {2,3}. Pri tome
je O'S(g) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija

od (5([V%C1, Vggl]) X 1F><.

Nadalje, analogno kao ranije zaklju¢imo da su ireducibilni subkvocijenti
3 1 1
L(V_EC:[ X V_icl X V_igj X 1F><),
. . 3 . . . . . . ~ . . . - .
ako je a; = 3 i ako postoje 7, j takvi da je (; = (1 i {4,j} = {2,3}, i
3 1
L(V_§C1 X V_§<1 X Stgi),
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ako je a; = 2 te ako postoje i, j takvi da je ¢; = ¢ 1 ¢ 2 ¢ te {i,j} = {2, 3}, inducirane
reprezentacije (5.7) unitarizabilni.
Preostale ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije (5.7) dobijemo koristeci

drugi dio navedene propozicije i navedenu napomenu i oni su sljededi:
(1) L(r 26 x v72(s X 179 % 1px), ako je 0 < a; < 3
(2) L(r~2( x v™¢; x Ste,), ako je 0 < ay < 3, za {j,1} = {2,3}.
(3) L(r~2( x v72(3 x (1 % 1px), ako je a; = 0.

(4) L(v="¢ x aéé)), ako je 0 < ay < % i 2 (5, gdje je Jéé) strogo pozitivna reprezen-

tacija koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od y%@ X V%C?, X 1px.
(5) L(r=2¢; x {1 % Ste,), ako je a; = 0, za {i,j} = {2,3}.

(6) L(r™(1x7m) i L(v™™( x1),ako je 0 < a; < % i( = (3, gdje su 7 i  medusobno
neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od § ([V*%CQ, V%CQ]) X 1px.

(7) (1 ™ Jéé), ako je a; = 01 (o 2 (3, gdje je 05(11)) strogo pozitivna reprezentacija koja je

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%€2 X I/%Cg X 1px.

(8) (1 X1 1(1 X1, ako jea; =01 (= (3, gdje su 11 i 75 medusobno neizomorfne

ireducibilne temperirane podreprezentacije od §([v™2(a, v2¢]) % 1px.
Time je dokaz teorema gotov. O]

Na kraju dajemo opis svih ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata inducirane
reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj su svi kvadratni karakteri medusobno neizomorfni,

a u eksponentima se pojavljuju toc¢no dvije %

Teorem 5.9. Neka je (; € F* takav da je (2 =~ 1px, za svaki i € {1,2,3}, te neka je
(1 2 (o 2 (3. Nadalje, neka je ay >0 i ay # %, te neka je ay = ag = % Takoder, neka je
St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Ct X 1px, za t € {2,3}. Tada su svi
ireducibilnt unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v** (4 X v*2(o X v*3 (3 X 1 px
sljedeci:
(i)
L(V_%CQ X y_%gg X VTN X Lpx),

ako je 0 < a; < %, ili
L(V_%CQ X V_%C;; X Cl X 1F><),

ako je a; = 0.
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(i)
L(I/iégl X I/ialCl X St(]),

ako je 0 < ay < 3, za {j,1} = {2,3}, ili
L(V_%Cj X Cl X St(z)’

ako je ay =0, za {i,j} = {2,3}.
(iii)
L(V_alcl X O-g;))a
ako je 0 < a; < %, ily

Cl X O_SD) )

ako je a; = 0, gdje je ag)) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena ireduci-

bilna podreprezentacija od u%@ X yécg X 1px.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
Valcl X I/%CQ X V%C:g X 1px (58)

dani su teoremom 4.4. Dakle, potrebno je odrediti koji su medu njima unitarizabilni.
Kako su sva tri nekvadratna karaktera medusobno neizomorfna, pitanje unitarnosti se,
zbog [59, Proposition 1.1.], svodi na analogan problem u grupi SO(3, F'). Prema tome,
koriste¢i [59, Remark 1.3.] zaklju¢ujemo da su svi ireducibilni subkvocijenti inducirane
reprezentacije (5.8) u kojima je eksponent a; vedi ili jednak od 0, a manji od %, zbog

pretpostavke teorema, unitarizabilni. Time zavrsavamo dokaz teorema. O

5.3.3 Slucaj kada su sva tri eksponenta jednaka %

Sada ¢emo odrediti sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezentacije
grupe SO(7, F) kada su sva tri karaktera kvadratna, a svi eksponenti su jednaki % Kao
ranije, rastavljamo ih u tri slucaja u ovisnosti o broju medusobno izomorfnih kvadratnih
karaktera.

Najprije promatramo slucaj kada su sva tri kvadratna karaktera koja se pojavljuju
medusobno izomorfna.
Teorem 5.10. Neka je (; € FX takav da je 2 = 1px i a; = %, za svaki i € {1,2,3}.
Nadalje, neka je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od I/%Cl X 1px. Tada su svi
ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v** (4 X v*2 (o X v*3 (3 X 1 px
sljedeci:

(i)

L(V_%Cl X V_%Cl X V_%Cl X 1F><)
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(ii)
L(v~2¢; x v 2(; x Ste,).

(iii)
L(U7%C1 X 7'1) ) L(V7%C1 X TQ),

gdje su 11 i T medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od

§([v2¢,veC]) X 1px.

(iv)
3([r™2¢1, w2 (1)) % St

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
1 1 1
V2C1X1/2<1X1/2<1><]1F>< (59)

dani su teoremom 4.5, a sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente od (5.9) pronalazimo
koristeci [59, Proposition 1.7.] te [27] i [29].
Zbog pretpostavke teorema, za pronalaZenje unitarizabilnih subkvocijenata od (5.9)

koristimo treci, ¢etvrti i Sesti dio prethodno navedene propozicije.

Iz treceg dijela navedene propozicije dobijemo da je
(5([V_%C1,V%C1]) X Ste,

ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.9).

Nadalje, kako je inducirana reprezentacija 6([v=2(;, v2¢;]) % St¢, ireducibilna, ona u

odgovaraju¢em Jacquetovom modulu sadrzi
1 1 1
vz @u20 @i ® lpx.

Sada mozemo zakljuciti da je

—

5<[V7%<1,V%C1]> X StCl — I/_%Cl X I/_%Cl X l/_%Cl X 1F><

te da je Aubertin dual

—

5([1/_%C1,V%C1]) X St<1 = L(V7%<1 X V7%<1 X V7%C1 X 1F><)

trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.9).

Koristeéi cetvrti dio navedene propozicije zakljucujemo da je ireducibilan unitarizabilan
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subkvocijent inducirane reprezentacije (5.9) jednak
L(u—%gl X To),

gdje je 7, jedinstvena ireducibilna temperirana podreprezentacija od (5([V_%C1, 1/%(1]) X 1px,

koja nije podreprezentacija od V%Q X Ste, .

Nadalje, koristeéi [38, Lemma 6.2.] mozemo zakljuciti da je inducirana reprezentacija
1/_%(’1 X 79 ireducibilna. Ako se navedena inducirana reprezentacija reducira, onda, prema
38, Lemma 6.2.], sadrZi temperiranu reprezentaciju 8([v=2¢;, v2(1]) ¥ St¢,, koja je iredu-
cibilna. Prema tome, navedena inducirana reprezentacija u svom Jacquetovom modulu u

odnosu na odgovarajucu parabolicku podgrupu sadrzi
1 1 1
Vg @i v @ lpx.

Medutim, to nije moguce jer reprezentacija 7 nije podreprezentacija od I/%Cl X Ste,. Sada,

zbog ireducibilnosti inducirane reprezentacije, imamo

V7%C1 X Ty = V%Cl X Ty
— Végl X Vécl X V7%<1 X 1F><.

Dakle,

—

V_%Cl X Ty — V_%Cl X V_%Cl X V%Ci X 1px.

Prema tome,

o —

I/_%Cl X Ty — V_%Ql X 1/_%(’1 X T,

gdje je 7 < v2(; % 1px, odnosno ili je 7 = L(l/*%cl X 1px) ili je m = St¢,. Ukoliko je
72 L(r2( % 1px), imamo

1
1/7%61 X Ty — V75C1 X I/iécl X 1/7%411 X 1F><7

a onda je

Vﬁ%Cl X Ty — V%Q X V%Q X I/%Cl X 1F><.

.. _1 s 2
Tada reprezentacija v~ 2(; X 75 u svom Jacquetovom modulu u odnosu na odgovarajuéu

parabolicku podgrupu sadrzi
1 1 1
v @ui @i @ lpx,

Sto nije mogucée. Prema tome, zakljucujemo da je

—

1 1
]/*%Cl X Ty — V_§C1 X V_igl X Stcl
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Sada mozemo zakljuciti da je Aubertin dual

L —

L3¢ x73) 2 L(v7 3¢ X v 3¢ % Ste,)

trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.9).
Preostale ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezentacije (5.9) do-

bijemo iz zadnjeg dijela navedene propozicije i oni su sljedeéi:
(1) L(r2G x v73¢ x ™3¢ % 1px).
(2) L(r=2¢; x v2¢; % St,).

(3) L2 x 1) i L(r™2¢ x 73), gdje su 71 i 7o medusobno neizomorfne ireducibilne

temperirane podreprezentacije od 8([v=2¢, v2(]) X 1px.
(4) 8([v=2¢1,v38)) < St
Time je dokaz teorema gotov. O

Nakon toga, pronalazimo sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane repre-

zentacije grupe SO(7, F') u kojoj su to¢no dva kvadratna karaktera medusobno izomorfna.

Teorem 5.11. Neka je (; € FX takav da je (2 = 1px i a; = %, za svaki i € {1,2,3},
te neka za {j,k,1} = {1,2,3} vrijedi {; = ¢ 2 (. Nadalje, neka je Ste, jedinstvena
ireducibilna podreprezentacija od IJ%Q X 1px, za i € {1,2,3}. Tada su svi ireducibilni

unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v (; X v®2(s X v*3(3 X 1px sljedeci:

(i)

L<I/_%Cl X I/_%CQ X I/_%Cg X 1F><)
(i)
L(v™3¢ x v73¢; % Sty,),
za {1, 7,1} = {1,2,3}.

(iii)

Lv™3¢ x o),

ako je ¢ 2 (¢, za {i, 7,1} = {1,2,3}, gdje je ag) strogo pozitivna reprezentacija koja

je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%Cj X I/%Q X 1px.

(iv)
L3¢ xm) i L 3 %),

ako je ¢; = ¢, za {1, 5,1} = {1,2,3}, gdje sum i1 medusobno neizomorfne ireduci-

bilne temperirane podreprezentacije od 5([V’%Cj, y%(j]) X 1px.
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(v) Dvije medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane podreprezentacije od
O(v 2G5, w3 G]) » St
ako je (5 = ¢ 1 GG Z G, 2a {i, 4,1} = {1,2,3}.
Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
VIC X U3y X 13(3 X 1 (5.10)

dani su teoremom 4.5. Potrebno je jos odrediti koji su medu njima unitarizabilni.

Jer su tocno dva kvadratna karaktera medusobno izomorfna, pitanje unitarnosti se,
zbog [59, Proposition 1.1.], svodi na analogan problem u grupama SO(5, F') i SO(3, F)
¢iji unitarni duali su nam poznati. Posebno, unitarni dual od SO(5, F') moze se pronaéi u
[26].

Da bismo pronasli sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezenta-
cije (5.10) koristimo [59, Proposition 1.4.] i [59, Remark 1.3.]. Medutim, s obzirom da su
svi eksponenti aq, as i az jednaki %, sve trazene subkvocijente dobijemo iz drugog dijela

navedene propozicije i navedene napomene, te je time dokaz teorema gotov. O]

Na kraju, potrebno je jos odrediti sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente in-
ducirane reprezentacije grupe SO(7, F) u kojoj su svi kvadratni karakteri medusobno

neizomorfni.

Teorem 5.12. Neka je (; € F* takav da je (2 = lpx ia; = %, za svaki i € {1,2,3},

te neka je (1 2 (o 2 (3. Tada su svi ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane

reprezentacije vy X v®2(s X v®3(3 X 1px sljedeci:

(i)

L(V_%Cl X V_%CQ X V_%Cg X 1F><).
(i)
L(v™2¢; x v 2¢; % Ste,),

za {i,7,1} = {1,2,3}, gdje je reprezentacija St¢, jedinstvena ireducibilna podrepre-

zentacija od V%Q X 1px.
L(y_%ci X ag}j),

za {1, j, 1} = {1,2,3}, gdje je ag)) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od I/%Cj X I/%Q X 1px.
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(iv) Strogo pozitivna reprezentacija o—gfj koja je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od

V%Cl X I/%CQ X V%C:), X 1F><-
Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
1 1 1
V§C1 X V§C2 X I/§C3 X 1 px (511)

dani su teoremom 4.5.
Zbog [59, Proposition 1.1.], pitanje unitarnosti se svodi na analogan problem grupe
SO(3, F). Prema tome, sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezen-

tacije (5.11) pronalazimo koriste¢i [59, Remark 1.3.] i time je dokaz teorema gotov.  [J

1

5.3.4 Slucaj kada se u eksponentima ne pojavljuje niti jedna 5

Preostalo je jo$ odrediti sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezen-
tacije od SO(7, F') kada su sva tri karaktera kvadratna, a u eksponentima se ne pojavljuje
niti jedna %

Najprije ¢emo odrediti sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane re-
prezentacije grupe SO(7, F) u slucaju kada su sva tri kvadratna karaktera medusobno

izomorfna.

Teorem 5.13. Neka je ¢; € F* takav da je 2 X 1px, za svaki i € {1,2,3}, te neka je
(1 = (o = (5. Nadalje, neka je 0 < a1 < as < asgia; # %, za svakii € {1,2,3}. Tada su svi
ireductbilnt unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v (1 X v*2 (o X v*3(3 X 1 px

sljedeci:

(i)

L(l/_a3cl X V_a2g1 X l/_algl X 1F><)7

ak0j60<a1§a2§a3<%, 1li
L(v™¢ x v x (1 X 1px),
akojea120i0<a2§a3<%, ili
L(v™®¢ x ¢ X ¢ X 1px),
akojea1:a2:0i0<a3<%, ili
G X G X G X 1px,

ako je ay = ay = az = 0.
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(i)

L(l/iascl X Vﬁa2C1 X Vﬁalcl X 1F><>7
ako je az =a;+1 i az3 = —as + 2 teO<a1<%.
L(V_1<1 X I/_1<1 X <1 X 1F><)7
ako je a; =0 7 ay = az = 1.
(iv)
L(é([l/_a?’cla V_a3+2cl]) A 1F><)7

ak0j€&3:&1+1iagz—a2+2t60<a1<%.

(v)
S([v™ ¢, v(]) % 1px,

ako jea; =0 7 ay =as = 1.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
I/alcl X Va2C1 X Va3C1 X 1F>< (512)

dani su teoremom 4.6. Nadalje, koristeéi [59, Proposition 1.7.] te [27] i [29], pronalazimo
sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente od (5.12).

S obzirom da su eksponenti ay, as i ag razli¢iti od %, koristimo samo peti i Sesti dio
prethodno navedene propozicije.

Koristeéi peti dio, zaklju¢ujemo da su
L(é([l/_a?)Ch V_a3+2cl]) X ]'F>< )’
akojea3:a1—|—1ia3:—a2+2te0<a1<%,i

5([1/_1<1, I/Cﬂ) X 1F><,

ako je a; = 01 ay = az = 1, ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezen-
tacije (5.12).

Sada, s obzirom da je

L((S([V_agcl, I/_a3+2C1]) X 1F><) — (5([1/—0,3(17 V_a3+2<1]) X 1px
= 0([v" 7, ™) X L
— Va3C1 X I/asilgl X I/a372<-1 X 1F><

= Va3C1 X Va3_1<1 X l/_a3+2<1 X 1F><7
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mozemo zakljuciti da je

L(é([l/ia3cl,yia3+2cl]) X 1F><) — V_a361 X V_a3+1§1 X I/a3_2C1 X 1F><.

Prema tome, zakljucujemo da je trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (5.12) upravo Aubertin dual

—

L(5([V_G3C1,V_a3+2g1]) X 1F><) = L(V_a?’cl X V_a3+1C1 X Va3_2<1 X 1F><>

L(V_G3C1 X V_a2C1 X V_a1C1 X 1F><)7

12

akojea3:a1—|—1iagz—a2+2t60<a1<%.

Nadalje, imamo

6([1/_1§1,VC1D X 1lpx — 5([C1,VC1]) X l/_lcl X 1px
= 0([Cr, vGi]) X vGi X 1px
= v x 0([Cry vGi) X s

‘—>VC1XVC1XC1>41F><

pa mozemo zakljuciti da je

—

5([V_1C1,VC1]) bl 1F>< — I/ilcl X V71C1 X Cl bl 1F><.

Sada zakljuc¢ujemo da je Aubertin dual

—

5([1/_1<1,I/C1]) X 1F>< = L(l/71<1 X V71C1 X Cl X 1F><>7

ako je a; = 01 ay = agz = 1, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (5.12).
Na kraju, koristeci posljednji dio ranije navedene propozicije zakljucujemo da su sljedeci

ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije (5.12) unitarizabilni:
(1) L(r=m3¢; x v™2¢ x v X 1px), ako je 0 < a; < ap < az < 1.
(2) L(r=3¢ x v™2( x (1 X 1px), ako jea; =010 < az < ag < 3.
(3) L(r™¢ x (1 x (1 % 1px), ako jea; =a; =010 < a3 < 3.
(4) ¢4 x (1 X (1 X 1px, ako je a; = as = az = 0.

Time zavrsavamo dokaz teorema. ]
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Na kraju, odredimo sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane repre-
zentacije grupe SO(7, F') u slucaju kada su to¢no dva kvadratna karaktera medusobno

izomorfna i u slucaju kada su sva tri kvadratna karaktera medusobno neizomorfna.

Teorem 5.14. Neka je (; € F* takav da je (2 = 1px, za svaki 1 € {1,2,3}. Neka

za {j,k,1} = {1,2,3} vrijedi {; = ¢ & ¢ ili neka je ¢ 2 (o 2 (3. Nadalje, neka je

0 <a; < ay < as, te neka je a; # %, za svaki i € {1,2,3}. Tada su svi ireducibilni

unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije vy X v*2(s X v*3(3 X 1px sljedeci:
(1)

L(Vﬁa?’Cg X VﬁaQCQ X Vﬁalcl X 1F><>7

a/{;oj60<a1§a2§a3<%.

(i)

L(I/_Q3C3 X I/_GQCQ X Cl X 1F><),

akojea120i0<a2§a3<%.

(iii)
L(v™" ¢ x (1 X (o % 1px),

akojea1:a220i0<a3<%.

(iv)

C1 X G2 X (3 X 1px,
ako je a; = as = az = 0.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
Va1C1 X Va2C2 X VQBCQ, X 1px (513)

dani su teoremom 4.6.

Ako su toéno dva medu kvadratnim karakterima (7, (5 i (3 medusobno izomorfna, onda
se, zbog [59, Proposition 1.1.], pitanje unitarnosti svodi na analogan problem u grupama
SO(5, F) i SO(3, F) ¢ije unitarne duale znamo. Posebno, unitarni dual od SO(5, F') moze
se pronadi u [26].

Sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente od (5.13) u tom sluc¢aju dobijemo koriste¢i
[59, Remark 1.3.] i [59, Proposition 1.4.], i to koristeéi drugi dio prethodno navedene
propozicije i navedenu napomenu, jer niti jedan eksponent u (5.13) nije jednak %

Nadalje, ako su pak sva tri kvadratna karaktera (i, (5 i (3 medusobno neizomorfna,
onda se, zbog [59, Proposition 1.1.], pitanje unitarnosti svodi na analogan problem u grupi
SO(3,F). Prema tome, tada sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane

reprezentacije (5.13) dobijemo koristeéi [59, Remark 1.3.].
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U oba su slucaja ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije

(5.13) jednaki i time zavrsavamo dokaz teorema. O

5.4 Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju

dva kvadratna karaktera

Opis svih ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata inducirane reprezentacije grupe
SO(7, F) u kojoj su to¢no dva karaktera kvadratna dan je u ovom potpoglavlju.

Iskazimo najprije teorem [56, Theorem 4.2] za neparnu specijalnu ortogonalnu grupu
SO(2n + 1, F') kojeg u nastavku koristimo.

Teorem 5.15. Neka je  ireducibilna reprezentacija grupe SO(2n + 1, F).

(i) Pretpostavimo da je reprezentacija m unitarizabilna. Tada postoje ireducibilna unita-
rizabilna reprezentacija 6 opce linearne grupe i slabo realna ireducibilna unitarizabilna

reprezentacija ' grupe SO(2n' + 1, F), za nekin’ < n, takve da je m =2 0 x 7',

(ii) Neka je D!, podskup od D, koji zadovoljava D!, N D!, = 0 tako da D) U D!, sadri

sve p € D, koje nisu samokontragradijentne. Oznacimo s
D'={v*p: a€R, peD,}.

Tada postoje ireducibilna reprezentacija 6 opce linearne grupe s kuspidalnim nosacem

u D' i slabo realna ireducibilna reprezentacija © grupe SO(2n' + 1, F) takve da je
T X

Stovise, m odreduje takve 6 i @ do na ekvivalenciju. Nadalje, 7 je unitarizabilna ako

i samo ako su obje 0 i w' unitarizabilne.

Nadalje, navodimo klasifikaciju unitarnog duala opce linearne grupe, koja je dana u
[48, Theorem 7.5.], a koju éemo u nastavku koristiti. Neka je 6 € D, i neka je m > 1.

Jedinstven ireducibilan kvocijent od

pm=1725 o (m=1)/2=15 o ,~(m=1)/25
se naziva Speh reprezentacija. Oznacimo s B,igiq skup svih Speh reprezentacija, s
(6% — 1
B:B(F):Brigidu{u o XV %00 € Bygiq, 0 < < 2}

i s M(B) skup svih kona¢nih multiskupova u B. Tada, sljedeéi teorem, [59, Theorem 2.9.],

rijeSava unitarizabilnost za opcée linearne grupe.
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Teorem 5.16. Preslikavange

(01,09,...,0,) = 01 X 03 X +++ X Ok

—

s M(B) u U,>oGL(n, F) je bijekcija.

S obzirom da u sluc¢aju kada se uz karakter koji nije kvadratni pojavljuje eksponent
vec¢i od 0 ne¢emo imati unitarizabilnih subkvocijenata dane inducirane reprezentacije, $to
zakljucujemo koriste¢i prethodno navedenu klasifikaciju, promatramo samo slucaj kada je
eksponent uz karakter koji nije kvadratni jednak 0.

Najprije ¢emo pronadi sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane repre-

zentacije grupe SO(7, F') u kojoj su oba kvadratna karaktera medusobno izomorfna.

Teorem 5.17. Neka su x, (s, (3 € F* takvi da je (3= (22 1px i X% & 1px, te neka je
(2 = (3. Nadalje, neka je a1 =070 < ay < ag. Tada su svi ireducibilni unitarizabilni
subkvocijenti inducirane reprezentacije x X v*(s X v*3(3 X 1px sljedeci:
(i)
L(VﬁaSCQ X VﬁaQCQ XX X 1F><)7
za0<a2§a3§%, il
L(v™C x G X x ¥ 1px),
zaa2:0i0<a3§%, ili
X X G2 X G2 X 1px,

za as = ag = 0.

(i)

L(r™2¢ x v73( X x % Lpx),

N

akojeagzéz’agz

(ii)

L(v™"(y x x % Ste,),
ak0j60<a2§%ia3:%, ili
X X €2 A StCQa
ako je ap = 0 7 a3 = %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

V%CQ X lpx.

(iv)
X %o,

ako je as = % iaz = %, gdje je ag) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

ireducibilna podreprezentacija od 5([V%C2, I/%CQ]) X 1px.
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(v)

X XN T ’I:X)Q’TQ,

ako je ay = az = %, gdje su 1 i 7o medusobno neizomorfne ireducibilne temperirane

podreprezentacije od §([v=2Co, v2(a]) X 1.
Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
X X Va2<2 X IJGBCQ X 1px (514)

dani su teoremom 4.10. Potrebno je jos odrediti koji su medu njima unitarizabilni.

Kako imamo jedan nekvadratni karakter i dva kvadratna karaktera koja su medusobno
izomorfna, zbog teorema 5.15, zakljucujemo da se problem unitarnosti sada svodi na
problem unitarnosti reprezentacija opc¢e linearne grupe i reprezentacija neparne specijalne
ortogonalne grupe nizeg ranga. Unitarni dual opée linearne grupe pronaden je u [48], a
unitarni dual specijalne ortognalne grupe SO(5, F') u [26].

Sada, kako je a; = 0, sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente od (5.14) dobijemo
koristeci [59, Proposition 1.4.] 1 [27].

Koristeéi prvi dio prethodno navedene propozicije zakljucujemo da je

X %o,

1
2
cibilna podreprezentacija od §([12 (s, v2(5]) X 1, ireducibilan unitarizabilan subkvocijent

akojeas, = siaz = %, gdje je O'S(g) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena iredu-

inducirane reprezentacije (5.14).

Nadalje, analogno kao ranije, mozemo zakljuciti da je
3 1
L(Vﬁ§<2 X VﬁECQ XX X 1F><)7

ako je as = % iag = %, ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije
(5.14).
Preostale ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezentacije (5.14)

sada dobijemo koriste¢i drugi dio navedene propozicije i oni su sljededi:

(1) L(r==¢ x v X x X 1px), za 0 < as < a3 < 3.

(2) L(V_a3C2 XC2 XX X 1px),za a=0i0<a3< %

(3) L(r=*2(y x x X Stg,), ako je 0 < ay < % iasz = %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija od I/%§2 X 1px.
(4) x X (o X (o X 1px, za ay =az = 0.
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5.4. TIreducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slu¢aju dva kvadratna karaktera

(5) xX711xx7s,ako je as = ag = 3, gdje su 7y i 72 medusobno neizomorfne ireducibilne

temperirane podreprezentacije od 8([v2¢a, v2(o]) X 1px.

(6) x % (2 x Ste,, akojeay =01iag = %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podrepre-
zentacija od J/%@ X 1px.

Time zavrsavamo dokaz teorema. O

U sljede¢em teoremu pronalazimo sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente induci-

rane reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj kvadratni karakteri nisu medusobno izomorfni.

Teorem 5.18. Neka su x, (s, (3 € F* takvi da je (3= (2 X 1px i X% & 1px, te neka je
(o 2 (3. Nadalje, neka je a; =0 10 < as < az. Tada su svi ireducibilni unitarizabilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije x X v*(y X v*3(3 X 1px sljedeci:
()
L(V—agg?) X V_a2<_2 X x X 1F><)7

za0<a2§a3§%, ili
L(v™®( X (o X x X 1px),
zaa;=0100<az<1i ili
X X G2 X (3 X 1px,
za as = ag = 0.
(ii)
L(v™"(y x x % Ste,),

ako je 0 < ay <1t ias=

[\

X X G2 X Sty

ako je ap = 0 7 a3 = %, gdje je St¢, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

l/%Cg X 1lpx.

(i)
x %ol

ako je as = az = %, gdje je agzl,) strogo pozitivna reprezentacija koja je jedinstvena

treducibilna podreprezentacija od V%CQ X 1/%{3 X 1px.
Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
X X V20 X v%3(3 X 1px, (5.15)
dani su teoremom 4.10 i potrebno je odrediti koji su medu njima unitarizabilni.
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Poglavlje 5. Unitarni dual

Zbog teorema 5.15, jer imamo jedan nekvadratni karakter i dva medusobno neizomorfna
kvadratna karaktera, zakljucujemo da se problem unitarnosti sada svodi na problem uni-
tarnosti reprezentacija opcée linearne grupe i reprezentacija neparne specijalne ortogonalne
grupe nizeg ranga. Problem unitarnosti opée linearne grupe rijesen je u [48], a zbog pret-
postavke teorema, sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezentacije

(5.15) pronalazimo koriste¢i [59, Remark 1.3.] i dokaz teorema je time gotov. O

5.5 Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju

jednog kvadratnog karaktera

U ovom potpoglavlju pronalazimo sve ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane
reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj je tocno jedan karakter kvadratni.

U nastavku promatramo dva slucaja i to slucaj kada su nekvadratni karakteri medu-
sobno izomorfni, o ¢emu govori sljedec¢i teorem, i slucaj kada nekvadratni karakteri nisu

medusobno izomorfni.

Teorem 5.19. Neka su C,x2,xs € F* takvi da je (2 = 1px, X2 2 Lpe, x2 % 1px i
X2 = x3, te neka je a; > 0, za svaki i € {1,2,3}, pri cemu je 0 < ay < az. Nadalje, neka
je St¢ jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od I/%C X 1px. Tada su svi ireducibilni

unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v ( X v*2xs X V®3x3 X 1px sljedeci:
(i)
L(I/_alg X X2 X X2 X ]_Fx),

za 0 < aq g%z’@:agzo.

(ii)
¢ X X2 X X2 X 1px,
ako je a; = 0, za svakii € {1,2,3}.
X2 X X2 X Stc,
zaalzé 1 a9 = a3 = 0.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
VU X U2 e X U8By X 1px (5.16)

dani su teoremom 4.11, a potrebno je jos odrediti koji su medu njima unitarizabilni.
Koristec¢i teorem 5.15, jer imamo kvadratni karakter i dva nekvadratna karaktera,

zaklju¢ujemo da se problem unitarnosti sada svodi na problem unitarnosti reprezentacija
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5.5. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slu¢aju jednog kvadratnog karaktera

opée linearne grupe GL(2, F') i reprezentacija specijalne ortogonalne grupe SO(3, F).
Prema tome, imamo

TEO X7,

gdje je 0 ireducibilan subkvocijent od vy, X v* Y4, a ' ireducibilan subkvocijent od

l/alc X 1px.

Kako su oba nekvadratna karaktera medusobno izomorfna, tada je m =119 = xs, pa
zaklju¢ujemo, pomocu teorema 5.16, da je 0 = x5 X X2, za as = az = 0, jedina ireducibilna

unitarizabilna reprezentacija grupe GL(2, F') koju imamo.

Nadalje, koristeci [59, Remark 1.3.], zakljucujemo da je a; < =. Prema tome, ili je

1
5.
2 L X 1px),za 0 < a; < %, ili je " = St¢, ako je a; = %,iﬂ”ECN 1, za a; = 0.

Pogledamo li sve ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije (5.16), sada

odmah vidimo koji su medu njima trazeni unitarizabilni subkvocijenti.

Naime, kako je

L™ X x2 X X2 X 1px) = v X X2 X X2 X Lpx
= X2 X x2 X V(A 1px

= X2 X x2 X L™ % 1px),
zaklju¢ujemo, koriste¢i teorem 5.15, da je
0«7 = L(Vﬁalg X X2 X X2 X 1F><)7

akoje 0 < a; < % i ay = az = 0, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (5.16). Nadalje, jer je
CX X2 X X2 X Ipx Zxa X xa X (X lpx 2007,
koristeci teorem 5.15, zakljucujemo da je
¢ X X2 X x2 X 1px,

ako je a; = 0, za svaki ¢ € {1,2,3}, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent

inducirane reprezentacije (5.16). Konac¢no, s obzirom je
X2 X X2 X Ste =26 x 7,
koristeci teorem 5.15, odmah zakljucujemo da je

X2 X X2 X Ste,
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Poglavlje 5. Unitarni dual

ako je a; :%

reprezentacije (5.16).

i ag = ag = 0, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

Pronasli smo sve trazene ireducibilne unitarizabilne subkvocijente i time zavrsavamo

dokaz teorema. O
Preostalo je jos promotriti sluc¢aj kada nekvadratni karakteri nisu medusobno izomorfni.

Teorem 5.20. Neka su C,x2,xs € F* takvi da je (2 = 1px, X2 2 Lpe, x2 % 1px i
X2 Z X3, te neka je a; > 0, za svaki i € {1,2,3}, pri cemu je 0 < ay < az. Nadalje, neka
je St¢ jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od V%C X 1px. Tada su svi ireducibilni

unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v ( X v*2xs X Vx5 X 1px sljedeci:
(1)
L™ ¢ x vy X v 2x 1 % 1px),

za0<a2<%ia2§a1§1

5. ako je ay = as te x; = x; ', za {i,j} = {2,3}, ili

L™ y; x v™ 2\ x v7"¢ % 1px),

200 < ay < ap < 3, ako je ay = as ixl-%xjfl, za {i,j} = {2,3}.
(i)
L 3¢ x v 3y x v 3x;7 1 % 1px),

ako je a1 = as = a3 = 3 te x; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}, ili
L(v™ax; x v723x; !t x v7¢ x 1px),

ako je 0 <ay <3 iay=a3=73tex; =x;", 2a {i,j} ={2,3}.
(iii)
L 2y x vyt x ¢ x 1w ),

ako je ay =0 iay=a3 =3 tex; = x; ", za {i,j} = {2,3}, ili
L(v™®y; x v™2x; 1 x (3 1px),

zaa; =0100<ay<?i akojeas=as texing_l, za {i,j} = {2, 3}.
(iv)
Ly~ ¢ X x2 X x3 X 1px),

ak0j60<a1§%z'a2:a320, i

¢ X X2 X x3 X 1px,
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5.5. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slu¢aju jednog kvadratnog karaktera

ako je a; = 0, za svakii € {1,2,3}.

(v)
1 1
L(v~2x; X Vﬁix;l X Ste),

ako je a; = %, za svakil € {1,2,3}, te y; = XJ-’l, za {i,j} = {2,3}, ili
L(v"x; x v™2x; ! % Ste),

20 a1 = % 10 <ap< %, ako je as = agz te Xi%xgl, za {i,j} = {2,3}, ili

X2 X X3 X StCa

(vi)
L(v™¢ x 8([v™ 2y, v2xi]) X 1px),
L ag = as = % te Xi = X;l? za {Zaj} = {273}: ili

ako je 0 < ap < 5
¢ x 5([V_%Xi,yéxi]) X 1px,

ako je ay =0 i ay = ag = 5 te Xi%xj-’l, za {i,j} = {2,3}.

(vit)
5([1/_%)@,1/%)@]) X Ste,
ako je a; = %, za svakil € {1,2,3}, i x; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}.
Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
(5.17)

l/alg X l/a2X2 X Va3X3 X 1px

dani su teoremom 4.11. Dakle, potrebno je jos odrediti koji su medu njima unitarizabilni.
Koristeéi teorem 5.15, jer imamo jedan kvadratni karakter i dva nekvadratna karaktera,

zaklju¢ujemo da se problem unitarnosti sada svodi na problem unitarnosti reprezentacija
op¢e linearne grupe i reprezentacija specijalne ortogonalne grupe SO(3, F'). Prema tome,

imamo
TEO X,

gdje je 0 ireducibilan subkvocijent od vy, X v*y3, a @’ ireducibilan subkvocijent od
X X ]
Prema tome, ili je

I/a1C X 1F><.
Nadalje, koriste¢i [59, Remark 1.3.], zakljutujemo da je a; < 3.
2L x1px),za0<a; <1 ilijen = Ste,zaar =3, i7" =(x1,zaa =0.
163



Poglavlje 5. Unitarni dual

Najprije, pogledamo li skup
(e — 1
{1/ o X v %00 € Biigid, O<Oz<2},
zakljucujemo da je 0 = v*y; x v~*y; ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe
GL(2,F), za 0 < ay < 3, ako je ag = ag i x; = x; ', za {i,j} = {2,3}.

Koristeéi potpoglavlje 2.9 i [59, Proposition 1.1.], sada moZemo zakljuciti da je repre-
zentacija

O x7m Zv2y; X v %y X L™ X 1px)
ireducibilna i unitarizabilna. Pretpostavimo da je a; > ay. Tada imamo
V2 XU XL X Lpx) > vy X v 2 ) X v AN 1px
EpyTRC X U2y X T2y X 1 px

v X U2y X U2y X L px

ST X U2y X U2y X L,

a reprezentacija v ( x v7%2y; X v17%2Y; ' X 1px ima jedinstvenu ireducibilnu podrepre-

zentaciju, pa sada mozemo zakljuciti da je
Oxm 2L ¢ xv 2y x v 2y X 1px),

za 0 < ap < % iaz < ap < %, ako je ay = az te x; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}, traZeni

ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17). Sada analogno
u slucaju kada je a; < asg, jer je
VU X U2y X U2y X Ik 2Ty x vy X v X T,
zakljucujemo da je
Oxn =L 2y x vy x v 3 1px),
za 0 <a; <ag < %, ako je as = az i x; = Xj_l, za {i,7} = {2, 3}, trazeni ireducibilan uni-
tarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17). Nadalje, koriste¢i potpoglavlje
2.9 i [59, Proposition 1.1.], mozemo zakljuciti da je reprezentacija
0 x 7 =2y X vy, X Ste
ireducibilna i unitarizabilna. Tada je
v X Uy X Ste EvT "y X vy xSt
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5.5. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slu¢aju jednog kvadratnog karaktera

> %2y, x vyt xSt
a reprezentacija v %y; X v%y; ! x St¢ ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,

pa zakljucujemo da je

O x ' = Lv~y; x v "x; " x Ste),

zaap = 510 < ay < 3, ako je ap = ag te y; = X;17 za {i,7} = {2, 3}, trazeni iredu-

cibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17). Takoder, koristeci

potpoglavlje 2.9 i [59, Proposition 1.1.], moZemo zakljuciti da je reprezentacija
0 xm = I/aQXZ' X V_aQXi X C X 1px
ireducibilna i unitarizabilna. Tada je

V2xi XV X (X lpx 20X 2y X vy X 1px
X vy x vy X px
(X vy x vy X s
=N X VTR X OO0 L
a reprezentacija 1% y; x v%2x; ! x ( X 1px ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,

pa zakljucujemo da je

Ox7 =Ly xv 2yt x(xlpx),
zaa; =010<ay < %, ako je as = az te x; = Xfl, za {i,7} = {2,3}, traZeni ireducibilan

unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17).

Promotrimo li sada skup Biigiq, kako imamo dva nekvadratna karaktera i jedan kva-

dratni karakter, zakljucujemo da je 1 < m < 2.

Ukoliko je m = 1, onda je 6 = y;, za i € {2,3}, ili je § = (5([V_%Xi,V%Xi]), ako je
s = az = % te y; = X;1’ za {i,7} = {2,3}. Koristeci teorem 5.16, sada zaklju¢ujemo
dajezam=1ili 6 = yo X x3, za az = ag = 0, ili § = §([v 2y, v2y:]), ako je
ag =ag=31ix; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}. Ukoliko je m = 2, onda je reprezentacija 6
izomorfna jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji od V_%Xi X V%XZ', ako je ap = ag = %

i Xi = Xj_17 Za {Zaj} = {273}

Pogledamo 1i ireducibilne subkvocijente inducirane reprezentacije (5.17), sada lako

odredimo preostale unitarizabilne subkvocijente.
Pronadimo sada sve unitarizabilne subkvocijente dane inducirane reprezentacije za
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m = 1, kada je 8 = y3 X x3, redom po svim mogucéim 7’. Naime, kako je

L™ X xa X x3 X 1px) = 17" X x2 X X3 X 1px
— X2 X X3 X Vﬁalc X 1F><

= x2 X X3 X L™ (% 1px),
zaklju¢ujemo, koriste¢i teorem 5.15, da je
0«7 = L(Vﬁalg X X2 X X3 X 1F><)7

akoje 0 < a; < % ias = az = 0, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (5.17). Nadalje, koriste¢i teorem 5.15, odmah zaklju¢ujemo da je
QNW,gXQXX?,NStC,

ako je a; = 1 i ay = a3 = 0, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

2
reprezentacije (5.17). Konacno, kako je

CX X2 X X3 X 1px = xa X x3 X X lpx 20 X7,
koristeci teorem 5.15, zaklju¢ujemo da je
¢ X X2 X X3 X 1px,

ako je a; = 0, za svaki ¢ € {1,2,3}, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent

inducirane reprezentacije (5.17).

Sve unitarizabilne subkvocijente dane inducirane reprezentacije za m = 1, kada je
1 1 . J. . .
0= (v 2y, v2xi]), redom po svim moguéim 7', pronalazimo u nastavku. Naime, kako

Jje

L= ¢ % 8(v™ 2 X0, v2al) 2 L) < v < B([v 2 x v2x) % L

slijedi da je
6 x 7T/ = L(Vﬁalg X 6([V7%XZ', Véxl]) X 1F><)7

akojeO<a1§%

unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17), Sto zakljucujemo koristeci

iay =as=1tex; = x;', za {i,j} = {2,3}, traZeni ireducibilan

teorem 5.15. Posebno, uoc¢imo kako je reprezentacija 5([V*%Xi, I/%Xi]) X 1px ireducibilna i
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5.5. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slu¢aju jednog kvadratnog karaktera

temperirana. Takoder, koristeci teorem 5.15, odmah zaklju¢ujemo da je
0 x 7' = 5([1/_%X1-,V%Xi]) X Ste,

ako je aj = 1, za svaki | € {1,2,3},1 x; = X;17 za {i,j} = {2,3}, trazeni ireducibilan

2
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17). Na kraju, s obzirom da je

¢ x O([v X, voxi]) @ Lpx = OV 2 xa vEx]) X ¢ Lpx 20 x
koriste¢i teorem 5.15, zaklju¢ujemo da je

¢ x (5([1/_%)(1',V%Xib X 1px,

~

ako je ay = 01 ay = a5 = § te y; = X;1’ za {i,j} = {2,3}, trazeni ireducibilan

unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17).

Konacno, preostalo je jos odrediti sve unitarizabilne subkvocijente dane inducirane
reprezentacije kada je 6 izomorfna jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji reprezenta-
cije v™2y; x v3y;. Koristeéi potpoglavlje 2.9 i [59, Proposition 1.1.], mozemo zakljuditi
da je reprezentacija

Ox7m =0x L (X 1px)

ireducibilna i unitarizabilna. Neka je a1 < % Kako je

_1 1 _
Oxm — v 2y, Xxviy; X v "¢ X 1px

_1 _ 1
vy 2X; XV alg XVv2x; X ]_F><

I

1 _ 1
vy X v X vy X s
1 1 _
> yTayg XUy X v X T,
: 1 1 _ o . _
i reprezentacija v Zy; X v72x; " X 17%( X 1px ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezen-
taciju, slijedi da je
_1 1 _
Oxm =L 2y, xv iy, Xv " x1lpx),
1

2
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17). Takoder, analogno zaklju¢imo

ako je 0 < a; < fiay =a3 =3 tex; = x;', za {i,j} = {2,3}, traZeni ireducibilan

da je za a; = ap = a3 = 3 te x; = x; ', za {i,j} = {2,3}, ireducibilan unitarizabilan
subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17) jednak

! ~

0 xn = (I/_%C X U_%Xi X V_%Xi_l X 1px).
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Poglavlje 5. Unitarni dual

Nadalje, koriste¢i potpoglavlje 2.9 i [59, Proposition 1.1.], zakljuc¢ujemo da je reprezentacija
0 x 7' =6 xSt
ireducibilna i unitarizabilna. Sada, s obzirom da je

0 x St( — V_%Xi X V%XZ X Stc

~

V*%Xi X V*%Xifl X Ste,
i reprezentacija V_%Xi X V_%Xi_l X Ste ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,
slijedi da je

0 x 7' = (I/_%Xi X y_%xi_l X Ste),
ako je a; = %,
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17). I na kraju, mozemo zakljuciti,

za svaki [ € {1,2,3}, te x; = X;1, za {i,j} = {2,3}, trazeni ireducibilan
koristeéi potpoglavlje 2.9 i [59, Proposition 1.1.], da je reprezentacija

Oxm =260x(xlpx
ireducibilna i unitarizabilna. Jer je

9XC>41F>< ‘%Vﬁéxixyéxixcxlpx
Sy TEx XTI X (X L,

i reprezentacija l/_%)(i X V_%XZ-_ Lx ( X 1px ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,

slijedi da je

! ~

0 x ' = (Vﬁ%Xi X V*%Xifl X (X 1px),

ako je ay = 0iay = a3 = § te xy = x;', za {i,j} = {2,3}, traZeni ireducibilan
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.17).

Kako smo pronasli sve unitarizabilne subkvocijente dane inducirane reprezentacije,

dokaz teorema je gotov. O]

5.6 Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju

kada niti jedan karakter nije kvadratni

Preostale ireducibilne unitarizabilne subkvocijente inducirane reprezentacije grupe SO(7, F)
pronalazimo u ovom potpoglavlju, a to su upravo oni koje dobijemo u sluc¢aju kada niti
jedan od karaktera koji se pojavljuju u induciranoj reprezentaciji nije kvadratni.

Najprije promatramo slucaj kada su sva tri nekvadratna karaktera medusobno izomor-

168



5.6. Ireducibilni unitarizabilni subkvocijenti u slucaju kada niti jedan karakter nije kvadratni

fna.

Teorem 5.21. Neka je y; € F* takav da je x; 2 Xi', za svakii € {1,2,3}, i neka je
X1 = X2 = x3. Nadalje, neka je 0 < a; < as < ag. Tada je

X1 X X1 X X1 X 1px,

ako je ay = ag = az = 0, jedini ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane repre-

zentacije v x1 X V%2x9 X 18 x3 X 1px.

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
VU1 X P2y X vy X 1px (5.18)

dani su teoremom 4.12 i potrebno je odrediti koji su medu njima unitarizabilni.

Kako su sva tri karaktera nekvadratna, koristeéi teorem 5.15, zakljucujemo da se
problem unitarnosti sada zapravo svodi na problem unitarnosti reprezentacija opcée linearne
grupe GL(3, F). Naime, kako su svi karakteri medusobno izomorfni, tada je m = 1 i
0 = x1, pa, koristeci teorem 5.16, zakljucujemo da je 6 = x; X x1 X X1, ako je a; = 0,
za svaki i € {1,2,3}, jedina ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe GL(3, F),
i 7" = 1px ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe SO(1, F'). Sada, koristeéi
teorem 5.15, mozemo zakljuciti da je tada jedini ireducibilan unitarizabilan subkvocijent

inducirane reprezentacije (5.18) upravo
0 x 7" = x1 X x1 X x1 % Lpx,

za a1 = ag = asz = 0. ]

Opis svih ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata grupe SO(7, F') kada su to¢no

dva medu nekvadratnim karakterima medusobno izomorfna dan je sljede¢im teoremom.

Teorem 5.22. Neka je x; € F* takav da je y; 2 it za i € {1,2,3), te neka za
{j, k., 1} = {1,2,3} vrijedi x; = x 2 xi- Nadalje, neka je 0 < a1 < as < az. Tada su svi
treductbilng unitarizabilni subkvocijenti inducirane reprezentacije v x1 Xv® xo X v* 3 X1 px
sljedeci:
(i)
L(V_%Xi X I/_%Xi_l X x1 X 1px),

~

ako jeay =0 iay = az = % te x; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}, ili
L(VﬁaQXZ' X Vﬁa2X;1 X X1 X 1F><)7

zaa1:0i0<a2<%, ako je ay = as texing_l, za {i,j} = {2,3}.
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(i)
X1 X X2 X X3 X 1px,

za a1 = ag = asz = 0.

(iii)
X1 X (5([V7%X“V%Xl]> X 1F><7

ako je ay =0 iay=a3 =3 tex; = x;", za {i,j} = {2,3}.

(iv)

(5([V71X1,1/X1]) X 1F><7
ako jeay =0 iay =az3 =1 te {x2, x3} = {Xle_l}‘

(v)

L™ x v™ixg !t xoxa < 1px),
ako jea; =0 i as =az =1 te {Xz,X:a} = {Xth_l}-

Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
I/alxl X Va2X2 X I/aSX3 X 1F>< (519)

dani su teoremom 4.12. Dakle, preostalo je odrediti koji su medu njima unitarizabilni.
Mozemo zakljuciti, koristeé¢i teorem 5.15, da se problem unitarnosti sada zapravo
svodi na problem unitarnosti reprezentacija opc¢e linearne grupe GL(3, F'), jer su sva tri

karaktera nekvadratna. Prema tome, imamo
T=0 X7,

gdje je 0 ireducibilan subkvocijent od v x; X v*2yg X V% x3, a ® = 1px.

Pogledamo li skup {1/‘"0 XV % : 0 € Bigia, 0 <a< %}, ranije smo zakljucili da je
reprezentacija v**y; X v~“y; ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe GL(2, F),
za 0 < ap < %, ako je a3 = az i x; = X;1, za {i,7} = {2,3}. Sada, uz ireducibilnu
unitarizabilnu reprezentaciju grupe GL(1, F'), koriste¢i teorem 5.16, zaklju¢ujemo da je

Py X2y Xy, zaa; =010 < ag < %, ako jeas = agiy; = Xj_l, za{i,j} = {2,3},
ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe GL(3, F).

Promotrimo li sada skup B,igiq, kako imamo tri nekvadratna karaktera, slijedi da je
1 <m < 3. Ukoliko je m = 1, onda je § = x;, za i € {1,2,3}, ili je 0 = 5([V*%X1,V%Xi]),
ako je ay = az = % te xi = Xj_l, za {i,7} = {2,3}, zbog pretpostavke teorema, ili je pak
0 = 5([v~'x1,vx1)), ako je a = 01 ay = az = 1 te {x2,x3} = {x1, X1}, ireducibilna
unitarizabilna reprezentacija grupe GL(3, F'). Ukoliko je pak m = 2, onda je jedinstvena

1

. o . o1 1 : .
ireducibilna podreprezentacija 0 reprezentacije v~ 2x; X v2x;, ako je az = a3 = 5 i
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Xi = X;l, za {i,7} = {2,3}, ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe GL(2, F').
Koristeci teorem 5.16, sada mozemo zakljuciti da su sljedeée reprezentacije ireducibilne
unitarizabilne reprezentacije grupe GL(3, F): 0 = x1 X x2 X X3, ako je a3 = as = a3 =0,
zatim 0 = yq X 5([V_%XZ‘,V%X¢D, ako je a1 = 0, ay = a3 = 5 te y; = Xj_l, za {i,j} =
{2,3}, i reprezentacija 6 koja je izomorfna jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji
od u*%xi X V%Xi X x1, ako je a1 = 0, ag = ag = % te x; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}. A
ukoliko je m = 3, onda je # izomorfna jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji od
v=ix1 X x1 X vx1, ako je a; = 0 ay = az = 1 te {xa2, x3} = {Xx1, X1}, i reprezentacija 6

je ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe GL(3, F').

Sada medu svim ireducibilnim subkvocijentima inducirane reprezentacije (5.19), mo-

zemo pronadi unitarizabilne.

Najprije promatramo slucaj kada je 6 = v*?y; x v™*?y; X x1. Tada je
0 x 7 = Va2Xi X VﬁaQXi X X1 X 1F><

ireducibilna unitarizabilna reprezentacija, sto mozemo zakljuciti koristec¢i potpoglavlje 2.9

i [59, Proposition 1.1.]. S obzirom da je

VPxi XUy X x1 X lpx = X U2y X vy X L px
S X vTPx X VX X L px
oy X U2y X T2 X s

= I/iazxi X VﬁaQXiil X X1 X 1F><7

a reprezentacija v~ y; x v~ y; ' X y1 ¥ 1 px ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,
zakljucujemo da je

Ox 7 =L 2y x v 2x; " X x1 X 1px),

zaa; =010<ay < %, ako je as = az te x; = Xj_l, za {i,7} = {2, 3}, traZeni ireducibilan

unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.19).

Ako je 0 = §([v'x1,vx1]), onda iz
5([V_1X1,VX1D X 1F>< =0 x 71',7

koristeci teorem 5.15, odmah zakljucujemo da je trazeni ireducibilan unitarizabilan subk-

vocijent inducirane reprezentacije (5.19) upravo jednak
S([v'x1, vxa]) » 1px,

akojeay =01ay =a3=1te {x2,x3} = {X1,X1_1}-
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Nadalje, neka je 6 = y; X x2 X x3. Kako je
X1 X X2 X X3 X Lpx =6 x7,
koristeci teorem 5.15, odmah zakljucujemo da je

X1 X X2 X X3 X 1px,

ako je a1 = ay = ag = 0, trazeni ireducibilan unitarizabilan subkvocijent inducirane

reprezentacije (5.19).

Kada je 0 = x; x 6([v"2 x4, v2xs]), onda iz
X1 X 5([1/_%XZ~,I/%XZ~]) X lpx 20 %7,
koristeci teorem 5.15, odmah zakljucujemo da je
1 1
X1 X O([r72xu, v2xa]) X 1px,

ako je ay = 01 ay = a3 = § te x; = x;', za {i,j} = {2,3}, trazeni ireducibilan
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.19).

Neka je sada reprezentacija 6 izomorfna jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji od
V_%Xi X I/%Xi x x1. Tada je reprezentacija @ x 7" ireducibilna unitarizabilna reprezentacija,

sto zakljucujemo koristeéi potpoglavlje 2.9 i [59, Proposition 1.1.]. Tada imamo

1 1
O X7 — v Zy; X vy X x1 X lpx
~ -1 -1
Svrg X vy, Xoxa X lpx,
: 1 . L : o .
i reprezentacija v "2 y; X v"2x; ' X x1 X Lpx ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,

pa zakljucujemo da je

0 x 7' = (y_%xi X I/_%Xi_l X x1 X 1px),
ako je ay = 0iay = a3 = § te x; = x;', za {i,j} = {2,3}, traZeni ireducibilan
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.19).
Konac¢no, promatramo slucaj kada je reprezentacija € izomorfna jedinstvenoj iredu-
cibilnoj podreprezentaciji od v~!y; x x1 X vx1. Tada, iskoristimo li potpoglavlje 2.9 i
[59, Proposition 1.1.], zaklju¢ujemo da je reprezentacija € x 7’ ireducibilna unitarizabilna

reprezentacija. Kako imamo

0>47T,'—>7/_1X1 X X1 XVUX1 X 1F><

1

>~y Xy X 1/_1)(1_ X 1px
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= XTI X x X s

i reprezentacija v~ 1 x v 1xT! X x1 ¥ 1 px ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,

sada zakljucujemo da je
Ox7 2Ly x v iyt X x1 % 1px),

ako je a; = 0iag = az = 1 te {x2,x3} = {x1, X1 '}, trazeni ireducibilan unitarizabilan
subkvocijent inducirane reprezentacije (5.19).
Prema tome, pronasli smo sve trazene unitarizabilne subkvocijente i time zavrsavamo

dokaz teorema. O

Na kraju, dajemo opis svih ireducibilnih unitarizabilnih subkvocijenata inducirane
reprezentacije grupe SO(7, F') u kojoj su sva tri nekvadratna karaktera medusobno neizo-

morfna.

Teorem 5.23. Neka je x; € F* takav da je xi & xi', zai € {1,2,3}, te neka je
X1 Z X2 Z Xx3- Nadalje, neka je 0 < ay < as < az. Tada su svi ireducibilni unitarizabilni

subkvocijenti inducirane reprezentacije V™ x1 X v*2x9 X Vx5 X 1px sljedeci:

(i)

L(y*%Xi X V*%Xifl X X1 X 1px),
ako je ay =0 iay=az =3 tex; = x; ", za {i,j} = {2,3}, ili
L™y x vyt x x1 % 1px),

zaay=0i0<ay <3, akojeas=astex; =x;", za{i,j} ={2,3}.

(i)
X1 X X2 X X3 X Lpx,

ako je a; = as = az = 0.

(iii)
X1 X 5([V_%Xi,l/%xi]) X 1 px,

ako je ay =0 iay=a3 =3 tex; = x;", za {i,j} = {2,3}.
Dokaz. Svi ireducibilni subkvocijenti inducirane reprezentacije
vMx1 X vy X ¥ x3 X 1px (5.20)

dani su teoremom 4.12. Stoga, potrebno je jos odrediti koji su medu njima unitarizabilni.
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Kako imamo tri nekvadratna karaktera, problem unitarnosti se sada svodi na problem
unitarnosti reprezentacija opce linearne grupe GL(3, F'), sto zakljuCujemo iz teorema 5.15.
Dakle, imamo

TEO X7,
gdje je # ireducibilan subkvocijent od vy, X v*2yy X V% x3, a ® = 1px.

Potpuno analogno kao u dokazu prethodnog teorema zaklju¢ujemo da je reprezentacija
0= vy xv 2y xx1,zaa; =010 <ay < 3,akojeas =aziy; = Xj_l, za{i,j} ={2,3},

ireducibilna unitarizabilna reprezentacija grupe GL(3, F).

Nadalje, kako imamo tri medusobno neizomorfna nekvadratna karaktera, slijedi da je
1 <m < 2. Ukoliko je m = 1, onda je § = x;, za i € {1,2,3}, ili je 6 = 5([1/*%Xi,yéxi]),
ako je ay = az = % te x; = le, za {i,j} = {2, 3}, zbog pretpostavke teorema. Ukoliko
je m = 2, onda je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija ¢ od V_%Xi X U2 Xi, ako je
ay = az = % iy = Xj_l, za {i,7} = {2,3}, ireducibilna unitarizabilna reprezentacija
grupe GL(2, F). Sada zaklju¢ujemo, koristeéi teorem 5.16, da su sljedece reprezentacije
ireducibilne unitarizabilne reprezentacije grupe GL(3,F): 6 = x1 X x2 X x3, ako je
ay, = az = az = 0, zatim # = y; X (5([V’%X1,V%X1]), ako je a1 = 0, ay = a3 = 5 i
i = Xj_l, za {i,7} = {2,3}, i reprezentacija 6 koja je izomorfna jedinstvenoj ireducibilnoj

podreprezentaciji od v=2x; X v2x; X X1, ako je az = az = Tixi = Xj_l, za {i,7} = {2,3}.
Sada mozemo pronaci sve unitarizabilne subkvocijente medu ireducibilnim subkvoci-

jentima inducirane reprezentacije (5.20).

~Y

Pogledajmo najprije slucaj kada je 8 = v*?y; x v~*y; X x1. Tada je
0«7 = I/aZXi X I/_GQXi X X1 X 1F><

ireducibilna unitarizabilna reprezentacija, Sto mozemo zakljuciti koristec¢i potpoglavlje 2.9
i [59, Proposition 1.1.]. Kako je

V2 X VT X xg X lpx Zoxy X Vg X vy X L px
=X X VX X vy X L Ex
~ \y X Ty X v e
=Ty X VTR X X s,
a reprezentacija v y; x v~ y; ' X x1 ¥ 1px ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,
zakljucujemo da je

! ~

Ox 7 =Ly x v 2x; " X x1 X 1px),

zaa; =010<ay < %, ako je as = ag te y; = X;1, za {i,7} = {2, 3}, trazeni ireducibilan

unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.20).
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Nadalje, neka je 0 = x1 X x2 X x3. Sada iz
X1 X X2 X X3 X Lpx =6 x7,

koristec¢i teorem 5.15, odmah mozemo zakljuciti da je trazeni ireducibilan unitarizabilan

subkvocijent inducirane reprezentacije (5.20) upravo

X1 X X2 X X3 X 1px,

ako je a; = ay = a3 = 0.

Kada je 0 = y; x 5([1/_%Xi, V%Xi]), onda s obzirom da je
X1 X (5([V7%Xi,V%XZ']) X lpx 20 %7,
koristeci teorem 5.15, odmah zakljucujemo da je upravo

X1 X (5([V7%Xi,l/%xi]> X 1px,

~

ako je a1 = 01 ay = a3 = % te y; = Xj_l, za {i,j} = {2,3}, trazeni ireducibilan
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.20).

Konacno, neka je reprezentacija 6 izomorfna jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezen-
taciji od V3 Xi X V3 x:; X x1. Tada je reprezentacija # x n’ ireducibilna unitarizabilna
reprezentacija, Sto mozemo zakljuciti koristeéi potpoglavlje 2.9 i [59, Proposition 1.1.].

Kako je

0 x7n — I/_%Xi X V%Xi X x1 X 1px
> 73y, X Vﬁ%Xfl X x1 X 1px,
. . _1 1 9 . c 1. . S1s ..
i reprezentacija vz x; X v~ 2); X X1 X 1lpx ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju,
zakljucujemo da je
L(v~2x; % vTEXTN X X1 % L),

ako je ay = 01iay = a3 = § te xy = x; ', za {i,j} = {2,3}, trazeni ireducibilan
unitarizabilan subkvocijent inducirane reprezentacije (5.20).

Kako smo pronasli sve trazene unitarizabilne subkvocijente, dokaz teorema je gotov.

]
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Zakljucak

Jedan od osnovnih aspekata teorije reprezentacija u zadnjih nekoliko desetlje¢a problem
je odredivanja unitarnog duala reduktivne algebarske grupe nad lokalnim nearhimedskim
poljem. U ovoj disertaciji odreden je unitarni dual p-adske grupe SO(7) s nosacem na
minimalnoj parabolickoj podgrupi.

Kako direktna klasifikacija unitarnog duala do sada opcenito nije dala rezultate, pri
trazenju unitarnog duala p-adske grupe SO(7) s nosa¢em na minimalnoj parabolickoj
podgrupi iskoristen je temeljni pristup za odredivanje unitarnog duala koji se sastoji od
dva osnovna koraka. Najprije je napravljen potpun i uniforman opis neunitarnog duala
p-adske grupe SO(7) s nosa¢em na minimalnoj parabolickoj podgrupi, koji je zasnovan na
Langlandsovoj klasifikaciji. Nakon toga identificirane su i izdvojene klase unitarizabilnih
reprezentacija iz dobivenih ireducibilnih subkvocijenata.

U disertaciji je opisana i klasifikacija temperiranih reprezentacija p-adske grupe SO(7),
koja je koristena pri trazenju unitarnog duala.

Kako se do sada ovaj pristup iskoristio za klasifikaciju unitarnog duala nekih klasi¢nih
grupa ranga dva, prirodno se nametnulo promatranje induciranih reprezentacija klasi¢ne
grupe ranga tri. Za ocekivati je da ¢e proucavanje induciranih reprezentacija grupa malog

ranga pruziti dobar uvid u strukturu unitarnog duala u opéem slucaju.
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