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Sazetak

U ovoj disertaciji proucavamo kvazisimetricne dizajne s iznimnim parametrima te
metode za njihovu konstrukciju s pretpostavljenom grupom automorfizama. Tablica
dopustivih iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-(v, k, \) dizajna s presje¢nim brojevima,
x iy je prosirena do v = 150 te je time dobiveno ukupno 260 skupova parametara, pri cemu
za njih 172 egzistencija kvazisimetri¢nih dizajna nije poznata. Pomo¢u Kramer-Mesnerove
metode — poznate metode za konstrukciju t-dizajna sa zadanom grupom automorfizama,
konstruirani su mnogi dizajni s parametrima 2-(v, k, A) odgovarajué¢ih kvazisimetri¢nih
dizajna iz navedene tablice te je time pokazano koliko je problem konstrukcije 2-dizajna
bez uvjeta kvazisimetri¢nosti laksi.

U konstrukciji kvazisimetri¢nih dizajna sa zadanom grupom automorfizama osnovni
koraci su generiranje orbita i konstrukcija dizajna iz dobivenih orbita. U disertaciji su
opisani algoritmi za generiranje kratkih orbita te svih orbita podskupova zadane veli¢ine
nekog skupa pod djelovanjem pretpostavljene grupe automorfizama. Takoder, opisani su
algoritmi na kojima se temelje metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna, a to su
Kramer-Mesnerova metoda, metoda temeljena na trazenju klika i metoda temeljena na
orbitnim matricama.

Koristenjem navedenih algoritama konstruirani su novi kvazisimetri¢ni dizajni s pa-
rametrima 2-(28,12,11), z = 4, y = 6, zatim 2-(36,16,12), x = 6, y = 8 te 2-(56, 16,6),
r =4, y = 6. Isto tako, utvrdena je egzistencija kvazisimetri¢nog 2-(56, 16, 18) dizajna
s presjecnim brojevima x = 4 i y = 8, koja ranije nije bila poznata, te su konstruirana
Cetiri neizomorfna dizajna s tim parametrima. Nadalje, utvrdeno je da samo veé poz-
nati kvazisimetri¢ni dizajni s projektivnim parametrima postoje s odredenim grupama

automorfizama.

Kljucne rijeci: kvazisimetri¢ni dizajn, konstrukcija kvazisimetri¢nih dizajna, grupa

automorfizama, generiranje orbita, Kramer-Mesnerova metoda, orbitna matrica
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Extended Summary

In this thesis, we study quasi-symmetric designs with exceptional parameters and
methods for their construction with prescribed automorphism groups. A t-(v, k, A) design
is quasi-symmetric if any two blocks intersect either in z or in y points, for non-negative
integers x < y. The classification of quasi-symmetric 2-designs is a difficult open problem
and there are many triples (v, k, A) for which existence is unknown. A. Neumaier in [74]
defines four classes of quasi-symmetric 2-designs: multiples of symmetric designs, strongly
resolvable designs, Steiner designs, and residuals of biplanes. If a quasi-symmetric design or
its complement does not belong to any of these classes, he calls it exceptional. In the same
paper, he published the first table of admissible exceptional parameters of quasi-symmetric
2-designs with v < 40. Updated and extended tables were published by V. D. Tonchev,
A. R. Calderbank, and M. S. Shrikhande. The last table was published in [85] and contains

all exceptional parameters with v < 70.

The thesis is divided into three chapters. In the first chapter, we give some basic
definitions, notations, and results about t-designs, quasi-symmetric t-designs, and quasi-
symmetric 2-designs in particular. We also explain their important connections with
strongly regular graphs and self-orthogonal codes. Furthermore, we describe the known
families of quasi-symmetric 2-designs. Finally, at the end of this chapter we update the
table of admissible exceptional parameters with new results and extend it to v = 150.
The new table contains 260 parameter sets, and for 172 parameter sets the existence of

quasi-symmetric designs is unknown.

In the second chapter, we explore the construction of 2-designs with prescribed auto-
morphism groups, not necessarily quasi-symmetric. We give some basic concepts and
results from group theory, in particular permutation groups, and consider (full) automorp-
hism groups of designs. Furthermore, we describe one of the most widespread methods
for the construction of designs with prescribed automorphism groups, the Kramer-Mesner
method. Using this method, we construct a lot of designs with exceptional parameters
2-(v, k, \) of quasi-symmetric designs. The conclusion is that the construction of 2-designs

is much easier without the condition of quasi-symmetry.

In the last and most important chapter, we develop computational methods for the

construction of quasi-symmetric designs with a prescribed automorphism group G. The



construction is done in two basic steps: firstly, generate the good orbits of G on k-element
subsets of a v-element set, and secondly, select orbits comprising blocks of the design. In
the first section of this chapter, we give some ideas for selecting automorphism groups.
In the second section, we explain algorithms for generating orbits. Depending on the
parameters of the design and size of the automorphism group, we use the algorithm for
short orbits, the algorithm for all orbits, or generate orbits from orbit matrices. In the
third section, we explain methods for the construction of quasi-symmetric designs from the
generated orbits. We use the Kramer-Mesner method, a method based on clique search,
and a method based on orbit matrices. All these methods had been previously known in
design theory. We adapt them for the construction of quasi-symmetric designs and perform
the constructions for some feasible parameters and groups. We increase the number of
known designs with parameters 2-(28,12,11), z = 4, y = 6, 2-(36,16,12), 2 = 6, y = 8§,
2-(56,16,6), = = 4, y = 6, and establish the existence of quasi-symmetric 2-(56, 16, 18)
designs with intersection numbers z = 4 and y = 8. Furthermore, using binary codes
associated with newly constructed 2-(56, 16, 6) designs, we find even more quasi-symmetric
designs with these parameters. All the new quasi-symmetric 2-(56, 16, 18) designs can be
extended to symmetric 2-(78, 22, 6) designs and in this way the number of known symmetric
designs with these parameters is significantly increased. In the last section of this chapter,
we attempt construction of quasi-symmetric designs with projective parameters and certain

automorphism groups, but find only known examples of such designs.
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Uvod

Teorija dizajna je vazno podrucje kombinatorike koje se bavi problemom egzistencije
dizajna te njihovom konstrukcijom i klasifikacijom, a povezana je i s drugim podrucjima,
kao Sto su teorija grupa, teorija grafova, teorija kodova. Njezin pocetak seze u sredinu 19.
stoljeca, a obiljezili su ga T. P. Kirkman, J. Steiner i mnogi drugi [26]. Veliki interes za,
proucavanje dizajna sredinom 20. stoljeca izazvala je knjiga Statistical Tables for Biological,
Agricultural and Medical Research autora R. A. Fishera i F. Yatesa [36] koja sadrzi mnoge
statisticke eksperimente temeljene na dizajnima. Iako je terminologiju dizajna koju danas

koristimo formalno uveo R. C. Bose [6], ve¢ ranije ju je koristio F. Yates.

Tijekom povijesti proucavane su razlicite vazne klase dizajna s karakterisicnim svoj-
stvima, kao Sto su Steinerovi dizajni, simetri¢ni dizajni, kvazisimetri¢ni dizajni i mnogi
drugi. Tako se koncept kvazisimetri¢nih dizajna javlja ve¢ u kasnim 60-ima 20. stoljeca,
prvi su ih formalno uveli A. Baartmans i M. S. Shrikhande u [4]. Kvazisimetri¢nim
dizajnima posveéeno je poglavlje u [26], monografija [84], skripta [60] te mnogi ¢lanci.

Pojam kvazisimetri¢nih dizajna s iznimnim parametrima uveo je A. Neumaier |74],
koji je ujedno i prvi primijenio njihovu vezu s jako regularnim grafovima da bi dobio
tablicu dopustivih iznimnih parametara. Neumaierova tablica sadrzavala je 23 skupova
parametara, pri ¢emu za njih 15 egzistencija kvazisimetri¢nih dizajna tada nije bila poznata.
To je privuklo veliki interes za njihovo proucavanje. Tablica je kasnije proSirivana i
dopunjena s novim rezultatima, a posljednju verziju tablice objavio je M. S. Shrikhande
u [85]. Egzistencija kvazisimetri¢nih dizajna s parametrima iz te tablice utvrdena je na
razli¢ite nacine. Neki dizajni konstruirani su kao derivirani, odnosno rezidualni dizajni veé¢
poznatih dizajna, neki su konstruirani od kodova, dok su neki konstruirani uz pretpostavku

da na njih djeluje grupa automorfizama.

U ovoj disertaciji proucavamo kvazisimetricne dizajne s iznimnim parametrima te
njihovu konstrukciju pomoéu racunalnih metoda, uz pretpostavku da na dizajn djeluje
grupa automorfizama. Racunalne metode u teoriji dizajna prisutne su vise od 40-tak
godina te one omoguc¢uju rjesavanje pitanja egzistencije nekih dizajna, njihovu klasifikaciju
te proucavanje nekih velikih familija dizajna koje bi bez racunala bilo gotovo nemoguce.
Disertacija je podijeljena na tri poglavlja.

Prvo poglavlje sadrzi osnovne pojmove i glavne rezultate iz podrucja t-dizajna op-
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¢enito te kvazisimetri¢nih ¢-dizajna. Posebna pozornost posvecena je kvazisimetriénim
2-dizajnima koji su predmet istrazivanja ove disertacije te je opisana njihova veza s jako
regularnim grafovima i kodovima. Isto tako, opisane su familije kvazisimetri¢nih 2-dizajna
radi boljeg razumijevanja onih s iznimnim parametrima. Na kraju poglavlja dajemo prosi-
renu tablicu iznimnih parametara kvazisimetriénih 2-(v, k, A) dizajna te detaljno opisujemo
korake za njezino generiranje. Posljednje objavljenu tablicu prosirili smo do v = 150 te
smo time dobili ukupno 260 skupova parametara. Dopunivsi tablicu s poznatim rezulta-
tima te rezultatima proizaslim iz ovog rada, u tablici je preostalo 172 skupova parametara
za koje egzistencija kvazisimetri¢nih dizajna nije poznata. Za generiranje tablice koristen

je softver wxMaxima, a kod je prikazan u prilogu A.

Drugo poglavlje posvecéeno je konstrukciji dizajna sa zadanim grupama automorfizama.
Radi boljeg razumijevanja njihove veze s teorijom grupa, dani su osnovni pojmovi i glavni
rezultati iz podrucja grupa te su opisane permutacijske grupe koje imaju vaznu ulogu
u promatranju djelovanja grupe na dizajn. Nakon toga, opisana je Kramer-Mesnerova
metoda kao jedna od najpoznatijih metoda za konstrukciju dizajna sa zadanom grupom
automorfizama [57]. Uz nju, vrlo poznata je i metoda temeljena na taktickim dekompo-
zicijama koju je medu prvima koristio Z. Janko [47] za konstrukciju simetri¢nih dizajna.
Kombiniranjem navedenih metoda, V. Kréadinac, A. Naki¢ i M.-O. Pavcevic su konstruirali
nove unitale s parametrima 2-(65,5,1) [63]. U nastavku rada, pomo¢u Kramer-Mesnerove
metode konstruirali smo mnoge 2-dizajne ¢iji parametri odgovaraju iznimnim parametrima
kvazisimetricnih dizajna. Za grupe automorfizama odabirali smo afine grupe AGL(1,q) i
njezine podgrupe te opéenito primitivne grupe i njihove podgrupe koje djeluju na odgo-
varaju¢em broju tocaka. S obzirom na broj konstruiranih dizajna u tom poglavlju, bez
uvjeta da su oni kvazisimetriéni, mozemo naslutiti kako je uvjet kvazisimetri¢nosti jak te

da je njihova konstrukcija tezak problem.

Treée poglavlje posveceno je konstrukeiji kvazisimetri¢nih 2-(v, k, A) dizajna s presjec-
nim brojevima z i y, uz pretpostavku da na njih djeluje neka grupa automorfizama G.
Ona se temelji na odabiru odgovarajucih orbita iz veéeg skupa generiranih orbita k-¢lanih
podskupova v-clanog skupa tocaka pod djelovanjem grupe G. U prvom dijelu poglavlja
dane su ideje za odabir grupe automorfizama. U drugom dijelu opisani su algoritmi za
generiranje orbita. U ovisnosti o parametrima dizajna i redu grupe automorfizama, ko-
ristimo algoritam za generiranje kratkih orbita, algoritam za generiranje svih orbita ili
orbite generiramo pomocu orbitnih matrica. Za daljnju konstrukciju dizajna vazno je da
broj orbita ne bude prevelik kako bi konstrukcija bila izvediva. U slucaju kvazisimetri¢nih
dizajna broj orbita mozemo smanjiti tako da u obzir uzmemo samo dobre orbite. Treci dio
poglavlja sadrzi metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna iz generiranih orbita, a
to su Kramer-Mesnerova metoda, metoda temeljena na trazenju klika te metoda temeljena
na orbitnim matricama Za svaku metodu opisani su odgovarajuéi algoritmi. Te metode su

ve¢ poznate u teoriji dizajna, a u ovom radu ih prilagodavamo za konstrukciju kvazisime-
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triénih dizajna. U prethodnom poglavlju ve¢ smo vidjeli da je Kramer-Mesnerova metoda
prvotno bila koristena za konstrukciju t-dizajna. Metoda koja se temelji na trazenju
klika koristena je u konstrukciji kvazisimetri¢nih dizajna pomocu rijeci kodova pridruzenih
veé¢ poznatim kvazisimetricnim dizajnima [29} 73], dok su orbitne matrice koristene za
konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna uz pomo¢ indeksiranja [30]. KoriStenjem navedenih
algoritama konstruirali smo nove kvazisimetri¢ne dizajne. Pomoc¢u Kramer-Mesnerove
metode povecali smo broj poznatih kvazisimetriénih dizajna s parametrima 2-(28,12,11),
r=4,y=612-(36,16,12), x = 6, y = 8. Osim toga, konstruirali smo tri neizomorfna
kvazisimetri¢na 2-(56, 16, 18) dizajna s presjetnim brojevima x = 4 1 y = 8 te time utvrdili
egzistenciju dizajna s tim parametrima koja ranije nije bila poznata. Nadalje, metoda
temeljena na trazenju klika omogucéila nam je da konstruiramo jos jedan kvazisimetri¢ni
2-(56, 16, 18) dizajn koji je neizomorfan prethodno konstruiranima. Osim toga, pomocéu
nje konstruirali smo 876 novih kvazisimetri¢nih dizajna s parametrima 2-(56, 16,6), x = 4,
y = 6, pri cemu su do tada bila poznata samo dva. Pomoc¢u metode temeljena na orbit-
nim matricama konstruirali smo jo$ novih kvazisimetri¢nih 2-(56, 16,6) dizajna te smo
ih potpuno klasificirali s Frobeniusovom grupom reda 21. Za kvazisimetri¢ne dizajne s
parametrima 2-(56,16,18), x = 4, y = 8 i 2-(56,16,6), x = 4, y = 6 promatrali smo i
njima pridruzene kodove te smo od rijeci kodova pridruzenih konstruiranim 2-(56, 16, 6)
dizajnima konstruirali dodatno novih kvazisimetri¢nih dizajna. Sve novokonstruirane di-
zajne s tim parametrima uloZili smo u simetri¢ni 2-(78, 22, 6) dizajn i time povecali broj
poznatih. Na kraju poglavlja dan je pregled rezultata o kvazisimetri¢nim dizajnima s pro-
jektivnim parametrima u kojima smo pokazali da s odredenim grupama automorfizama
postoje jedino ve¢ poznati dizajni.

U izradi ove disertacije koristeni su softveri GAP [37], wxMaxima [97] i MAGMA [§] te

vlastiti novi i ve¢ ranije izradeni programi napisani u programskom jeziku C [59,/62].
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PocLAVLJE 1

Kvazisimetric¢ni dizajni

Jedan od problema kojim se je bavio britanski statisticar R. A. Fisher [34] pripada
podrucju agronomije, a govori o ispitivanju djelotvornosti razli¢itih vrsta gnojiva na vise
tipova biljaka. Ako s v oznaCimo broj vrsta gnojiva, a s b broj tipova biljaka, jedan od
nacina provodenja eksperimenta je takozvani “potpuni eksperiment”. To zahtijeva da se b
zemljista, pri ¢emu se na svakom nalazi druga vrsta biljke, podijeli na v dijelova kako bi
se pritom testirali svi parovi biljka-gnojivo. Takvi eksperimenti bi u realnim uvjetima bili
preskupi. R. A. Fisher je pokazao da je za cjelovitu statisticku analizu dovoljno provesti
“nepotpuni eksperiment”. On bi ukljucivao ispitivanje djelotvornosti k vrsti gnojiva, gdje je
k < v, za svaku biljku. Pri tome je bitno da je ispunjen uvjet balansiranosti, odnosno da je
svako gnojivo testirano na jednako mnogo tipova biljaka, pri ¢emu taj broj iznosi A. Ovim
i mnogim slicnim eksperimentima, R. A. Fisher je izazvao veliki interes za proucavanje
dizajna.

U prvom poglavlju prikazani su osnovni pojmovi i dan je pregled glavnih rezultata iz
podrudja t-dizajna (potpoglavlje [L.1)), kvazisimetri¢nih ¢-dizajna (potpoglavlje[L.2), te je
posebna pozornost posveéena kvazisimetriénim 2-dizajnima (potpoglavlje , familijama
kvazisimetri¢nih 2-dizajna (potpoglavlje te tablici iznimnih parametara kvazisimetric-
nih 2-dizajna (potpoglavlje [1.5]).

Za prikaz osnovnih pojmova i poznatih rezultata u ovom poglavlju koristena je sljedeca
literatura: 1], |25], [26], [44], [60], |65], [84] i [87].

1.1 t-dizajni

Definicija 1.1. Dizajn D s parametrima t-(v,k,\) je uredeni par (V,B), gdje je V
konacan v-clani skup elemenata koje nazivamo tockama, a B familija k-clanih podskupova
od V koje nazivamo blokovima sa svojstvom da je svaki t-clani skup tocaka sadrian u A

blokowva.

Opcenito, kada zelimo istaknuti parametar ¢, dizajn D nazivamo jos i t-dizajnom.

Pod pojmom dizajn podrazumijevamo 2-dizajn te njegove parametre ¢esto pisemo samo
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kao (v, k, \).

Iz definicije uocavamo da su parametri t-(v, k, A) dizajna cijeli brojevi te da treba
vrijediti 0 <t < k < wv i A > 0. Parametre ¢-dizajna ponekad oznacavamo i Sy(t,v, k),
odnosno (A : t,v, k).

Propozicija 1.2. Svakit-(v, k, \) dizajn je ujedno i s-(v, k, \s) dizajn za sve s € {0,...,t}

120

(i)
As = A 5—=- (1.1)

()
Dokaz. Neka je S C V bilo koji s-¢lani skup tocaka. Dvostrukim prebrojavanjem parova
u skupu {(7,B) | S C T C B, |T| =t, B € B} dolazimo do trazene tvrdnje. O

t

Korolar 1.3. Ako postoji t-(v, k, \) dizajn, onda (’tj) dijeli \ - (::j)

Osim parametara t, v, k, A za t-dizajne vezemo i parametre b i r, pri ¢emu je b ukupan
broj blokova, a r broj blokova kroz jednu tocku dizajna. Parametre b i r mozemo izracunati

koristeéi propoziciju [1.2}

[ v—1
b:)\oz)\~(t) i rAlA-EZ%. (1.2)
t—1
Za svaki t-(v, k, \) dizajn definiramo njegov red kao n = Ay — \s.

Primjer 1.4. Neka je V = {1,2,3,4,5,6,7} skup tocaka, a B familija sljedecih 3-clanih
podskupova od V:

B =1{{1,2,4},{2,3,5},{1,3,6},{1,5,7},{2.6,7}, {3,4, 7}, {4,5,6}}.

Tada je (V,B) dizajn s parametrima 2-(7,3,1). Kroz svaku tocku dizajna prolazi tocno

r =3 bloka te je ukupan broj blokova jednak b =7 (slika .
Primjer 1.5. Neka je V = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} skup tocaka, a B familija sljedecih
3-clanih podskupova od V:
B :{{1’ 2’ 3}7 {37 47 5}7 {5’ 67 7}7 {17 77 8}7 {2’ 67 9}7 {47 87 9}’
{1,5,9},4{3,7,9},{1,4,6},{2,4,7},{2,5,8},{3,6,8} }.

Tada je (V,B) dizajn s parametrima 2-(9,3,1). Kroz svaku tocku dizajna prolazi tocno

r =4 bloka te je ukupan broj blokova jednak b = 12 (slika .

Dizajni iz primjera [1.4] i su jedinstveni, tj. svi dizajni s navedenim parametrima
su medusobno izomorfni (vise o tome u potpoglavlju [2.3)). Pritom je u slu¢aju dizajna

s parametrima 2-(7,3, 1) rije¢ o projektivnom dizajnu PG1(2,2), poznatom kao Fanova

6
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ravnina (projektivna ravnina reda 2), odnosno u sluc¢aju dizajna s parametrima 2-(9, 3, 1)
je rije¢ o afinom dizajnu AG4(2,3) (afina ravnina reda 3). Vise o projektivnim i afinim

dizajnima reé¢i éemo u potpoglavlju

Slika 1.1: 2-(7,3,1) dizajn

Slika 1.2: 2-(9, 3, 1) dizajn

Primjer 1.6. Neka je V = {1,2,...,v} skup tocaka, a B familija svih k-clanih podskupova
od V. Tada je (V,B) dizajn s parametrima t-(v, k, (Z:ﬁ))

Dizajne iz primjera [1.6| nazivamo jos i trivijalnim dizajnima ili potpunim dizajnima.
U slucaju t = 2, puni naziv za dizajne koji nisu potpuni je balansirani nepotpuni
blokovni dizajn ili BIBD (eng. balanced incomplete block design).

Poznato je da su za k > v—t jedini primjeri dizajna trivijalni ili njihovi visekratnici
(skup B sadrzi svaki k-¢lani podskup od V ponovljen m puta, za neki m > 1). R. M. Wilson
je dokazao postojanje netrivijalnih ¢-dizajna za proizvoljno velike t¢:

Teorem 1.7. Za sve prirodne brojeve t, k, v takve da jet < k < v —1t postoji netrivijalni
t-(v, k, ) dizajn za neki .
Dizajni iz teorema [I.7] nisu nuzno jednostavni, tj. mogu imati ponovljene blokove.

Postojanje jednostavnih ¢-dizajna za proizvoljno velike ¢ dokazao je L. Teirlinck [38].

Osim uvjeta djeljivosti iz korolara drugi nuzan uvjet za egzistenciju t-dizajna

slijedi iz sljedec¢eg teorema:

Teorem 1.8. (Fisherova nejednakost) Ako postoji t-(v, k, \) dizajn st > 2 iv > k+1,
onda je b > v.

R. A. Fisher je nejednakost iz teorema izvorno dokazao za 2-dizajne , no postoje
razne generalizacije za t-dizajne. Jednu od generalizacija dokazali su D. K. Ray-Chaudhuri

i R. M. Wilson i ona je iskazana sljedeéim teoremom:
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Teorem 1.9. (Ray-Chaudhuri- Wilsonova nejednakost)
(i) Ako postoji t-(v, k, \) dizajn takav da je t = 2s i ako vrijedi v > k + s, onda je broj
blokova b > (Z) Stovise, ako dizajn nije jednostavan, broj razlicitih blokova takoder
ne moze biti manji od (Z)
(i) Ako postoji t-(v, k, \) dizajn takav da je t = 25+ 1 i ako vrijedi v —1 > k + s, onda
je broj blokova b > 2(”;1).
Komplementarna struktura dizajna D = (V, B), u oznaci D, je uredeni par (V, B), gdje
jeB={V\B|Bc¢cB}.
Propozicija 1.10. Ako je D dizajn s parametrima t-(v, k, \) © vrijedi v > k +t, onda je

komplementarna struktura D dizajn s parametrima t-(v,v — k, \) za

Dokaz. Neka je T C V bilo koji t-¢lani skup to¢aka. Broj blokova od D koji sadrze
T, u oznaci \, jednak je broju blokova od D koji su disjunktni s 7. Pomoc¢u formule

ukljucivanja-iskljucivanja i parametra A, iz propozicije dolazimo do izraza za . [
Nadalje, osim komplementa, za svaki dizajn D mozemo definirati njegov derivirani i

rezidualni dizajn.

Definicija 1.11. Neka je D = (V,B) dizajn i neka je Py € V jedna njegova tocka.

Derivirani dizajn od D, u oznaci derp, D, je
(V\ P {B\{R} | B €B, ke B}),
a rezidualni dizajn od D, u oznaci resp, D, je
(V\ Ry,{B | B€B,P, ¢ B}).

Derivirani i rezidualni dizajni od D imaju takoder strukturu dizajna.

Propozicija 1.12. Neka je D dizajn s parametrima t-(v, k,\) i neka je Py € V jedna
njegova tocka. Tada je struktura derp,D dizajn s parametrima (t —1)-(v — 1,k — 1, ), a
struktura resp, D je dizajn s parametrima (t — 1)-(v — 1, k, \i—g — A).

Dokaz. Derivirani dizajn ocito ima ukupno v — 1 tocaka i svaki blok sadrzi £ — 1 tocku.
Broj blokova kroz bilo koji (t — 1)-clani podskup od V' \ Py jednak je broju blokova od D
koji sadrzi taj podskup i tocku P, odnosno jednak je .

Rezidualni dizajn takoder ima ukupno v — 1 tocaka, ali svaki blok sadrzi k tocaka. Broj
blokova kroz bilo koji (¢ — 1)-¢lani podskup od V' \ Py jednak je broju blokova od D koji

sadrzi taj podskup, ali ne sadrze tocku Py, odnosno jednak je A\;_1 — . O

8
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Primjer 1.13. Neka je D dizajn s parametrima 2-(7,3,1) iz primjera . Komplement
od D je dizajn s parametrima 2-(7,4,2), derivirani dizajn od D je dizajn s parametrima

1-(6,2,1), a rezidualni dizajn od D je dizajn s parametrima 1-(6,3,2).

Za t-(v, k, \) dizajn D kazemo da je prosiriv ako postoji (t+1)-(v+1,k+ 1, A) dizajn
D* takav da je D = der D*, za neku tocku Fy. Dizajn D* nazivamo prosirenjem od D.

Nuzan uvjet za postojanje proSirenja dizajna D iskazan je sljede¢om propozicijom:
Propozicija 1.14. Ako je t-(v, k, \) dizajn s b blokova prosiriv, onda k+ 1 dijeli b(v +1).
Dokaz. Uvjet dobivamo iz korolara O

Primjer 1.15. Dizajn s parametrima 2-(9,3,1) iz primjera moze se prosiriti do
5-dizajna. Prvim prosirivanjem dobivamo dizajn s parametrima 3-(10,4,1), zatim dru-
gim prosirivanjem dobivamo dizajn s parametrima 4-(11,5,1), dok trecim prosirivanjem

dobivamo takozvani mali Wittov dizajn s parametrima 5-(12,6,1) [96].

Za kvazisimetri¢ne dizajne posebno su zanimljiva prosirenja simetri¢nih dizajna o
kojima ¢emo govoriti u poglavlju [1.2]

Dizajne je ¢esto korisno prikazati pomocu incidencijske matrice, osobito kada za njihovo

proucavanje koristimo ra¢unalne metode.

Definicija 1.16. Neka je D = (V,B) dizajn s parametrima t-(v,k,\), pri cemu je
V={W,...,Vi,} skup tocaka i B ={By,..., By} skup blokova. Incidencijska matrica

od D je v X b matrica M = [my;| definirana s

1, ako jeV; € B;,
mij =
0, nace.

Incidencijska matrica M dizajna D s parametrima t-(v, k, A) ima sljedeca svojstva:

v
(i) X my =k, zasvaki1l <j <b,
i=1
b . .
(ii) > m; =1, zasvaki 1 <i<w,
Jj=1
e b . . . .
(iii) > myj-myj; = Ao, zasve 1 < i, ¢ <w, 1 #£7.

<.
Il
-

U slucaju t = 2, incidencijska matrica M = [m;;| zadovoljava sljedeée jednadzbe:

M- -M"=(r— NI+ \J,
M-J=nrd,
J-M=FkJ,

pri cemu je I jedini¢na matrica, a J matrica kojoj su svi unosi 1.
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Primjer 1.17. Incidencijska matrica dizajna s parametrima 2-(7,3,1) iz primjera je

7 X 7 matrica

Il
o O O O O = O = =
O O O O = O = = O

SO O O = O O = O =
O O R O r O O O -
S O B B O O O Rk O
SO O = O O = = O O
S O O = = = O O O

U teoriji dizajna posebno se proucavaju t-dizajni s dodatnim svojstvima, kao sto su
simetricéni dizajni kod kojih je broj blokova jednak broju toc¢aka, Steinerovi dizajni kod
kojih je A = 1, i mnogi drugi. S obzirom da su neki od njih ujedno i kvazisimetri¢ni, vise
o njima reéi ¢emo u poglavljima i[l.4

1.2 Kvazisimetricni t-dizajni

Neka je D dizajn s parametrima ¢-(v, k, A) te neka je B = {By, ..., By} skup blokova
od D. Veli¢ine presjeka dvaju razli¢itih blokova dizajna nazivaju se presjecni brojevi.
Pretpostavimo da su xy, xs, ..., s presjecni brojevi dizajna D. Broj s naziva se stupanj
dizajna D. Odnos broja tocaka v, broja blokova b i broja presjecnih brojeva s iskazan je

sljede¢im teoremom [80]:

Teorem 1.18. Neka je D dizajn takav da za svaka dva bloka By, By € B vrijedi |ByNBs| €
{z1,29,... 2}, pri cemu su 0 < z1 < ... < x4 < k zadani brojevi. Tada je b < (Z)

Iz teorema i slijedi da u slu¢aju t = 2s i v > k + s dizajn D ima barem s
presjecnih brojeva. U specijalnom slucaju broj presjecnih brojeva mozemo ogranic¢iti i

odozgo:

Teorem 1.19. Neka je D dizajn takav da je t = 2s i v > k+ s. Tada dizajn D ima

b= (;’) blokova ako i samo ako ima tocno s presjecnih brojeva.

Dokaz teorema moze se na¢i u [80]. Dizajne koji imaju svojstva iz teorema m

nazivamo napetim dizajnima.

Primjer 1.20. Postoji dizajn s parametrima 2-(16,7,14) kojemu je skup presjecnih brojeva

{0,1,2,3,4,5,6}, odnosno blokovi se sijeku u svim mogucim veli¢inama.

Dizajn iz primjera konstruiran je pomoc¢u tabu-search algoritma i njegova inciden-

cijska matrica dostupna je na [58]. Presjecni brojevi dizajna izracunati su u GAP-u [37].
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S obzirom na broj presjec¢nih brojeva dizajna, kvazisimetricne dizajne mozemo proma-

trati kao generalizaciju simetri¢nih dizajna.

Definicija 1.21. Dizajn D je simetrican ako je broj tocaka jednak ukupnom broju blo-

kova, tj. v =b.

Uvjet iz definicije ekvivalentan je uvjetu r = k. U prethodnom poglavlju naveli
smo da netrivijalni dizajni postoje za proizvoljno velike vrijednosti parametra t. Nasuprot
tome, netrivijalni simetri¢ni dizajni postoje samo za ¢t < 2. Ta tvrdnja je jednostavna
posljedica Ray-Chaudhuri-Wilsonovog teorema[I.9]iz kojeg slijedi da dizajni s ¢ > 3 moraju

imati b > v blokova, $to je nemoguce u sluc¢aju simetri¢nih dizajna.
Korolar 1.22. Ako postoji netrivijalni simetricni t-(v, k, \) dizajn, onda je t < 2.

S obzirom na ¢injenicu iz korolara [I.22] iz teorema [I.19]slijedi da simetri¢ni 2-dizajni

imaju tocno jedan presjecni broj, odnosno da su stupnja 1.

Korolar 1.23. Dizajn s parametrima 2-(v,k,\) i v > k je simetrican ako i samo ako se

svaka dva bloka sijeku u X\ tocaka.

Nuzan uvjet za egzistenciju simetri¢nih 2-dizajna iskazan je sljede¢im teoremom:
Teorem 1.24. (Bruck-Ryser-Chowla) Neka postoji simetricni 2-(v, k, ) dizajn reda
n==khk—M\

(i) Ako je v paran, onda je n kvadrat prirodnog broja.

v—

(ii) Ako je v neparan, onda jednadiba na®+(—1)"z A\y? = z

2 ima netrivijalno cjelobrojno

rjesenje.
Kvazisimetri¢ni dizajni su dizajni koji imaju najvise dva presjecna broja, odnosno

stupanj im je najvise 2.
Definicija 1.25. Dizajn D je kvazisimetrican ako se svaka dva bloka sijeku v x ili u y
tocaka, pri cemu je 0 < x <y < k.

Jednostavni primjeri kvazisimetri¢nih dizajna su simetri¢ni i Steinerovi dizajni.

Primjer 1.26. Simetricni 2-(v,k,\) dizajn je kvazisimetrican s presjecnim brojevima

x = X\ 1 proizvoljnim vy, ili obrnuto.

Primjer 1.27. Steinerov 2-(v, k, 1) dizajn je kvazisimetrican s presjecnim brojevima x = 0

1y =1.

Dizajn s parametrima 2-(7,3,1) iz primjera je primjer Steinerovog, simetri¢nog,
pa time i kvazisimetri¢nog 2-dizajna. Dizajn s parametrima 2-(9, 3, 1) iz primjera je
Steinerov, pa time i kvazisimetri¢an, ali nije simetrican. Primjer kvazisimetri¢nog dizajna
koji nije niti Steinerov niti simetrican je visekratnik simetri¢nog dizajna kod kojeg je svaki

blok ponovljen m > 2 puta.

11
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Primjer 1.28. Visekratnik simetricnog 2-(v,k, ) dizajna je kvazisimetrican 2-(v, k, mM)

dizajn, pri cemu je m > 2, s presjecnim brojevima x = X iy = k.

Visekratnici simetricnog dizajna su ujedno i jedini primjeri kvazisimetri¢nih dizajna

koji nisu jednostavni.

Propozicija 1.29. Neka je D kvazisimetricni dizajn s presjecnim brojevima x i y. Broj
blokova m, koji sijeku neki cvrsti blok dizajna D w x, odnosno m, u y tocaka moze se

izraziti kao
:y(b—l)—k(r—l) E(r—1)—x(b—1)

m - iomy - (1.3)

Dokaz. Neka je By € B neki ¢vrsti blok dizajna D. Svaki drugi blok B # By dizajna D
sijece blok By u z ili u y tocaka, pri cemu s m, i m, oznacimo broj takvih blokova koji

blok By sijeku u x, odnosno u y tocaka. Tada ocito vrijedi:
My +my =b— 1. (1.4)

Nadalje, dvostrukim prebrojavanjem parova {(T,B) | T € By N B, B # By} dobivamo
jednadzbu:
rmy +ymy = k(r—1). (1.5)

Dobivene jednadzbe (1.4]) i (L.5)) imaju jedinstveno rjesenje

oo yb-D—kr—=1) k(=1 —z(b-1)
' y—x Y y— ;

iz ¢ega vidimo da brojevi m, i m, ne ovise o izboru bloka By, ve¢ samo o parametrima

kvazisimetri¢nog dizajna i njegovim presjecnim brojevima. O

Korolar 1.30. Svaki kvazisimetricni dizajn s ponovljenim blokovima je visekratnik sime-

tricnog dizajna.

Dokaz. Neka je D kvazisimetricni t-(v, k, \) dizajn s presjeénim brojevima x i y. S obzirom
da dizajn D ima ponovljene blokove, tada je y = k i svaki blok se ponavlja m = m, + 1
puta, pri ¢emu je m, broj definiran u dokazu propozicije @ Iz toga slijedi da je D
m-struki visekratnik nekog t-(v, k, A/m) dizajna u kojem se svaka dva bloka sijeku u
r = A\/m tocaka. Iz korolara slijedi da je dizajn D simetrican i t = 2. O]

Kao posljedicu teorema dobivamo da za kvazisimetri¢ne dizajne bez ponovljenih

blokova vrijedi sljedece:

Korolar 1.31. Kvazisimetricni dizajn bez ponovljenih blokova ima najvise b < (g) blokova.
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Direktni dokaz tvrdnje iz korolara moze se naéi u [84].

Vidjeli smo da simetri¢ni dizajni postoje samo za t < 2. Egzistencija kvazisimetri¢nih
t-dizajna takoder je ogranicena za odredene parametre ¢ te je ona iskazana teoremom [1.32

Tvrdnju je prvi dokazao P. Cameron [23].
Teorem 1.32. Ako postoji netrivijalni kvazisimetricni t-(v, k, \) dizajn, onda je t < 4.

Dokaz. Ako dizajn ima ponovljene blokove, onda iz korolara [1.30] slijedi da je visekratnik
simetri¢nog dizajna, sto zajedno s korolarom daje t < 2. Ako dizajn nema ponovljenih
blokova, onda iz korolara [1.31|slijedi da je b < (g) Nadalje, za t > 5 iz teorema je broj

blokova ogranic¢en i odozgo s b > 2(“;1). Iz toga slijedi da je v € {1,2,3,4} $to ukljucuje

samo trivijalne dizajne. O

Klasifikacija kvazisimetri¢nih 4-dizajna je potpuno rijesena te je dana sljede¢im teore-

mom:
Teorem 1.33. Derivirani veliki Wittov dizajn 4-(23,7,1) i njegov komplement 4-(23, 16, 52)
su jedini netrivijalni kvazisimetricni 4-dizajni.

Teorem je izvorno bio dokazan za napete 4-dizajne i dokaz je objavljen u nizu
¢lanaka [12,32,45,/46]. S obzirom na direktnu posljedicu teorema [1.19] koja je iskazana
korolarom [1.34] tvrdnja vrijedi i za kvazisimetri¢cne dizajne.

Korolar 1.34. Kvazisimetricni t-(v, k, \) dizajn s 4 <k <v—4 ima b= (;) blokova ako

1 samo ako je t = 4.

Presjecni brojevi kvazisimetri¢nih 4-(v, k, \) dizajna mogu se izracunati pomoc¢u Del-

sarteova polinoma [80] zapisanog preko parametara dizajna:

Teorem 1.35. Presjecni brojevi 4-(v, k, \) dizajna s 4 <k <v—41ib= (;’) blokova su

nultocke kvadratnog polinoma:

9 2(k —1)(k —2)
( v—3

+1>x+A<2+kf3). (1.6)

Klasifikaciju kvazisimetri¢nih 3-dizajna s presjecnim brojem z = 0 rijesio je P. Cameron
[22], dok je za dizajne s presjeénim brojem x > 0 poznato vrlo malo primjera te je
postavljena hipoteza [83] da su ti primjeri ujedno i jedini kvazisimetriéni 3-dizajni s
presje¢nim brojem x > (0. P. Cameron je problem egzistencije kvazisimetri¢nih 3-dizajna
s presjecnim brojem x = 0 rijesio promatrajuci prosirenja simetri¢nih 2-dizajna. Njihov

odnos opisan je propozicijama i[1.37]

Propozicija 1.36. Ako je simetricni 2-(v, k, \) dizajn prosiriv, onda je njegovo prosirenje

kvazisimetricni 3-(v + 1,k + 1, \) dizajn s presjecnim brojevima x =0 iy = A+ 1.

13
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Propozicija 1.37. Svaki kvazisimetricni 3-dizajn s presjecnim brojem x = 0 je prosirenje

simetricnog dizajna.

Dvije vazne klase simetri¢nih dizajna su konacne projektivne ravnine i Hadamardovi
dizajni koji imaju parametre oblika 2-(n?+mn+1,n+1,1), odnosno 2-(4n—1,2n—1,n—1),
pri ¢emu je n red dizajna. Poznati su mnogi primjeri projektivnih ravnina reda n = ¢, gdje
je g prim potencija, dok nije poznat niti jedan primjer u kojem red nije prim potencija.
S druge strane, pretpostavlja se da Hadamardovi dizajni postoje za sve redove n € N.
Poznato je da su svi Hadamardovi dizajni proSirivi, dok su jedine prosirive projektivne

ravnine redan =21in = 4.

P. Cameron [22] je odredio sve mogucée parametre prosirivih simetri¢nih dizajna i oni

su navedeni u sljede¢em teoremu:

Teorem 1.38. Ako je simetricni 2-(v, k, \) dizajn prosiriv, onda vrijedi jedna od sljedecih

turdngi:
1. v=4X+3, k =2+ 1 (Hadamardov dizajn),
2.0=A+2) (AN +4\+2), k=N +3\+1,
3. v=111, k=11, A\ =1,

4. v =495 k=39, \=3.

Iz propozicije [1.37] slijedi da Cameronov teorem ujedno klasificira kvazisimetri¢ne
3-dizajne s presjecnim brojem z = 0. Postoji hipoteza da Hadamardovi dizajni iz slucaja
1. postoje za sve A € N. Za A = 1 Hadamardov dizajn podudara se s Fanovom ravninom.
U slucaju 2. poznato je da postoje dizajni za A = 1 i A = 2, dok za A > 3 nije
poznato postoje li simetri¢ni dizajni niti mogu li se prosiriti. C. W. H. Lam, L. Thiel i
S. Swiercz [67] dokazali su da projektivna ravnina reda 10 ne postoji. 1z toga slijedi da
dizajn s parametrima 2-(111,11,1) iz slucaja 3. ne postoji. Za dizajn iz slucaja 4. nije
poznato postoji li.

Jedini poznati primjeri kvazisimetricnih 3-dizajna s presje¢nim brojem x > 0 su
derivirani Wittov dizajn 4-(23,7,1), x = 1, y = 3 (koji je ujedno i 3-(23,7,5) dizajn)
i njegov rezidualni dizajn 3-(22,7,4), x = 1, y = 3, te njihovi komplementi 4-(23, 16, 52),
r =10,y = 121 3-(22,15,52), = = 9, y = 11. Dokazano je da su derivirani Wittov
dizajn i njegov rezidual jedini primjeri kvazisimetri¢nih 3-dizajna s presjec¢nim brojem
x =1 |21}79].

Egzistencija kvazisimetri¢nih 2-dizajna je tezak otvoren problem te postoje mnoge
trojke parametara (v,k,\) za koje egzistencija dizajna nije poznata. Vise o njihovim
dodatnim svojstvima i povezanosti s drugim kombinatorickim strukturama reé¢i é¢emo u

poglavlju a o njihovoj klasifikaciji i poznatim familijama u poglavlju [1.4
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1.3. Kvazisimetri¢ni 2-dizajni

Navedeni rezultati o egzistenciji i klasifikaciji kvazisimetri¢nih ¢-dizajna prikazani su
u tablici [L.1}

Tablica 1.1: Klasifikacija kvazisimetri¢nih ¢-dizajna

t > 5 || Kvazisimetri¢ni dizajni ne postoje.

t=4| 4-(23,7,1), z = 1, y = 3, i njegov komplement 4-(23, 16, 52), z = 10, y = 12
t=31| Zaz=0:

3-(AA+1),2(A+ 1), A)

F(A+1)(A24+5A+5), A+ 1)(A+2),))

3-(496, 40, 3)

Zazv=1:

4-(23,7,1), z = 1, y = 3, i njegov komplement 4-(23,16,52), z = 10, y = 12
3-(22,7,4), x = 1, y = 3, i njegov komplement 3-(22,15,52), z =9, y = 11

Za x > 2: postavljena je hipoteza da dizajni ne postoje.

t = 2 || Potpuna klasifikacija je otvoren problem.

1.3 Kvazisimetricni 2-dizajni

U ovom poglavlju navedeni su vazni rezultati koji se koriste u disertaciji.
Komplement kvazisimetri¢nog 2-dizajna je kvasimetri¢ni 2-dizajn i vrijedi sljedece:
Lema 1.39. Komplement kvazisimetricnog 2-(v, k, \) dizajna s presjecnim brojevima x i

y je kvazisimetricni 2-(v,v — k,b — 2r + ) dizajn s presjecnim brojevima r = v — 2k + x

ty=v—2k+y,r<y.

U sljede¢im propozicijama i teoremima iskazani su poznati uvjeti na parametre kva-
zisimetri¢nih 2-dizajna koje ¢emo koristiti pri generiranju tablice iznimnih parametara

kvazisimetri¢nih 2-dizajna u poglavlju[1.5]

Propozicija 1.40. Neka je 2-(v, k, \) kvazisimetricni dizajn s presjecnim brojevima x i
y, pri cemu je x < y. Tada vrijedi sljedece:

(i) vr = bk,

(i) Nv—1)=r(k—1),

(i) 0 <z < B2l

Dokaz. Tvrdnje (i) i (i7) slijede direktno iz formula[1.2] a tvrdnja (i) slijedi iz propozicije
1.291 cinjenice da je m, > 0. [
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Propozicija 1.41. Ako postoji kvazisimetricni 2-(v, k, ) dizajn s presjecnim brojevima

x 1y, pri cemu je x <y, onda vrijeds
E(r—D)(z+y—1)4+zy(l—0) = k(k —1)(A—1). (1.7)

Dokaz. Neka je By fiksni blok. Dvostrukim prebrojavanjem parova {(T, B) | B # By, T €
BN By} dobivamo jednadzbu

x(b—my—1)+ym, =k(r—1), (1.8)

pri ¢emu je m, definiran formulom ([1.3]).
Dvostrukim prebrojavanjem trojki {(T,7",B) | B # By, T,T" € BN By, T # T'} dobi-

vamo drugu jednadzbu
x(b—my—1)(x—1)+ymy(y—1) =k(r—1)(A—1). (1.9)
Mnozenjem jednadzbe ([1.8)) s x+y—1 i oduzimanjem od jednadzbe (1.9)) slijedi tvrdnja. [

Iz propozicije slijedi da za zadane parametre kvazisimetricnog 2-(v, k, A) dizajna iz
jednog presjecnog broja mozemo jednoznacno odrediti drugi. Dodatne uvjete na parametre
kvazisimetricnih 2-dizajna dali su A. Neumaier [74] i A. R. Calderbank [19] te su oni
iskazani teoremima [[.42] i 1.43]

Teorem 1.42. Parametri kvazisimetricnog 2-(v, k, \) dizajna D s presjecnim brojevima x
iy zadovoljavaju nejednakost B(B — A) < AC, gdje je

A =@-1)-2),

B =r(k—-1)(k-2),

C =rDy—1)(y—=2)+r(r—1—=D)(z—1)(x—2),
D — (=DO=D-(=D(@=1)

Yy—x

Jednakost se dostiZe ako i samo je D 3-dizajn.

Teorem 1.43. Parametri kvazisimetricnog 2-(v, k, \) dizajna D s presjecnim brojevima x

1y zadovoljavaju nejednakosti:
(Z) f3(7],l{?7l',y) 207
(ZZ) f4('U,k,I,y) ZO;

pri cemu su f3 1 fy sljedeci polinomi:

fa(u by, y) = (v =1 =2)(k = 2)(k —y) — k(v = k)(v = 2)(2k — = —y)
+k(v —k)(k(v — k) — 1),
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fa(v, ky2,y) = —(v = 6)(v =3)(v = )(k —2)(k —y)(2k — 2 —y)
+(v—6)(v—3)k(v —k)(2k — z — y)?
—2(v = 3)k(v — k)(2k(v — k) — 3v)(2k — z — y)
o = 3) (ko — K)o +2) — 6u(o — ) (k — 2)(k — )
+k(v—k)(3k(v — k)(k(v — k) — 2(v — 1)) + 5v — 3).

Jednakost u (i) se dostize ako i samo je D 3-dizajn, a u (i) ako i samo je D 4-dizajn.
Uvjet (i) iz Calderbankova teorema ekvivalentan je uvjetu iz teorema [1.42]

Kvazisimetri¢ni 2-dizajni povezani su s drugim kombinatorickim strukturama, kao sto

su jako regularni grafovi i samoortogonalni kodovi. Njihovu vezu objasnit ¢emo u

potpoglavljima ill.3.2

1.3.1 Kvazisimetricni 2-dizajni i grafovi

Povezanost kvazisimetricnih dizajna s jako regularnim grafovima daje im dodatna

svojstva te uvjete na njihove parametre.

Definicija 1.44. Graf ' je uredeni par (V, E), gdje je V konacan skup elemenata koje

nazivamo vrhovima, a E familija dvoclanih skupova vrhova koje nazivamo bridovima.

Stupanj vrha je broj susjednih vrhova grafa I'. Put u grafu I' je niz medusobno
razli¢itih vrhova Vg, ..., V,, pri ¢emu su V;_; i V; susjedni za svaki i € {1,...,n}. Ako je
Vo = Vi, onda put nazivamo ciklusom. Za graf I' kazemo da je povezan ako postoji put

izmedu bilo koja dva vrha u grafu. U suprotnome, graf je nepovezan.

Definicija 1.45. Neka je D kvazisimetricni 2-(v, k, \) dizajn s presjecnim brojevima x 4
y, pri cemu je x < y. Dizajnu D pridruzujemo graf T'(D) na sljedeéi nacin:
e vrhovi grafa su blokovi,

e dva vrha su povezana bridom ako se odgovarajuci blokovi sijeku u y tocaka.
Graf I'(D) pridruzen dizajnu D na ovaj nacin naziva se blokovni graf.

Dizajnu P i njegovom komplementu D pridruzen je isti blokovni graf zato §to se blokovi
By i By dizajna D sijeku u y tocaka ako i samo se njihovi komplementarni blokovi V \ By
i V\ By dizajna D sijeku u § tocaka.

R. C. Bose [7] je dokazao da je blokovni graf u slucaju A = 1 jako regularan s
parametrima SRG (b, k(r — 1),7 — 2+ (k — 1)2, k?).

Definicija 1.46. Za graf T" kaZemo da je jako regularan (eng. strongly reqular graph) s
parametrima SRG(b, a, c,d) ako ima b vrhova, svaki vrh je stupnja a, svaka dva susjedna

vrha imaju ¢ zajednickih susjeda i svaka dva nesusjedna vrha imaju d zajednickih susjeda.
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Rezultat o blokovnom grafu za A = 1 su S. S. Shrikhande i Bhagwandas [86] prosirili na

opcenite kvazisimetri¢ne dizajne. Dokaz teorema dali su i J. M. Goethals i J. J. Seidel [3§].

Teorem 1.47. Neka je D kvazisimetricni 2-(v, k, ) dizajn s presjecnim brojevima x iy
te neka je I'(D) njemu pridruZen blokovni graf. Pretpostavimo da je graf I'(D) povezan.
Tada je I'(D) jako regularan graf s parametrima SRG(b,a,c,d) za

E(r—1)—z(b—1)

a = s c:a+@1—|—@2+@1®2 ) dza+@1@2,
y—2x
pri cemu je @1:% Z'@g:—z_;;.

Opcenito, svaki graf I' mozemo opisati matricom susjedstva. Matrica susjedstva grafa
I’ iz teorema je b x b matrica A = [a;;], pri ¢emu je a;; broj bridova izmedu i-tog
i j-tog vrha. Matrica A zadovoljava jednadzbu A? = al + cA +d(J — I — A). Veza
izmedu matrice incidencije M dizajna D i matrice susjedstva A pridruzene blokovnom
grafu dizajna je (y — x)A = M7 - M + (z — k)I — xJ, pri ¢emu je [ jedini¢na matrica,
a J matrica kojoj su svi unosi 1. Spektar grafa I' ¢ine svojstvene vrijednosti: ©y = a
kratnosti 1, ©; kratnosti v — 1 i ©4 kratnosti b — v. Parametri ©; i ©5 se mogu dobiti

kao cjelobrojna rjesenja kvadratne jednadzbe
02 +(d—c)®+d—a=0. (1.10)

Podatci o egzistenciji jako regularnih grafova dostupni su u Brouwerovoj tablici [13].
Teorem [1.47| implicira da svaki jako regularni graf nije nuzno blokovni graf nekog kvazisi-
metriénog dizajna. Na primjer, u Brouwerovoj tablici poznato je da postoji jako regularni
graf s parametrima SRG(53,26,12,13), no rjesenja jednazbe za te parametre nisu
cjelobrojna te taj graf ne moze biti blokovni graf nekog kvazisimetri¢nog dizajna. Osim
toga, teorem nam omogucuje da utvrdimo nepostojanje odredenih kvazisimetri¢nih dizajna

ako znamo da ne postoje njima odgovarajuéi jako regularni grafovi.

Primjer 1.48. Blokovni graf 2-(7,3,1) dizajna je SRG(7,6,5,9) (slika[1.3), a 2-(9,3,1)
dizajna je SRG(12,9,6,9) (slika .

Korolar 1.49. Ako postoji kvazisimetricni 2-(v, k, ) dizajn s presjecnim brojevima x iy,
onda y —x dijeli k —x ir — \.

Uvjeti djeljivosti iz korolara proizlaze iz ¢injenice da parametri ©; i © iz teorema
[I.47) moraju biti cjelobrojni. Ako su zadovoljeni navedeni uvjeti djeljivosti, onda su i ostali

parametri blokovnog grafa I'(D) cjelobrojni.

Propozicija 1.50. Neka je graf I jako regularan s parametrima SRG(b,a,c,d). Tada je
njegov komplement T jako reqularan s parametrima SRG(b,b—1—a,b—2a+d,b—2a+c).
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bs

by

bs bs

Slika 1.3: SRG(7,6,5,9)

Slika 1.4: SRG(12,9,6,9)

Iz teorema [I.47] i propozicije slijedi da kvazisimetri¢ni dizajn s parametrima
2-(91,35,51), x = 7 i y = 14 ne postoji jer ne postoji komplement njemu pridruzenog
jako regularnog grafa SRG(351, 320,292, 288). Parametri komplementarnog grafa bili bi
SRG(351,30,—1,—59).

1.3.2 Kvazisimetricni 2-dizajni i kodovi

Kao i u slucaju jako regularnih grafova, povezanost sa samoortogonalnim kodovima
daje dodatne uvjete na parametre kvazisimetricnih dizajna. Vazne rezultate o egzistenciji,
neegzistenciji i jedinstvenosti kvazisimetri¢nih dizajna dali su A. R. Calderbank i
V. Tonchev [91].

Definicija 1.51. Linearni kod C' duljine n i dimenzije k je k-dimenzionalni potprostor
n-dimenzionalnog vektorskog prostora Fy, pri cemu je q prim potencija, a ¥, konacno polje

reda (.

Elemente koda C' nazivamo kodnim rijec¢ima i pisemo ih u obliku vektora redaka.
Generiraju¢a matrica linearnog koda C' je matrica dimenzije k x n kojoj retci ¢ine bazu

od C. Minimalna tezina koda C definirana je na sljede¢i nacin:
d = min{w(x) | x € C, © # 0},

pri ¢emu je w(x) = |{i | ; # 0}| tezina rijedi koda C. Tezinski polinom (ili enumera-
tor) koda C je n
W(z) =Y Aa',

=0
pri ¢emu je A; broj rije¢i koda C' tezine i. Parametre linearnog koda C' zapisujemo kao
[n, k,d,q].
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Definicija 1.52. Neka je C linearni kod. Ortogonalni (ili dualni) kod C* je

Cr={yeF!|z-y=0, zasvex € C},

gdje je x -y = El z;y; produkt vektora x,y € Fy. Kod C je samoortogonalan ako je

C C C+ i samodualan ako je C = C+.

Sljedeca lema prikazuje na koji nac¢in mozemo povezati samoortogonalni kod s kvazisi-

metri¢nim dizajnom kojem su presjecni brojevi iste parnosti:

Lema 1.53. Neka je M incidencijska matrica kvazisimetricnog 2-(v, k, \) dizajna s pre-

sjecnim brojevima x iy takvima da vrijedi k = x =y (mod 2). Tada vrijedi sljedece:

(i) Ako je k paran, onda je linearni kod duljine v i generirajucom matricom M7™ samo-

ortogonalan.

(ii) Ako je k meparan, onda matrica

MT
1

generira samoortogonalan kod duljine v + 1.

Dokaz leme moze se naéi u [91]. Osim nje, u istom ¢lanku dokazane su i sljedece dvije

leme koje se odnose na minimalnu tezinu pripadajuceg koda nekog dizajna:

Lema 1.54. Ako je M incidencijska matrica 2-(v, k, ) dizajna, onda dual linearnog koda

generiranog matricom M7T ima minimalnu teZinu d > (r + \)/A.

Lema 1.55. Ako je M incidencijska matrica 2-(v, k, \) dizajna, onda dual linearnog koda
generiranog matricom iz leme[1.53 (ii) ima minimalnu teZinu d > min{(b+r)/r, (r+X)/A}.

Koriste¢i navedene leme, V. Tonchev [91] je dokazao jedinstvenost do na izomorfizam

kvazisimetri¢nih dizajna sa sljede¢im parametrimas:

e 2(21,6,4), x=0iy=2,
e 2(21,7,12), 2 =1iy =3,

e 2-(22,7,16), x =11y =3,
te neegzistenciju kvazisimetri¢nih dizajna s parametrima:

e 2-(28,7,16), z =11y =3,

e 2:(29,7,12), z=1iy=3.
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Osim navedenih rezultata, koriste¢i kodove V. Tonchev [90] je klasificirao kvazisime-
tricne dizajne s parametrima 2-(31,7,7), z = 1, y = 3 i dokazao da postoji to¢no pet
takvih dizajna do na izomorfizam.

Veliki doprinos u trazenju nuznih uvjeta za egzistenciju kvazisimetri¢nih 2-dizajna dao

je A. R. Caldebrank te su oni iskazani u sljedeé¢a dva teorema:

Teorem 1.56. Neka je D 2-(v, k, \) dizajn s presjecnim brojevima x4, . .., xs takvima da
jexi=xy=... =z, =x (mod 2). Tada vrijedi bar jedna od sljedecih turdnji:

(i) r =X (mod 4),

(i) x =0 (mod 2), k = +1 (mod ),
(iii) v =1 (mod 2), k =v (mod 4), v = +1 (mod 8).

Ml
o
£)
o
(o}
N
N—
(a4
I

Teorem 1.57. Neka je p neparan prost broj i neka je D 2-(v,k, \) dizajn s presjecnim
brojevima xy,...,xs takvima da je 11 = 29 = ... = xs = x (mod p). Tada vrijedi bar
jedna od sljedecih tvrdnji:
(i) r =X\ (mod p?),
(ii) v =0 (mod 2), v

k=xz=0 (mod p), (—1)"? je kvadrat u F,,
k

(iii) v =1 (mod 2), v x# 0 (mod p), (—1)®~Y/2 je kvadrat u F,,

(iv) r =X =0 (mod p) 7 vrijedi bar jedna od turdnji:

mod 2), k=2 #0 (mod p), v/x je nekvadrat u F,,
mod 2p), r =0 (mod p?), k=2 # 0 (mod p),

0 (
0 (
(

(d) v=p (mod 2p), k=2 =0 (mod p),
( (mod p), v je nekvadrat u F,,
(

(mod p), v i (—1)"V/2 sy kvadrati u F,.

Dokazi teorema i nalaze se u |17,/18]. Koriste¢i navedene rezultate, A. R. Cal-

derbank je dokazao da kvazisimetri¢ni dizajni sa sljede¢im parametrima ne postoje:

e 2(21,8,14), 2 =2iy =4, e 2(51,15,7), 2 =3iy =5

o 2-(21,9,12), 2 =31y =5, e 2-(51,21,14), 2 =61y =09,

© 2(35,7,3), x=1iy=3, e 2:(57,24,23), 2 =9 iy =12,

o 2-(41,17,34), x =5iy =8, o 2-(57,27,117), x =121y = 17,
o 2-(43,18,51), z=6iy =9, e 2-(69,33,176), z =151y = 21.
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1.4 Familije kvazisimetricnih 2-dizajna

Klasifikacija kvazisimetri¢nih 2-dizajna je tezak otvoren problem. A. Neumaier [74] je

definirao cetiri klase kvazisimetri¢nih dizajna:
1. viSekratnici simetri¢nih dizajna,
2. jako rastavljivi dizajni,
3. Steinerovi 2-dizajni,

4. reziduali dvoravnina.

Sve dopustive parametre kvazisimetri¢nih dizajna koji ne pripadaju nijednoj od na-
vedenih klasa nazvao je iznimnim parametrima kvazisimetri¢cnih dizajna. U svom
¢lanku [74] je objavio i prvu tablicu iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna o
kojoj ¢emo vise reéi u sljedeéem poglavlju [1.5

Osim navedenih familija kvazisimetri¢nih dizajna, dodatno mozemo izdvojiti projek-
tivne i afine dizajne te familiju A. Blokhuisa i W. H. Haemersa koja je konstruirana
kasnije [5]. A. Neumaier je projektivne dizajne uvrstio u kvazisimetricne dizajne s iznim-
nim parametrima, a medu njima se nalaze i Blokhuis-Haemersovi dizajni. Afini dizajni su

ujedno i jako rastavljivi te oni pripadaju familiji 2.

FAMILIJA 1. Visekratnici simetri¢nih dizajna

Visekratnik simetricnog 2-(v, k, \) dizajna je kvazisimetri¢ni dizajn s parametrima
2-(v, k,mA\) i presjetnim brojevima x = A iy = k, a sastoji se od m > 2 kopija blo-
kova simetricnog dizajna. Kvazisimetri¢ni dizajni kojima je blokovni graf nepovezan su

visekratnici simetri¢nih dizajna, i obratno [74].

FAMILIJA 2. Jako rastavljivi dizajni

Dizajn 2-(v, k, A) je rastavljiv ako se skup blokova moze particionirati na ¢ disjunktnih
klasa tako da je svaka tocka sadrzana u konstantnom broju blokova iz svake klase. Za
rastavljive dizajne vrijedi Boseova nejednakost b > v+ ¢ — 1, koja je poboljsanje Fisherove
nejednakosti iz teorema [I.8 U slu¢aju jednakosti, za dizajn kazemo da je jako rastavljiv.
D. R. Hughes i F. C. Piper [43] su dokazali da je jako rastavljiv dizajn ujedno i kvazisi-
metrican te da se svaka dva bloka iz iste klase sijeku u x = k — n tocaka, a svaka dva
bloka iz razli¢itih klasa u y = k% /v to¢aka. Kvazisimetri¢ni 2-dizajni kojima je blokovni

graf potpun c-partitni graf su jako rastavljivi, i obratno [74].

FAMILIJA 3. Steinerovi 2-dizajni

Steinerov 2-(v, k, 1) dizajn je kvazisimetri¢an s presjecnim brojevima z = 01y = 1.
To su ujedno i jedini kvazisimetricni dizajni s tim presjecnim brojevima [74]. Egzistencija

Steinerovih 2-dizajna obi¢no se razmatra za fiksni k£, a R. M. Wilson [95] je dokazao da
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za svaki k postoji samo kona¢no mnogo dopustivih v za koje Steinerovi 2-(v, k, 1) dizajni

ne postoje.

FAMILIJA 4. Reziduali dvoravnina

Dvoravnina je simetri¢ni 2-(v, k,2) dizajn. Opcenito, za svaki simetriéni 2-(v, k, \)
dizajn D = (V, B) moZemo definirati njegov rezidualni dizajn, u oznaci resg,D kao inci-
dencijsku strukturu

(V\ Bo,{B\ By | B€ B, B # Bo}),

pri ¢emu je By jedan njegov blok. Struktura resp, D je 2-dizajn s parametrima 2-(v—k, k —
A, A). 1z toga slijedi da rezidualni dizajn dvoravnine ima parametre 2-(v — k, k — 2,2). S
obzirom da se blokovi dvoravnine sijeku u dvije tocke, blokovi rezidualnog dizajna sijeku
se u jednoj ili dvije tocke, pa je rezidualni dizajn dvoravnine kvazisimetrican s presje¢nim
brojevima x = 1 i y = 2. Kvazisimetri¢ni dizajni s presjecnim brojevima x =11y =2 su

ili reziduali dvoravnina ili je to 2-(5, 3, 3) dizajn [74].

FAMILIJA 5. Projektivni i afini 2-dizajni

Parametri projektivnih i afinih dizajna iskazani su preko Gaussovog ili g-binomnog

koeficijenta:

(AL i VG (= 1)
d,” @0~ (g1

Projektivni dizajn PG4(n, q) je dizajn kojem su tocke 1-dimenzionalni, a blokovi (d + 1)-

dimenzionalni potprostori (n + 1)-dimenzionalnog vektorskog prostora I g*l. Parametri

2_(V?lh’ldiltvm:ﬂq)- (1.11)

Za d =n — 2 dizajn PG, _3(n,q) je kvazisimetrican s presjetnim brojevima x = {”13] i
q

tog dizajna su

Yy = ["IQL. Ukupan broj dizajna s parametrima kao PG,_s(n,q) raste eksponencijalno
s linearnim rastom od n [52], no poznato je vrlo malo kvazisimetri¢nih dizajna s tim
parametrima. Osim projektivnih dizajna, jedini poznati primjeri takvih dizajna su polarity
dizajni koji imaju iste parametre kao PGs(4,q) [51] i jos tri dizajna u slucaju PGy (4,2).
Dakle, poznato je pet neizomorfnih kvazisimetricnih dizajna s parametrima kao PGy(4, 2)
[90], dva za PG5 (4,q) [51], ¢ > 2 i samo jedan za sve PG, _2(n,q), n > 4.

Afini dizajn AG4(n, q) je dizajn kojemu su tocke vektori, a blokovi translati d-dimenzi-

onalnih potprostora n-dimenzionalnog vektorskog prostora Fy. Parametri tog dizajna su

(e 1)

Za d = n — 1 dizajn AG,_1(n,q) je kvazisimetrican s presjecnim brojevima z = 0 i

y = ¢" 2. U tom slucaju dizajn AG,_1(n,q) je i jako rastavljiv.
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FAMILIJA 6. Blokhuis-Haemersovi dizajni

A. Blokhuis i W. H. Haemers [5] konstruirali su beskona¢nu familiju kvazisimetri¢nih

dizajna s parametrima

2—(*.¢*(a—1)/2,9(¢" — ¢* — 2)/4))

i presjecnim brojevima r = ¢*(¢ — 2)/4 iy = ¢*(¢ — 1)/4, pri ¢emu je ¢ potencija broja
2. Tocke dizajna odgovaraju tockama afinog prostora AG(3,q), a blokovi odgovaraju
maksimalnim lukovima afinog prostora AG(2,¢) nad poljem F,. Maksimalni lukovi u
AG(2, q) tvore simetricni 2-(¢%, q(q¢ — 1)/2, q(q — 2)/4) dizajn.

1.5 Tablica iznimnih parametara kvazisimetric¢nih
2-dizajna

Prvu tablicu dopustivih iznimnih parametara kvazisimetricnih 2-dizajna do v < 40
objavio je A. Neumaier |74]. Tablica sadrzi 15 skupova parametara za koje je egzistencija
dizajna u tom trenutku bila otvorena (tablica . To je privuklo veliki interes i potaknulo
mnoge rezultate o kvazisimetriénim dizajnima. Tablica sadrzi parametre kvazisimetri¢nih
2-(v*, k*, \*) dizajna s presje¢nim brojevima p i ¢, parametre odgovarajucih jako regularnih
grafova (v, k, A, 1) te parametre pripadajuéih regularnih skupova (d,e). Regularni skup s
parametrima (d, e) je neprazan podskup vrhova jako regularnog grafa kojem je broj vrhova
koji su susjedni s vrhovima grafa jednak e, odnosno d, ovisno o tome nalazi li se taj vrh

unutar regularnog skupa.

Tablica 1.2: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna do 2 < v* < 40 [74]

No Ex? v* k* X P g v k A n d e
1 ? 19 9 16 3 5 76 45 28 24 25 18
2 ? 20 10 18 4 6 76 35 18 14 21 14
3 ? 20 8 14 2 4 95 54 33 27 27 18
4 ? 21 9 12 3 5 70 27 12 9 15 9
5 ? 21 8 14 2 4 105 52 29 22 26 16
6 yes 21 6 4 o 2 56 45 36 36 15 12
7 yes 21 7 12 1 3 120 77 52 44 33 22
8 ? 22 8 12 2 4 99 42 21 15 21 12
9 yes 22 6 5 o 2 77 60 47 45 20 15

10 yes 22 7 16 1 3 176 105 68 54 45 28

1 yves 23 7 21 1 3 253 140 87 65 60 35

12 ? 24 8 7 2 4 69 20 7 5 10 5

13 ? 28 7 16 13 288 105 52 30 45 20

14 yes 28 12 11 4 6 63 32 16 16 16 12

15 ? 29 7 12 13 232 77 36 20 33 14

16 yes 31 7 7 1 3 155 42 17 9 18 7

17 ? 33 15 35 6 9 176 45 18 9 27 15

18 ? 33 9 6 103 88 60 41 40 20 15

19 ? 35 7 3 1 3 85 14 3 2 6 2

20 ? 35 14 13 5 8 85 14 3 2 8 4

21 yes 36 16 12 6 8 63 30 13 15 15 12

22 ? 37 9 8 1 3 148 84 50 44 28 18

23 ? 39 i2 22 3 6 247 54 21 9 27 12
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Neumaierovom tablicom posebno su bili motivirani A. R. Calderbank i V. Tonchev, ¢iji
su rezultati opisani u poglavlju [I.3.2] Oni su tablicu prvotno dopunili novim rezultatima
[17,91], a potom i prosirili dopustivim iznimnim parametrima do v < 70 [18,93]. Tablicu
je posljednji dopunio novim rezultatima i objavio M. S. Shrikhande [85]. Tablica sadrzi
78 dopustiva iznimna parametra, od kojih je za 38 egzistencija dizajna u tom trenutku
bila nepoznata.

Od tada postoji nekoliko novih rezultata. P. Kaski i P. R. J. Ostergard su dokazali
da postoji tocno pet dvoravnina reda 9 [55]. Kao posljedicu toga, pokazali su da dizajn
s parametrima 3-(57,12,2) ne postoji. Iz teorema slijedi da tada ne postoji ni
kvazisimetriéni 2-(57,12,11) dizajn s presjecnim brojevima z = 0 i y = 3. M. Harada,
A. Munemasa i V. Tonchev su dokazali da ne postoji kvazisimetri¢ni 2-(37,9, 8) dizajn s
presjecnim brojevima x = 1 iy = 3 [42]. Medu novim rezultatima nalazi se i nas rezultat u
kojem smo koriste¢i Kramer-Mesnerovu metodu konstruirali nove kvazisimetri¢ne dizajne
s parametrima 2-(56, 16, 18), x = 4, y = 6 [64]. Egzistencija kvasimetri¢nih dizajna s tim
parametrima je do tada bila otvoreno pitanje. Vise o njima reéi éemo u poglavlju [3|

U posljednje objavljenoj tablici nalaze se parametri za koje neegzistenciju dizajna
mozemo utvrditi na temelju teorema [I.57} no u tablici ona nije navedena te je pitanje
egzistencije ostalo otvoreno. To su parametri: 2-(52,16,20), * = 4 i y = 7, zatim
2-(56,15,42), x = 3 iy = 6 te 2-(56,21,24), z = 6 1 y = 9. Oni ne zadovoljavaju niti
jedan od nuznih uvjeta teorema za p = 3, iz Cega zakljucujemo da dizajni ne postoje.
Pretpostavljamo da je A. Calderbank [18] previdio navedene parametre te je propust
prenesen i u svim kasnije objavljenim tablicama, ukljucujuéi i Shrikhandeovu tablicu [85].

Osim rezultata o kvazisimetricnim dizajnima s iznimnim parametrima za v < 70,
poznati su i mnogi rezultati za v > 70. Na primjer, poznato je da kvazisimetri¢ni
dizajni s parametrima 2-(78,36,30), * = 15, y = 18, zatim 2-(120,56,55), = = 24,
y = 28 te 2-(136,64,56), © = 28, y = 32 postoje [11,70]. Poznato je da postoje i
dizajni s parametrima 2-(121,13,13), z = 1, y =4 i 2-(127,31,155), z = 7, y = 15 jer
parametri odgovaraju projektivnim dizajnima. Poznati su rezultati i o neegzistenciji nekih
kvazisimetri¢nih 2-dizajna. Na primjer, poznato je da dizajn s parametrima 2-(111, 12, 10),
x =0, y = 2 ne postoji [67,82]. 1z tog razloga smo tablicu dopustivih iznimnih parametara,
kvazisimetri¢nih 2-dizajna prosirili do v < 150 te smo je dopunili sa svim nama poznatim

rezultatima.
Za generiranje tablice koristimo sljedeée korake:

KORAK 1: Generiramo trojke parametara (v,k,\) koje zadovoljavaju nuzne uvjete za
egzistenciju kvazisimetri¢nih 2-dizajna. Iz ¢injenice da je komplement kvazisimetri¢nog
dizajna kvazisimetrican (lema , parametar k£ mozemo ograniciti s 3 < k < v/2. S
obzirom da izostavljamo dizajne s ponovljenim blokovima, kvazisimetri¢ni dizajn ima
najvise b < (g) blokova (korolar |1.31)). 1z toga dobivamo ocjenu A < (S) Trojke (v, k, \)
moraju takoder zadovoljavati uvjet djeljivosti (korolar , iz kojeg slijedi da za dane

25



Poglavlje 1. Kvazisimetri¢ni dizajni

parametre (v, k, \) parametri b i  moraju biti cijeli brojevi, te Fisherovu nejednakost
b > v (teorem . Broj parametara koji zadovoljavaju navedene uvjete jednak je 33 879.
Medu dobivenim parametrima nalaze se i parametri simetri¢nih dizajna koje izostavljamo.

Odbacivsi parametre za koje je v = b dobivamo 33 743 trojki parametara (v, k, A).

KORAK 2: Odbacujemo trojke parametara (v, k,\) kod kojih se dostize ocjena b = (;),
k

2
dizajn kod kojeg je postignuta navedena ocjena dizajn s parametrima 2-(23,7,21), $to su

odnosno \ = ( ) Iz teorema |1.33| i korolara [1.34] slijedi da je jedini kvazisimetri¢ni

parametri deriviranog velikog Wittovog dizajna kao 2-dizajna. U suprotnome, postojali bi
drugi 4-dizajni. Broj parametara koji dostizu ocjenu b = (g), a razli¢iti su od parametara
2-(23,7,21), je 3959.

KORAK 3: Generiramo dopustive parove presjecnih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju nuzne
uvjete. Za preostalih 29 784 trojki (v, k, A) iz koraka 2 trazimo mogucée presjecne brojeve

x iy na nacin da za svaki cijeli broj

k(r—1)
<p< T )
Osos—=

odredimo y takav da je

k(k—1)(A—1)—k(r —1)(z —1)
k(r—1)+1-0 '

Ocjene za presjecne brojeve z i y slijede iz propozicija i Ako je y cijeli broj i par
(x,y) zadovoljava uvjete djeljivosti iz korolara |1.49] dodajemo ga na trojku parametara

y:

(v, k, A). Ukupan broj parametara (v, k, A, z, ) koji zadovoljavaju navedene uvjete je 6 129.

KORAK 4: Odbacujemo petorke parametara (v, k, A, z,y) koje ne zadovoljavaju uvjete iz
teorema , a njih je 107. Uvjet (7) iz teorema odbacuje istih 107 parametara, dok
uvjet (i) odbacuje jos dodatne tri petorke (28, 7,16, 1,3), (29,7,12,1,3) i (118,13,36,1,4).
A. Neumaier je navedene parametre ukljucio u svoju tablicu jer je taj rezultat postao poznat
tek kasnije. S obzirom da tablicu zelimo proSiriti po uzoru na prvu tablicu dopustivih
iznimnih parametara, navedene parametre ne ¢emo odbaciti, ve¢ ¢emo naznaciti da dizajni
s tim parametrima ne postoje. Ovime smo dobili ukupno 6 022 dopustiva parametra za

kvazisimetri¢ne 2-dizajne u slucaju kada je v < 150.

KORAK 5: Odbacujemo petorke parametara (v, k, A, z,y) koje pripadaju klasama kvazi-
simetri¢nih 2-dizajna opisanih u poglavlju [[.4l Od 6022 dobivenih parametara koji za-
dovoljavaju nuzne uvjete za egzistenciju kvazisimetricnih 2-dizajna, 5587 su parametri
visekratnika simetri¢nih 2-dizajna (y = k), 59 su parametri jako rastavljivih 2-dizajna
(x = k —r + A), 113 su parametri Steinerovih 2-dizajna (A = 1), a 24 su parametri
reziduala dvoravnina (A = 2). Neki od njih pripadaju vise od jednoj klasi. Time dobivamo
260 iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150, odnosno Shrikhandevu

tablicu [85] prosirujemo sa 187 novih iznimnih parametara.
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KORAK 6: Generiramo parametre pridruzenih blokovnih grafova SRG(b, a, ¢, d) koristeéi
teorem za sve petorke iznimnih parametara (v, k, A, z,y) dobivenih u koraku 5.

Za generiranje tablice iznimnih parametra za v < 150 prema opisanim koracima 1 - 6

koristili smo softver wxMaxima [97], a kod je prikazan u prilogu [A]

Osim parametara (v, k, A\, z,y) i SRG(b,a,c,d) u tablici navodimo joS parametar r.
Takoder, tablici dodajemo stupce: ‘# D', ‘#QSD’, ‘# SRG’ i 'Nap., pri ¢emu ‘# D’
sadrzi informaciju o broju dizajna do na izomorfizam, ‘# QSD’ sadrzi informaciju o
broju kvazisimetri¢nih dizajna do na izomorfizam, ‘# SRG’ sadrzi informaciju o broju
jako regularnih grafova pridruzenih dizajnima do na izomorfizam te stupac 'Nap. sadrzi

dodatne informacije o (ne)egzistenciji kvazisimetricnih dizajna.

Tablicu smo dopunili poznatim rezultatima, medu kojima su i nasi rezultati o
kojima ¢emo nesto vise reéi u poglavlju 3] a u tablici su oznaceni sivom bojom. Za neke
kvazisimetricne 2-dizajne ¢iji su parametri navedeni u tablici znamo da ne postoje jer
parametri ne zadovoljavaju teoreme i[1.57] a za neke jer ne postoje njima pridruzeni
blokovni grafovi. Informacije o broju jako regularnih grafova preuzeli smo iz Brouwerove
tablice [13]. Ukoliko ne postoji informacija za bilo koji od navedenih stupaca ‘# D’,
‘HQSD’ ili ‘# SRG’, upisali smo ‘7. Vise o stupcu ‘# D’ re¢i ¢emo u potpoglavlju [2.5]

Tablica 1.3: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150

RBr. v kA Ty r b a c d #D #QSD | #SRG Nap.
1 19 7 7 1 3 21 57 42 31 30 >1 0 0 [17.(74]
2 19 9 16 3 5 36 76 45 28 24 > 1016 0 0 [17]
3 20 8 14 2 4 38 95 54 33 27 >1 0 0 [20]
4 12010 18 |4 6| 38 | 76 35 18 14 | >10'6 0 0 120]
5 21 6 4 0 2 16 56 45 36 36 >1 1 1 [91]
6 21 7 12 |1 3| 40 | 120 77 52 44 | >10'8 1 1 191]
7 21 8 14 2 4 40 1056 52 29 22 >1 0 ? [17]
8 21 9 12 3 5 30 70 27 12 9 > 10* 0 >1 [17]
9 22 6 5 0 2 21 7T 60 47 45 >3 1 1 [96]
10 22 7 16 1 3 56 176 105 68 54 >8 1 1 [91]
11 22 8 12 2 4 36 99 42 21 15 >1 0 ? [17]
12 23 7 21 1 3 7 253 140 87 65 > 15 1 >1 [96]
13 24 8 7 2 4 23 69 20 7 5 >1 0 ? [16]
14 28 7 16 1 3 72 288 105 52 30 >1 0 ? [19L91]
15 28 12 11 | 4 6 | 27 63 32 16 16 | >58891 | >58891 >1 (64]
16 29 7 12 1 3 56 232 77T 36 20 > 1518 0 ? [19,91)
17 31 7 1 3 35 155 42 17 9 >5 ) >1 [90]
18 33 9 1 3 24 88 60 41 40 > 3376 0 ? [17]
19 33 15 35 6 9 80 176 45 18 9 ? ? >1
20 35 7 3 1 3 17 8 14 3 2 >2 0 ? [17]
21 35 14 13 5 8 34 8 14 3 2 >1 ? ?

22 36 16 12 | 6 8 | 28 63 30 13 15 | >522079 | >522079 | >1 [64]
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Tablica 1.3: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150

RBr. | v k£ A Ty r b a c d #D #QSD | #SRG Nap.
23 37 9 8 1 3 36 148 84 50 44 > 1037 0 ? [42]
24 39 12 22 3 6 76 247 54 21 9 ? ? >1
25 41 9 9 1 3| 45 205 96 50 40 >1 ? ?

26 41 17 34 | 5 8 85 205 136 93 84 >2 0 ? [18]
27 41 20 57 8 11| 120 246 140 85 72 >1 ? ?

28 42 18 51 6 9 | 123 | 287 160 96 80 ? ? ?

29 42 21 60 | 9 12| 123 | 246 119 64 51 >2 7 ?

30 43 16 40 | 4 7 | 112 | 301 192 128 112 > 143 ? ?

31 43 18 51 6 9| 126 | 301 150 83 66 >5 0 ? [18]
32 45 9 8 1 3 44 220 84 38 28 >2 1 >1 [414/90]
33 45 15 42 3 6| 132 | 396 260 178 156 >9 ? ?

34 45 18 34 | 6 9 88 220 84 38 28 > 10 7 >1

35 45 21 70 | 9 13| 154 | 330 63 24 9 > 297 ? >1

36 46 16 8 4 6 24 69 48 32 36 >1 ? ?

37 46 16 72 4 7 | 216 | 621 320 184 144 > 229 ? ?

38 49 9 6 1 3 36 196 60 23 16 > 49 > 49 >1 [10]
39 49 13 13 1 4| 52 196 156 125 120 >1 7 7

40 49 16 45 | 4 7 | 144 | 441 176 85 60 >2 7 ?

41 51 15 7 3 5 25 8 54 33 36 ? 0 ? [17]
42 51 21 14 | 6 9 35 8 70 57 60 ? 0 ? [18]
43 52 16 20 | 4 7| 68 | 221 64 24 16 ? 0 >1 Tm/1.57
44 55 15 7 3 5 27 99 48 22 24 7 7 >1

45 55 15 63 3 6| 243 | 891 320 148 96 7 7 7

46 55 16 40 | 4 8| 144 | 495 78 29 9 >5 ? >1

47 56 12 9 0 3| 45 210 176 148 144 ? ? ?

48 56 15 42 3 6| 165 | 616 205 90 57 > 77 0 ? Tm]1.57
49 56 16 6 4 6 22 77 16 4 > 1410 | > 1410 1 [7_3]
50 56 16 18 | 4 8 | 66 | 231 30 3 >4 >4 >1 [64]
51 56 20 19 5 8 55 154 105 72 70 ? 7 ?

52 56 21 24 | 6 9 | 66 176 105 64 60 ? 0 ? Tm
53 57 9 3 1 3 21 133 24 5 4 >1 ? ?

54 57 12 11 0 3 56 266 220 183 176 ? 0 ? [55]
55 57 15 30 | 3 6 | 120 | 456 140 58 36 7 7 ?

56 57 21 10 79 28 76 21 2 7 ? 0 0 [40]
57 57 21 25 6 9 70 190 105 60 55 ? ? ?

58 57 24 23 9 12| 56 133 44 15 14 ? 0 ? [18]
59 57 27 117 | 12 17| 252 | 532 81 30 9 >1 0 >1 [18]
60 60 15 14 | 3 6 59 236 55 18 11 7 ? ?

61 60 30 58 | 14 18| 118 | 236 55 18 11 >1 0 7 [20]
62 61 21 21 6 9 63 183 70 29 25 >1 7 >1

63 61 25 160 | 9 13| 400 | 976 300 128 76 ? ? ?

64 63 15 35 3 7] 155 | 651 90 33 9 >1 >1 >1 PG3(5,2)
65 63 18 17 | 3 6 62 217 150 105 100 ? ? ?

66 63 24 92 8 12| 248 | 651 182 73 42 7 7 ?
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Tablica 1.3: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150

RBr. | v k£ A Y r b a c d #D #QSD | #SRG Nap.
67 64 24 46 12 126 | 336 80 28 16 | >30264 | >30264 >1 [29]
68 65 20 19 8 64 208 75 30 25 ? ? >1
69 66 30 29 |12 15| 65 143 72 36 36 > 10000 | > 10000 >1 [64]
70 69 18 30 3 6| 120 | 460 255 150 130 ? ? ?

71 69 33 176 | 15 21| 374 | 782 99 36 9 ? 0 >1 [17]
72 70 10 6 0 2 46 322 225 160 150 ? ? ?

73 70 30 58 | 10 14| 138 | 322 225 160 150 ? ? ?

74 71 14 39 2 5| 210 | 1065 266 103 54 >4 ? ?

75 71 31 93 | 11 15| 217 | 497 310 201 180 >95 ? ?

76 71 35 136 | 15 19| 280 | 568 315 186 160 > 490 ? ?

7 72 18 34 3 6| 142 | 568 279 150 124 ? ? ?

78 72 32 124 | 12 16| 284 | 639 350 205 175 ? ? ?

79 72 36 140 | 16 20| 284 | 568 279 150 124 ? ? ?

80 73 10 15 1 4| 120 | 86 105 38 9 ? ? >1

81 73 28 126 | 10 16| 336 | 876 105 38 9 ? ? >1

82 73 32 124 | 12 16| 288 | 657 328 179 148 > 14 ? ?

83 75 27 117 | 9 15| 333 | 9256 108 39 9 ? ? >1

84 76 16 12 1 4 60 285 220 171 165 ? ? ?

85 76 26 52 6 10| 156 | 456 325 236 220 ? ? ?

86 76 30 116 | 10 14| 300 | 760 345 176 140 ? ? ?

87 76 36 21 | 16 18| 45 95 40 12 20 ? 0 0 12]
88 76 36 42 | 16 20| 90 190 45 12 10 ? ? ?

89 76 36 105 | 16 21| 225 | 475 96 32 16 ? ? >1

90 70 33 24 | 12 15| 57 133 88 57 60 ? ? ?

91 78 26 100 10| 308 | 924 611 418 376 ? ? ?

92 78 28 216 12| 616 | 1716 875 490 400 ? ? ?

93 78 33 64 | 13 18| 1564 | 364 66 20 10 ? 0 ? Tml1.57
94 78 36 30 |15 18| 66 | 143 70 33 35 | >10000 | > 10000 >1 [62]
95 79 19 57 4 9| 247 | 1027 114 41 9 > 22 ? >1

96 81 30 290 | 10 15| 800 | 2160 476 178 &4 >1 ? ?

97 81 39 247 | 18 25| 520 | 1080 117 42 9 > 452 ? >1

98 84 28 54 8 12| 166 | 498 161 64 46 ? ? ?

99 8 15 4 1 3 24 136 105 80 &4 ? ? ?

100 8 15 6 0 36 204 175 150 150 ? ? ?

101 8 35 34 |10 15| &4 204 175 150 150 ? ? ?

102 85 40 52 | 16 20| 112 | 238 162 111 108 ? ? ?

103 85 40 130 | 15 20| 280 | 595 450 345 325 ? ? ?

104 87 24 92 6 12| 344 | 1247 126 45 9 ? ? >1

105 88 22 14 2 6 58 232 198 169 168 ? ? ?

106 88 28 63 13| 203 | 638 112 36 16 ? 0 >1 Tml1.57
107 88 33 32 13| 87 232 198 169 168 ? 0 ? Tm)1.57
108 88 40 65 | 16 20| 145 | 319 168 92 &4 ? ? ?

109 91 21 18 6 81 351 210 129 120 ? ? ?

110 91 26 160 10| 576 | 2016 715 314 220 ? ? ?
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Tablica 1.3: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150

RBr. | v k£ A Y r b a c d #D #QSD | #SRG Nap.
111 | 91 28 18 10| 60 195 98 49 49 ? 0 >1 Tm{l.57
112 | 91 35 51 14| 135 | 351 320 292 288 ? 0 0 Tm{l.57
113 | 91 35 51 | 11 15| 135 | 351 210 129 120 ? ? ?

114 91 36 56 12 16 | 144 364 198 112 102 >3 ? ?

115 | 91 39 19 | 15 17| 45 105 78 55 66 ? 0 1 Tm{1.56
116 | 91 40 52 |16 20| 120 | 273 102 41 36 ? 7 >1

117 | 92 26 100 | 6 10| 364 | 1288 429 180 124 ? 7 ?

118 | 92 27 108 | 7 12| 378 | 1288 234 80 34 ? 0 ? Tm{l.57
119 | 93 18 51 8 | 276 | 1426 135 48 9 ? ? ?

120 | 93 30 145 16 | 460 | 1426 135 48 9 ? ? ?

121 | 93 45 330 | 21 29| 690 | 1426 135 48 9 7 7 ?

122 | 93 45 825 | 20 25| 1725 | 3565 1260 555 385 ? ? ?

123 | 96 36 42 | 12 16| 114 | 304 108 42 36 ? ? >1

124 | 96 40 78 | 16 24| 190 | 456 35 10 2 ? 0 0 [13]
125 | 99 15 5 1 3 35 231 140 85 84 ? 0 ? Tm{1.56
126 | 99 36 20 | 12 15| 56 154 48 12 16 7 7 ?

127 | 100 12 5 0 2| 45 375 264 188 180 ? 7 7

128 | 100 36 105 | 12 18| 297 | 825 128 40 16 ? 0 >1 Tm{l.57
129 | 101 20 19 2 5 | 100 | 505 324 213 198 >1 ? ?

130 | 101 21 21 1 5| 105 | 505 420 351 340 >1 ? ?

131 101 21 21 6 105 505 224 108 92 >1 ? ?

132 | 101 25 96 9 | 400 | 1616 475 186 120 > 564 7 7

133 | 101 45 99 | 15 21| 225 | 505 420 351 340 > 119 0 ? Tm{1.56
134 | 103 28 126 14| 476 | 1751 150 53 9 ? ? ?

135 | 105 25 30 9 | 130 | 546 125 40 25 ? ? >1

136 | 105 40 18 | 14 16| 48 126 65 28 39 ? ? >1

137 | 105 40 54 | 10 16| 144 | 378 325 280 275 7 7 >1

138 | 105 51 425 | 24 33| 884 | 1820 153 54 9 ? 7 ?

139 | 106 30 58 6 10| 210 | 742 456 290 264 ? 7 ?

140 | 106 42 41 | 14 18| 105 | 265 168 107 105 ? ? ?

141 | 106 50 105 | 20 25| 225 | 477 336 240 228 ? 0 ? Tm]1.57
142 109 25 50 5 10| 225 981 140 43 16 >4 ? >1

143 | 109 49 196 | 19 24 | 441 | 981 588 367 330 > 14 ? ?

144 | 109 49 196 | 21 28 | 441 | 981 140 43 16 > 14 7 >1

145 | 109 54 265 | 24 29| 540 | 1090 594 343 300 >3 ? ?

146 | 110 20 38 51 218 | 1199 648 372 324 ? ? ?

147 | 110 30 87 10| 327 | 1199 648 372 324 ? ? ?

148 110 50 245 | 20 25| 545 | 1199 648 372 324 ? ? ?

149 | 110 55 270 | 25 30| 545 | 1090 539 288 245 ? 7 ?

150 | 111 12 10 | 0 2 | 100 | 925 594 393 360 ? 0 ? [67./82]
151 | 111 21 14 | 3 77 | 407 126 45 36 ? ? >1

152 | 111 27 117 | 6 13| 495 | 2035 162 57 9 ? ? ?

153 | 111 45 150 | 15 20| 375 | 925 594 393 360 ? ? ?

154 | 111 50 245 | 20 25| 550 | 1221 610 329 280 7 ? 7
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1.5. Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna

Tablica 1.3: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150

RBr. | v k£ A Ty r b a c d #D #QSD | #SRG Nap.

155 | 112 12 11 0 2| 111 | 1036 660 434 396 ? ?
156 | 112 28 9 6 8 37 148 63 22 30 ?
157 | 113 43 129 | 13 18| 344 | 904 602 411 380
158 | 113 50 175 | 20 25| 400 | 904 378 177 144
159 | 114 24 184 | 4 8 | 904 | 4294 1125 420 250
160 | 114 54 954 | 24 30 | 2034 | 4294 1125 420 250
161 | 115 20 16 0 4 96 952 475 410 400
162 | 115 20 54 2 5 | 324 | 1863 912 486 408
163 | 115 24 92 4 8 | 456 | 2185 546 197 116
164 | 115 40 52 | 10 15| 152 | 437 336 260 252
165 | 115 45 330 | 15 20| 855 | 2185 1134 633 540
166 | 115 52 442 | 22 28 | 988 | 2185 546 197 116
167 | 116 20 19 0 4 | 115 | 667 570 489 475
168 | 116 20 57 2 5 | 345 | 2001 960 504 420
169 | 116 24 60 4 8 | 300 | 1450 345 120 70
170 | 116 36 63 6 12| 207 | 667 570 489 475
171 | 116 46 225 | 16 21 | 575 | 1450 644 318 260

v
~J

Tm|1.57

172 | 116 50 980 | 20 26 | 2300 | 5336 1375 510 300 Tm|l.57
173 | 116 56 154 | 21 28 | 322 | 667 570 489 475 Tm{l.57
174 | 117 13 3 1 3 29 261 52 11 10 Tm|1.56

175 | 117 29 210 | 5 9 | 870 | 3510 1914 1113 960
176 | 117 30 &0 6 10| 320 | 1248 522 246 198
177 | 117 42 287 | 12 17| 812 | 2262 1386 885 792
178 | 117 45 275 | 15 20| 725 | 1885 864 438 360
179 | 117 52 51 | 22 27| 116 | 261 52 11 10
180 | 117 57 532 | 27 37| 1102 | 2262 171 60 9

181 | 118 13 36 1 4] 351 | 3186 455 148 51

182 | 118 28 &4 4 8 | 364 | 1534 1008 682 624
183 | 118 40 100 | 10 15| 300 | 885 624 448 420
184 | 118 43 602 | 13 18 | 1677 | 4602 2451 1400 1197

R TG T, P, S, P, S, S T I R RN, B, S, R o O NG S P R

S S e "I RS IS B an S B B i e R e R e R e e A == i e R R B B B R I . e "I B e BN |

v v ) VIV v 0D D D D N ) D D D emD m) D D D emD m) m) D D D md) m) D D D emD m) ) D D emD) em) D D D emD e
—_ = —_ =

185 | 118 45 220 | 15 20| 585 | 1534 657 316 255 Tm]1.57
186 | 120 24 23 4 8| 119 | 595 114 33 19 >3

187 | 120 30 58 6 10| 238 | 952 351 150 117 ?

188 | 120 36 30 8§ 12| 102 | 340 231 158 154 ?

189 | 120 40 195 | 10 15| 595 | 1785 1184 808 740 >2

190 | 120 45 132 | 15 20| 357 | 952 351 150 117 ?

191 120 48 94 | 18 24| 238 | 595 114 33 19 ?

192 | 120 50 35 | 20 25| 85 204 28 2 4 ?

193 | 120 56 55 | 24 28| 119 | 255 128 64 64 | >14668 | > 14668 [9,139]

194 | 121 13 13 1 4| 130 | 1210 156 47 16 >1 >2 PGy(4,3)
195 | 121 46 69 | 16 21 | 184 | 484 138 47 36 ? ?

196 | 123 48 376 | 18 28 | 976 | 2501 180 63 9 ? ?

197 | 124 24 46 4 9 | 246 | 1271 160 48 16 ? ?

198 | 124 40 130 | 12 19| 410 | 1271 160 48 16 ? 0 Tml1.57
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Tablica 1.3: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150

RBr. | v k£ A Ty r b a c d #D #QSD | #SRG Nap.
199 | 124 60 295 | 28 36 | 615 | 1271 160 48 16 ? ? >1

200 | 125 20 57 2 5| 372 | 2325 924 423 330 > 68 ? ?

201 | 125 45 99 |15 21| 279 | 775 150 45 25 >95 ? >1

202 | 126 30 29 6 10| 125 | 525 144 48 36 ? ? >1

203 | 127 15 5 1 3 45 381 140 55 49 ? ? ?

204 | 127 31 155 | 7 15| 651 | 2667 186 65 9 > 969 >1 >1 PG4(6,2)
205 | 127 36 40 8 12| 144 | 508 273 152 140 ? ? ?

206 | 127 37 74 7 121 259 | 889 666 505 480 >3 0 ? TmJ1.57
207 | 127 42 205 | 12 17| 630 | 1905 714 313 240 >19 ? ?

208 | 127 57 76 |22 27| 171 | 381 266 187 182 ? 0 ? Tm|{1.57
209 | 129 21 70 3 9| 448 | 2752 189 66 9 ? ? ?

210 | 129 45 330 | 15 25| 960 | 2752 189 66 9 ? ? ?

211 | 129 63 651 | 30 41| 1344 | 2752 189 66 9 ? 0 ? Tm]1.57
212 | 130 13 4 1 4 43 430 39 3 ? 0 ? Tm|1.57
213 | 130 39 38 | 11 18| 129 | 430 39 3 ? 0 ? Tm]1.57
214 | 130 52 68 | 20 28| 172 | 430 39 3 ? ? ?

215 | 130 60 118 | 25 30| 258 | 559 294 161 147 ? ? ?

216 | 131 20 38 2 5| 260 | 1703 592 246 184 >6 ? ?

217 | 133 13 26 1 5| 286 | 2926 195 68 9 ? ? ?

218 | 133 55 495 | 22 33| 1210 | 2926 195 68 9 ? ? ?

219 | 133 63 93 | 28 33| 198 | 418 147 56 49 ? 0 ? Tm|1.57
220 | 134 20 30 5 | 210 | 1407 456 180 132 ? ? ?

221 | 135 36 210 18| 804 | 3015 198 69 9 ? ? ?

222 | 136 40 13 | 10 12| 45 153 120 91 105 ? 0 1 [27]
223 | 136 40 325 | 10 15| 1125 | 3825 1344 568 420 ? ? ?

224 | 136 48 188 | 16 24| 540 | 1530 176 52 16 ? ? ?

225 | 136 64 56 | 28 32| 120 | 255 126 61 63 | >14668 | > 14668 >1 19,139]
226 | 136 64 840 | 28 34 | 1800 | 3825 1344 568 420 ? ? ?

227 | 137 40 195 | 10 15| 680 | 2329 776 315 230 > 364 ? ?

228 | 139 23 88 3 7| 552 | 3336 667 218 112 ? ? ?

229 | 139 51 425 | 18 29| 1173 | 3197 204 71 9 ? ? ?

230 | 140 20 19 2 5| 139 | 973 272 96 68 ? 0 ? Tml1.57
231 | 140 40 78 | 10 15| 278 | 973 272 96 68 ? ? ?

232 | 140 56 550 | 21 28| 1390 | 3475 690 225 115 ? ? ?

233 | 140 60 177 | 24 30| 417 | 973 272 96 68 ? 0 ? Tm]1.57
234 | 141 15 4 3 40 376 105 32 28 ? ? ?

235 | 141 36 24 12| 96 376 105 32 28 ? ? ?

236 | 141 45 33 15| 105 | 329 288 252 252 ? ? ?

237 | 141 50 105 | 15 20| 300 | 846 455 256 231 ? ? ?

238 | 141 56 154 | 21 28| 392 | 987 170 49 25 ? ? >1

239 | 141 57 1140 | 21 27| 2850 | 7050 2394 993 720 ? 0 ? Tm]1.56
240 | 141 60 118 | 24 30| 280 | 658 162 51 36 ? 0 >1 Tm]1.56
241 | 141 69 782 | 33 45| 1610 | 3290 207 72 9 ? ? ?

242 | 144 27 12 3 6 66 352 234 156 154 ? ? ?
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1.5. Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna

Tablica 1.3: Tablica iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna za v < 150

RBr. | v k A Y r b a c d #D #QSD | #SRG Nap.
243 | 144 34 51 4 9| 221 | 936 748 602 580 ? 0 ? Tm]1.57
244 | 144 39 190 | 9 14| 715 | 2640 819 318 225 ? ? ?

245 | 144 40 135 | 10 16| 495 | 1782 325 100 50 ? ? ?

246 144 45 20 12 15 65 208 132 81 88 ? ? >1

247 | 145 25 20 1 5| 120 | 696 570 469 456 ? ? ?

248 | 145 40 78 | 10 16| 288 | 1044 175 50 25 ? ? >1

249 | 145 45 66 9 15| 216 | 696 570 469 456 ? ? ?

250 | 145 55 33 | 20 25| 88 232 33 2 5 ? 0 ? Tm{l.57
251 | 145 55 396 | 19 25| 1056 | 2784 858 332 234 ? ? ?

252 | 145 65 52 | 25 30| 117 | 261 208 165 168 ? 0 ? Tm{l.57
253 | 145 70 161 | 28 35| 336 | 696 570 469 456 ? ? ?

254 | 147 48 376 | 15 26 | 1168 | 3577 216 75 9 ? 0 ? Tm{l.57
255 | 147 63 93 | 21 28| 219 | 511 432 366 360 ? 0 ? Tm{l.57
256 | 148 22 11 4 77 | 518 385 288 280 ? 0 ? Tm]1.57
257 | 148 36 15 12| 63 259 42 5 7 ? ? ?

258 | 148 36 105 15| 441 | 1813 192 56 16 ? 7 ?

259 | 148 50 75 | 15 20| 225 | 666 245 100 &4 ? ? 7

260 | 149 53 689 | 17 23| 1961 | 5513 1696 660 460 >1 0 ? Tm{l.57

Nakon popunjavanja tablice sa svim nama poznatim rezultatima, u tablici je preostalo

172 iznimnih parametara za koje egzistencija kvazisimetri¢nih dizajna nije poznata.
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POGLAVLJE 2

Konstrukcija dizajna sa zadanim
grupama automorfizama

Za mnoge kombinatoricke strukture, medu kojima su i dizajni, proucava se djelovanje
grupa koje ih preslikavaju same u sebe. Metode za konstrukciju dizajna koje opisujemo u
disertaciji temelje se na pretpostavci da na dizajn djeluje neka grupa automorfizama.

Slika dizajna s parametrima 2-(7,3,1) iz primjera je geometrijsko-kombinatorna
struktura koju mozemo promatrati kroz izometrije euklidske ravnine koje ga preslikavaju
u samoga sebe. One induciraju automorfizme dizajna. Na primjer, rotacija oko sredisnje
tocke za 120° odgovara automorfizmu reda 3, zrcaljenje s obzirom na tri osi simetrije
trokuta odgovaraju involutornim automorfizmima. No, postoje automorfizmi tog dizajna
koji nisu inducirani izometrijama ravnine.

U drugom poglavlju prikazani su osnovni pojmovi i dan je pregled glavnih rezultata iz
podrudja teorije grupa (potpoglavlje , opisane su permutacijske grupe koje imaju vaznu
ulogu u promatranju djelovanja grupe na dizajn (potpoglavlje te je posebna pozornost
posveéena grupama automorfizama dizajna (potpoglavlje . Osim toga, opisana je
Kramer-Mesnerova metoda za konstrukciju dizajna (potpoglavlje uz pomo¢ koje su
konstruirati 2-dizajni ¢iji parametri odgovaraju iznimnim parametrima kvazisimetri¢nih

dizajna koji su dani u tablici (potpoglavlje .

2.1 Osnovni pojmovi iz teorije grupa

U ovom poglavlju prikazani su osnovni pojmovi, definicije i teoremi iz podrucja teorije
grupa koji se koriste u disertaciji, a dostupni su u [31] i [6§].

Neka je G grupa s binarnom operacijom - : G x G — G.
Definicija 2.1. Red grupe G, u oznaci |G|, je kardinalni broj skupa G. KaZemo da je

grupa G konacéna i reda n ako je |G| =n, za nekin € N, inace kaZemo da je grupa G

beskonacna.
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Poglavlje 2. Konstrukcija dizajna sa zadanim grupama automorfizama

U disertaciji ¢emo se ograniciti na konacne grupe.

Definicija 2.2. Za S C G kaZemo da je skup generatora grupe G i pisemo G = (S),
ako se svaki element grupe G moze prikazati kao produkt elemenata ili inverza elemenata

iz skupa S, tj. ako je

G=(S)={ay--a, |2 €S iliz;' €8S, n €N}

Grupa G = (z) koja je generirana jednim elementom zove se ciklicka grupa. Poznato
je da je svaka ciklicka grupa konacnog reda n € N izomorfna grupi (Z,, +), pri ¢emu je Z,
skup ostataka pri dijeljenju elemenata skupa Z s n, a operacija “+ " je operacija zbrajanja

modulo n.

Definicija 2.3. Neka je H < G ig € G. Skup gH = {gh | h € H} naziva se lijeva
klasa podgrupe H odredena elementom g, a skup Hg = {hg | h € H} naziva se
desna klasa podgrupe H odredena elementom g. Skup svih lijevih klasa podgrupe H

oznacavamo s G/H = {gH | g € G}, a skup svih desnih klasa podgrupe H oznacavamo s
H\G={Hg|geG}.

Lako se pokaze da su dvije lijeve klase g1 H i goH, pri ¢emu je H < G i g1, 92 € G, ili
disjunktne ili jednake. Analogno vrijedi i za desne klase. Susjedne klase su jednakobrojne.
Poznato je da je kardinalni broj skupova lijevih i desnih klasa neke pogrupe H < G

jednak jer je preslikavanje ¢ : G/H — H \ G definirano s ¢)(¢gH) = Hg™ ' bijekcija.

Definicija 2.4. Kardinalni broj skupa lijevih klasa G/H naziva se indeks podgrupe H

u G i oznacava |G : HJ.

Jedan od temeljnih rezultata teorije grupa je teorem koji kaze da red podgrupe H bilo

koje konacne grupe G dijeli red od GG. Teorem je poznat po imenu Lagrangeov teorem.
Teorem 2.5. (Langrange) Neka je G konacna grupa i H < G. Tada je
Gl =[G+ H]-|H].
Nadalje, u teoriji grupa proucavaju se preslikavanja izmedu grupa koja ¢uvaju operaciju,

tj. homomorfizmi. U ovoj disertaciji spominju se preslikavanja koja zovemo izomorfizam i

automorfizam.

Definicija 2.6. Neka su G i G' dvije grupe. Preslikavanje ¢ : G — G’ koje je bijek-
cija i homomorfizam, tj. za koje vrijedi da je o(xy) = @(x)p(y), ¥V z,y € G, zove se

izomorfizam.

Za grupe G i G’ kazemo da su izomorfne, i piSemo G = G’, ako postoji izomorfizam
0:G— G
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2.1. Osnovni pojmovi iz teorije grupa

Definicija 2.7. Neka je G grupa. Preslikavanje ¢ : G — G koje je izomorfizam zove se

automorfizam.

Skup svih automorfizama od G oznacavamo s Aut (G). Za proizvoljnu grupu G, Aut (G)
je takoder grupa, uz operaciju komponiranja. Iz tog razloga za Aut (G) kazemo da je

grupa automorfizama od G.
Grupe koje promatramo u disertaciji su konac¢ne i ¢esto su nastale kao direktan produkt
ili semidirektan produkt nekih jednostavnijih grupa.

Definicija 2.8. Neka su G ¢ H grupe. Direktan produkt grupa G i H je grupa koju
¢ini skup G x H ={(g,h) | g € G,h € H} s obzirom na operaciju

(g1, h1) - (g2, h2) = (9192, h1h2).

Za grupu G x H vrijedi sljedece:
 neutralni element je eqxpy = (eq, €n),
inverzni element od (g,h) € G x H je (g,h)™' = (g7, A7),

G x H je Abelova ako i samo ako su G i H Abelove grupe,

G x H| = |G- |H],

postoji izomorfizam G = Gxeg < GxH i H = eqgx H < G x H, te uz identifikaciju
G=GxegiH=egx Hslijedida je G,H <G x H, stovise G,H <1 G x H.

Analogno bismo definirali direktan produkt proizvoljne konacne familije grupa {G1, ..., G, }.

Definicija 2.9. Neka su G © H grupe te neka je zadan neki homomorfizam ¢ : H —
Aut (G), pri cemu je p(h) := ¢, € Aut (G), h € H. Semidirektan produkt grupa G
i H je grupa koju ¢ini skup G x H ={(g,h) | g € G,h € H} s obzirom na operaciju

(g1, P1) * (g2, h2) = (9100, (92), hahz).

Oznaka za direktan produkt grupa G'i H je G'x H, a za semidirektan produkt G' <, H,

ili samo G x H ako znamo o kojem homomorfizmu ¢ se radi.

Za grupu G x, H vrijedi sljedece:

« neutralni element je eqy.,z = (€q,en),

e inverzni element od (g,h) € G x H je (g,h)™' = (pp-1(g71),h™ 1),

e G % H je Abelova ako i samo ako su G i H Abelove grupe te ako je ¢ trivijalni
homomorfizam koji sve elemente iz H preslikava u identitetu (neutralni element od
Aut (@),

« |Gx H[= |G| [H],

» postoji izomorfizam G = G X,eqg < G X, Hi H = eqx, H< G x, H, te uz
identifikaciju G = G X, eg i H = eg X, H slijedidaje G <G x, H,a H <G x, H.
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Semidirektan produkt G x, H je generalizacija direktnog produkta G x H te uz trivijalni

homomorfizam ¢ vrijedi:

Gx,H=Gx H.

U metodama koje koristimo u disertaciji za konstrukeciju dizajna sa zadanim grupama
automorfizama, bitan je izbor djelovanja grupe na skup tocaka i blokova. Djelovanje grupe

na nekom skupu opéenito mozemo formalizirati na sljedeé¢i nacin:

Definicija 2.10. Neka je G grupa i neka je X neki neprazan skup. Djelovanje grupe
G na skup X je preslikavanje

GxX— X, (g,2) — g(z)

koje zadovoljava sljedeca svojstva:
(i) e(z) =x, Ve e X,
(it) (gh)(z) = g(h(z)), Vg,h € G i Vx € X.

Djelovanjem grupe G na nekom skupu X elementi g € G tocke skupa X preslikavaju
u tocke tog istog skupa. Iz tog razloga ima smisla promatrati u sto sve elementi grupe G

preslikavaju ¢vrstu tocku x € X, te koji elementi iz grupe G preslikavaju x u samog sebe.

Definicija 2.11. Neka je G grupa koja djeluje na neprazan skup X. Orbita elementa
x € X je skup G
z ={g(z) | g € G},

a stabilizator elementa © € X je skup
Go ={9€Glyg(z) ==z}

Vazna svojstva orbite i stabilizatora nekog elementa z € X na kojeg djeluje neka grupa

G iskazana su u sljede¢em teoremu. Dokaz teorema moze se naéi u [31].

Teorem 2.12. Neka je G grupa koja djeluje na neprazan skup X i neka su g,h € G i
x,y € X. Tada vrijedi:
(i) Dvije orbite % i y© su ili jednake ili disjunktne te skup svih orbita ¢ini particiju
skupa X.
(ii) Stabilizator G, je podgrupa grupe G i vrijedi da je G, = g~'G.g, gdje je y = g(z).
Stovise, vrijedi da je g(x) = h(z) ako i samo ako je G,g = Gh.
(iii) (Teorem o orbiti i stabilizatoru) Vrijedi da je |v¢| = [G : G,], za sve x € X.

Posebno, ako je grupa G konacna, onda vrijedi da je

Gl = 291 - |Gl.

Osim toga, postoji veza izmedu broja orbita neke konacne grupe koja djeluje na

konac¢nom skupu i broja fiksnih tocaka njezinih elemenata, a iskazana je sljedeCom lemom:
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2.2. Permutacijske grupe

Lema 2.13. (Burnside) Neka je G konacna grupa koja djeluje na konacnom skupu X .

Ako s m oznacimo broj orbita, a s fix(g) = {x € X | g(x) =z}, onda vrijedi

G| -m = lfix(g)l-

geG

Burnsideova lema poznata je jos kao Cauchy-Frobeniusova lema, a njezin dokaz se
moze naéi u [31]. Djelovanja grupe G na nekom skupu X mogu imati dodatna svojstva, a
vise o njima rec¢i ¢emo kasnije prilikom opisivanja nekih specijalnih grupa pomoc¢u kojih
smo konstruirali (kvazisimetri¢ne) dizajne u potpoglavljima i .

2.2 Permutacijske grupe

Grupa automorfizama dizajna djeluje kao permutacijska grupa na skupu njegovih
tocaka i na skupu njegovih blokova. U ovom poglavlju opisane su permutacijske grupe i

navedena su neka njihova svojstva, a koja su dostupna u [24], [31] i [49].

Definicija 2.14. Neka je X neprazan skup. Svako bijektivno preslikavanje o : X — X

zove se permutacija skupa X .

Skup svih permutacija skupa X oznac¢avamo sa S(X). Skup S(X) je grupa s ob-
zirom na operaciju kompozicije funkcija i naziva se simetriéna grupa na skupu X.
Ako je G < S(X), onda kazemo da je G permutacijska grupa na skupu X. Ako je
X ={1,2,...,n}, n € N, onda je |S(X)| = n!. Tada za grupu S(X) kazemo da je sime-

tricna grupa stupnja n i oznacavamo je S,.

Jedan od nacina prikaza permutacije o € S, je u eksplicitnom obliku

1 2 ... 0n
o= )
o(1) o(2) ... a(n)
Prvi redak matrice prikazuje elemente skupa X, a drugi redak njihove slike pri preslikava-

nju o. Drugi nacin prikaza permutacija je kao produkt disjunktnih ciklusa.

Definicija 2.15. Neka je X = {1,2...,n} skup i neka su iy,is,..., i, € X medusobno

razliciti. Permutacija o € S, takva da je

O'(k') = ]{Z, Vke X \ {il,i27. .o ,7:7«},
zove se r-ciklus (ili ciklicka permutacija duljine r) i oznacava o = (iy, iz, ... ,0,).
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Ciklus duljine 2 zove se transpozicija. Svaki r-ciklus (i1, s, . .., 7,) moZe se napisati

kao produkt transpozicija

(ila 7:2) .. 72.7’) — (ila 7:7‘)(2.17 7:7’—1) ... (ih 22)
Iz definicije r-ciklusa jasno je da

(ilvi% cee 7Z.r—17i7‘) = (2.27 Z.37 s 71.7‘7 Zl) = ... = (/L.T" il? cee 72.7“—277;7"—1)-
Dva ciklusa su disjunktna ako nemaju zajednickih nefiksnih elemenata.
Teorem 2.16. Svaka permutacija moze se prikazati kao produkt disjunktnih ciklusa.

Ciklicka faktorizacija jedinstvena je do na poredak ciklickih permutacija i umetanje ili

ispustanje ciklickih permutacije duljine 1 koje predstavljaju identitetu.
Korolar 2.17. Svaka permutacija moZe se prikazati kao produkt transpozicija.

Faktorizacija na transpozicije nije jedinstvena, no moze se pokazati da je njezina
parnost jedinstvena. Za permutaciju kazemo da je parna (neparna) ako se moze zapisati
kao produkt parnog (neparnog) broja transpozicija. Skup svih parnih permutacija u S,
n € N zove se alterniraju¢a grupa A,. Grupa A, je normalna podgrupa od S, te je

njezin red jednak |A,| = 1[S,|.

Djelovanje neke grupe G na nekom nepraznom skupu X mozemo poistovjetiti s permu-

tacijskom reprezentacijom grupe G na skupu X, tj. s homomorfizmom ¢ : G — S(X).

Teorem 2.18. Grupa G djeluje na skupu X ako i samo ako postoji homomorfizam
0 :G— S(X), o(g) :== fy, pri cemu je f,(x) = g(x), Vg € G, Vo € X.

Grupa G djeluje vjerno na skupu X ako je ¢ monomorfizam.

Teorem 2.19. (Cayley) Svaka grupa je izomorfna permutacijskoj grupi. Specijalno, ako

je G konacna grupa reda n, onda je G izomorfna nekoj podgrupi simetricne grupe S,.

Osim sto dvije permutacijske grupe mogu biti izomorfne, one mogu biti i permutacijski

izomorine.

Definicija 2.20. Neka su G i G' dvije permutacijske grupe na skupovima X i X'. Za
G i G' kazemo da su permutacijski izomorfne ako postoji bijekcija o : X — X' i
izomorfizam ¢ : G — G’ takav da je a(g(z)) = ¢(g9)(a(zx)), Vg € G, Vo € X.

Dvije permutacijske grupe koje su permutacijski izomorfne su i izomorfne, no obrat ne

vrijedi.
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2.3 Puna grupa automorfizama dizajna

Neka je D dizajn s parametrima 2-(7,3, 1) iz primjera . Veé¢ smo spomenuli da je
dizajn s tim parametrima jedinstven do na izomorfizam. Na primjer, lako se ustanovi da
postoji bijekcija skupa tocaka dizajna D na skup toc¢aka projektivnog dizajna PG1(2,2)
koja blokove preslikava u blokove. Nadalje, u uvodu u ovo poglavlje takoder smo uocili
neka preslikavanja dizajna D na sama sebe koja su inducirana izometrijama euklidske

ravnine. Ta preslikavanja su primjeri automorfizama dizajna D.

Definicija 2.21. Dizajni Dy = (V1,B1) i Dy = Vs, Bs) su izomorfni ako postoji bijekcija
0 V1 = Vs, takva da je p(By) = Bs.

[zomorfnost dizajna D; i Dy mozemo karakterizirati i pomocu incidencijskih matrica.
Neka su M; i M njihove incidencijske matrice. Dizajni D; i Dy su izomorfni ako i samo
ako postoje permutacijske matrice P i ) takve da je M; = P - M, - (). Permutacijska

matrica je matrica koja u svakom retku i stupcu ima jednu jedinicu, a ostali unosi su nula.

Definicija 2.22. Automorfizam dizajna D = (V,B) je izomorfizam na samoga sebe.
Skup svih automorfizama dizajna D tvori grupu koju nazivamo punom grupom auto-
morfizama od D i oznacavamo s Aut (D). Bilo koja podgrupa pune grupe automorfizama

Aut (D) zove se grupa automorfizama dizajna D.

Neka je G grupa automorfizama dizajna D = (V,B). Tada grupa G djelovanjem
na skupu V particionira skup tocaka dizajna u orbite, ali isto tako particionira i skup
blokova B. Predstavnici orbita blokova dizajna ¢ine bazne blokove dizajna. Grupom

GG i baznim blokovima dizajn je potpuno odreden.

Primjer 2.23. Simetrija slike dizajna D inducira automorfizam ps = (1,2)(5,6) dizajna,
a rotacija @, = (1,2,3)(4,5,6). Postoji automorfizam dizajna D koji nije induciran izome-
trijama ravnine, kao $to je na primjer p = (1,2,3,4,5,6,7). Puna grupa automorfizama
dizajna D je PGL(3,2), a izomorfna je grupi PGL(2,7). Red grupe Aut (D) je 168. Na
primjer, grupa G = ((1,2,3)(4,5,6)) ¢ bazni blokovi {{1,2,4},{1,5,7},{4,5,6}} odreduju
dizajn D.

41



Poglavlje 2. Konstrukcija dizajna sa zadanim grupama automorfizama

2.4 Kramer-Mesnerova metoda

Kramer-Mesnerova metoda je jedna od najc¢esé¢ih racunalnih metoda koja se koristi za
konstrukciju i klasifikaciju ¢-dizajna sa zadanim grupama automorfizama. Razvili su je
E. S. Kramer i D. M. Mesner te su svoj rad objavili 1976. godine u ¢lanku ,t-designs
on hypergraphs” [57]. Koristeé¢i opisanu metodu, autori su uspjeli konstruirati brojne
t-dizajne zat =2 it =3 te 10 < v < 16 i svoje rezultate prikazali su u navedenom clanku.
Dodatno, E. S. Kramer je koriste¢i istu metodu konstruirao stotine ¢-dizajna za t = 4 i

t =5 te v =17,18, a njegovi rezultati objavljeni su u [56].

Opis Kramer-Mesnerove metode, osim u izvornom ¢lanku, dostupan je i u mnogim

drugim ¢lancima te knjigama, na primjer u [54].

Neke je D dizajn s parametrima t-(v, k, A) te neka je G < S, permutacijska grupa
koja djeluje na v-¢lanom skupu. Pretpostavimo da je G grupa automorfizama dizajna D.
Podsjetimo se da tada grupa G particionira skup tocaka V i skup blokova B na orbite. S
obzirom da su blokovi k-Clani podskupovi skupa tocaka i svaki t-Clanih podskup skupa
tocaka mora biti sadrzan u to¢no A blokova, potrebno je odrediti orbite svih ¢-¢lanih i

k-clanih podskupova skupa tocaka pod djelovanjem grupe G.

Neka su 7Ty, ..., 7T, orbite t-¢lanih podskupova, a Ky,..., K, orbite k-Clanih podsku-
pova skupa toc¢aka V pod djelovanjem grupe G. Tada vrijedi:

Teorem 2.24. Neka sul <i<m 11 <7 <n proizvoljni. Tada je svaki t-clani podskup
iz orbite T; sadrZan u istom broju k-clanih podskupova iz orbite K; i svaki k-clani podskup

iz orbite KCj sadrZi isti broj t-clanih podskupova iz orbite T;.

Dokaz. Neka su T, T' € T; proizvoljni t-¢lani podskupovi. Pretpostavimo da je T" sadrzan
u k-clanim podskupovima Ky, Ks, ..., K, € K;. S obzirom da 7" i 7" pripadaju istoj orbiti
Ti, postoji g € G takav da je T" = g(T'). Skup T” sadrzan je u k-¢lanim podskupovima
9(K4),9(Ks),...,9(K,) € K;. 1z ¢injenice da g inducira bijekcije na skupu ¢-clanih i na

skupu k-clanih podskupova, slijede prva i druga tvrdnja teorema. O

Bududi da broj k-clanih podskupova orbite K; koji sadrze odredeni ¢-clani podskup T
orbite 7; ne ovisi o izboru t-¢lanog podskupa 7', ve¢ samo o vrijednostima i i 7, taj broj
oznacimo s a;;:

a; ={Kek; | TeK}, TeT,.

Brojevi a;; su elementi matrice A = [a;;] dimenzije m x n koju nazivamo Kramer-
Mesnerovom matricom. Time se trazenje k-Clanih podskupova koji ¢ine dizajn D svodi

na trazenje {0, 1}-rjesenja linearnog sustava
A-X =)\, (2.1)
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t
gdje je J,, vektor duljine m koji se sastoji samo od jedinica, a rjesenje X = |z; xo ... z,

je vektor duljine n. Blokovi dizajna D dobivaju se kao unija odgovarajucih orbita k-clanih
podskupova:
B == U ICj.

;=1
1<j<n

Sustav linearnih jednadzbi (2.1]) poznat je i pod nazivom Kramer-Mesnerov sustav.

Sljedeéi primjer ilustrira konstrukciju dizajna s parametrima 2-(7, 3, 1) koriste¢i Kramer-

Mesnerovu metodu:

Primjer 2.25. Neke je D dizajn s parametrima 2-(7,3,1). Broj blokova dizajna jednak
je 7. Neka je V ={1,2,...,7} skup tocaka dizajna D te neka je G = ((1,2,3)(4,5,6)(7))
ciklicka grupa reda 3 koja djeluje na skupu V. S obzirom da jet = 2 i k = 3 pod djelovanjem

grupe G dobivamo sljedece orbite 2-clanih i 3-clanih podskupova:

K. = {{1,2,3}}

Ky = {{1,2,4},{2,3,5},{1,3,6}}

Ks = {{1,2,5},{2,3,6},{1,3,4}}
T = {{1,2},{2,3},{1,3}} Ky = {{1,2,6},{2,3,4},{1,3,5}}
T = {{1,4},{2,5},{3,6}} Ks = {{1,2,7},{2,3,7},{1,3,7}}
Ts = {{1,5},{2,6},{3,4}} Ke = {{1,4,5},{2,5,6},{3,4,6}}
T = {{1,6},{2,4},{3,5}} Kr = {{1,4,6},{2,4,5},{3,5,6}}
T = {{1,7},{2,7},{3,7}} Ks = {{1,4,7},{2,5,7},{3,6,7}}
Te = {{4,5},{5,6},{4,6}} Ko = {{1,5,6},{2,4,6},{3,4,5}}
T = {{4,7},{5,7},{6,7}} Kio = {{1,5,7},{2,6,7},{3,4,7}}

K = {{1,6,7},{2,4,7},{3,5,7}}
IC12 = {{47576}}
Kis = {{4,5,7},{5,6,7},{4,6,7}}

Iz toga slijedi da Kramer-Mesnerova matrica A ima dimenziju 7 x 13 te je ona sljedeceg

oblika:

(1111100000000
0110011100000
0011010011000

A=10101001010100|.
0000200101100
0000O0T1T1010T1T10
000000O0T10T1T1G0 2

Kramer-Mesnerov sustav A - X = J; ima Sest rjesenja:
.

T

X;=[100001000010 0
X;=[100000100100 0
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Xz = 1000000110000
Xy = :0 1000000O0T1O01 O:T
X5 = :0 010000O0O0OO0T1T1 O:T
Xe = 0 0010O001O0O0O0T1 OjT

Na primjer, rjesenje Xy odgovara dizajnu (V,B), gdje je

B =K UKsUKq
={{1,2,3},{1,4,5},{2,5,6},{3,4,6},{1,6, 7}, {2,4,7},{3,5, 7} }.

Preostale dizajne dobili bismo na analogan nacin. Dizajn iz primjera 1.4 odgovarao bi

rjesenju X4. Svi dobiveni dizajni medusobno su izomorfni.

Za generiranje orbita, generiranje Kramer-Mesnerove matrice i rjesavanje Kramer-
Mesnerova sustava u primjeru koristili smo GAP |37|. Opcenito, problem generiranja
orbita i rjeSavanja Kramer-Mesnerova sustava je slozen te algoritmi zahtijevaju odredena
poboljsanja pri konstrukciji dizajna s velikim parametrima. Vise o njima reéi ¢emo u
poglavlju

2.5 Dizajni s parametrima kvazisimetricnih dizajna

Konstrukcija kvazisimetri¢nih dizajna je tezak problem i vise o njemu re¢i ¢emo u
sljede¢em poglavlju. Kako bismo pokazali koliko je uvjet kvazisimetri¢nosti jak, konstruirat
¢emo dizajne koji imaju iste parametre (v, b,r, k, ) kao kvazisimetri¢ni dizajni iz tablice
[1.3l Sve poznate informacije te novodobiveni rezultati o njihovoj egzistenciji nalaze se u
stupcu ‘# D’ tablice [L.3]

Informacija o broju dizajna do na izomorfizam kojima je r < 40 dostupna je u [69] te
su podaci u stupcu ‘# D’ tablice preuzeti odatle. Dizajne kojima je r» > 40 konstru-
iramo pomoc¢u Kramer-Mesnerove metode opisane u potpoglavlju 2.4, Kao zadane grupe
automorfizama dizajna odabiremo afine grupe AGL(1, q) i njezine podgrupe (potpoglavlje
te opcenito primitivne permutacijske grupe koje djeluju na odgovaraju¢em broju
tocaka i njihove podgrupe (potpoglavlje .

2.5.1 Grupa G < AGL(1,q)
Neka je F, polje s ¢ elemenata, pri ¢emu je g prim potencija.
Definicija 2.26. Afina grupa AGL(1,q) je grupa afinih preslikavanja
¢:F, = F, o(x)=ar+Db,
gdje je a € F, b € Fy, s obzirom na kompoziciju kao grupovnu operaciju.
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Pokazuje se da je AGL(1,q) = F, x F;. S obzirom da je (F,, +) elementarno Abelova
grupa reda ¢, a (I}, -) ciklicka grupa reda g — 1, red grupe AGL(1, q) jednak je g(q — 1).

Grupa AGL(1,q) je permutacijska 2-homogena, Stovise 2-tranzitivna grupa na skupu F,.

Definicija 2.27. Neka je G grupa koja djeluje na neprazan skup X. Grupa G je 2-
homogena ako za bilo koja dva dvoclana skupa tocaka {x1,z2}, {y1,y2} € X postoji
g € G takav da je g({z1,22}) = {y1,y2}. Grupa G je 2-tranzitivna ako za bilo koje
parove tocaka (x1,xs), (y1,y2) € X X X, pri éemu je 1 # w9 1 y1 # Yo, postoji g € G
takav da je g(x;) = y;, za i =1,2.

Iz definicije se lako vidi da je svaka 2-tranzitivna grupa ujedno i 2-homogena. 1z

tog razloga dovoljno je dokazati sljedece:
Propozicija 2.28. Grupa AGL(1,q) je 2-tranzitivna na skupu F,,.

Dokaz. Neka su xi, x2, y1, y2 € Fy takvi da je 21y # 2 1 y1 # y2. Trebamo pokazati
da postoji afino preslikavanje ¢ : F, — F,, o(z) = ax + b, a € F;, b € F, takvo da
je p(x1) = 1 1 p(x2) = y2. Dani uvjeti su ekvivalentni s jednadzbama ax; +b = y; i

axs + b =y, a taj sustav ima jedinstveno rjesenje:

Y2 — U1 T2l — T1Y2
a= b= ———"-=
To — X1 To — T1
Time smo pokazali da grupa AGL(1, q) djeluje 2-tranzitivno na skupu F,. O

Opéenito, ako grupa G djeluje 2-homogeno na nekom skupu V, onda pomocu nje na

sljedeci nac¢in dobivamo 2-dizajne:

Teorem 2.29. Neka grupa G djeluje 2-homogeno na v-clanom skupu V te neka je B C'V
k-clani podskup. Tada uredeni par (V, BY) tvori dizajn s parametrima 2-(v, k, \), gdje je

_ 1G] k(E=1)

A= ,
Gsl v(v—1)

(2.2)

pri cemu je Gg stabilizator skupa B.

Dokaz. O¢ito struktura (V, BY) ima v to¢aka jer je |[V| = v. Iz definicije slijedi da
je B¢ = {g(B) | g € G}, pri ¢emu je g(B) = {g(x) | x € B}. S obzirom da je
G permutacijska grupa i vrijedi da je |g(B)| = |B| = k, zaklju¢ujemo da je B¢ fami-
lija k-Clanih podskupova od V. Preostaje pokazati da su bilo koja dva dvoclana skupa
{1, 22}, {11, y2} C V sadrzana u to¢no A blokova, gdje je A neki cijeli broj, odnosno da
su skupovi By = {g(B) | {21, 22} C g(B), g € G} 1 Bo = {g(B) | {v1,42} C 9(B), g € G}
jednakobrojni. S obzirom da grupa G djeluje 2-homogeno, postoji h € G takav da je
h({z1, 22}) = {y1, 92}
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Neka je x : By — Ba, x(g(B)) = h(g(B)). Preslikavanje x je dobro definirana bijekcija jer
vrijedi

{y1, 92} = h({z1, 22}) € W(g(B)) € Bo.
Sli¢no se pokazuje da je {x1, 22} = b ({y1,y2}) C h™(g(B)) € By, za bilo koji g(B) € Bs.
Time zakljuc¢ujemo da su skupovi B; i By jednakobrojni, odnosno da je svaki dvoclani

skup tocaka sadrzan u konstantnom broju blokova. Iz teorema (iii) slijedi da je
|G| = |BY]| - |Gp|. Uvritavanjem

L v(v—1)
B =0 =210

pri ¢emu je b broj blokova 2-(v, k, \) dizajna, dobivamo tvrdnju (2.2]). O

Tvrdnja teorema vrijedit ¢e ocito i u slucaju kada grupa G djeluje 2-tranzitivno.
Iz propozicije i teorema vidimo da pomo¢u grupe AGL(1, ¢) mozemo lako dobiti

dizajne.

Korolar 2.30. Neka je G grupa AGL(1,q) te neka je B C F, takav da je |B| = k i
|B€| = b. Tada (F,, BY) tvori 2-(q, k, \) dizajn s b blokova, gdje je

k(k—1)

A=)
|Gl

(2.3)

pri cemu je G stabilizator skupa B.

Opéenito, blokovi dizajna ne moraju nuzno odgovarati jednoj orbiti, ve¢ oni mogu
odgovarati uniji vise orbita i tvoriti dizajn sa zadanim parametrima. Zelimo li konstruirati

jednostavne dizajne, orbite moraju biti disjunktne.

Korolar 2.31. Neka je G grupa AGL(1,q) grupa te neka su By, ..., B, C F, takvi da
vrijedi: |Bi| = ... =|B,| =k, |BY|+...+|BS|=b iBF, ... BS su disjunktni. Tada
(F,, B), pri éemu je B= B U...UBY, tvori 2-(q,k, \) dizajn s b blokova, gdje je

k(k=1) k(k=1)

\ = A A
|G, | G,

(2.4)
Kao i ranije, Gp, oznacava stabilizator skupa B;, za 1 =1,... n.

Pretpostavimo da grupa G = AGL(1,q) djeluje na dizajne iz tablice za koje je
v = q. Iz korolara i slijedi da je dovoljan uvjet da grupa G ima orbitu ili orbite

k-clanih podskupova od F, odgovarajuce veli¢ine b.

Dizajne ¢emo konstruirati koristeéi GAP [37]. U slucaju kada je ¢ = p prim broj,

prirodna reprezentacija grupe G = AGL(1,p) je generirana permutacijama:
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a=(1,2,...,p), (2.5)
B=+ 1w +1,... 0Pt +1), (2.6)

gdje je w primitivni element polja [F,. Pritom je, zbog prikaza permutacija u GAP-u,
nuzan prijelaz (0,1,...,p—1) = (1,2,...,p). U slucaju kada je ¢ = p", za neki n > 2,
pemutacijsku reprezentaciju grupe G na v-clanom skupu tocaka mozemo dobiti pomocu
naredbe:

G:=AffineActionByMatrixGroup (Group(Z(v)*[[11])). (2.7)

Opcenito, permutacijska reprezentacija grupe GG dobivena tom naredbom se ne podudara

s onom iz definicije [2.26] Permutacijske reprezentacije tih grupa dane su u prilogu [B]

Za sve parametre (v, k, \) iz tablice , za koje je v = ¢ prim potencija, generiramo
orbite k-¢lanih podskupova v-clanog skupa tocaka. Za generiranje orbita koristimo na-
redbu replesize koja je opisana u poglavlju[3.2 Ako postoje orbite koje zadovoljavaju
pretpostavke korolara i/ili , onda postoji i dizajn sa zadanim parametrima.

Dobiveni rezultati prikazani su u tablici U tablici su navedeni stupci ‘R.Br.”, ‘v’ ‘k’,
‘N, ‘b’ koji odgovaraju parametrima iz tablice[L.3]te stupci ‘# D’, ‘Bazni blokovi’ i ‘Stupanj’,
pri cemu ‘# D’ sadrzi informaciju o broju konstruiranih dizajna do na izomorfizam, ‘Bazni
blokovi’ sadrzi bazne blokove jednog od konstruiranih dizajna, pri ¢emu je izabran onaj
dizajn koji ima najmanji stupanj, te ‘Stupanj’ sadrzi raspon stupnjeva konstruiranih

dizajna.

Tablica 2.1: Dizajni (g, k, A) konstruirani pomoc¢u grupe G = AGL(1, q)

RBr. | v k b #D Bazni blokovi Stupanj
1 w7 7] 57| 1 |{12809 12 13 19 4
12 [ 23| 7] 21 ] 23] 15 | {1,2 3, 10,15 22 23} 57
17 31 | 7 155 1 {1, 2, 6,7, 26, 27, 31} 5
23 |37 ]9 148 | 1 | {2, 8,10, 11, 13, 17, 27, 34, 35}

25 41 | 9 205 1 {1, 2, 4, 10, 15, 28, 33, 39, 41}

{1,2,3,4,7, 10, 14, 15, 19, 24, 28, 29, 33, 36, 39

26 | 41 | 17| 34 | 205 | 2 6-7
40, 41}
{2,3,5,6,9, 10, 11, 17, 19, 21, 22, 24, 26, 32, 33

27 | 41 | 20| 57 | 246 | 1 | 34,37, 38,40, 41}, {1,2,3,4,5,6,09, 10, 11, 12, 7
13, 14, 18, 22, 24, 27, 29, 32, 34, 38}

2 13,14, 1 1,32

i | 43 |18 51 | 301 | 5 | 12367.89,13,14,15, 30, 31, 32, 36, 37, 38, 10
39, 42, 43}

39 | 49 | 13| 13 | 196 | 1 | {1,2, 3,4,5,6,7, 11, 18, 25, 32, 39, 46} 5
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Poglavlje 2. Konstrukcija dizajna sa zadanim grupama automorfizama

Tablica 2.1: Dizajni (g, k, ) konstruirani pomo¢u grupe G = AGL(1, q)

RBr.

v

k

A

b

#D

Bazni blokovi

Stupanj

40

49

16

45

441

{2,3,5,6,09, 13, 18, 20, 23, 25, 30, 34, 39, 41, 44,
46}, {1, 2, 3, 4, 10, 12, 15, 18, 25, 27, 29, 31, 32
36, 45, 49}

62

61

21

21

183

{1, 2, 4,9, 10, 12, 21, 24, 25, 28, 29, 34, 35, 38
39, 42, 51, 53, 54, 59, 61}

67

64

24

46

336

{5, 6, 7,10, 15, 16, 19, 21, 26, 27, 33, 36, 37, 39,
43, 44, 45, 50, 51, 54, 55, 61, 62, 63}

74

71

14

39

1065

{2, 15, 21, 22, 23, 31, 33, 34, 38, 46, 49, 63, 66
68}, {1, 2, 3, 5, 8, 28, 31, 33, 34, 35, 42, 53, 54
65}

-8

75

71

31

93

497

{1,2,3,4,5,6, 11, 15, 16, 18, 21, 22, 26, 29, 30,
35, 38, 43, 44, 47, 51, 52, 55, 57, 58, 62, 67, 68
69, 70, 71}

9-11

82

73

32

124

657

14

{2,3,4,7,8,09, 11, 14, 15, 17, 20, 21, 23, 28, 30,
31, 44, 45, 47, 52, 54, 55, 58, 60, 61, 64, 66, 67
68, 71, 72, 73}

9-12

95

79

19

57

1027

22

{1, 2,3, 7, 15, 21, 24, 25, 32, 34, 47, 49, 56, 57,
60, 66, 74, 78, 79}

8-12

96

81

30

290

2160

{1,2,3,4,5,6,7,8,09, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
17, 19, 22, 31, 32, 35, 36, 62, 63, 65, 73, 76, 77
79}

15

97

81

39

247

1080

452

{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 19
22, 26, 27, 32, 35, 37, 41, 43, 46, 47, 48, 49, 50
51, 55, 58, 62, 63, 68, 71, 73, 77, 79}

9-15

129

101

20

19

505

{2, 7,11, 15, 18, 33, 37, 40, 42, 45, 58, 61, 63, 66,
70, 85, 88, 92, 96, 101}

130
131

101

21

21

505

(1,2, 7,11, 15, 18, 33, 37, 40, 42, 45, 58, 61, 63,
66, 70, 85, 88, 92, 96, 101}

142

109

25

50

981

{1, 2, 4,9, 11, 15, 25, 27, 30, 34, 42, 46, 47, 64
65, 69, 77, 81, 84, 86, 96, 100, 102, 107, 109}

9-11

143
144

109

49

196

981

14

{1,2,3,4,7,9,11, 15, 17, 18, 20, 21, 25, 27, 28,
29, 30, 34, 42, 44, 46, 47, 49, 52, 53, 58, 59, 62,
64, 65, 67, 69, 77, 81, 82, 83, 84, 86, 90, 91, 93
94, 96, 100, 102, 104, 107, 108, 109}

11-13

145

109

o4

265

1090

(2,3,4,6,7, 8,10, 11, 15, 16, 17, 18, 19, 22, 23,
24, 26, 27, 28, 31, 33, 36, 38, 39, 42, 43, 45, 46
48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 64, 67, 70, 71, 74
76, 77, 79, 81, 82, 86, 90, 91, 97, 98, 99, 102, 106},
{1,2,3,4,5,6,7,8, 10, 18, 19, 23, 24, 26, 27, 28
34, 35, 36, 37, 38, 40, 42, 44, 45, 46, 49, 50, 51,
53, 57, 61, 65, 67, 68, 69, 72, 73, 74, 76, 78, 80
81, 82, 83, 84, 90, 91, 92, 94, 95, 99, 100, 108}

13-15
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2.5. Dizajni s parametrima kvazisimetri¢nih dizajna

Tablica 2.1: Dizajni (g, k, ) konstruirani pomo¢u grupe G = AGL(1, q)

RBr.

v

k

A

b

#D

Bazni blokovi

Stupanj

157

113

43

129

904

{1,2,4,5,8,13, 14, 17, 19, 22, 23, 24, 26, 29, 30
31, 35, 42, 49, 50, 52, 53, 62, 63, 65, 66, 73, 80
84, 85, 86, 89, 91, 92, 93, 96, 98, 101, 102, 107,
110, 111, 113}

10-13

194

121

13

13

1210

{1,2, 7,21, 30, 39, 48, 57, 76, 85, 94, 103, 112}

200

125

20

57

2325

68

{6, 8, 15, 19, 31, 36, 38, 45, 49, 61, 66, 68, 75, 79
91, 96, 98, 105, 109, 121}, {1, 2, 3, 4, 5, 7, 14, 18
30, 35, 44, 48, 60, 67, 74, 78, 95, 97, 120, 125},
{1,2,3,4,5,9, 21, 26, 27, 29, 39, 56, 57, 69, 81,
86, 87, 89, 111, 119}

6-10

201

125

45

99

775

{1,2,3,4,5,6,7,8, 14, 15, 18, 19, 30, 31, 35, 36
37, 38, 44, 45, 48, 49, 60, 61, 65, 66, 67, 68, 74
75, 78, 79, 90, 91, 95, 96, 97, 98, 104, 105, 108
109, 120, 121, 125}

204

127

31

155

2667

969

{1,2,3,4,9, 20, 21, 24, 26, 34, 39, 41, 49, 57, 58
61, 68, 71, 72, 80, 88, 90, 95, 103, 105, 108, 109,
120, 125, 126, 127}

11-19

206

127

37

74

889

{1, 2,5, 16, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 29, 32, 38, 40
47, 48, 52, 53, 60, 69, 76, 77, 81, 82, 89, 91, 97
100, 104, 106, 107, 108, 109, 110, 113, 124, 127}

11-12

207

127

42

205

1905

19

{2,3,4,5,7,8,9, 13, 15, 17, 20, 24, 25, 26, 29
33, 39, 47, 48, 49, 51, 57, 58, 62, 65, 66, 68, T4
76, 77, 88, 93, 95, 97, 98, 101, 102, 108, 113, 115
118, 123}, { 1,2, 3,4, 6, 7, 8, 9, 11, 13, 14, 17,
21, 22, 23, 29, 36, 37, 39, 41, 53, 60, 64, 67, 68
69, 70, 73, 77, 84, 96, 98, 100, 101, 108, 114, 115
116, 120, 123, 124, 126}

13-16

216

131

20

38

1703

{2, 3, 10, 16, 26, 43, 48, 54, 59, 62, 71, 74, 79, 85
90, 107, 117, 123, 130, 131}

8-9

227

137

40

195

2329

364

{2, 3,4, 8, 11, 19, 20, 21, 25, 28, 36, 37, 38, 42,
45, 53, 54, 55, 59, 62, 70, 71, 72, 76, 79, 87, 88
89, 93, 96, 104, 105, 106, 110, 113, 121, 122, 123,
127, 130}

11-18

260

149

53

689

5513

{1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18
21, 25, 28, 35, 38, 45, 52, 55, 62, 69, 72, 79, 82,
89, 96, 99, 106, 113, 116, 123, 126, 130, 133, 136,
137, 138, 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146,
147, 148, 149}

26

Dizajna pod rednim brojevima 96. i 260. ima puno te bi konstrukcija svih dizajna iziski-

vala dodatno ra¢unanje i prilagodbu programa koje koristimo. Iz tog razloga konstruirali

smo samo jedan dizajn s navedenim parametrima.
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Poglavlje 2. Konstrukcija dizajna sa zadanim grupama automorfizama

Pretpostavivsi da grupa G = AGL(1,q) djeluje na dizajne iz tablice za koje je
v = ¢ konstruirali smo dizajne za 35 razli¢itih parametara (v, k, A). Za njih 5 poznato je
da kvazisimetri¢ni dizajni postoje, za njih 7 poznato je da ne postoje, a za njih 23 nije

poznato postoje li odgovarajuci kvazisimetriéni dizajni.

Parametri (v,k,\) za koje je v = ¢ prim potencija, ali nismo dobili dizajne od
grupe AGL(1,q) su: (19,9, 16), (29,7,12), (43,16, 40), (49,9, 6), (61,25, 160), (71,35, 136),
(73,10, 15), (73,28,126), (101, 25,96), (101,45,99), (103,28,126), (113,50, 175), (121, 46,
69), (127,15,5), (127, 36,40), (127,57,76), (139, 23,88) i (139,51, 425).

Neka je G < AGL(1,q) te pretpostavimo da grupa G djeluje na dizajne s navedenim
parametrima. Grupa G nije nuzno 2-homogena te pretpostavke korolara i
nisu ispunjene. Za generiranje orbita veli¢cine manje ili jednake od b koristimo naredbu
replesize, a pritom takve orbite nazivamo kratkim orbitama. U slucaju kada G
nije 2-homogena za konstrukciju dizajna iz dobivenih orbita koristimo Kramer-Mesnerovu
metodu i naredbe KMmat i mysolvemat koje su opisane u poglavlju [3.3.1] Za odredivanje
broja neizomorfnih dizajna koristimo program incfilter. Ako je za neke parametre
konstruirano vise neizomorfnih dizajna, onda su dani bazni blokovi samo jednog od njih,
pri ¢emu je izabran onaj dizajn koji ima najmanji stupanj. Dobiveni rezultati iskazani su

sljede¢im propozicijama:
Propozicija 2.32. Postoji barem Sest dizajna s parametrima 2-(19,9,16), b = 76.

Dokaz. Neka je G = Zyg X Zg grupa reda 171 generirana permutacijama « iz (2.5)) i
g =1(2,517,8,10,18,12,7,6)(3,9,14,15,19,16, 4,13, 11).

Grupa G inducira jednu orbitu na 2-clanim podskupovima i 8 kratkih orbita na 9-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,19}, od kojih je Sest veli¢ine 57 i dvije veli¢ine 19.
Iz toga slijedi da grupa G djeluje 2-homogeno na skupu V te primjenom korolara
zakljucujemo da od orbita 9-¢lanih podskupova skupa V mozemo konstruirati 12 dizajna,
od kojih dobivamo 6 neizomorfnih. Skup baznih blokova jednog od konstruiranih dizajna je
{{2,3,4,5,7,8,10,12,15},{1,2,3,4,6,8, 13,14, 17} }. Stupanj tog dizajna je 4, a njegovi
presjecni brojevi su 3,4, 5, 6. O

Propozicija 2.33. Postoji barem 1518 dizajna s parametrima 2-(29,7,12), b = 232.

Dokaz. Neka je G = Zgg X Z7 grupa reda 203 generirana permutacijama « iz ([2.5)) i

6 =(2,17,25,8,26,24,21)(3,4,20,15,22,18,12)(5, 7, 10, 29, 14, 6, 23)
(9,13,19,28,27,11, 16).
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2.5. Dizajni s parametrima kvazisimetri¢nih dizajna

Grupa G inducira dvije orbite na 2-¢lanim podskupovima i 7692 orbita na 7-¢lanim podsku-
povima skupa V = {1,2,...,29}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 2 x 7692 ima 6 072 rje-
senja kojima odgovara 1518 neizomorfnih dizajna s navedenim parametrima. Skup baznih
blokova jednog od konstruiranih dizajna je {{1,2,3,5,22,24,25},{1,2,12,14, 16, 19, 22} }.

Stupanj tog dizajna je 4, a njegovi presjecni brojevi su 0, 1,2, 3. O]

Propozicija 2.34. Postoji barem 143 dizajna s parametrima 2-(43,16,40), b = 301.

Dokaz. Neka je G = Zy3 X Zgy grupa reda 903 generirana permutacijama « iz (2.5)) i

B =(2,10,39,42,26,11,5,37,24,36, 15,41, 17,16, 7,12, 14, 32, 22, 18, 25)
(3,19,34,40,8,21,9,30,4, 28,29, 38,33, 31, 13, 23, 27, 20, 43, 35, 6).

Grupa G inducira jednu orbitu na 2-clanim podskupovima i 286 kratkih orbita na 16-
¢lanim podskupovima skupa V = {1,2,...,43}, pri ¢emu su sve orbite velic¢ine 301. 1z toga
slijedi da grupa G djeluje 2-homogeno na skupu V te primjenom korolara[2.30] zaklju¢ujemo
da od orbita 16-clanih podskupova skupa V mozemo konstruirati 286 dizajna, od kojih
dobivamo 143 neizomorfnih. Bazni blok jednog od konstruiranih dizajna je {1, 2, 3, 4,
6, 7,9, 13, 19, 22, 23, 26, 30, 31, 37, 41}. Stupanj tog dizajna je 6, a njegovi presje¢ni
brojevi su 4,5,6,7,8,9. O

Propozicija 2.35. Postoji barem 490 dizajna s parametrima 2-(71,35,136), b = 568.

Dokaz. Neka je G = Zz X Zgs grupa reda 2 485 generirana permutacijama « iz (2.5)) i

B =(2,3,5,9,17,33,65,58,44, 16,31, 61, 50, 28, 55, 38, 4, 7,13, 25, 49, 26, 51, 30, 59,
46,20,39,6,11,21, 41,10, 19, 37)(8, 15, 29, 57, 42, 12, 23, 45, 18, 35, 69, 66, 60, 43,
24,47,22, 43,14, 27,53, 34, 67, 62, 52, 32, 63, 54, 36, 71, 70, 68, 64, 56, 40).

Grupa G inducira jednu orbitu na 2-¢lanim podskupovima i 542 kratkih orbita na 35-
¢lanim podskupovima skupa V = {1,2,..., 71}, od kojih su dvije veli¢ine 71, 50 veli¢ine
355 1 490 velicine 497. Iz toga slijedi da grupa G djeluje 2-homogeno na skupu V te
primjenom korolara [2.31] zaklju¢ujemo da od orbita 35-¢lanih podskupova skupa V veli¢ine
71 i 497 mozemo konstruirati 980 dizajna, od kojih dobivamo 490 neizomorfnih. Skup
baznih blokova jednog od konstruiranih dizajna je {{2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 16, 17,
19, 20, 21, 25, 26, 28, 30, 31, 33, 37, 38, 39, 41, 44, 46, 49, 50, 51, 55, 58, 59, 61, 65}, {1,
2,3,4,5, 6,7,9,12, 14, 17, 18, 22, 24, 25, 26, 28, 32, 36, 41, 43, 44, 46, 47, 48, 50, 54,
56, 57, 59, 60, 63, 65, 68, 69}}. Stupanj tog dizajna je 6, a njegovi presjecni brojevi su
13,15,17,19,21. O
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Poglavlje 2. Konstrukcija dizajna sa zadanim grupama automorfizama

Propozicija 2.36. Postoji barem 564 dizajna s parametrima 2-(101,25,96), b = 1616.
Dokaz. Neka je G = Zyg1 X Zos grupa reda 2 525 generirana permutacijama « iz ([2.5)) i

B =(2,6,26,25,20,96,72,53,59,89, 37,80, 93,57, 79, 88, 32, 55, 69, 38, 85, 17, 81, 98, 82)
(3,11,51,49, 39,90, 42, 4, 16, 76, 73, 58,84, 12, 56, 74, 63, 8, 36, 75, 68, 33, 60, 94, 62)
(5,21,101,97,77,78,83,7,31,50, 44, 14, 66, 23, 10, 46, 24, 15, 71, 48, 34, 65, 18, 86, 22)

(

9,41,100, 92,52, 54,64, 13,61,99, 87,27, 30, 45, 19,91, 47, 29, 40, 95, 67, 28, 35, 70, 43).

Grupa G inducira dvije orbite na 2-¢lanim podskupovima i 3104 kratkih orbita na 25-
¢lanim podskupovima skupa V = {1, 2, ..., 101}, od kojih je 3100 veli¢ine 505 i cetiri veli¢ine
101. Za konstrukciju dizajna uzmimo prvih 50 orbita veli¢ine 505 i prvu dobivenu orbitu
veli¢ine 101. Tada Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 2 x 50 ima 564 rjesenja, od kojih
dobivamo isto toliko neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova jednog od konstruiranih
dizajna je {{2, 3, 4, 5, 6, 8, 17, 32, 34, 37, 44, 46, 51, 60, 68, 72, 73, 74, 78, 80, 84, 85, 88,
90, 96}, {1, 2, 3, 4,6, 7, 14, 17, 33, 36, 43, 45, 50, 59, 65, 67, 72, 73, 77, 83, 84, 87, 89, 95,
100}, {1, 2, 3,4, 6, 7, 19, 23,25, 27, 30, 31, 37, 46, 50, 57, 59, 65, 70, 74, 79, 83, 91, 93, 95},
{1, 2, 3,4, 7,10, 11, 15, 18, 20, 25,29, 40, 43, 48, 49, 55, 60, 61, 76, 78, 80, 82, 92, 95} }.
Stupanj tog dizajna je 12, a njegovi presjecni brojevi su 0, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,20. O

Propozicija 2.37. Postoji barem 119 dizajna s parametrima 2-(101,45,99), b = 505.

Dokaz. Neka je G = Zyg1 X Zys grupa reda 2 525 generirana permutacijama kao u dokazu
propozicije 2.36l Grupa G inducira dvije orbite na 2-¢lanim podskupovima i 33592
kratkih orbita na 45-¢lanim podskupovima skupa V = {1,2,...,101}, pri é¢emu su sve
orbite velic¢ine 505. Za konstrukciju dizajna uzmimo prvih 1000 orbita velic¢ine 505. Tada
Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 2 x 1000 ima 120 rjeSenja, od kojih dobivamo 119
neizomorfnih dizajna. Bazni blok jednog od konstruiranih dizajna je {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
13, 15, 17, 18, 29, 30, 32, 34, 35, 37, 39, 44, 46, 51, 54, 56, 60, 62, 66, 67, 68, 72, 73, 74,
75, 76, 78, 80, 84, 85, 87, 88, 90, 91, 96, 100, 101 }. Stupanj tog dizajna je 8, a njegovi
presjecni brojevi su 10, 17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24. ]

Dizajna s parametrima (101,25,96) i (101,45,99) ima puno te kada bismo u obzir
uzeli orbite svih 25-¢lanih, odnosno 45-clanih podskupova, rjeSavanje Kramer-Mesnerovog

sustava bez dodatne prilagodbe ne bi bilo moguce.

Grupa AGL(1, q) opcenito moze djelovati i na veéem skupu tocaka, no tada ona ne
djeluje 2-homogeno. Pretpostavimo da grupa G = AGL(1,q) djeluje na dizajne iz tablice
za koje je v = g + 1. Za konstrukciju dizajna koristimo naredbe iz sluc¢aja kada
je G < AGL(1,q). Dobiveni rezultati prikazani su u tablici C¢iji su stupci jednaki
stupcima iz tablice [2.1].
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2.5. Dizajni s parametrima kvazisimetri¢nih dizajna

Tablica 2.2: Dizajni (¢ + 1, k, \) konstruirani pomoc¢u grupe G = AGL(1, q)

RBr. | v | k| A b | #D Bazni blokovi Stupanj
(1,2, 4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18}, {1, 2, 3, 4, 11,
13, 14, 16, 17, 20}

{1, 2,4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28,
30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48, 50, 52, 54,
61 | 60|30 |58|236 | 1 |56 58}, {1,2 3 4,5 09,10, 11, 13, 14, 20, 21, 22, 6
24, 25, 26, 28, 35, 39, 42, 44, 47, 48, 49, 51, 52,
54, 55, 57, 60}

4 20| 10 | 18 | 76 1 6

Pretpostavivsi da grupa AGL(1,q) ili neka njezina podgrupa djeluje na dizajne iz

tablice [L.3] konstruirali smo dizajne za 43 razli¢itih parametara (v, k, \).

Osim svih navedenih dizajna koje smo konstruirali grupom AGL(1,q) ili nekom njezi-
nom podgrupom, konstruirali smo jos jedan dizajn do Cije smo grupe automorfizama dosli
slijedeéi oblik stukture grupe AGL(1, q). Promatrali smo semidirektna prosirenja grupe

Z,, pri ¢emu v nije prim potencija. Za v = 91 postoji 48 semidirektnih prosirenja.

Propozicija 2.38. Postoje barem tri dizajna s parametrima 2-(91,36,56), b = 364.

Dokaz. Neka je G = Zgy X (Z12 X Z3) grupa reda 3276 generirana permutacijama

(1, 91),

(2,80, 54)(3 68,16)(4, 56,69)(5, 44, 31)(6,32,84)(7, 20,46)(9, 87,61)(10, 75, 23)
(11,63,76)(12,51, 38)(13,39,91)(14, 27,53)(17, 82, 30)(18, 70, 83)(19, 58, 45)
(21, 34,60)(24, 89, 37)(25,77,90)(26, 65, 52)(28,41,67)(33,72,59)(35, 48, 74)
(40,79,66)(42, 55,81)(47, 86, 73)(49, 62, 83),
=(2,
(4
(
(

2,81, 31, 35,82, 20, 65,25, 10,84, 89, 34)(3, 70,61, 69, 72, 39, 38,49, 19, 76, 86, 67)
,09,91,12,62,58, 11, 73,28, 68,83,9)(5, 48, 30,46, 52, 77,75, 6, 37, 60, 80, 42)
7,26,90,23,32,24,21,54,55,44,74,17)(8, 15, 29, 57, 22,43, 85, 78, 64, 36, 71, 50)

13,51,88,45,63,47,41, 16, 18, 87, 56, 33)(14, 40, 27, 79, 53, 66).

g

Grupa G inducira tri orbite na 2-clanim podskupovima i 352 kratkih orbita na 36-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,91}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 3 x 352 ima 6
rjeSenja, od kojih dobivamo tri neizomorfna dizajna. Bazni blok jednog od konstruiranih
dizajna je {2, 5, 6, 7, 8, 10, 14, 17, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 30, 31, 32, 37, 40, 42, 44, 46,
52, 53, b4, 55, 64, 65, 66, 75, 79, 80, 81, 82, 84, 89}. Stupanj tog dizajna je 9, a njegovi
presjecni brojevi su 9, 11,12, 13,14, 15, 16, 17, 24. O
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2.5.2 Primitivna grupa G

Neka je G tranzitivna grupa na skupu X, tj. takva za sve x,y € X, = # y postoji
g € G takav da je y = g(z). Neprazan podskup A € X naziva se blokom grupe G ako
za svaki g € G vrijedi da je ili A = A ili AYN A = (), pri ¢emu je AY = {g(d) | § € A}.
Trivijalni blokovi grupe G koja djeluje na skupu X su skupovi X i {a}, o € X. Blokovi

koji nisu trivijalni nazivaju se netrivijalnim blokovima grupe G.

Definicija 2.39. Grupa G je primitvna grupa ako je tranzitivna i ako nema netrivijalnih

blokova na skupu X .
Sljedeci teorem daje neka svojstva primitivnih grupa:

Teorem 2.40.
(i) Svaka 2-tranzitivna grupa je primitivna.
(ii) Netrivijalna normalna podgrupa primitivne grupe je tranzitivna.
(iii) Tranzitivna grupa G na skupu X je primitivna ako i samo ako je G, maksimalna

podgrupa od G.

Grupa AGL(1,q) je primjer primitivne grupe. Osim nje, Cesti primjeri primitiv-
nih grupa koje biramo za konstrukciju dizajna su i Mathieuova grupa M, koja djeluje
na v tocaka, zatim projektivna linearna grupa PGL(n,q), projektivna specijalna line-
arna grupa PSL(n,q), projektivna specijalna unitarna grupa PSU(n, q), koje djeluju na

n-dimenzionalnom vektorskom prostoru nad poljem F,, gdje je ¢ prim potencija.

Opcenito, u GAP-u [37] je dostupna biblioteka svih primitivnih grupa koje djeluju na

nekom v-¢lanom skupu, a do njih dolazimo naredbom:
List([1..NrPrimitiveGroups(v)],x->PrimitiveGroup(v,x)).

Neka je G primitivna grupa ili njezina podgrupa. Pretpostavimo da grupa G djeluje na
dizajne iz tablice [I.3] Dizajne ¢emo konstruirati Kramer-Mesnerovom metodom. Ako je
broj konstruiranih dizajna za neke parametre veci od jedan, onda navodimo bazne blokove
samo jednog od njih, pri ¢emu je izabran onaj dizajn koji ima najmanji stupanj. Dobiveni

rezultati iskazani su sljede¢im propozicijama:

Propozicija 2.41. Postoji barem 8 dizajna s parametrima 2-(22,7,16), b = 176.

Dokaz. Neka je G = ((Zg X Zg X Ly X L) X As) X Zg < Myy podgrupa primitivne grupe.

Grupa G je reda 1920 i generirana je permutacijama

a =(1,4,17,8,7)(2,21,22,3,15)(5, 16, 18, 10, 19)(6, 20, 13, 12, 9),
(3,13)(4,20)(5,8)(7,19)(9, 17)(11, 14)(15, 18)(16, 21).
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Grupa G inducira cetiri orbite na 2-clanim podskupovima i 14 kratkih orbita na 7-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,22}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 4 x 14 ima
24 rjesenja, od kojih dobivamo 8 neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova jednog od
konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 11, 12, 13, 14}, {1, 2, 3, 5, 10, 20, 21}, {1, 2, 4, 5,
11, 15, 22}}. Stupanj tog dizajna je 2, a njegovi presjecni brojevi su 1,3. Ovime smo

konstruirali kvazisimetri¢ni dizajn ne postavljajuéi uvjet da se postigne to svojstvo. [

Propozicija 2.42. Postoji barem jedan dizajn s parametrima 2-(28,7,16), b = 288.
Dokaz. Neka je G = PSU(3,3) primitivna grupa reda 6048 generirana permutacijama
a=(1,4,2,3)(5,21,9,15)(6, 19, 10,22)(7, 16, 11, 25)(8, 26, 12,20) (14, 27,17, 24),

(1,7,9)(2,8,10)(3,5,11)(4,6,12)(13, 18, 14)(15, 23, 22) (16, 28, 26)
(19,24, 25)(20,27,21).

Grupa G inducira jednu orbitu na 2-¢lanim podskupovima i jednu orbitu veli¢ine 288
na 7-¢lanim podskupovima skupa V = {1,2,...,28}. Iz toga slijedi da grupa G djeluje
2-homogeno te primjenom teorema zakljucujemo da orbita veli¢ine 288 na 7-¢lanim
podskupovima skupa V tvori dizajn. Bazni blok tog dizajna je {2,3,14,15, 19,21, 22}.

Stupanj tog dizajna je 3, a njegovi presjecni brojevi su 1,2, 4. O]

Propozicija 2.43. Postoje barem dva dizajna s parametrima 2-(42,21,60), b = 246.

Dokaz. Neka je G = Zyy X Zgy < PSL(2,42) podgrupa primitivne grupe. Grupa G je

reda 820 i generirana je permutacijama

a =(1,3,17,28,31,21,42,4,5,13, 35,40, 16,12, 18,6, 19, 10, 27, 34,9, 29, 14, 7, 30,
39,26, 38, 32,36, 20, 15, 33,25, 24, 22,41, 11, 8,37, 23),

B =(3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41)
(4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42).

Grupa G inducira tri orbite na 2-clanim podskupovima i 140 kratkih orbita na 21-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,42}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 3 x 140 ima,
4 rjesenja, od kojih dobivamo 2 neizomorfna dizajna. Skup baznih blokova jednog od
konstruiranih dizajna je {{1, 3, 4, 7, 8, 11, 12, 15, 16, 19, 20, 23, 24, 27, 28, 31, 32, 35,
36,39, 40}, {1, 2, 3,4, 5, 6, 8,9, 10, 13,14,15, 20, 22, 28, 30, 31, 33, 34, 37, 41}, {1, 2, 3, 4,
5,6, 13, 15, 17, 22, 23, 26, 28, 29, 30, 34, 35, 36, 37, 40, 42}, {1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 13, 14,
15, 20, 22, 23, 28, 30, 31, 33, 34, 37, 41}}. Stupanj tog dizajna je 8, a njegovi presjecni
brojevi su 1,8,9,10, 11,12, 13, 20. ]
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Propozicija 2.44. Postoje barem dva dizajna s parametrima 2-(45,9,8), b = 220.

Dokaz. Neka je G = M, primitivna grupa reda 720 generirana permutacijama

a =(1,2,7)(3,11,27)(4, 14, 31)(5, 18, 32)(6, 20, 36)(8, 24, 39)(9, 25, 28)(10, 26, 42)
(12,15,16)(13,30,40)(17, 19, 21)(22, 35, 44)(23, 33, 20) (34, 43, 37)(38, 45, 41),

8 =(1,4)(3,12)(5,19)(6,21)(7, 14)(8,10)(11,20)(13, 16)(15, 23)(17, 22)(18, 33)
(24, 41)(25, 28)(26,43)(27, 32)(29, 44)(30, 35) (34, 39) (36, 40) (42, 45),

§ =(1,6,7,23)(2,10)(3, 13,22,5)(4, 17,14, 12)(8,9)(11, 28, 44, 25)(15, 19, 21, 16)
(18, 35, 40, 27)(20, 38,29, 37)(24, 32, 39, 30)(26, 41, 42, 34)(33, 45, 36, 43),

v =(1,5,7,13)(2,9)(3,6, 22, 23)(4, 16, 14, 19)(8, 10)(11, 29, 44, 20)(12, 15, 17, 21)
(18, 34,40, 41)(24, 36, 39, 33)(25, 37, 28, 38)(26, 35, 42, 27)(30, 43, 32, 45).

Grupa G inducira cetiri orbite na 2-¢lanim podskupovima i 106 kratkih orbita na 9-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,45}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 4 x 106 ima,
4 rjesenja, od kojih dobivamo 2 neizomorfna dizajna. Skup baznih blokova jednog od
konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 7, 15, 17, 28, 35, 42}, {1, 2, 7, 34, 37, 38, 41, 43, 45} }.
Stupanj tog dizajna je 6, a njegovi presjecni brojevi su 0, 1,2, 3,4, 5. [

Propozicija 2.45. Postoji barem 9 dizajna s parametrima 2-(45,15,42), b = 396.

Dokaz. Neka je G = Ag x Z4 primitivna grupa reda 1440 generirana permutacijama

a =(1,2,7)(3,11,27)(4, 14, 31)(5, 18, 32)(6, 20, 36)(8, 24, 39)(9, 25, 28)(10, 26, 42)
(12,15, 16)(13, 30, 40)(17, 19, 21)(22, 35, 44)(23, 33, 29)(34, 43, 37)(38, 45, 41),

B=(1,3,5,6,7,22,13,23)(2,8,9,10)(4, 15, 16, 17, 14, 21,19, 12)(11, 28, 29, 38, 44,
25,20, 37)(18, 33, 34, 24, 40, 36, 41, 39)(26, 43, 35, 32, 42, 45, 27, 30),

§ =(2,3,4,6)(5,20,23,30)(7,33,31,35)(8, 16, 45, 27)(9, 39, 25, 42)(10, 36, 34, 19)
(11,13,18,22)(12, 38,29, 26)(14, 28)(15, 17, 40, 32)(21, 24, 44, 37) (41, 43).

Grupa G inducira cetiri orbite na 2-¢lanim podskupovima i 2029 kratkih orbita na 15-
¢lanim podskupovima skupa V = {1,2,...,45}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 4 x 2029
ima 9 rjesenja, od kojih dobivamo 9 neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova jednog
od konstruiranih dizajna je {{1, 2, 4, 5, 9, 13, 14, 22, 23, 25, 28, 33, 35, 39, 42}, {1, 2, 4,
5,9, 13, 14, 22, 23, 25, 28, 33, 35, 39, 42}, {1, 2, 3, 7, 8,9, 12, 17, 22, 24, 30, 32, 33, 36,
39}}. Stupanj tog dizajna je 9, a njegovi presjecni brojevi su 1,3,4,5,6,7,8,9, 10. O
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Propozicija 2.46. Postoji barem 10 dizajna s parametrima 2-(45,18,34), b = 220.

Dokaz. Neka je G = M, primitivna grupa reda 720 kao u dokazu propozicije 2.44] Grupa
G inducira cetiri orbite na 2-¢lanim podskupovima i 702 kratkih orbita na 18-clanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,45}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 4 x 702 ima
17 rjesenja, od kojih dobivamo 10 neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova jednog od
konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 7, 8, 11, 22, 24, 27, 34, 35, 37, 38, 39, 41, 43, 44, 45},
{1, 2,3,4,5,8, 14, 17, 19, 20, 29, 31, 32, 34, 35, 37, 42, 43}, {1, 2, 3, 9, 10, 13, 14, 15, 16,
20, 28, 29, 31, 35, 37, 39, 40, 43}}. Stupanj tog dizajna je 8, a njegovi presjecni brojevi
su0,4,5,6,7,8,9,10. O

Propozicija 2.47. Postoji barem 297 dizajna s parametrima 2-(45,21,70), b = 330.

Dokaz. Neka je G = Mg primitivna grupa reda 720 kao u dokazu propozicije [2.44 Grupa
G inducira cetiri orbite na 2-¢lanim podskupovima i 1819 kratkih orbita na 21-clanim
podskupovima skupa V = {1, 2, ...,45}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 4 x 1819 ima
585 rjesenja, od kojih dobivamo 297 neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova jednog
od konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 14, 15, 17, 25, 28, 31, 32, 33, 35, 39, 40,
41, 42, 43}, {1, 2,3, 4, 5, 6, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 27, 29, 32, 36, 40, 44}, {1, 2,
3,4,5,7,10, 11, 14, 15, 16, 25, 29, 31, 32, 33, 34, 38, 39, 41, 45}}. Stupanj tog dizajna

je 4, a njegovi presjecni brojevi su 3,9, 11, 13. O
Propozicija 2.48. Postoji barem 229 dizajna s parametrima 2-(46,16,72), b = 621.

Dokaz. Neka je G = Ag x Z4 primitivna grupa reda 1440 kao u dokazu propozicije [2.45]
Grupa G inducira pet orbita na 2-¢lanim podskupovima i 4 579 kratkih orbita na 16-¢lanim
podskupovima skupa V = {1, 2, ...,46}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 5 x 4579 ima,
229 rjesenja, od kojih dobivamo 229 neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova jednog
od konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 24, 25, 31, 33, 34, 35, 38, 39}, {1, 2, 3,
4,5, 6,7, 11, 24, 29, 35, 38, 40, 43, 44, 46}, {1, 2, 3, 4, 8, 11, 15, 18, 20, 26, 28, 30, 32,
34, 35, 37}, {1, 2, 3, 5, 8, 12, 16, 17, 20, 25, 26, 27, 40, 42, 45, 46}}. Stupanj tog dizajna
je 10, a njegovi presjecni brojevi su 2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11. 0

Propozicija 2.49. Postoji barem 5 dizajna s parametrima 2-(55,16,40), b = 495.
Dokaz. Neka je G = PGL(2,11) primitivna grupa reda 1440 generirana permutacijama

a =(1,2,4,8,15,26,41,32,47,13)(3,6, 12, 21, 34, 51, 37, 52, 48, 36) (5, 10, 18, 31,
45,29,44,23,39,25)(7, 14, 24, 40, 11, 20, 35, 38, 54, 50) (9, 16, 28, 43, 22)
(17,30, 19, 33, 49, 46, 27, 42, 53, 55),
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B =(1,3,7)(2,5,11)(4,9,17)(6, 13, 23)(10, 19, 34)(12, 22, 38)(14, 25, 26)
(15,27, 28)(16,29, 45)(18, 32, 48)(20, 36, 41)(21, 37, 53) (24, 31, 46)(30, 44, 40)
(33,50, 35)(39, 51, 49)(42, 55, 47) (43, 52, 54).

Grupa G inducira pet orbita na 2-¢lanim podskupovima i 4 794 kratkih orbita na 16-¢lanim
podskupovima skupa V = {1, 2, ...,55}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 5 x 4794 ima,
5 rjesenja, od kojih dobivamo 5 neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova jednog od
konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 4, 12, 21, 22, 29, 30, 33, 41, 44, 45, 46, 48, 54}, {1, 2, 3,
4,5,6, 11,13, 27, 28, 35, 36, 43, 49, 50, 51}, {1, 2, 3, 6, 11, 21, 25, 26, 27, 29, 34, 35, 41, 42,
46, 49} }. Stupanj tog dizajna je 9, a njegovi presjecni brojevi su 1,2,3,4,5,6,7,8,10. O

Propozicija 2.50. Postoji barem 77 dizajna s parametrima 2-(56,15,42), b = 616.

Dokaz. Neka je G = PGL(2,11) primitivna grupa reda 1440 kao u dokazu propozicije
2.49. Grupa G inducira Sest orbita na 2-¢lanim podskupovima i 5794 kratkih orbita na
15-¢lanim podskupovima skupa V = {1,2,...,56}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije
6 x 5794 ima 77 rjesenja, od kojih dobivamo 77 neizomorfnih dizajna. Skup baznih blokova
jednog od konstruiranih dizajna je {{1, 2, 4, 9, 15, 17, 19, 40, 43, 47, 48, 49, 52, 53, 54},
{1,2,3,5,7,8, 12, 18, 28, 39, 43, 46, 50, 52, 53}, {1, 2, 3, 5, 7, 10, 22, 29, 33, 34, 36, 39,
47, 55, 56}, {1, 2, 3, 9, 12, 16, 17, 19, 21, 25, 39, 44, 47, 50, 52}, {1, 2, 4, 5, 12, 21, 22,
26, 27, 29, 30, 32, 41, 48, 52}}. Stupanj tog dizajna je 9, a njegovi presjecni brojevi su
1,2,3,4,5,6,7,8,13. m
Propozicija 2.51. Postoji barem jedan dizajn s parametrima 2-(57,27,117), b = 532.

Dokaz. Neka je G = PSL(2,19) primitivna grupa reda 3420 generirana permutacijama

2)(3,5)(4,7)(6,10)(8,13)(9, 15)(11, 18)(12, 20)(14, 23)(16, 25)(17, 27)(22, 32)
24, 35)(26, 31)(28, 39)(29, 41)(30, 42)(33, 34) (36, 47) (37, 49)(43, 53) (44, 51)
45,50) (46, 54)(48, 56)(52, 55),
1,3,6,11,19,30,43, 49, 15, 20, 27, 38, 35, 46, 55, 42, 23, 34, 45)(2, 4, 8, 14, 24, 36,
48,47,41,52,57,13,22, 33,32, 18,29, 39, 51)(5, 9, 16, 26, 25, 37, 50, 54, 7, 12, 21,
31,44,53,56, 10, 17, 28, 40).

(67
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Grupa G inducira tri orbite na 2-clanim podskupovima i 55 kratkih orbita na 27-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,57}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 3 x 55 ima
jedno rjesenje, od kojeg dobivamo dizajn s baznim blokovima {{1, 2, 3, 5, 6, 7, 14, 16, 18,
20, 23, 24, 27, 28, 31, 33, 35, 38, 40, 44, 45, 46, 49, 51, 52, 56, 57}, {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
11, 16, 17, 18, 19, 20, 22, 26, 27, 28, 36, 41, 43, 44, 45, 46, 54, 56}, {1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 11,
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14, 15, 18, 21, 22, 25, 26, 27, 32, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 44, 45, 51, 57}}. Stupanj dizajna
je 9, a njegovi presjecni brojevi su 9,10, 11,12,13, 14,15, 16, 17. O

Propozicija 2.52. Postoje barem tri dizajna s parametrima 2-(120,24,23), b = 595.

Dokaz. Neka je G = PSL(2,16) primitivna grupa reda 4 080 generirana permutacijama

1,40)(2,78)(3,118)(4, 1

13,19)(14, 114)(15, 18)(17, 108)(20, 66)(21, 47)(22, 53)(

26, 58)(27,105)(28, 57)(29, 115)(31, 90)(32, 52) (33, 49)(

37,103)(39, 44)(42, 56)(45, 71)(48, 60) (50, 59) (54, 98)(55, 72) (61, 69) (62, 111)
63,109)(65,83)(67, 74)(68, 104)(70, 73)(75,96) (77, 80)(79, 95)(82, 99) (86, 93)
87,100)(92, 113)(97, 107)(101, 110)(117, 120),

1,116, 18)(2, 56, 113)(3, 70, 58)(4, 65, 105)(5, 42, 43)(6, 50, 27)(7, 16, 69) (8, 89, 106)
28,55)(10,91,59)(11,98, 63)(12,92, 120)(13, 44, 76)(14, 100, 21)(15, 104, 94)
17,82,37)(19, 74, 62)(20, 103, 67)(22, 112, 31)(23, 40, 87)(24, 78, 34)(25, 119, 83)
26, 96, 46)(29, 90, 117)(30, 107, 72)(32, 33, 97)(35, 114, 52)(36, 79, 66) (38, 111, 81)
39, 45, 108)(41, 75, 84) (47, 51, 54) (48, 71, 80)(49, 86, 95) (53, 109, 64) (57, 102, 83)

60,101, 73)(61, 93, 118)(68, 85, 77)(99, 110, 115).

12)(5,94)(6,102)(7, 88)(8,12)(9, 85)(10,91)(11, 84)
53)(23,106)(24, 41)(25, 46)
33,49)(34, 76)(35, 51)(36, 43)
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Grupa G inducira 7 orbita na 2-clanim podskupovima i 6 683 kratkih orbita na 24-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,120}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 7 x 6683
ima 4 rjesenja, od kojih dobivamo 3 neizomorfna dizajna. Skup baznih blokova jednog od
konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 4, 13, 14, 21, 27, 28, 32, 41, 44, 49, 52, 55, 62, 65, 68,
77,79, 86, 106, 111, 118}, {1, 2, 4, 10, 22, 23, 25, 31, 48, 50, 51, 54, 55, 63, 69, 70, 75, 83,
84, 93, 103, 105, 113, 120}, {1, 2, 4, 19, 34, 36, 42, 47, 55, 57, 73, 76, 80, 81, 82, 85, 96,
98, 100, 104, 108, 114, 117, 119}}. Stupanj tog dizajna je 4, a njegovi presjecni brojevi su
0,4,6,8. O

Propozicija 2.53. Postoje barem dva dizajna s parametrima 2-(120,40,195), b = 1785.

Dokaz. Neka je G = PSL(3,4) primitivna grupa reda 20 160 generirana permutacijama

(1,58)(2,95)(3, 34)(4, 106) (5, 36)(6, 57)(7, 13)(8, 31)(9, 56) (10, 104)(11, 39)
(12,30)(14,117)(15,85)(16, 53)(17, 73)(18, 45)(19, 77)(20, 81)(21, 28)(22, 86)
(23,26)(24,114)(27, 55)(29, 100)(32, 70)(33, 91)(35, 62) (37, 46)(38, 97) (40, 79)
(43,105)(44, 110)(47, 50)(48, 92)(49, 59) (51, 94) (52, 72) (54, 76)(60, 112)(61, 83)
(63,98)(64, 82)(65, 115)(66, 109)(68, 118)(69, 83)(71, 101)(74, 116)(78, 84)(80, 90)
(87,108)(93,99)(96, 103)(102, 111)(107, 120),

o =
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B =(1,75,86, 117)(2, 30, 66, 13)(3, 38, 94, 104) (4, 42, 28, 107)(5, 20, 92, 15)(6, 22, 55, 95)
(7,33,72,62)(8, 64, 119, 108)(9, 37, 41, 106)(10, 18, 118, 112)(11, 36, 100, 35)
(12,24,115,25)(14, 45, 111, 68)(16, 109, 82, 69)(17, 110, 27, 39)(19, 98, 48, 67)

(21, 50,99, 93)(23, 102)(26, 73, 56, 85)(29, 49, 84, 53)(31, 91, 116, 77)(32, 54, 59, 120)
(40, 60, 63,97) (43, 74)(44, 51, 101, 89) (46, 96, 47, 113)(52, 61, 90, 103)(57, 83, 81, 58)
( (

65, 70,80, 87)(71,105,78,114).

Grupa G inducira tri orbite na 2-¢lanim podskupovima i 2 302 kratkih orbita na 40-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,2,...,120}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 3 x 2302
ima 3 rjesenja, od kojih dobivamo 2 neizomorfna dizajna. Skup baznih blokova jednog
od konstruiranih dizajna je {{1, 2, 3, 6, 16, 18, 20, 30, 31, 33, 35, 40, 41, 43, 44, 45, 46,
47,48, 49, 52, 57, 58, 73, 75, 77, 81, 86, 89, 92, 94, 96, 97, 98, 99, 100, 102, 105, 106,
113}, {1, 2, 3, 4, 5, 8, 16, 18, 26, 29, 30, 32, 35, 38, 39, 40, 41, 46, 54, 56, 59, 61, 62,
65, 69, 74, 86, 90, 91, 102, 103, 105, 108, 111, 112, 113, 115, 116, 117, 118}, {1, 2, 3, 4,
5,10, 13, 18, 24, 26, 29, 32, 39, 40, 41, 42, 43, 46, 52, 54, 56, 61, 62, 69, 78, 82, 86, 87,
90, 97, 100, 102, 105, 108, 111, 115, 116, 117, 118, 120}, {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 16, 22, 23,
26, 27, 31, 34, 43, 48, 51, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 63, 65, 74, 76, 80, 86, 90, 92, 94, 95, 96,
98, 103, 105, 106, 115, 116}}. Stupanj tog dizajna je 18, a njegovi presje¢ni brojevi su
0,8,9,10,11,12,13,14,15,16, 17, 18,19, 20, 22, 24, 28, 32. O

U potpoglavljima i ukupno smo konstruirali 57 dizajna s parametrima
(v,k,\) iz tablice [I.3] Za dodatnih 15 dizajna informacija o egzistenciji je dostupna
u [69], a za jos 6 znamo da postoje jer postoje i njima odgovarajuéi kvazisimetriéni dizajni.
Dakle, egzistencija dizajna s parametrima iz tablice poznata je za ukupno 78 skupova
parametara. Od toga je za njih 18 poznato da postoje, a za njih 23 poznato da ne postoje
odgovarajudi kvazisimetriéni dizajni. Za njih 37 egzistencija kvazisimetri¢nih dizajna nije
poznata.

S obzirom na broj konstruiranih dizajna, pretpostavljamo da veéina dizajna s para-
metrima iz tablice postoje, no njihova konstrukcija iziskivala bi puno vremena te
prilagodbu programa za generiranje orbita i trazenje rjesenja Kramer-Mesnerovog sustava,
osobito u slucaju velikih parametara. Vidimo da svi konstruirani dizajni, osim jednog,
imaju stupnjeve ve¢e od kvazisimetri¢nih, koji su stupnja 2. Iz tog mozemo naslutiti da

je uvjet kvazisimetri¢nosti jak te da je njihova konstrukcija tezak problem.
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POGLAVLJE 3

Konstrukcija kvazisimetricnih
dizajna

Metode za konstrukciju dizajna koje koristimo u disertaciji temelje se na pretpostavci
da na dizajn djeluje neka grupa automorfizama G. U ovom poglavlju opisane su metode
za konstrukeiju kvazisimetri¢nih 2-(v, k, \) dizajna s presjetnim brojevima z i y. Svaka

metoda sastoji se od ¢etiri osnovna koraka:

KORAK 1: Odabir grupe G.
KORAK 2: Generiranje orbita k-clanih podskupova v-¢lanog skupa.
KORAK 3: Konstrukcija dizajna iz orbita.

KORAK 4: Provjera izomorfnosti dobivenih dizajna.

U nastavku poglavlja opisane su metode koje koristimo, pri ¢emu su navedene neke
ideje za odabir grupe automorfizama (potpoglavlje , opisani su algoritmi za generiranje
orbita (potpoglavlje te algoritmi za konstrukciju dizajna iz dobivenih orbita (potpo-
glavlje 3.3)). Koriste¢i navedene metode konstruirali smo nove kvazisimetri¢ne dizajne s
parametrima 2-(28,12,11), x = 4, y = 6, 2-(36,16,12), x = 6, y = 8, 2-(56, 16,18),
r=4,y=8 te 2-(56,16,6), x = 4, y = 6, pri ¢emu je egzistencija 2-(56, 16, 18)
dizajna ranije bila nepoznata. Osim toga, navedene metode primijenjene su u pokusaju

da konstruiramo nove kvazisimetri¢ne dizajne koji imaju iste parametre kao i projektivni

dizajni (potpoglavlje [3.4)).

3.1 Odabir grupe automorfizama

Postoji nekoliko ideja za odabir grupe automorfizama pri konstrukciji dizajna. Jedna
od njih je odabrati grupu automorfizama za koju je poznato da djeluje ve¢ na nekom
dizajnu. Na primjer, u poglavlju konstruirali smo 2-(45, 9, 8) dizajn s grupom M.
Tom istom grupom pokusali smo konstruirati i preostale dizajne s 45 tocaka. Druga ideja

je odabrati podgrupu (pune) grupe automorfizama nekog poznatog dizajna. Konstruiramo
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Poglavlje 3. Konstrukcija kvazisimetricnih dizajna

li dizajne s istim parametrima pomoc¢u odabrane podgrupe, medu konstruiranim dizajnima
¢e biti ve¢ poznati dizajn te mogu biti novi dizajni kojima podgrupa od koje smo krenuli
moze, ali i ne mora biti (puna) grupa automorfizama. Koristeéi navedene ideje konstruirali
smo nove kvazisimetri¢ne dizajne o kojima ¢emo nesto vise reé¢i u poglavlju [3.3] Treca
ideja, u slucaju kvazisimetri¢nih dizajna, je odabrati grupu automorfizama koja djeluje
na jako regularni graf, ukoliko on postoji, odgovarajuceg kvazisimetricnog dizajna. Tom
grupom odredeno nam je djelovanje grupe automorfizama na blokovima dizajna, ali ne i
na tockama.

Za analizu grupe i sve operacije s grupama koristimo GAP [37]. Za rac¢unanje pune

grupa automorfizama dizajna koristimo program nauty [72].

3.2 Generiranje orbita k-Clanih skupova

Neka je V ={1,...,v} skup tocaka i B = {Bj,..., By} skup blokova kvazisimetri¢nog
dizajna D s parametrima 2-(v, k, \) i presje¢nim brojevima x i y. Pretpostavimo da je
dizajn D jednostavan, tj. da nema ponovljenih blokova. Neka je G grupa automorfizama

dizajna D. Tada grupa G skup tocaka V i skup blokova B particionira u disjunktne orbite

V=VuV,U...UV, i
B:BlL|BQ|_||_|Bn

Orbite V4, ..., V,, nazivaju se tockovne orbite, a By, ..., 5, blokovne orbite dizajna

D. Duljine orbita ozna¢imo s

Vi:‘viya I1<i<m,

3.1

Vektore v = (v4,...,up) 1 B = (f1,...,Fs) nazivamo to¢kovnim, odnosno blokovnim

vektorima duljina orbita djelovanja grupe G. Ocito vrijedi

m

dvi=wv i zn:@:b. (3.2)
j=1

i=1

Blokovne orbite dizajna sastoje se od k-¢lanih podskupova skupa tocaka V. U drugom
koraku metoda za konstrukciju kvazisimetriénih dizajna generiramo orbite k-clanih pod-
skupova skupa V pod djelovanjem grupe G. Iz slijedi da za konstrukciju dizajna iz
dobivenih orbita u obzir mozemo uzeti samo orbite veli¢ine najvise b. U slucaju kada je
red grupe G veci od b, takve orbite nazivamo kratkim orbitama. Isto tako, s obzirom da
se svi blokovi kvazisimetri¢nog dizajna trebaju sije¢i u x ili u y tocaka, u obzir uzimamo

samo dobre orbite.
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3.2. Generiranje orbita k-clanih skupova

Definicija 3.1. Orbita K koju cine k-clani podskupovi skupa V inducirana grupom G je
dobra ako je
|K1 N K2| =x ili Yy,

za bilo koja dva podskupa K1, Ky € K.

Za generiranje orbita koristimo nekoliko metoda i algoritama, ovisno o redu odabrane
grupe GG te parametrima kvazisimetri¢nih dizajna. U sluc¢aju kada je red grupe G veci
od b, koristimo algoritam za generiranje kratkih orbita (potpoglavlje . U slucaju
kada je red grupe GG manji ili jednak b, koristimo algoritme za generiranje svih orbita
(potpoglavlje ili orbite generiramo pomocu orbitnih matrica (potpoglavlje [3.2.3).
U svakom od navedenih algoritama prilikom generiranja orbita dovoljno je pamtiti samo
predstavnika svake konstruirane orbite. Za sve generirane orbite trebamo provjeriti jesu
li dobre. Za to koristimo program gsymstrip napisan pomocéu GAP naredbi, a temelji se

na sljedeéem algoritmu [I}

ALGORITAM 1: Dobre orbite

ulaz: grupa G, predstavnici orbita {Ky,...,K,}, parametri x, y, k
za svaki predstavnik K € {K;,...,K,} napravi

ako je |[K Ng(K)| € {x,y,k} za sve g € G onda

| ispisi K

kraj
kraj
izlaz: predstavnici dobrih orbita iz skupa {,...,KC,}

Odbacivsi sve orbite koje nisu dobre mozemo smanjiti ukupan broj orbita, Sto nam je
bitno za daljnju konstrukciju dizajna, a pritom ne propustiti niti jedan od kvazisimetri¢nih

dizajna na kojima djeluje odabrana grupa.

3.2.1 Generiranje kratkih orbita

Neka je G grupa automorfizama dizajna D s parametrima 2-(v,k, \) i presje¢nim
brojevima x i y takva da je |G| > b, pri ¢emu je b broj blokova dizajna D. Neka je K
orbita k-¢lanih podskupova v-¢lanog skupa tocaka inducirana djelovanjem grupe G. S
obzirom da je |G| > b, iz teorema slijedi da veli¢ina orbite K moze biti vec¢a od b,
no tada ona ne moze ¢initi blokovnu orbitu dizajna D. Stoga pretpostavimo dodatno da
je |K| < b. Tada iz teorema slijedi da orbita K ima netrivijalni stabilizator H < G
indeksa [G' : H] < b. Dakle, generiranje svih orbita k-¢lanih poskupova v-¢lanog skupa
tocaka mozemo ograniciti na generiranje samo orbita kojima je stabilizator indeksa manjeg
ili jednakog b. Ako podgrupa H stabilizira skup X, onda se on sastoji od orbita grupe H.
Algoritam za generiranje kratkih orbita prikazan je u
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ALGORITAM 2: Generiranje kratkih orbita

ulaz: grupa G, parametri v, k, b

za svaku podgrupu H < G indeksa [G : H| < b do na konjugaciju napravi
1: generiraj orbite v-¢lanog skupa pod djelovanjem grupe H,
2: sastavi sve moguce k-¢lane skupove od orbita iz koraka 1,
3: uzmi predstavnike k-¢lanih podskupova pod djelovanjem grupe G.
kraj

izlaz: predstavnici kratkih orbita k-¢lanih podskupova v-clanog skupa

S obzirom da su nam potrebni samo predstavnici orbita k-¢lanih podskupova pod dje-
lovanjem grupe G, u algoritmu [2| petlju provodimo samo na nekonjugiranim podgrupama
H < G. 1z sljedece leme slijedi da konjugirane podgrupe fiksiraju podskupove iz iste

orbite.

Propozicija 3.2. Ako su Hy, Hy < G konjugirane, tj. Hy = g~ H,g za neki g € G, onda
H, fiksira K ako i samo ako Hs fiksira g(K).

Dokaz. Pretpostavimo da H; fiksira K. To znaci da za svaki h € H; vrijedi h(K) = K.
Trebamo dokazati da tada H, fiksira g(K). Neka je h' € Hy. Iz definicije slijedi da je
h' =g 'hg, zaneki h € H,. Tada je:

W (g(K)) = (g7 hg)9(K) = g(h(g™'(9(K)))) = g((K)) = g(K),
sto je i trebalo dokazati. Analogno bismo dokazali drugi smjer. O]

Za generiranje kratkih orbita koristimo program replesize koji se sastoji od sljede¢ih
GAP naredbi: ConjugacyClassesSubgroups za trazenje podgrupa H < G do na konju-
gaciju, Orbits za generiranje orbita u koraku 1 te OrbitRepresentatives za trazenje
predstavnika orbita u koraku 3. Za izvodenje koraka 2 koristimo niz GAP naredbi kojima
sastavljamo kombinacije dobivenih orbita iz koraka 1. Algoritam za kratke orbite koristili
smo u poglavlju za konstrukciju dizajna s parametrima kvazisimetri¢nih dizajna.

Dobivene orbite k-clanih podskupova v-¢lanog skupa algoritmom 2| su kratke orbite, no
treba dodatno provjeriti jesu li one dobre. Za odbacivanje orbita koje nisu dobre koristimo
algoritam |1, odnosno program gsymstrip.

Osim programa replesize koristimo i program replesize2 koji ujedinjuje naredbe
replesize i qsymstrip, a osim toga korak 2 napisan je u programskom jeziku C kako bi

bio efikasniji i brzi.

Koristeci algoritam za generiranje kratkih orbita uspjeli smo konstruirati tri neizomor-
fna kvazisimetricna dizajna s parametrima 2-(56,16,18), z = 4, y = 8 o kojima ¢emo

nesto vise reé¢i u poglavlju |3.3.1]
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3.2. Generiranje orbita k-clanih skupova

3.2.2 Generiranje svih orbita

Neka je G grupa automorfizama dizajna D s parametrima 2-(v, k,\) i presjetnim
brojevima z i y takva da je |G| < b, pri ¢emu je b broj blokova dizajna D. Iz teorema
slijedi da veli¢ine orbita grupe G nisu vece od b. Iz tog razloga, ne mozemo se ograniciti
na kratke orbite, nego za konstrukciju dizajna trebamo generirati sve orbite k-¢lanih

podskupova v-Clanog skupa pod djelovanjem grupe G.

Jedan od nacina za odredivanje svih orbita k-¢lanih podskupova pod djelovanjem
grupe G je koristenje naredbi koje su dostupne u GAP-u. Naredbe smo ujedinili u program
makerep. Za sve generirane orbite trebamo dodatno provjeriti jesu li dobre pomocéu

programa gsymstrip. Algoritam za generiranje svih orbita prikazan je u [3

ALGORITAM 3: Generiranje svih orbita - pretraga stabla po Sirini

ulaz: grupa G, parametri v, k
O, < predstavnici orbita 1-clanih podskupova pod djelovanjem grupe G
za i = 2 do k napravi

S+ 0
za svaki o € O;_; napravi
za svaki j € {1,...,v} \ o napravi
o +—oU{j}
S+ Su{d}
kraj
kraj
O, < predstavnici orbita i-clanih podskupova iz S pod djelovanjem
grupe G
kraj
izlaz: predstavnici orbita k-¢lanih podskupova skupa {1,...,v}

Generiranje orbita primjenom algoritma 3| je u slucaju velikih parametara vrlo sporo jer
se temelji samo na naredbama iz GAP-a. Osim toga, s obzirom da su za generiranje orbita
na i-tom nivou potrebni svi predstavnici orbita iz (¢ — 1)-nivoa, ovaj algoritam trosi puno
memorije te je ovaj nacin generiranja orbita neefikasan. Efikasniji nacin generiranja svih
orbita temelji se na algoritmu tipa Read-Faradzeva [33.|71,81]. To je opceniti algoritam
za generiranje neizomorfnih kombinatornih objekata, a u nastavku opisujemo verziju za

generiranje orbita k-Clanih podskupova v-clanog skupa.

Neka je G permutacijska grupa koja djeluje na skupu V = {1,...,v}. Neka su Ui W
k-¢lani podskupovi od V. Pretpostavimo da je U = {uy,...,ux}, za neke u; < ... < uy,
i W = {wy,...,wg}, za neke w; < ... < wy. Tada je U < W ako postoji indeks i
takav da je u; < w; i u; = wj, za sve 7 < i. Time smo na skupu V definirali potpuni
uredaj. Ovako definiran uredaj omogucuje usporedivanje k-¢lanih podskupova orbite

U% = {g(U)|g € G}. S m(U) ozna¢imo njezin najmanji element. Na$ algoritam za
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generiranje svih orbita temelji se na generiranju minimalnih predstavnika, tj. predstavnika
takvih da je m(U) = U, a prikazan je u [4}

ALGORITAM 4: Generiranje svih orbita - pretraga stabla po dubini
procedura DOBRE_ORBITE (U : podskup od {1,...,v})

ako je |U| =k onda
ako je |[UNg(U)| € {z,y,k} za sve g € G onda
| ispisi U
kraj
inace
zae=maxU + 1,..., v napravi
ako je m(U U {e}) = U U {e} onda
| DOBRE_ORBITE (U U {e})
kraj
kraj
kraj

kraj procedure
/* glavni program */

ulaz: grupa G, parametri v, k, z, y
pozovi proceduru DOBRE_ORBITE (())
izlaz: minimalni predstavnici orbita k-clanih podskupova v-¢lanog skupa

Osim toga, ovaj algoritam nam daje samo dobre orbite. Sljedec¢a lema dokazuje da je
algoritam [4] korektan:

Lema 3.3. Neka je U minimalni element, tj. m(U) = U, te neka je U' = U \ max U.

Tada je U’ takoder minimalni element, tj. m(U") = U'.

Dokaz. 1z ¢injenice da je U minimalni element slijedi da je U < ¢g(U), za svaki g € G.
Trebamo pokazati da je U’ < g(U’), za svaki g € G. Pretpostavimo da postoji g € G takav
da je g(U") < U'. Neka je U = {uy,...,up—1} 1 g(U") = {u},...,u,_,}. Tada postoji

i€{l,...,k—1} takav da je uj < u; i uj = uy, za svaki j < i. Neka je e = maxU. Ako

je g(e) < wu}, onda je

gU) ={uy,....g(e), ... ,uly .. up 1} < {ugy .. g, oup_1, e} = U.
Ako je g(e) > u}, onda je

gU) ={uy, ... uly... g(e),...up_} <Aup,...,u,. .. up_1,e} =U.

U oba slucaja dolazimo do zakljucka da je g(U) < U, $to je u kontradikciji s pocetnom

pretpostavkom da je U minimalni element. O]
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Indukcijom se lako pokaze da algoritam [] neée izostaviti niti jednog minimalnog
predstavnika. Pretpostavimo da su generirani svi minimalni predstavnici na i-tom nivou
stabla. Prema algoritmu [4] svakog od njih prosirimo elementima koji su veéi od njihovog
najveceg elementa. Tada se medu njima nalaze sigurno i minimalni predstavnici na (i+ 1)-
nivou. U suprotnom, prema lemi ne bismo dobili sve minimalne predstavnike na ¢-tom

nivou, sto je u kontradikciji s pretpostavkom indukcije.

Na algoritmu [4] temelji se program forbrep napisan u programskom jeziku C kojeg

koristimo za generiranje svih orbita k-¢lanih podskupova v-¢lanog skupa.
Sljedeé¢i primjer prikazuje razliku izmedu generiranja orbita pomocéu algoritama [3] i [}

Primjer 3.4. Neka je G = ((1,2,3)(4,5,6)(7)) grupa reda 3. Generirajmo orbite 3-clanih
podskupova T-clanog skupa tocaka. Slika prikazuje minimalne predstavnike orbita

podskupa velicine najvise 3, organizirane u stablo po relaciji inkluzije C.

{1} {4} {7}

{1,2,3} {1,2,4} {1,2,5} {1,2,6} {1,2,7} {1,4,5} {1,4,6} {1,4,7} {1,5,6} {1,5,7} {1,6,7} {4,5,6} {4,5,7}

Slika 3.1: Minimalni predstavnici orbita i-Clanih podskupova 7-¢lanog skupa za
i=0,1,2,3

Algom'tam@ generira orbite po nivoima (“breadth-first search”), tj. za generiranje svih
predstavnika na i-tom nivou program treba pamtiti sve predstavnike s (i — 1)-nivoa stabla
(slika . U naSem slucaju, za generiranje predstavnika svih orbita 2-clanih podskupova,
program treba pamtiti sva tri predstavnika orbita 1-clanih podskupova 7-clanog skupa (

), dok za generiranje predstavnika svih orbita 3-clanih podskupova (plava boja) pro-

gram treba pamtiti svih sedam predstavnika orbita 2-clanih podskupova (ljubicasta boja).

Algom'tam generira orbite po dubini, s lijeva na desno (“depth-first search”), tj. za
generiranje svih predstavnika na k-tom nivou program treba u svakom trenutku pamtiti
samo po jednog predstavnika s prethodnih nivoa stabla (slika . U nasem slucaju, za
generiranje predstavnika svih orbita 3-clanih podskupova T-clanog skupa (plava boja)

program treba pamtiti uvijek samo jednog predstavnika orbita 1-clanih podskupova (
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) i jednog predstavnika orbita 2-clanih podskupova (ljubicasta boja). Redoslijed

kojim algoritam generira minimalne predstavnike orbita dan je brojevima 1 — 23.

{1} {4} {7}

{1,2} {1,4) {1,5} {1,6} {1,7} {4,5} {4, 73]

[{1,2,3} {1,2,4} {1,2,5} {1,2,6} {1,2,7} {1,4,5} {1,4,6} {1,4,7} {1,5,6} {1,5,7} {1,6,7} {4,5,6} {4,5,7}]

Slika 3.2: Algoritam [3|na primjeru generiranja orbita 3-clanih podskupova 7-¢lanog skupa

0
{1 ')}| {1 6} [{1,7} [{4,5}] [{a. 7}
{1, 2,3} {1, 2,4} [{1, 2,5} [{1. 2,6} [{1, 2, 7} [{1. 4, )}||{1 4,6} [{1,4, 7} [{1, 5, S}H{l 5, 7)\|(1 6,7} [{4,5,6}] [{4.5.7}

Slika 3.3: Algoritam El na primjeru generiranja orbita 3-c¢lanih podskupova 7-¢lanog skupa

Koristedi algoritam 4] za generiranje svih orbita konstruirati smo jos jedan kvazisime-
triéni dizajn s parametrima 2-(56, 16,18), + = 4, y = 8 o kojem ¢emo nesto vise reéi u

poglavljn B33
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3.2.3 Generiranje orbita pomoc¢u orbitnih matrica

Broj orbita k-¢lanih podskupova v-clanog skupa koje dobijemo algoritmom [4| ponekad
je prevelik te tada od dobivenih orbita ne mozemo konstruirati dizajne. KoriStenjem
orbitnih matrica mozemo smanjiti broj orbita koje treba razmatrati. Orbitne matrice za
konstrukciju dizajna sa zadanom grupom automorfizama koristili su mnogi, primjerice
u [48] za konstrukciju simetriénih dizajna, u [61] za konstrukciju Steinerovih dizajna, dok

su u [30] koriStene za konstrukciju kvazisimetriénih dizajna.

Neka je G grupa automorfizama dizajna D s parametrima 2-(v, k, A). NekasuVy,...,V,,
tockovne orbite, a By, ..., B, blokovne orbite dizajna D. Blokovne i to¢kovne orbite ¢ine

takticku dekompoziciju, tj. vrijedi sljedece:

(i) broj blokova iz B; koji sadrze neku tocku T € V; ne ovisi o izboru tocke T,

(ii) broj tocaka iz V; koje su na nekom bloku B € B; ne ovisi o izboru bloka B.
Stoga mozemo definirati brojeve:

a;; = |{B € B; | T € B}|, za bilo koju tocku T" € V;,

(3.3)
biy = [{T € V; | T € B}|, za bilo koji blok B € B;,

te matrice A, B € M,,,(Ny) takve da je A = [a;;] 1 B = [bij].
Lema 3.5. Neka je D dizajn s parametrima (v,b, 7, k, \) te neka su brojevi v;, 5;, a;j, bi;
definirani kao u (3.1)) 7 (3.3). Tada je

viai; = Bibij, (3.4)

za svel <1 <m,1 <5 <n.

Dokaz. Dvostrukim prebrojavanjem parova u skupu {(T,B) | T € B, T € V;, B € B;}
dolazimo do jednadzbe ((3.4)). O

Propozicija 3.6. Neka je D dizajn s parametrima (v,b, 7, k, \) te neka su brojevi v;, B;, a;;
definirani kao u (3.1) ¢ (3.3). Matrica A = [a;;] ima sljedeca svojstva:

(1) 0<a; <Bj, zasvel<i<m,1<j<n,

n
(i7) Zaij =r, zasvakil <i<m,
j=1

(iii) Z;iaij =k, zasvakil<j<n,
i=1M]

“ v AV, ako je i # i/
(iv) Zﬁaijai’j = jei# , za svel <ii <m.
=10; My —1)+r, akojei=71
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Propozicija 3.7. Neka je D dizajn s parametrima (v, b, r, k, \) te neka su brojevi v;, B}, b;;
definirani kao w (3.1)) ¢ (3.3). Matrica B = [b;j] ima sljedeca svojstva:

(1)) 0<b; <v;, zasvel<i<m,1<j<n,

(i7) szj =k, zasvakil<j<n,
i=1

(iii) Zﬁybw =r, zasvakil <i<m,
j=1Vi
Av;, ako je i # i
(iv) Zﬂjbmbu: jei# , o za svel <7 <m.
i=1Vi My —1)+r, akojei=71

Dokazi propozicija i mogu se naéi u [62].

Svaka matrica A = [a;;] € M;,,(Ng) koja ima svojstva iz propozicije naziva se
tockovna orbitna matrica, a svaka matrica B = [b;;] € M,,,(Ny) koja ima svojstva iz
propozicije naziva se blokovna orbitna matrica. U disertaciji za generiranje orbita
koristimo samo blokovne orbitne matrice te ¢emo u daljnjem radu pod pojmom orbitna

matrica podrazumijevati da se radi o njima.

U slucaju kada je dizajn D kvazisimetrican s presje¢nim brojevima x i y, orbitna

matrica ima dodatna svojstva.

Propozicija 3.8. Neka je D kvazisimetricni dizajn s parametrima (v,b,r, k, \) 1 presjec-
nim brojevima x 1y te neka su brojevi v;, B;,b;; definirani kao v (3.1) i (3.3). Tada
matrica B = [b;;] ima svojstvo:

Z bwbw fl' + (5] - €)y7 CLkO je j 7é] 5 0 S 6 S 5]’7 (35)

i=15; x4+ (B —&—Dy+k, akojej=3j,0<¢E<p,,

za sve 1 < 4,7 <n.
Dokaz. Neka je B’ € By neki ¢vrsti blok. Tada je:

m

m
> Z% =2 ai; [{T €Vi|T € B'}|

2] 2]
1= 16] =1

=Zaz~j > 1=§: >

=1 TeB'ny, =1 TeB'ny,

> Y {BeB|TeBy

1=1 TGB/ﬂvi

m
=> {(I'B)|Te BNV, BeB;, T € B}
=1
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m

=Y. Y {T'eBnV,|TeB}
=1 B€Bj
m
= > Y NHTreBnV|Te B}
BEBjizl
= Y {TeB |TeB}Y= > |[BnBHB|
BEB]‘ BEBj

S ¢ oznac¢imo broj blokova B € B; koji blok B’ sijeku u x tocaka. Ako je j # j', onda su
blokovi B i B’ iz razlicitih orbita te se sijeku u z ili u y toc¢aka, pri ¢emu je broj blokova
koji se sijeku u y tocaka jednak 3; —£. Ako je j = j/, onda su blokovi B i B’ dio iste
orbite te se sijeku u x ili u y tocaka ako su razliciti, ili u k£ tocaka ako se podudaraju, pri

cemu je broj blokova koji se sijeku u y tocaka jednak 3; — & — 1. Iz toga slijedi jednadzba

B3). =

Orbitnu matricu B koja zadovoljava jednadzbe (3.5) nazivamo dobrom orbitnom

matricom.

Za konstrukciju orbitnih matrica koristimo program tdmat koji se temelji na algoritmu
opisanom u [62]. Algoritam je takoder tipa Read-FaradZeva. Ako broj stupaca n nije
prevelik, mozemo klasificirati sve orbitne matrice do na izomorfizam. Dvije orbitne matrice
C = [¢ij] 1 D = [d;;] su izomorfne ako postoji par permutacija (7, 0) € Sy, x S,, takve da je
Vi = Vi), Bj = Bo(j) 1 dij = Cr(i)o(j), zasve 1 <i <m, 1 < j < n. Za sve dobivene orbitne
matrice trebamo provjeriti jesu li dobre, a to radimo primjenom programa coltest koji
se temelji na GAP implementaciji provjere jednadzbi .

Ako trazimo dizajne koji dolaze od orbitne matrice B = [b;;], onda je potrebno razmo-
triti samo orbite uskladene s njezinim stupcima. U orbitnoj matrici j-ti stupac odreduje
na koji su nacin tocke na nekom bloku iz orbite B; rasporedene u odnosu na tockovne
orbite Vi,...,V,,. Za svaki blok B € B; treba vrijediti da je |B N V;| = b;;, za svaki
1 <4 < m. S obzirom na tu ¢injenicu, algoritam za generiranje svih orbita [4] mozemo
prilagoditi da generira samo orbite uskladene s j-tim stupcem matrice B. Za generiranje
orbita pomocu orbitnih matrica koristimo program tdmat2rep koji se temelji na algoritmu

Bl

Koristeéi algoritam [5| mozemo smanjiti broj dobrih orbita te tako omoguciti daljnju
konstrukciju dizajna. Za konstrukciju dizajna iz tako generiranih orbita koristimo back-
tracking program koji je napisan u programskom jeziku C, a njegov algoritam je opisan u

poglavlju [3.3.3]

Koristec¢i orbitne matrice konstruirali smo nove kvazisimetri¢ne dizajne s parametrima
2-(56,16,6), z = 4, y = 6 o kojima ¢emo nesto vise reéi u poglavlju |3.3.3
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ALGORITAM 5: Generiranje orbita uskladenih sa stupcem orbitne ma-
trice
procedura DOBRE_ORBITE (U : podskup od {1,...,v})
ako je |U| =k onda
ako je |[UNg(U)| € {z,y,k} za sve g € G onda

‘ ispisi U
kraj
inace
za e =maxU + 1,...,v napravi

ako je [(UU{e}) N V| <b;; za svei=1,...,m onda
ako je m(U U {e}) =U U {e} onda
| DOBRE_ORBITE (U U {e})
kraj
kraj
kraj
kraj
kraj procedure

/% glavni program */
ulaz: grupa G, orbitna matrica B, indeks stupca j, parametri v, k, z, y
pozovi proceduru DOBRE_ORBITE (())

izlaz: minimalni predstavnici orbita k-clanih podskupova v-¢lanog skupa
uskladeni s j-tim stupcem matrice B

3.3 Metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna

Za konstrukciju dizajna D s parametrima 2-(v, k, \) i presjeCnim brojevima x i y
potrebno je odabrati odgovaraju¢e generirane orbite. S racunalne strane, taj korak je
najzahtjevniji jer se u svim metodama koje ¢emo opisati svodi na neki NP—potpun problem.
Da bismo mogli konstruirati dizajn, broj generiranih orbita k-c¢lanih podskupova v-¢lanog
skupa ne smije biti prevelik. Jedan od nac¢ina smanjenja broja orbita u slucaju konstrukcije
kvazisimetri¢nih dizajna je odbaciti orbite koje nisu dobre. Time nismo odbacili niti jedan
kvazisimetri¢ni dizajn. No bez obzira na to, medu konstruiranim dizajnima mogu biti oni
koji nisu kvazisimetri¢ni. Da bi dizajn bio kvazisimetrican, sve izabrane orbite moraju

biti medusobno kompatibilne.

Definicija 3.9. Orbite K; i K;, pri cemu su i # j, su kompatibilne ako je
|Ky N Ky =x ili oy,

za bilo koje podskupove K1 € K; i Ky € K;.

S obzirom na ukupan broj orbita k-Clanih podskupova odabiremo jednu od metoda za

konstrukciju, a to su Kramer-Mesnerova metoda (potpoglavlje[3.3.1]), metoda temeljena

72
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na trazenju klika (potpoglavlje te metoda temeljena na orbitnim matricama (pot-
poglavlje . Svakom od navedenih metoda mozemo dobiti izomorfne dizajne te je na
kraju konstrukcije potrebno provjeriti izomorfnost. Za tesiranje izomorfnosti medu kons-
truiranim dizajnima koristimo program incfilter koji se temelji na algoritmu opisanom

u [62], a koristi nauty [72].

3.3.1 Kramer-Mesnerova metoda

Kramer-Mesnerovu metodu za konstrukciju dizajna sa zadanom grupom automorfizama
opisali smo u poglavlju 2.4 Metoda je Cesto koristena za klasifikaciju ¢-dizajna, osobito
jednostavnih s malim parametrima. U poglavlju koristili smo je za konstrukciju
2-dizajna s parametrima kvazisimetri¢nih dizajna. S racunalne strane, metoda se sastoji

od dva problema:

1. generiranje Kramer-Mesnerove matrice A,

2. rjesavanje Kramer-Mesnerovog sustava A - X = AJ,,.

Kompleksnost svakog od problema ovisi o veli¢ini parametara 2-(v, k, A) dizajna te
veli¢ini grupe automorfizama G. Ukoliko su orbite 2-¢lanih i k-¢lanih podskupova generi-
rane, prvi problem je jednostavan te za generiranje Kramer-Mesnerove matrice koristimo
program KMmat napisan pomoc¢u GAP naredbi. Drugi problem ovisi o broju generiranih
orbita, a svodi se na trazenje {0, 1}- rjeSenja sustava linearnih jednadzbi, $to je NP—potpun
problem. Kako bi taj postupak trazenja rjesenja bio izvediv, broj orbita Iy, ..., K, mora
biti dovoljno mali. Ukupan broj svih mogucnosti za rjesenje sustava je 2", iz ¢ega vidimo
da taj broj raste eksponencijalno u ovisnosti o n. Jedan od nacina kako mozemo poboljsati
Kramer-Mesnerovu metodu za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna je da odbacimo sve
orbite koje nisu dobre te tako smanjimo dimenziju sustava jednadzbi. Drugi nacin je da

trazenje rjesenja Kramer-Mesnerovog sustava uskladimo s matricom kompatibilnosti

Definicija 3.10. Matrica kompatibilnosti orbita {Ki,...,K,} je n x n matrica C =
[cij] takva da je
1, ako su orbite K; i K; kompatibilne,

Cij =
0, inace.

Algoritam za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna zasniva se na reduciranju rjesenja
Kramer-Mesnerova sustava pomoc¢u matrice kompatibilnosti. Taj nac¢in prilagodbe za
konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna je vrlo ucinkovit jer jednom kada je odabrana neka
orbita IC;, traZenje rjeSenja je ograni¢eno na trazenje kompatibilnih orbita KC; takvih da je

¢ij = 1. Ovisno o matrici kompatibilnosti, na taj nac¢in mozemo rijesiti sustave s tisucama,
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a ponekad i desetcima tisuca varijabli. Za trazenje rjesenja Kramer-Mesnerova sustava ko-
ristimo backtracking program [63] koji smo uskladili s matricom kompatibilnosti. Program

mysolvemat napisan je u programskog jeziku C, a temelji se na sljede¢em algoritmu:

ALGORITAM 6: Rjesavanje Kramer-Mesnerova sustava
globalna varijabla: vektor X duljine n
procedura TRAZI (i : prirodan broj)

ako jei=n+1 onda

ako je A- X = \J,, onda
| ispisi X

kraj

inace

X, <0

TRAZI (i + 1)

ako je A- X < AJ,, icj=1zasvej<itd X;=1onda
| TRAZI (i +1)

kraj

kraj

kraj procedure

/% glavni program */

ulaz: Kramer-Mesnerova matrica A dimenzije m x n, matrica kompatibilnosti
C dimenzije n X n, parametar A

pozovi proceduru TRAZI (1)

izlaz: rjesenje sustava A - X = A\J,, takva da je ¢;; = 1 za sve indekse j < i za
koje je X; = X; =1

Razli¢ita rjesenja Kramer-Mesnerova sustava mogu dati izomorfne dizajne te je na
kraju potrebno ispitati njihovu izomorfnost i odrediti broj neizomorfnih dizajna dobivenih

grupom automorfizama G, koriste¢i program incfilter.

Koriste¢i Kramer-Mesnerovu metodu koju smo prilagodili za konstrukciju kvazisime-
triénih dizajna, konstruirali smo nove kvazisimetricne dizajne s parametrima 2-(28,12,11),
r =4,y =6, zatim 2-(36,16,12), z = 6, y = 8 te 2-(56, 16, 18), x = 4, y = 8, a rezultati

su objavljeni u ¢lanku [64].

Za konstrukciju kvazisimetri¢nih 2-dizajna opisanom Kramer-Mesnerovom metodom
potrebna nam je permutacijska grupa koja djeluje na skupu tocaka dizajna V = {1,...,v}.
S obzirom da grupa automorfizama dizajna djeluje i na blokovima, Kramer-Mesnerovu
metodu mozemo prilagoditi na nacin da promatramo dualnu strukturu kvazisimetric-
nih dizajna. Tu metodu iz tog razloga nazivamo jos dualnom Kramer-Mesnerovom

metodom, a temelji se na sljede¢em:
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Neka je G permutacijska grupa koja djeluje na skupu B = {1,...,b}. Umjesto da
promatramo podskupove tocaka koji ¢ine blokove, sada promatramo podskupove blokova
koji sadrze neku tocku dizajna, pri ¢emu znamo da svaka tocka mora biti sadrzana u
tocno r blokova. Neka su 7y, ..., 7,, orbite 2-¢lanih podskupova skupa B, a Ri,..., R,
orbite r-clanih podskupova skupa B pod djelovanjem grupe G. S obzirom da svake dvije
tocke moraju biti sadrzane u toc¢no A blokova, orbita R koju ¢ine r-clani podskupovi
skupa B je dobra ako je |R; N Rs| = A, za bilo koje Ry, Ry € R. Isto tako, dvije orbite
Ri i R; su kompatibilne ako je |[Ry N Ry| = A, za bilo koje Ry € R;, Ry € R;. Kramer-
Mesnerovu matricu i matricu kompatibilnosti orbita R4, ..., R, definiramo analogno, dok
Kramer-Mesnerov sustav definiramo drugacije. S obzirom da orbite 2-clanih podskupova
odgovaraju presjecnim brojevima dizajna i na taj nacin trebaju biti prekriveni orbitama
r-clanih podskupova z ili y puta, konstrukcija kvazisimetri¢nih dizajna svodi se na trazenje
rjeSenja nejednadzbe

A-X <y,

t
gdje je J,,, vektor duljine m koji se sastoji samo od jedinica, a rjesenje X = |z; xo ... z,

je vektor duljine n. Za svako dobiveno rjesenje X potrebno je provjeriti je li umnozak
A- X jednak vektoru koji sadrzi samo brojeve x i y. RjeSenja sustava X koja zadovoljavaju

to svojstvo, odgovaraju dualima trazenih kvazisimetri¢nih dizajna.

Dualna Kramer-Mesnerova metoda priklada je u slu¢aju kada je poznato da postoji

jako regularni graf, ali egzistencija pridruzenog kvazisimetri¢nog dizajna nije poznata.

Koriste¢i dualnu Kramer-Mesnerovu metodu konstruirali smo kvazisimetri¢ne dizajne
s parametrima 2-(56,16,18), x =4, y = 8.

Dizajni (28,12,11), z =4, y = 6 i (36,16,12), 2 =6, y = 8

Prvi kvazisimetri¢ni dizajni s parametrima 2-(28,12,11), z = 4, y = 6 i 2-(36, 16, 12),
x = 6, y = 8 konstruirani su kao derivirani, odnosno rezidualni dizajni simetri¢cnog
(64,28,12) dizajna [50,53]. Ti dizajni imaju SDP svojstvo ( “symmetric difference pro-
perty”), tj. simetricna razlika bilo koja dva bloka je opet blok ili komplement bloka
dizajna. U [50] je dokazano da postoji ¢etiri kvazisimetri¢na dizajna do na izomorfizam
s tim svojstvom. Njihove pune grupe automorfizama su reda 1451520, 10752, 1920 i
672 [77]. Ulaganjem tih dizajna u simetriéni (64, 28,12) dizajn, konstruiran je niz novih
kvazisimetri¢nih dizajna s tim parametrima [66]. Potom je u [30] napravljena klasifikacija
kvazisimetriénih 2-(28,12,11) dizajna automorfizmom reda 7 bez fiksnih tocaka i blokova.
Autori clanka su dokazali da postoji tocno 246 takvih dizajna. Osim toga, njihovim
ulaganjem u simetriéni (64, 28,12) dizajn kao derivirani dizajn, pokazali su da postoji
barem 8 784 neizomorfnih simetri¢nih dizajna. Odgovarajudi rezidulani dizajni su takoder

neizomorfni te iz toga slijedi da ima barem toliko kvazisimetri¢nih 2-(36, 16, 12) dizajna.
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Za Klasifikaciju kvazisimetri¢nih 2-(28, 12, 11) dizajna s automorfizmom reda 7 koriStena
je metoda temeljena na orbitnim matricama. Konstrukcija dizajna pomocu Kramer-
Mesnerove metode u tom slucaju ne bi bila moguéa. Automorfizam reda 7 inducira
(?2) /7 = 3067740 svih orbita 12-¢lanih podskupova. Medu njima je samo 187 572 dobrih,
no bez obzira na to, taj broj orbita je i dalje prevelik za rjesavanje odgovarajuceg Kramer-
Mesnerovog sustava. Kako bi konstrukcija dizajna pomocéu Kramer-Mesnerove metode bila
moguca, potrebno je izabrati grupe automorfizama veceg reda. Odabiruéi razne podgrupe
punih grupa automorfizama veé¢ poznatih dizajna kao grupe automorfizama konstruirat

¢emo nove kvazisimetricne dizajne koji su neizomorfni ve¢ poznatima.

Neka je V = {1,...,v}. Za generiranje orbita 2-¢lanih podskupova skupa V koristimo
program makerep. Ako je red grupe manji od broja blokova dizajna, za generiranje dobrih
orbita k-clanih podskupova skupa V koristimo program forbrep. U suprotnom, generi-
ramo samo kratke dobre orbite koriste¢i program replesize2. Matricu kompatibilnosti
racunamo pomodcu programa cmat, dok rjesenja Kramer-Mesnerova sustava uskladena s
matricom kompatibilnosti trazimo pomocu programa mysolvemat. Za testiranje izomorf-

nosti medu konstruiranim dizajnima koristimo program incfilter.

Neka je G; = Dy, diedralna grupa reda 12 generirana permutacijama

(1,2,3,4,5,6)(7,8,9,10, 11, 12)(13, 14, 15,16, 17, 18)(19, 20, 21, 22, 23, 24)(25, 26, 27),
(1,6)(2,5)(3,4)(7,11)(8,10)(13, 17)(14, 16)(19, 23)(20, 22) (25, 27).

!
s
Grupa G inducira 47 orbita na 2-¢lanih podskupovima i 1097 dobrih orbita na 12-¢lanim

podskupovima skupa V = {1,...,28}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 47 x 1097 ima,

654 336 rjesenja, od kojih dobivamo 13 656 neizomorfnih dizajna.

Propozicija 3.11. Postoji 13656 neizomorfnih kvazisimetricnih 2-(28,12,11) dizajna s

presjecnim brojevima x = 4 iy = 6 kojima je grupa G1 grupa automorfizama.
Neka je Gy = Zgy X 7y X Ay grupa reda 48 generirana permutacijama

a =(2,12,13)(3,4,11,16,8,7)(5,9, 15)(6, 14)(17, 24, 19, 18, 21, 22)(20, 23)(25, 28)
(26,27)(29, 41, 53,39, 32, 55)(30, 58, 35, 38, 52, 31)(33, 54, 34, 50, 42, 36)(37, 45)
(40, 48)(43,59) (44, 49, 57,56, 46, 51)(47, 60)(61, 80, 66, 83, 67, 77) (62, 74, 64, 71,
69,81)(65,86)(70,89)(72, 88, 85)(73, 79, 84)(75, 87, 76)(78, 90, 82),

—(1,10)(2,13,5)(3,20, 11, 22, 14, 24)(4, 17)(6, 21, 16, 23,7, 19)(8, 18)(9, 12, 15)
(26, 27)(29, 69)(30, 35, 52, 38, 31, 58)(32, 62, 48, 64, 53, 70)(33, 36, 54) (34, 42, 50)
(37,45)(39, 74)(40, 81, 55,89, 41, 71)(44, 86, 57, 80, 47, 83) (46, 77) (49, 66) (51, 67,
60, 61,56, 65)(63,91)(72, 73,84, 79, 85, 88)(75, 76, 90) (78, 82, 87).
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Grupa (G5 inducira 26 orbita na 2-¢lanih podskupovima i 76 dobrih orbita na 12-clanim
podskupovima skupa V = {1,...,28}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 26 x 76 ima

93 312 rjesenja, od kojih dobivamo 1049 neizomorfnih dizajna.

Propozicija 3.12. Postoji 1049 neizomorfnih kvazisimetricnih 2-(28,12,11) dizajna s

presjecnim brojevima x =4 iy = 6 kojima je grupa Go grupa automorfizama.

Neka je G3 = (Zy X Zo X Lo X Zy) X Z4 grupa reda 128 generirana permutacijama

30,42, 65,69)(31, 81, 45, 67) (32, 44)(33, 64, 59, 80) (34, 52, 77, 89)(35, 37) (36, 66, 70, 58)
38,86, 74, 54)(40, 76, 72, 48)(41, 84, 56, 91) (43, 50)(46, 79, 82, 49) (47, 85, 75, 60) (51, 55)
43,50)(46, 79, 82, 49) (47, 85, 75, 60) (51, 55).

a =(1,23,7,17)(2, 24,9, 25)(3, 20, 5, 18) (4, 27, 6, 21) (8, 15, 13, 14) (22, 28) (29, 48, 54, 34)
(30,63, 58,61)(32, 50)(33, 82, 53, 75)(35, 66, 55, 65) (36, 90, 42, 80) (37, 79, 51, 85)
(38,40, 39, 52)(45, 56)(46, 68, 47, 64)(49, 71, 60, 88) (57, 69, 59, 70) (67, 91)(72, 73, 89, 74)
(76,78, 77,86)(83,87),

B =(1,5,21,24)(2, 18,9, 20)(3,27, 25, 7)(10, 22, 19, 12)(11, 16, 28, 26) (17, 23)(29, 39, 78, 73)
(

(
(

Grupa G35 inducira 13 orbita na 2-¢lanih podskupovima i 24 dobrih kratkih orbita na 12-
¢lanim podskupovima skupa V = {1, ...,28}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 13 x 24

ima 512 rjesenja, od kojih dobivamo 80 neizomorfnih dizajna.

Propozicija 3.13. Postoji 80 neizomorfnih kvazisimetricnih 2-(28,12,11) dizajna s pre-

sjecnim brojevima x = 4 1y = 6 kojima je grupa G grupa automorfizama.

Grupe G, Go i G5 su podgrupe pune grupe automorfizama reda 1451520 dizajna
(28,12,11) sa SDP svojstvom. Na isti nac¢in ¢emo konstruirati nove kvazisimetricne dizajne

s parametrima (36, 16, 12).

Neka je G4 = S, grupa reda 24 generirana permutacijama

a =(1,2,3)(4,5,6)(7,8,9)(10,11,12)(13, 14, 15)(16, 17, 18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)
(25,26,27)(28,29,30)(31, 32, 33),

B =(1,4)(2,7)(5,9)(6,11)(8,10)(13, 16)(14, 19)(15, 21)(17, 22)(18, 24)(20, 23)(26, 27)
(29,30)(32, 34).

Grupa G, inducira 50 orbita na 2-¢lanih podskupovima i 1300 dobrih orbita na 16-¢lanim
podskupovima skupa V = {1,...,36}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 50 x 1300 ima,

886 528 rjesenja, od kojih dobivamo 35572 neizomorfnih dizajna.
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Propozicija 3.14. Postoji 35572 neizomorfnih kvazisimetricnih 2-(36, 16, 12) dizajna s

presjecnim brojevima x =6 ¢y = 8 kojima je grupa G4 grupa automorfizama.

Neka je G5 = Zs x Sy grupa reda 48 generirana permutacijama

p

—(1,21,28,35)(2,27,29,12)(3, 24, 14, 19)(4, 25, 10, 17) (5, 13, 18, 34)

(6,22,32,31)(8,26)(11, 16)(15, 20, 33, 23)(30, 36)(37, 52, 77, 68)(38, 87,

60, 56)(39, 44, 61, 69)(40, 70, 46, 95) (41, 81, 85, 48)(42, 80, 78, 94) (43, 82,
45,54)(49, 99, 53,92) (51, 66) (55, 93)(57, 72, 90, 89) (59, 79, 91, 86) (62, 73,
71,67)(63,76, 74, 83)(65, 75)(88, 98),

—(1,35,30)(2,25,27,10,12,17)(3, 5, 24, 18, 14, 34)(4, 29)(6, 16, 22)(7, 9)

(8,23, 15, 26,20, 33)(11, 31, 32)(13, 19)(21, 36, 28)(37, 39)(38, 56, 55) (40, 92,

70,99,46,53)(41, 75,81, 85, 65, 48) (42, 72, 78,90, 94, 57)(43, 73, 82, 71, 54, 67)
(44,68,61,52, 69, 77) (45, 62)(49, 95)(50, 58)(51, 74, 83, 66, 63, 76) (59, 86, 83)
(60, 87,93)(79, 98, 91)(80, 89)(84, 97).

Grupa G5 inducira 43 orbite na 2-clanih podskupovima i 205 dobrih orbita na 16-¢lanim

podskupovima skupa V = {1,...,36}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 43 x 205 ima

2304 rjesenja, od kojih dobivamo 31 neizomorfnih dizajna.

Propozicija 3.15. Postoji 31 neizomorfnih kvazisimetricnih 2-(36,16,12) dizajna s pre-

sjecnim brojevima x = 6 iy = 8 kojima je grupa Gs grupa automorfizama.

Neka je G¢ = (Zg X Zg X Ly X Za) X Z3) X Zs grupa reda 96 generirana permutacijama

«

B

1,35,25,17
8,28,29,14

(2,34,11,26)(3,13,21,16)(4, 20, 24, 6)(5, 33)(7, 10)

(
39,57,51,85)

)

)

9,22, 36, 15)(12, 31)(19, 30)(37, 87, 43, 63)(38, 67)

(40, 64,42, 75)(41, 79,92, 68) (44, 76)(45, 58)(46, 72, 78, 49)
(48,93, 90, 62)(50, 83, 88, 60)(52, 99, 91, 81) (54, 94, 86, 97)
(

)
)

=(1,

(

(

(47,59, 70, 82
(55, 96, 61, 80)(56, 74)(66, 95, 71, 84) (69, 73)(77, 98),
=(1,34,24)(2, 4, 35)(3, 16, 30) (5, 12, 27)(6, 20, 15)(7, 14, 8)(9, 25, 11)
(10,28,29)(13, 19, 21)(17, 26, 36)(23, 31, 33)(37, 72, 43)(38, 70, 59
(39,86, 74)(40, 55,99)(41, 63, 71)(42, 96, 52)(44, 93, 90
(47,82, 67)(48, 76, 62)
( )( )

)
( ) (45,77,89)(46, 66, 68)
(50,64, 75) )
( )

)
)(57,73,97)(58, 65, 98)
60, 80, 81)(61, 91, 83

78,84, 92

( )
(51,54, 69)(56, 94, 85
(79, 87, 95).

Grupa Gy inducira 31 orbita na 2-¢lanih podskupovima i 128 dobrih orbita na 16-¢lanim

podskupovima skupa V = {1,...,36}. Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 31 x 128 ima,

11 520 rjesenja, od kojih dobivamo 183 neizomorfnih dizajna.
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Propozicija 3.16. Postoji 183 neizomorfnih kvazisimetricnih 2-(36,16,12) dizajna s pre-

sjecnim brojevima x = 4 1y = 6 kojima je grupa Gg grupa automorfizama.

S pomocu razlicitih podgrupa punih grupa automorfizama veé¢ poznatih dizajna dobili
smo veliki broj novih. Osim Kramer-Mesnerovom metodom, kvazisimetri¢ne dizajne
s parametrima 2-(28,12,11) i 2-(36, 16, 12) mozemo dobiti i direktnom konstrukcijom
temeljenom na Hadamardovim matricama i ortogonalnim latinskim kvadratima [11}70].
Dizajne s navedenim parametrima dobivamo od Hadamardovih matrica reda 8 te s dva
ili tri ortogonalna latinska kvadrata reda 8. Medu svim konstruiranim dizajnima na ovaj
nacin najvise je onih s trivijalnom grupom automorfizama. Uzevsi u obzir sve konstruirane
dizajne, bilo Kramer-Mesnerovom metodom bilo uz pomo¢ prethodno opisane konstrukcije,

te odbacivsi sve izomorfne kopije medu njima, dolazimo do sljedec¢eg zakljucka:

Teorem 3.17. Postoji barem 58 891 kvazisimetricnih 2-(28,12,11) dizajna i barem 522 079

kvazisimetricnih 2-(36, 16, 12) dizajna do na izomorfizam.
Distribucija svih poznatih kvazisimetri¢nih dizajna s navedenim parametrima obzirom

na red njihove pune grupe automorfizama nalazi se u tablici [3.1]

Tablica 3.1: Distribucija kvazisimetri¢nih (28,12,11) i (36,16, 12) dizajna obzirom na
red pune grupe automorfizama

| |Aut]  #28 #36 | [Aut| #28  #36 | |Aut| #28  #36 |

1451520 1 1 224 8 16 36 33 0
10752 1 3 192 652 7000 32 1299 0
4608 3 3 168 2 23 28 12 0
2304 0 4 160 564 5628 24 360 216596
1920 4 4 144 12 32 21 95 0
1536 13 61 128 4745 5084 20 26 70
1344 4 8 120 17 17 18 7 0
768 18 248 96 26039 5858 14 20 0
672 8 16 84 15 72 12 12908 5
640 1 3 80 372 3744 10 28 0
576 12 12 72 11 31 7 47 0
512 14 60 64 110 0 4 0 14
384 102 300 60 8 0 3 172 466
360 1 1 54 0 1 2 62 1080
320 4 12 48 1224 36114 1 9554 237018
288 10 14 42 3 0
256 258 2456 | 40 2 4
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Dizajni (56,16,18), . =4, y =8

U tablici iznimnih parametara kvazisimetri¢nih 2-dizajna [85] egzistencija 2-(56, 16, 18)
dizajna s presjeCnim brojevima z = 4 i y = 8 nije bila poznata. Egzistenciju smo dokazali

koriste¢i Kramer-Mesnerovu metodu koju smo prilagodili za kvazisimetri¢ne dizajne.

Neka je W veliki Wittov dizajn s parametrima 5-(24, 8, 1) te neka je D = der(der(resW))).
Tada je D kvazisimetri¢an dizajn s parametrima 2-(21,6,4), z = 0, y = 2. Poznato je da
postoji tocno jedan dizajn s tim parametrima |91]. Njegova puna grupa automorfizama,
Aut(D) je My x Zy reda 40320. Oznacimo je s G. Grupa G djeluje kao permutacijska
grupa na 56 blokova dizajna D. Neka je H = (Zy X Zy X Zs X Zs) X As podgrupa grupe

G reda 960 generirana permutacijama

a =(1,2,3,4,5)(6,7,8,9,10)(11, 12,13, 14, 15)(16, 17, 18, 19, 20)(21, 22, 23, 24, 25)

(26,27,28,29, 30)(31, 32, 33, 34, 35)(36, 37, 38, 39, 40) (41, 42, 43, 44, 45)

(46, 47, 48,49, 50)(51, 52, 53, 54, 55),

B =(1,6,8)(2,21,26)(3,32,34)(4, 11,5)(7, 15,22)(9, 16, 13)(10, 29, 17)(12, 33, 30)
(14,19,31)(18, 23, 35)(24, 28, 36) (25, 37, 39) (27, 38, 40) (42, 51, 49) (43, 52, 45)

(

44,46, 47) (48, 54, 53) (50, 56, 55).

Pretpostavimo da je H grupa automorfizama kvazisimetricnog 2-(56, 16, 18) dizajna.
Neka je V = {1,...,56}. Koristeéi program makerep dobivamo da grupa H inducira
7 orbita 2-¢lanih podskupova skupa V. Ukupan broj svih orbita 16-clanih podskupova
skupa V je priblizno (i’g) /960 ~ 4 - 10'°. Taj broj orbita je prevelik kako bismo iz njih
konstruirali dizajne. Medu tim orbitama nalaze se i orbite kojima je veli¢ina veca od
b = 231. Koriste¢i program replesize, dobivamo da grupa H inducira 1242 kratkih
orbita 16-clanih podskupova skupa V. Nadalje, koriste¢i program gsymstrip dobivamo
da je njih 40 dobrih, tj. svaka dva razli¢ita elementa im se sijeku u 4 ili u 8 tocaka. Iz toga
slijedi da je dimenzija Kramer-Mesnerove matrice A jednaka 7 x 40. Rjesavanjem Kramer-
Mesnerovog sustava A - X = 18 J; uz pomo¢ matrice kompatibilnosti C' dimenzije 40 x 40
dobivamo 5 rjesenja koja nam daju 3 neizomorfna kvazisimetri¢na dizajna s navedenim
parametrima: D;, D3 i D3. Pune grupe automorfizama konstruiranih dizajna su grupa H,

grupa H x Zs reda 1920 i grupa G.

Teorem 3.18. Postoje barem tri kvazisimetricna 2-(56, 16, 18) dizajna s presjecnim bro-

jevima x =4 1y = 8.

Blokovni grafovi svih triju konstruiranih dizajna odgovaraju jako regularnom grafu
s parametrima SRG(231,30,9,3). Taj graf je poznat pod nazivom Cameronov graf |15].
Njegova puna grupa automorfizama, oznac¢imo je s Gr, je permutacijska grupa koja djeluje

na 231 vrhova, a izomorfna je grupi My, x Zs reda 887040. Grupa Gr ima tri podgrupe
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reda 960 do na konjugaciju: G, Gy i Gs.

Pretpostavimo da grupa G; djeluje na skupu B = {1,...,231}. Koristeéi program
makerep dobivamo da grupa G; inducira 63 orbite 2-¢lanih podskupova skupa B. S
obzirom da je red grupe veé¢i od v = 56, koriste¢i program replesize2 dobivamo 168
kratkih dobrih orbita 66-¢lanih podskupova skupa B (r = 66) pod djelovanjem grupe Gj.
Presjek bilo koja dva elementa orbita 66-clanih podskupova jednak je A = 18. Iz toga
dobivamo da je Kramer-Mesnerova matrica A dimenzije 63 x 168. Za rjesavanje Kramer-
Mesnerovog sustava A- X < 8 Jgz uz pomo¢ matrice kompatibilnosti C' dimenzije 168 x 168
koristimo algoritam [6] koji smo prilagodili za trazenje rjeSenja nejednazbe. Ukupan broj
rjesenja je 96, od koji dobivamo dva neizomorfna dizajna koji odgovaraju prethodno
opisanim dizajnima D5 i Dj.

Analogno bismo proveli konstrukciju i za druge dvije grupe. Za grupu G5 dobivamo
da Kramer-Mesnerov sustav dimenzije 63 x 60 ima 18 rjesenja, od kojih dobivamo dva
neizomorfna dizajna koji odgovaraju dizajnima D i D3. Za grupu Gz Kramer-Mesnerov

sustav dimenzije 60 X 24 ne daje rjesenje.

3.3.2 Algoritam temeljen na trazenju klika

Problem trazenja (maksimalnih) klika ima vaznu ulogu u mnogim kombinatornim
problemima te ga mozemo koristiti za konstrukciju podstruktura koje su dio neke vece
strukture. U nasem slucaju to je konstrukcija dizajna od odgovarajucih orbita koje biramo

iz veteg skupa generiranih orbita.
Definicija 3.19. Neka je I' graf. Klika u grafu I' je potpuni podgraf.

Jedan od poznatih problema je trazenje klika zadane tezine u tezinskom grafu G.

Konstrukciju kvazisimetriénih dizajna mozemo svesti na taj problem.

Neka je D kvazisimetri¢ni 2-(v, k, A) dizajn s presjecnim brojevima x i y, te neka je
b ukupan broj blokova dizajna D. Neka su Ky, ..., K, dobre orbite k-¢lanih podskupova

v-Clanog skupa. Graf I' definiramo na sljedeé¢i nacin:
o vrhovi grafa su dobre orbite Ky, ..., K,

o dva vrha su spojena bridom ako su odgovarajuce orbite kompatibilne,

o tezina vrha je veli¢ina orbite.

Time problem konstrukcije kvazisimetricnih dizajna svodimo na problem trazenja
klika tezine b u grafu I'. Graf I" nazivamo grafom kompatibilnosti orbita {4, ..., K, }.
Sve konstruirane klike ne daju nuzno kvazisimetri¢ne dizajne, ve¢ tvore kolekcije od b
kompatibilnih blokova. Iz tog razloga, za svaku kolekciju b kompatibilnih blokova trebamo
provjeriti je li dizajn, odnosno trebamo provijeriti da je svaki 2-¢lani podskup v-¢lanog

skupa tocaka sadrzan u tocno A\ blokova.
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Koriste¢i ovu metodu konstruiramo strukture za koje unaprijed ne znamo hoce li biti
dizajni, ali znamo da ¢e se svi njihovi blokovi sjeé¢i u z ili u y toc¢aka. Uvjet kvazisime-
tricnosti je Cesto puta jaci od uvjeta balansiranosti, tj. uvjeta pokrivanja svih 2-clanih
podskupova A puta. Iz tog razloga, efikasnije je konstruirati sve strukture koje zadovo-
ljavaju uvjet kvazisimetri¢nosti te medu njima odbaciti one koji ne ¢ine dizajne, nego

obrnuto.

Algoritam za trazenje klika zadane tezine opisan je u [76], a implementiran je u
programu cliquer |75] napisan u programskom jeziku C. Na cliquer-u se temelji nas
program cliquesdes koji koristimo za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna.

S raCunalne strane, problem trazenja klika je NP-potpun problem. No, problem je

jednostavniji Sto je gustoca grafa I' manja.

Definicija 3.20. Neka je V' skup vrhova, a E skup bridova grafa I'. Gustoca grafa I' je

definirana kao
2|E|

_— (3.6)

VIV —=1)

Koriste¢i metodu koja se temelji na algoritmu za trazenje klika konstruirali smo nove

kvazisimetri¢ne dizajne s parametrima 2-(56,16,18), = = 4, y = 8 i 2-(56,16,6), x = 4,
y = 6.

Dizajni (56,16, 18), z =4, y = 8

Egzistenciju kvazisimetri¢nog 2-(56, 16, 18) dizajna utvrdili smo konstruirajuéi tri neizo-
morfna dizajna s navedenim parametrima koriste¢i Kramer-Mesnerovu metodu u poglavlju
B.3.1] Oznacimo ih s Dy, Dy i Dy, pri ¢emu je [Aut (D;)| = 960, |Aut (Ds)| = 1920 i
|Aut (Ds)| = 40320. Uz pomo¢ algoritma za trazenje klika konstruirali smo jos jedan

kvazisimetri¢ni dizajn koji nije izomorfan prethodno konstruiranim dizajnima.

Puna grupa automorfizama dizajna D; ima cetiri podgrupe reda 48 do na konjugaciju.
Neka je
Gus = (aBa™t, a™ ' pa?, BaBa™ B) 2 (Zy x Ly X Ly x Ty) X Zs

jedna njezina podgrupa reda 48, pri ¢emu su « i 5 generatori od Aut(D;) zadani na stranici
. Pretpostavimo da je grupa Gug grupa automorfizama kvazisimetricnog 2-(56, 16, 18)
dizajna. S obzirom da je red grupe manji od broja blokova b = 231, ne mozemo se
ograniciti na generiranje samo kratkih orbita, ve¢ moramo generirati sve orbite 16-clanih
podskupova 56-¢lanog skupa pod djelovanjem grupe Gus. Koristeéi program forbrep
dobivamo da je ukupan broj svih orbita 16-clanih podskupova jednak 867693 085 859.
Medu njima je 301080 dobrih orbita kojima presjek bilo koja dva elementa jednak 4 ili

8. Za generiranje svih orbita bilo nam je potrebno priblizno 6 dana na procesoru radne
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frekvencije 2.66 GHz. Broj dobivenih orbita je prevelik za koristenje Kramer-Mesnerove
metode. Iz tog razloga za konstrukciju dizajna iz dobivenih orbita koristimo algoritam

temeljen na trazenju klika.

Neka je I' graf kompatibilnosti kojemu su vrhovi generirane orbite. Broj bridova grafa
I' jednak je 21 193946. Iako su brojevi vrhova i bridova veliki, gusto¢a grafa je mala i
iznosi priblizno 4.676 - 10~*. Kako bismo konstruirali dizajne s traZenim parametrima,
potrebno je naci sve klike tezine 231 u grafu I'. Koristenjem programa cliquesdes
dobivamo ukupno 1049 792 klika, odnosno struktura koje ¢ini 231 kompatibilnih blokova.
Za njihovu konstrukciju bilo nam je potrebno priblizno 2 sata procesorskog vremena.
Medu svim dobivenim strukturama nalazi se 1216 dizajna, od kojih su cetiri neizomorfna.
Tri dizajna su izomorfna veé¢ konstruiranim dizajnima Dy, Dy i D3, dok je cetvrti dizajn
novi. Oznac¢imo ga s D;. Puna grupa automorfizama dizajna Dy je reda 192 i izomorfna
je grupi (((Zg X Zg X Zg X Zg) X Za) X Zs) X Zs.

Teorem 3.21. Postoje barem cetiri kvazisimetricna 2-(56,16,18) dizajna s presjecnim

brojevima x =4 iy = 8.

Blokovni graf dizajna D, je takoder izomorfan Cameronovu grafu [15].

Osim s grupom Gyg, kvazisimetri¢ne dizajne smo pokusali konstruirati i s preostalim
podgrupama reda 48, no dobili smo samo ve¢ poznate dizajne. Isto tako, pokusali smo ih
konstruirati i s podgrupama reda 32, kojih ima pet, ali ne dobivamo nove kvazisimetri¢ne

dizajne.

Distribucija svih poznatih kvazisimetri¢nih 2-(56, 16, 18) dizajna obzirom na red njihove

pune grupa automorfizama nalazi se u tablici [3.2]

Tablica 3.2: Distribucija kvazisimetri¢nih (56, 16, 18) dizajna obzirom na red pune grupe
automorfizama

’ |Aut| #
40320 1
1
1
1

1920
960
192

Nove kvazisimetri¢ne dizajne ponekad mozemo konstruirati pomoc¢u kodova pridruzenih
veé poznatim kvazisimetricnim dizajnima. Na primjer, koriste¢i kodove A. Munemasa i
V. D. Tonchev konstruirali su novi 2-(56, 16, 6) dizajn [73] o kojem ¢emo nesto vise reéi u

nastavku rada.

Neka je C' kod pridruzen kvazisimetricnom 2-(v, k, A) dizajnu s presjecnim brojevima

x iy te brojem blokova b. Kako bismo konstruirali kvazisimetri¢ne dizajne, potrebno
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je odabrati b odgovarajuéih rijeci tezine k£ koda C'. Taj problem takoder mozemo svesti
na problem trazenja klika. Definiramo graf I'c tako su njegovi vrhovi rijeci tezine k, a
dva vrha su spojena bridom ako je veli¢ina presjeka odgovarajuc¢ih rijec¢i x ili y. Time
problem trazenja b odgovarajucih rijeci tezine k svodimo na problem trazenja klika tezine
b u grafu I'c. Za to koristimo cliquer [75]. Dobivene klike koje zadovoljavaju uvjet
balansiranosti tvore kvazisimetri¢ni dizajn s parametrima 2-(v, k, A) i presjecnim brojevima
x i y. Efikasnost trazenja klika u grafu ovisi o broju vrhova grafa I'¢, ali i o njegovoj
gustodi. Pretpostavivsi da na dizajn djeluje neka grupa automorfizama G, rijeci tezine k
u kodu C' mozemo particionirati u orbite pod djelovanjem grupe G. Time ¢emo smanjiti

broj vrhova grafa I'¢, i pridruzit ¢emo im tezine na isti nacin kao i ranije.

Neka je C; linearni kod generiran karakteristicnim vektorima blokova (retci transponi-
rane incidencijske matrice) nad poljem Fy dizajna D; s parametrima 2-(56, 16, 18), = = 4,
y=8,zai=1,23,4. Dobivamo da su kodovi C'; i (5 ekvivalentni dimenzije 23, kod
(5 je njihov podkod dimenzije 19, a kod C} ima istu dimenziju i minimalnu tezinu kao i
kodovi C} , ali razli¢iti tezinski polinom. Koeficijenti tezinskih polinoma W;(z) = %6: Ajad
odgovarajucih kodova Cj, za 1 = 1,2, 3,4, pri ¢emu je A; broj rijeci tezine j, prik;;?mi su

u sljedecoj tablici:

dim | Ay As Aix A Az Aoy Aas
Cia| 23 1 75 0 21657 353536 2059035 3520000

Cs | 19 1 0 0 1722 19936 134085 212800
Cy | 23 1 15 216 20493 359200 2044899 3538960

U tablici su naveden samo koeficijenti A; za j < 28 jer je Ass—; = A;. Za analizu
kodova koristeni su softver Magma [8] i GAP paket GUAVA [3].

Svakom kodu C; pridruzimo graf I'c,, 7 = 1,2, 3,4 kojemu su vrhovi rijeci tezine 16.
Za konstrukciju dizajna, potrebno je nadi klike veli¢ine 77. Sve klike uspjeli smo pronadi
samo u grafu I'c, koji ima 1722 vrha. Na taj nacin dobili smo samo ve¢ poznati dizajn Ds.
Graf I'c, , ima 21657 vrhova i gustoc¢u 0.5650, dok graf I'c, ima 20493 vrhova i gustocu
0.5497. U tim slucajevima trazenje klika trajalo bi predugo jer je gustoca grafa velika.
Kako bismo ubrzali trazenje klika, pretpostavili smo da na dizajn djeluju razne grupe
automofizama, ali time nismo dobili nove dizajne. Na primjer, pretpostavili smo na dizajn
djeluje diedralna grupa reda 10 te smo iz koda C' o dobili poznate dizajne Dy, Dy i Ds. 1z
koda C'; dobili smo samo dizajn Dy, pretpostavivisi da djeluju razne grupe automorfizama
reda 3 i veceg.

Dakle, koristenjem kodova u sluc¢aju kvazisimetricnog 2-(56, 16, 18) dizajna nismo

povecali broj poznatih dizajna.

84



3.3. Metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna

Dizajni (56,16,6), z =4, y =6

Egzistenciju kvazisimetricnog 2-(56, 16, 6) dizajna s presjecnim brojevima z =41iy = 6
utvrdio je V. D. Tonchev u [92]. U navedenom ¢lanku je ulaganjem deriviranog Wittovog
3-(22,6,1) dizajna konstruiran simetri¢ni 2-(78,22, 6) dizajn. Prvi poznati kvazisimetri¢ni
2-(56,16,6) dizajn, oznac¢imo ga s Dy, V. D. Tonchev je pronasao kao rezidualni dizajn
konstruiranog simetricnog dizajna. Njegova puna grupa automorfizama je reda 168. Osim
dizajna Dy, poznat je jos jedan kojeg su A. Munemasa i V. D. Tonchev konstruirali koristeci
kdd poznatog dizajna D; [73]. Oznacimo ga s Dy. Njegova puna grupa automorfizama,
je reda 24. Koriste¢i metodu koja se temelji na algoritmu za trazenje klika, konstruirat

¢emo nove kvazisimetriéne dizajne s navedenim parametrima.

Neka je (Gug grupa automorfizama s kojom smo konstruirali novi kvazisimetri¢ni
2-(56, 16, 18) dizajn. Pretpostavimo da ona djeluje na kvazisimetri¢ni 2-(56, 16, 6) dizajn
s presjecnim brojevima x = 4 i y = 6 te brojem blokova b = 77. Neka je V = {1,...,56}.
Grupa (G4g inducira 867 693 085 859 orbita 16-Clanih podskupova skupa V. Medu njima
je 5352 dobrih orbita kojima se svaka dva razlicita elementa orbite sijeku u x = 4 ili u
y = 6 tocaka. Za generiranje orbita koristimo program forbrep jer je red grupe manji od
broja blokova b = 77. Neka je I' graf kompatibilnosti kojemu su vrhovi generirane orbite.
Broj bridova grafa I' jednak je 379369. Gustoca grafa je priblizno 0.02649. Koristenjem
programa cliquesdes dobivamo ukupno 224 256 klika tezine 77, odnosno struktura koje
¢ini 77 kompatibilnih blokova. Sve te strukture su kvazisimetri¢ni dizajni, a medu njima
je 876 neizomorfnih. Konstruirani dizajni nisu izomorfni ve¢ poznatim dizajnima D; i D,.

Puna grupa automorfizama svih konstruiranih dizajna je grupa Gys.

Teorem 3.22. Postoji tocno 876 kvazisimetricnih 2-(56,16,6) dizajna s presjecnim broje-

vima x =4 1y = 6 kojima je Gug grupa automorfizama.

3.3.3 Algoritam temeljen na orbitnim matricama

U potpoglavlju opisali smo na koji na¢in mozemo smanjiti broj orbita k-clanih
podskupova v-¢lanog skupa tocaka koriste¢i orbitne matrice. Od dobivenih orbita koje
su uskladene sa stupcima orbitne matrice mozemo napraviti uniju te koriste¢i neku od
opisanih metoda konstruirati dizajne. Bez obzira sto je broj tako generiranih orbita manji
od broja svih orbita koje bismo konstruirali bez orbitnih matrica, cesto je i dalje prevelik
za konstrukciju. Osim toga, time ne bismo iskoristili informaciju koju nam daju orbitne
matrice, a to je da moramo izabrati to¢no po jednu orbitu uskladenu s j-tim stupcem,
za j = 1,...,n. Za konstrukciju dizajna pomoc¢u orbitnih matrica koristimo program

tdmsolve koji se temelji na backtracking algoritmu [7]
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ALGORITAM 7: Algoritam temeljen na orbitnim matricama

globalna varijabla: niz [K3,..., K] koji sadrzi predstavnike orbita
procedura TRAZI (i : prirodan broj)

ako jei =n+ 1 onda
ako je familija D = |J K& balansirana onda
i=1
| ispisi D
kraj
inace
za svaki K; € p; napravi
ako je orbita K& kompatibilna s orbitama KjG, zaj=1,...,1—1
onda
TRAZI (i + 1)
kraj
kraj
kraj
kraj procedure
/% glavni program */
ulaz: niz skupova predstavnika [p1, ..., p,] (p; sadrzi predstavnike orbita

k-¢lanih podskupova uskladenih s j-tim stupcem orbitne matrice B, za
svaki j = 1,...,n), grupa G, parametar A

pozovi proceduru TRAZI (1)

izlaz: dizajni sastavljeni od orbita ¢iji su predstavnici dani na ulazu

Koristedi algoritam temeljen na orbitnim matricama konstruirali smo nove kvazisime-

tricne dizajne s parametrima 2-(56, 16,6), x = 4, y = 6.

Dizajni (56,16,6), t =4, y =6

U poglavlju smo konstruirali 876 novih kvazisimetri¢nih 2-(56, 16, 6) dizajna s
presje¢nim brojevima x = 4 i y = 6 koji su neizomorfni veé¢ poznatim dizajnima [73,92].
Koristedi algoritam temeljen na orbitnim matricama mozemo ih konstruirati jos. Potpuno
smo klasificirali dizajne s Frobeniusovom grupom reda 21, dok smo s grupom A4 reda 12

konstruirali dodatnih 303 dizajna koji nisu izomorfni ve¢ prethodno konstruiranim.

Do na izomorfizam postoje tocno dvije grupe reda 21. Jedna od njih je ciklicka grupa
Zo1, a druga je nekomutativna grupa Z; X Zsz. Grupa Zs; x Zs je Frobeniusova grupa reda
21, oznac¢imo je s Froby;. Postoji nekoliko definicija Frobeniusovih grupa. Jedna od njih

je sljedeca [31]:

Definicija 3.23. Frobeniusova grupa je tranzitivna permutacijska grupa koja nije re-

gularna, ali u kojoj samo identitet ima vise od jedne fiksne tocke.
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Ako s G oznacimo grupu koja djeluje na skupu X, onda za djelovanje grupe G kazemo
da je regularno ako je tranzitivno i ako je G, = {eg}, za sve x € X. Iz definicije [2.27
slijedi da skup X pod djelovanjem neke tranzitivne grupe G ima samo jednu orbitu, tj.

dajex® =X, zasvex € X.

Druga definicija, koja ujedno govori nesto vise o samoj strukturi Frobeniusove grupe,

temelji se na sljede¢em teoremu [24):

Teorem 3.24. (Frobeniusov teorem) Neka je G konacna grupa i H < G njezina podgrupa
takva da je HNxz 'Hzx = {eg}, za sve x € G\ H. Tada grupa G ima normalnu podgrupu
N takvu da je G =HN i HNN = {eg}.

Definicija 3.25. Frobeniusova grupa G je grupa koja ima podgrupu H < G takvu da
je HNx 'Hzx = {eg}, za svex € G\ H.

Odnosno, za grupu koja zadovoljava pretpostavke Frobeniusova teorema kazemo
da je Frobeniusova grupa. Iz Frobeniusova teorema vidimo da je Frobeniusova grupa
semidirektan produkt grupa H i N. Dokaz teorema moze se na¢i u [78]. Podgrupa H
naziva se Frobeniusov komplement, a podgrupa N Frobeniusova jezgra. 1z teorema
slijedi da je podgrupa H stabilizator elemenata x € G\ H, a podgrupa N je regularna

normalna podgrupa grupe G.
Definiciju i Frobeniusov teorem [3.24] povezuje sljedeéi teorem:

Teorem 3.26. Neka je G konacna tranzitivna permutacijska grupa takva da je G, NG, =

{eg}, za sve x #y. Tada G ima regularnu normalnu podgrupu.

Neka je Froby; permutacijska grupa na v-clanom skupu tocaka ) takva da je Froby; =
Z7 X Z3. Prema teoremu duljine orbita na skupu tocaka na koje djeluje grupa Froby,
mogu poprimiti vrijednosti iz skupa {1,3,7,21}. Grupa djeluje tranzitivno i vjerno samo
na orbitama duljine 7 i 21. S obzirom da je |S3| = 6, ulaganje grupe Froby; u grupu Ss je

nemoguce.

Opéenito, grupa G na skup X djeluje vjerno ako je neutralni element e grupe G jedini

element za koji vrijedi da je e(z) = x, za sve z € X.

Permutacijska reprezentacija grupe Froby; na 21-¢lanom skupu tocaka, do na permu-

tacijski izomorfizam, generirana je s

a = (1,2,4)(3,8,16)(5, 10, 12)(6, 14, 7)(9, 20, 19)(11, 21, 15)(13, 18, 17),
B =1(1,3,6,9,12,15,18)(2,5,8, 11, 14,17, 20)(4, 7,10, 13, 16, 19, 21),

a na 7-¢lanom skupu s
a=(1,2,3)(4,5,6),
p=(1,2,4,3,6,57).
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S obzirom na djelovanje grupe Froby; na 21-¢lanom i 7-¢lanom skupu, permutacijsku

reprezentaciju grupe Froby; mozemo prosiriti na bilo koji v-clani skup tocaka.

Grupom Froby; mozemo konstruirati mnoge kvazisimetri¢ne dizajne iz tablice koji
su izomorfni ve¢ poznatim dizajnima, a to su dizajni s parametrima: (21,6,4), (21,7,12),
(22,6,5), (22,7,16), (23,7,12), (28,12,11), (31,7,7), (36,16,12), (49,9,6). Prvi dizajn
koji nismo uspjeli konstruirati s grupom Frobs;, a da on postoji, je dizajn s parametrima
(45,9,8). Taj dizajn je jedinstven, a njegova puna grupa automorfizama je ciklicka grupa Zs
[42]. S obzirom da grupa Frobs; djeluje na mnoge kvazisimetri¢ne dizajne, pretpostavimo
da ona djeluje i na dizajn s parametrima 2-(56, 16,6), x = 4, y = 6.

Neka je Frobs; grupa koja djeluje na skupu tocaka V = {1,...,56}. Grupa Froby; na

skupu V moze djelovati na vise nacina te je broj tockovnih vektora duljine orbita velik.

Kako bismo smanjili broj moguénosti za vektore v, dokazimo sljede¢u lemu:

Lema 3.27. Automorfizam reda 7 dizajna 2-(56,16,6), x = 4, y = 6 nema ni fiksnih

tocaka ni fiksnih blokova.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji 7m fiksnih tocaka, gdje
je 1 < m < 8 Neka su F] i Fy dvije fiksne tocke. Automorfizam preslikava blok koji
sadrzi tocke F; i F5 u neki drugi blok koji ih takoder sadrzi. S obzirom da je A =6 < 7,
automorfizam reda 7 blokove koji prolaze kroz tocke F} i Iy preslikava u same sebe, tj. svi
blokovi kroz neke dvije fiksne tocke su fiksni. Nadalje, buduéi da su presje¢ni brojevi 4 i
6, svaki od tih Sest blokova dodatno sadrzi jos barem dvije fiksne tocke. 1z toga slijedi da
se na svakom fiksnom bloku nalazi maksimalno jedna orbita duljine 7 te da je broj fiksnih
tocaka jednak 9 ili 16. Isto tako, kroz svaku fiksnu tocku prolazi 22, 15 ili 8 fiksnih blokova.
Skup svih fiksnih tocaka i blokova ¢ine PBD ( “partially balance design”) s parametrima
2-(7m,{9,16},6). S vs, v15 1 vye 0znac¢imo broj to¢aka PBD-a stupnja 8, 15, 22, a s by i

b1 oznacimo broj blokova stupnja 9 i 16. Ocito vrijedi
vg + V15 + Voo = Tm. (3.7)
Dvostrukim prebrojavanjem skupa incidentnih parova {(P, B) | P € B} dobivamo
8vs + 15015 + 2209 = by + 16 by, (3.8)
Dvostrukim prebrojavanjem skupa trojki {(P,Q, B) | P,Q € B, P # Q} dobivamo
(5) bo + (5) b = Tm(7Tm — 1) -6,

odnosno
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Nadalje, kroz svaku tocku PBD-a stupnja 8, osim 8 fiksnih blokova, prolazi jos 14 blokova
dizajna koji nisu fiksni. Isto tako, kroz svaku tocku stupnja 15 prolazi 7 blokova koji nisu
fiksni. Ti blokovi se medusobno ne podudaraju. Ukupan broj fiksnih i nefiksnih blokova

ne moze biti ve¢i od ukupnog broja blokova dizajna, tj. treba vrijediti
14vg + Tvys + bg + bi1g < 77. (310)

Jednadzba (3.9) nema cjelobrojnih rjesenja takvih da je bg,big > 01 by + big < 77 za
m € {1,2,5,6}. Za m € {3,4, 7} moguca rjesenja jednadzbe (3.9) su prikazana u sljedecoj
tablici:

m 313 (33|44 |44 4|4 47|77
by 25| 35 1312313343 |53|[63] 6 |16 |26
bie 916 [ 3|0 |18|15|12] 9 |6 | 3|0 |57|54) 51

(@3
—
(@
w

Izlu¢ivanjem vy iz jednadzbe (3.7) te uvrstavanjem u jednadzbu (3.8]) dobivamo
14’08 + 7U15 =22-Tm — 9b9 - 16b16. (311)

Usporedivanjem dobivenog izraza (3.11)) s nejednadzbom ([3.10)) dobivamo da za sve trojke

parametara (m, by, big) treba vrijediti
8bg + 15b16 < 144m — 7. (3.12)

Dobivenu nejednadzbu (3.12) ne zadovoljava niti jedna trojka iz tablice. Dakle, sustav
(ne)jednadzbi (3.7)—(3.10) nema rjesenje za m = 1,...,7. 1z toga slijedi da je m = 0 i da

automorfizam reda 7 dizajna 2-(56,16,6), = 4, y = 6 nema fiksnih tocaka.

Preostaje dokazati da on nema niti fiksnih blokova. Pretpostavimo da postoji barem
jedan fiksni blok. Tada bi on sadrzavao maksimalno dvije orbite duljine 7 Sto znaci da je
broj fiksnih tocaka na tom bloku barem dva, sto je u kontradikciji s prethodno dokazanom

¢injenicom da dizajn nema fiksnih tocaka. O

Iz leme slijedi da grupa Frobs; na tocke kvazisimetricnog 2-(56, 16, 6) dizajna
djeluje u orbitama duljine 7 i 21. Djelovanje na svakoj od orbita je jedinstveno do na
permutacijski izomorfizam. Time dobivamo tri moguénosti za tockovne vektore duljina

orbita:
W= (7,7,7,7,7,7,7,7, v =(7,7,77721), v =(7,7,21,21).

S obzirom da je red grupe Frobs; manji od ukupnog broja blokova b = 77, potrebno je

konstruirati sve orbite 16-¢lanih podskupova skupa V. Za to koristimo program forbrep.
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Za slucaj vV dobivamo ukupno 1983283532181 orbita, od kojih je 107 602880 dobrih,
kojima se svaka dva razli¢ita elementa sijeku u z = 4 ili u y = 6 tocaka. Za slucaj v®
dobivamo 1983283449 525 orbita, od kojih je 98909810 dobrih. Za slucaj v® dobivamo
1983 283432 389 orbita, od kojih je 584 272493 dobrih. Bez obzira na znatno manji broj
dobrih orbita u odnosu na ukupan broj orbita, taj broj je i dalje prevelik za konstrukciju
dizajna pomoc¢u Kramer-Mesnerove metode ili metode temeljene na trazenju klika. Kako

bismo dodatno smanjili broj dobrih orbita, koristit ¢emo orbitne matrice.

Za konstrukciju dizajna pomocu algoritma temeljenog na orbitnim matricama, osim
tockovnih vektora duljina orbita pod djelovanjem grupe Frobs;, potrebni su nam i blokovni.

Za blokovne vektore imamo cetiri moguénosti:

BW = (7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7), B = (7,7,7,7,7,7,7,7,21),
BB =(7,7,7,7,7,21,21), W = (7,7,21,21,21).

Za svaku kombinaciju toc¢kovnih i blokovnih vektora duljina orbita pod djelovanjem grupe
Froby; trebamo konstruirati orbitne matrice. Za to koristimo program tdmat. Dobili smo
da orbitne matrice postoje za pet od ukupno 12 moguc¢nosti. Za svaku dobivenu orbitnu
matricu potrebno je provjeriti je li ona dobra, tj. zadovoljava li jednadzbe . Broj
dobrih orbitnih matrica mozemo dodatno smanjiti tako da odbacimo sve matrice kod
kojih je b;; = 2 ili b;; = 5, pri ¢emu je v; = B; = 7. Orbita B; duljine 7 je stabilizirana s
podgrupom reda 3 grupe Frobs; koja ima jednu fiksnu tocku i dvije orbite duljine 3 na
7-clanom skupu tocaka V;. Iz toga slijedi da b;; mora biti broj koji dobijemo kao sumu
brojeva 1, 3 i 3. Distribucija broja orbitnih matrica obzirom na odgovarajuce tockovne i

blokovne vektore nalazi se u tablici 3.3

Tablica 3.3: Distribucija broja orbitnih matrica za 2-(56, 16,6) dizajn s grupom Frobg;

’ Q) B ‘ Broj orbitnih matrica ‘ Broj dobrih orbitnih matrica ‘ Oznaka ‘
v 5O 26 2 (26) Bi, B,
v ge 501 0 (8) —

@ 56 8 6 (8) B3 — Bs
CIGIC) 16 4 (4) Bg — B
(3 B@W 1 1(1) B3

U tre¢em stupcu tablice unutar zagrade nalazi se ukupan broj dobrih orbitnih
matrica koje zadovoljavaju jednadzbe (3.5)), dok se izvan zagrade nalazi broj dobrih orbitnih
matrica koje dodatno zadovoljavaju svojstvo da je b;; # 2,5, za v; = ; = 7. Te orbitne

matrice su:
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4 431121
301 303 2
6 6 3 39 6 7
369 96 56

By =

}

4 431121
3043 312
6 6 39 3 67
36 63976

411103 2
0330123
6 9 396 56
6 39 6 9 6 5

Bl2 =

}

4 3 33021
0411132
6 6 9 39 56
6 3 39667

Bll =

3 3 6 6 8
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Za svaku orbitnu matricu B; — B3 generiramo dobre orbite uskladene s njezinim
stupcima koristec¢i program tdm2orb. Dobivamo da za orbitne matrice B; — Bg te Biz ne
postoje dobre orbite uskladene s barem jednim njezinim stupcem. Na primjer, za orbitnu
matricu B3 postoje dobre orbite koje su uskladene samo s njezinim cetvrtim stupcem i
ima ih 1070 748. Za preostale stupce ne postoje dobre orbite koje su s njim uskladene.
Iz toga zakljucujemo da kvazisimetriéni 2-(56,16,6) dizajn koji bi odgovarao orbitnoj
matrici Bys ne postoji. Isto tako, ne postoje niti kvazisimetri¢ni 2-(56, 16, 6) dizajni koji
bi odgovarali orbitnim matricama B; — Bg. Za orbitne matrice By — B15 postoje dobre
orbite koje su uskladene sa svim njihovim stupcima. Broj dobrih orbita generiranih po

stupcima matrica By — Bis je sljededi:

4 3 6 3| — 588 orbita 4 3 6 3| — 588 orbita

4 0 6 6| — 882 orbita 4 0 6 6| — 882 orbita

3 4 3 6| — 588 orbita 31 3 9| — 490 orbita
By"=11 3 9 3| — 490 orbita , By =11 3 3 9| — 490 orbita ,

1 3 3 9| — 490 orbita 109 6| — 735 orbita

2 1 6 7| — 3628548 orbita 2 3 6 5| — 3674412 orbita

11 2 7 6] — 3628548 orbita 11 2 7 6] — 3628548 orbita

[4 0 6 6] — 882 orbita 4 0 6 6] — 882 orbita

3 4 6 3 — 588 orbita 13 9 3| — 490 orbita

319 3| — 490 orbita 1 3 3 9| — 490 orbita
Bi"=13 1 3 9| — 490 orbita Bi"=11 0 9 6| — 735 orbita .

019 6| — 735 orbita 016 9| — 735 orbita

2 3 5 6| — 3674412 orbita 3 2 5 6| — 3674412 orbita

11 2 6 7| — 3628548 orbita 2 3 6 5| — 3674412 orbita

Iz dobivenih orbita konstruirat ¢emo dizajne koriste¢i program tdmsolve. Bez obzira
na veliki broj dobivenih dobrih orbita za svaku orbitnu matricu, uvjet da iz svakog stupca

trebamo izabrati po jednu orbitu ¢ini konstrukciju izvedivom.

Za orbitne matrice By i Bjs dobivamo da odgovarajuéi kvazisimetriéni 2-(56, 16, 6)
dizajni ne postoje. Iz dobrih orbita koje odgovaraju orbitnoj matrici By dobivamo 882
kvazisimetri¢nih 2-(56,16,6) dizajna, koji su svi izomorfni veé poznatom dizajnu D s
punom grupom automorfizama reda 168 [92]. Iz dobrih orbita koje odgovaraju orbitnoj
matrici By takoder dobivamo 882 dizajna koji su svi medusobno izomorfni, ali nisu
izomorfni ve¢ poznatim dizajnima D; i Dy [73,[92] te dizajnima iz teorema [3.22] Puna

grupa automorfizama tog dizajna je reda 21.

Teorem 3.28. Postoje tocno dva kvazisimetricna 2-(56,16,6) dizajna s presjecnim broje-

vima x =4 iy = 6 kojima je Frobyy grupa automorfizama.
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3.3. Metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna

Time smo potpuno klasificirali kvazisimetri¢ne 2-(56, 16, 6) dizajne s Frobeniusovom

grupom reda 21.

Nove kvazisimetricne 2-(56, 16, 6) dizajne konstruirali smo i s alterniraju¢om grupom
Ay reda 12. Grupa Ay je podgrupa punih grupa automorfizama dizajna D; i Dy [73}92]
te 876 dizajna s grupom Glyg iz teorema [3.22]

Neka je A4 grupa koja djeluje na skupu toéaka V = {1,...,56}. Prema teoremu m
duljine orbita na skupu tocaka na koje djeluje grupa A4 mogu poprimiti vrijednosti iz
skupa {1,3,4,6,12}. Grupa djeluje tranzitivno i vjerno na orbitama duljine 4, 6 i 12.
S obzirom na moguce duljine orbita, broj mogucénosti za toc¢kovne i blokovne vektore
duljina orbita pod djelovanjem grupe A, je velik te bi ispitivanje svih moguéih njihovih
kombinacija za konstrukciju 2-(56, 16, 6) dizajna iziskivalo puno vremena. Grupa A4 na

spomenute dizajne djeluje na samo dva nacina:

(1) vV = (4,4,6,6,6,6,12,12), AW =(1,1,1,3,3,4,4,6,6,12,12,12,12),

(2) v@ =(1,3,4,6,6,12,12,12), @ =(1,1,3,4,4,4,6,6,6,6,12,12,12).

Za obje kombinacije tockovnih i blokovnih vektora konstruiramo orbitne matrice po-
modéu programa tdmat. Za slucaj (1) dobivamo 64 orbitnih matrica, od koji su samo tri
dobre, tj. zadovoljavaju jednadzbe . Oznac¢imo ih s By, By i Bs. Za svaku orbitnu
matricu generiramo dobre orbite koje su uskladene s njezinim stupcima koriste¢i program
tdm2rep te dobivamo da je broj dobrih orbita generiranih po stupcima za matrice B; — Bj

sljededi:

1 orbita
1 orbita
1 orbita
27 orbita
81 orbita
64 orbita

64 orbita
2 304 orbita
4608 orbita
633 856 orbita
887808 orbita
633 856 orbita
887 808 orbita

B, =

=R R O N R RO RO R
R e e O N W WO O RO O
=R DN W R O W NS OO
NN R W R WO N D OO D
NN R R W HE WO NN O O
—_ W NN R RO WO O o O
W W W WA DWW oD OO
T Tl Wk DWW o O o O
A R
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1 orbita
1 orbita
1 orbita
81 orbita
81 orbita
64 orbita

64 orbita
4608 orbita
4608 orbita
892416 orbita
892416 orbita
887808 orbita
887 808 orbita

By =

R DN O O R RO OO A
= e e =B R U R JUR o R e B S )
=N RN W R O W NS OO
N R N R W WO N A D OO
NN =W WO NN OO
= NN =R WO W RO OO
CL Ul W W h N Wwwo ko oo
SR JUR O SO O N U U i = I = I i )
A

1 orbita
1 orbita
1 orbita
81 orbita
81 orbita
64 orbita

96 orbita .
4608 orbita
4 608 orbita
892416 orbita
892416 orbita
892416 orbita
887 808 orbita

B3" =

—= = NN O O == O O O
— N R B O N O WO O o o
— = RN W E W WD N OO
NN R N WO O N RO oD
N = N~ B W W O NN oy O
— NN R W RO WN RO OO
T W W kN O Wwo = o o O
W W = B Bk W W oo O o O O
N

Iz dobivenih orbita konstruiramo dizajne koriste¢i program tdmsolve. Iako je kons-
trukcija svih dizajna sa zadanim djelovanjem na taj nacin izvediva, nas program njihovu
konstrukciju nije dovrsio niti nakon vise od 6 mjeseci. Do sada smo na taj na¢in konstru-
irali ukupno 253 neizomorfnih 2-(56, 16,6) dizajna, pri ¢emu smo iz orbitne matrice B
konstruirali njih 10, dok smo iz orbitne matrice B3 konstruirali njih 243. Orbitna matrica
B; dala je do sada dva poznata dizajna D; i D, te 8 novih dizajna kojima je A, puna
grupa automorfizama. Orbitna matrica By do sada jos nije dala dizajne s navedenim
parametrima, dok je orbitna matrica Bz dala 184 dizajna kojima je (G4g puna grupa auto-
morfizama, te su oni izomorfni ve¢ konstruiranim dizajnima, i 59 novih dizajna kojima je

A4 puna grupa automorfizama.

Pretpostavivsi da grupa A4 djeluje na 2-(56, 16,6) dizajna na nacéin opisan sluc¢ajem
(1) dobili smo 67 novih kvazisimetricnih dizajna s navedenim parametrima kojima je A4

puna grupa automorfizama.
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3.3. Metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna

Na isti nac¢in konstruirali smo i nove dizajne za slucaj (2). U tom sluc¢aju dobivamo
141 orbitnih matrica, od kojih je 13 dobrih. Oznac¢imo ih s By — Byg. Broj dobrih orbita

generiranih po stupcima pomocu programa tdm2rep je sljededi:

(an)
(an)

1 orbita

1 orbita

27 orbita

128 orbita

192 orbita

128 orbita
7776 orbita ,

10 368 orbita

6912 orbita

2592 orbita

1695 744 orbita

1387008 orbita

1387008 orbita

—_
[\
—
[\

B4T = B5T =

O O O O O = O K = O = =
= R O O K B WO OO W w
=N O NN O W o O o
=N = DD W R O W WWwWwND oo
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W W W O =N R W W W s

W UL W NN =W W w oo o o
L W B RN RN W oD Ww o o o
O O O O O R H O K O =
R R R O O F B W oo oo w w
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N = DN W WO o NS>
W W W O =N R W W W s

W U W NN =W Ww w oo o o
L W N DN W o W o O o
1444444444444

—
[\
o

1 orbita

1 orbita

27 orbita

128 orbita

192 orbita

128 orbita

10 368 orbita

10 368 orbita
4032 orbita
4608 orbita
1695 744 orbita
520704 orbita
1387008 orbita

[t
[N}

— = R O O - = WO OO0 W W
— o= NN O N O N RO WS oo
— W R R R R W WWwWw ke OO
N NN~ = W Ww o o o = o O
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Y

O O O O O = = O K = O = =

W W W k= O N W W W s

o

1 orbita
1 orbita
27 orbita
128 orbita
128 orbita
96 orbita

10 368 orbita ,
7776 orbita
7776 orbita
10368 orbita
1387008 orbita
1387008 orbita
1166 976 orbita

—_
[\

S = H NN R RO OO O W W
— R R NN O O R WWwWwo oo
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3.3. Metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna
1 3 00 0 12 0 0 1 3000 12 0 0] — 1 orbita
13000 0 12 0 13000 0 12 0| — 1 orbita
00 0 4 4 4 4 0 0O 00 4 4 4 4 0 — 27 orbita
10 3 3 0 3 3 3 10 3 3 0 3 3 3| — 128 orbita
1 0 03 0 3 3 6 10 00 3 3 3 6] — 192 orbita
001 00 6 6 3 001 00 6 6 3 — 144 orbita
Bis"=1112 13 4 2 2|, Buyu=1|11213 4 2 2 = 10368 orbita
1 101 3 2 4 4 1 10 3 1 2 4 4| — 10368 orbita
02 2 3 1 2 4 2 0 2 21 3 2 4 2| — 10368 orbita
02 0 3 1 4 2 4 0 2 0 31 4 2 4| — 10368 orbita
01 212 3 3 4 01 2 2 1 3 3 4| — 1695744 orbita
o1 112 3 3 5 0 1 1 1 2 3 3 5| — 1387008 orbita
001 2 2 4 4 3] 0 01 2 2 4 4 3] — 1166976 orbita

(1 306 6 0 0 0] — 1 orbita

1300 0 12 0 0| — 1 orbita

00 0 2 2 4 8 0| — 27 orbita

10 0 3 0 3 3 6] — 192 orbita

1000 3 3 3 6] — 192 orbita

001 33 6 0 3 — 96 orbita

Bis"=1112 31 2 4 2| — 10368 orbita

1 1 2 0 2 4 4 2| — 7776 orbita

02 0 2 0 4 4 4| — 7776 orbita

02 01 3 2 4 4 — 10 368 orbita

01 2 2 1 3 3 4| — 1695744 orbita

01 2 1 2 3 3 4| — 1695744 orbita

0 01 2 2 4 4 3] — 1166976 orbita

1 3000 12 0 0] — 1 orbita

1 3 00 0 0 12 0f — 1 orbita

00 0 4 4 4 4 0 — 27 orbita

1 0 0 3 0 3 3 6] — 192 orbita

1000 3 3 3 6| — 192 orbita

001 00 6 6 3 — 144 orbita

Bg'=1112 31 4 2 2| — 10 368 orbita .

11 2 1 3 2 4 2| — 10 368 orbita

02 0 3 1 2 4 4| — 10 368 orbita

02013 4 2 4| — 10 368 orbita

01 2 2 1 3 3 4| — 1695744 orbita

01 2 1 2 3 3 4| — 1695744 orbita

001 2 2 4 4 3] — 1166976 orbita

Za svaku orbitnu matricu iz dobivenih orbita konstruiramo dizajne pomocu programa
tdmsolve. Za orbitne matrice By — By trazenje odgovorajucih orbita koje bi Cinile dizajn

je zavrsilo te za njih ne dobivamo niti jedan kvazisimetricni 2-(56, 16, 6) dizajn. Trazenje
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Poglavlje 3. Konstrukcija kvazisimetricnih dizajna

odgovarajuc¢ih orbita za preostale orbitne matrice jos nije zavrsilo. Orbitne matrice Bsg,
Bi1, Bia, Bi3, By i Big do sada nisu dale dizajne. Orbitne matrica B7, By, Big i Bis
do sada su dale 264 kvazisimetri¢nih dizajna kojima je G4 puna grupa automorfizama,
te su oni izomorfni ve¢ konstruiranim dizajnima, i 236 novih kvazisimetri¢nih dizajna s

navedenim parametrima kojima je A4 puna grupa automorfizama.

Teorem 3.29. Postoji barem 753 kvazisimetricna 2-(56,16,6) dizajna s presjecnim broje-

vima x =4 iy =6 kojima je Ay grupa automorfizama.

S obzirom da konstrukcija dizajna nije jos zavrsila, pretpostavljamo da postoji jos

2-(56,16,6) dizajna kojima je A4 grupa automorfizama

Podsjetimo se da su A. Munemasa i V. D. Tonchev konstruirali drugi poznati kvazisi-
metricni 2-(56, 16, 6) dizajn Dy pomocu koda prvog poznatog dizajna D, [73,(92]. Koristeci
kodove svih do sad konstruiranih dizajna, konstruirat ¢emo nove kvazisimetri¢ne dizajne

s navedenim parametrima.

S (' oznac¢imo linearni kod generiran karakteristicnim vektorima blokova dizajna D,
i Dy. Njegova dimenzija je 26. Novi dizajn s punom grupom automorfizama Froby;
iz teorema [3.28 generira neekvivalentni kod dimenzije 26, oznac¢imo ga s Cy. Dizajni
konstruirani s grupom Gyg iz teorema generiraju 23 neekvivalentna koda dimenzija
od 22 do 25, oznac¢imo ih s Cy, ..., Cys. Dizajni konstruirani s grupom A, generiraju 16

neekvivalentnih kodova, pri ¢emu su dva od njih ekvivalentna ve¢ definiranim kodovima

Cs i Cg, a ostali su novi dimenzije 26 i 27. Oznacimo ih s Cy, ..., C39. Koeficijenti
56 ,

tezinskih polinoma W;(z) = > A,a’ odgovaraju¢ih kodova C; za i = 1,...,39 prikazani
j=0

su u sljedecoj tablici:

dim | A9 As A2 Asg Aao Aoy Aog

C4 26 1 91 2016 152425 2939776 16194619 28531008
Cy 26 1 7 2016 155365 2926336 16224019 28493376
Cs 24 1 75 0 40089 730368 4055835 7124480
Cs-69,10 | 22 1 15 0 9933 183168 1012515 1783 040
C711-13 25 1 75 672 77721 1465984 8103963 14257600
Cy 25 1 75 960 75417 1474048 8087835 14277760
Cha 22 1 15 0 10701 178 560 1024035 1767680
Cis 23 1 15 288 19917 361216 2040867 3544000
Chs 23 1 15 96 19917 365 056 2028579 3561 280
Ch7 24 1 75 160 39833 728 704 4062235 7115200
Chs 22 1 15 64 9677 183424 1012771 1782400
Ci9p21,24 | 22 1 15 16 10061 182 080 1015459 1779040
C20,22 22 1 15 64 10445 178 816 1024291 1767040
Cos 25 1 75 1280 74905 1470720 8100635 14259200

98
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dim | A4g Ag A A A Aoy Aog

Cos 25 1 75 992 77209 1462656 8116763 14239040
Cos 27 1 139 4992 307161 5848832 32477083 56941312
Cor 27 1 99 4304 305873 5872320 32406731 57039072
Cag,29 27 1 99 4112 307409 5866944 32417483 57025632
C3o 26 1 147 1008 158529 2920512 16231467 28485536
C31,32,34,35 | 27 1 147 3696 309057 5862976 32423979 57018016
C33,39 27 1 147 4976 307009 5849664 32475179 56943776
Csg 26 1 75 2240 153241 2931200 16218395 28498560
Cs7,38 27 1 75 4416 305817 5871616 32408859 57036160

Vidimo da neki neekvivalentni kodovi imaju iste koeficijente u tezinskom polinomu te

je ukupan broj razli¢itih tezinski polinoma 23.

Za konstrukciju dizajna potrebne su nam rijeci tezine 16 iz generiranih kodova. S
obzirom da je njihov broj u kodovima C5 — Cy5 relativno mali u odnosu na druge, svakom
tom kodu pridruzimo odgovarajuéi graf I'c,, pri ¢emu je ¢ = 3,...,25. Vrhovi grafa I'c,
su orbite rije¢i tezine 16 generirane pod djelovanjem raznih podgrupa grupe Gus. Kako
bismo konstruirali dizajne potrebno je pronaci klike tezine 77 u navedenim grafovima. Za
podgrupu Zs X Zg X Zy X Lo < Gug dobivamo 228 novih kvazisimetri¢nih dizajna kojima

je puna grupa automorfizama reda 16.

Teorem 3.30. Postoji barem 228 kvazisimetricna 2-(56,16,6) dizajna s presjecnim broje-

vima z =4 iy = 6 kojima je (Zy)* puna grupa automorfizama.

Koristeéi nauty [72] zakljuc¢ujemo:
Korolar 3.31. Postoji barem 1410 kvazisimetricna 2-(56,16,6) dizajna s presjecnim bro-
jevima x =4 iy = 6.

Distribucija svih poznatih kvazisimetri¢nih 2-(56, 16, 6) dizajna obzirom na red njihove
pune grupa automorfizama nalazi se u tablici [3.4]

Tablica 3.4: Distribucija kvazisimetri¢nih (56, 16, 6) dizajna obzirom na red pune grupe
automorfizama

\ | Aut| # ‘
168 1
48 876
24 1
21 1
16 228
12 303
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Prvi kvazisimetricni 2-(56, 16, 6) dizajn konstruiran je kao rezidualni dizajn simetri¢nog
(78,22,6) dizajna [92]. Njemu pridruzeni blokovni graf je jako regularan s parametrima
(77,16,0,4). A. E. Brouwer je u [14] dokazao da je to do na izomorfizam i komplementiranje
jedini jako regularni graf sa 77 vrhova. Jedinstvenost tog jako regularnog grafa implicira
da se svaki kvazisimetri¢ni 2-(56, 16, 6) dizajn moze uloziti u simetri¢ni 2-(78,22, 6) dizajn.
Prvi simetricni 2-(78,22,6) dizajn konstruirali su Z. Janko i T. van Trung [48]. Nakon
toga, V. D. Tonchev je konstruirao dva nova medusobno dualna simetri¢na dizajna [92],
a potom je zajedno s A. Munemasom konstruirao jos dva [73]. Dodatnih 412 simetri¢nih
2-(78,22,6) dizajna s automorfizmom reda 6 konstruirali su D. Crnkovi¢, D. Dumicié
Danilovi¢ i S. Rukavina [28]. No, kvazisimetri¢ni dizajn kao rezidualni mozemo dobiti
samo od simetri¢nih 2-(78,22,6) dizajna konstruiranih u |73,92]. To znaci da ¢emo
ulaganjem novokonstruiranih 2-(56, 16, 6) dizajna u simetri¢ni 2-(78,22,6) dizajn dobiti

nove simetri¢ne dizajne koji su neizomorfni ve¢ poznatima.

Neka je Drg simetriéni 2-(78,22,6) dizajn i neka je By neki njegov blok. Tada njegov

redizualni dizajn
Ds¢ = resp,Drs = (V\ Bo,{B\ By | B € B,B # By})
ima parametre 2-(56, 16,6), a njegov derivirani dizajn
Dqy = derp,D7s = (Bo,{BN By | B€ B,B # By})

ima parametre 2-(22,6,5). V. D. Tonchev dokazao je da kvazisimetrican dizajn s tim
parametrima i presjetnim brojevima x = 0 1 y = 2 jedinstven do na izomorfizam [91]. Nje-
gova puna grupa automorfizama je Mathieuova grupa Ms,. Blokovni graf kvazisimetri¢nog
2-(22,6,5) dizajna je jako regularan s parametrima (77,60,47,50) te je on komplement
jako regularnog grafa (77,16,0,4). Iz toga slijedi da svaki 2-(56,16,6) dizajn mozemo
prosiriti do simetri¢nog 2-(78,22,6) dizajna pomoc¢u 2-(22, 6, 5) dizajna. S obzirom da je
jako regularni graf (77,16,0,4) jedinstven, postoji izomorfizam ¢ izmedu blokovnog grafa
2-(56, 16, 6) dizajna i komplementarng blokovnog grafa 2-(22,6,5) dizajna. Tocke dizajna
Dse 1 Dos Cine tocke dizajna Drg, a disjunktna unija svih odgovarajuc¢ih blokova B € Dsg i
B’ € Dy, takvih da je p(B’) = B, zajedno s blokom koji se sastoji od 22 tocke 2-(22,6,5)

dizajna, ¢ini blokove simetri¢nog dizajna Drs.

Na taj nacin smo svih 1408 novih 2-(56,16,6) dizajna prosirili do simetri¢nih 2-
(78,22,6) dizajna te time povecali njihov broj. Neki medu njima su samodualni, dok
smo od nekih simetri¢nih konstruirali nove simetri¢ne dizajne koji su im dualni. Koriste¢i

nauty [72] zakljucujemo:

Teorem 3.32. Postoji barem 3 141 simetricnih (78,22,6) dizajna.
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3.4. Kvazisimetricni dizajni s projektivnim parametrima

Distribucija svih poznatih simetri¢nih 2-(78, 22, 6) dizajna obzirom na red njihove pune

grupa automorfizama nalazi se u tablici [3.5]

Tablica 3.5: Distribucija kvazisimetri¢nih (78,22, 6) dizajna obzirom na red pune grupe
automorfizama

’ | Aut| # ‘
168 2
78 1
48 1664
24 378
21 2
16 456
12 606
6 32

3.4 Kvazisimetricni dizajni s projektivnim parame-
trima

Kvazisimetri¢ni dizajni s projektivnim parametrima pripadaju onima s iznimnim pa-
rametrima o kojima smo vise rekli u poglavlju [I.4] U tablici se nalaze Cetiri takva

kvazisimetri¢na dizajna:

(1) kvazisimetri¢ni 2-(31,7,7) dizajni s presjenim brojevima z = 1 iy = 3 imaju
parametre kao PG5 (4,2) - poznato je da postoji tocno pet takvih kvazisimetri¢nih

dizajna [90],

(2) kvazisimetri¢ni 2-(63,15,35) dizajn s presje¢nim brojevima z = 3 iy = 7 ima

parametre kao PG3(5,2) - poznat je samo jedan dizajn,

(3) kvazisimetri¢ni 2-(121, 13, 13) dizajni s presjecnim brojevima x = 1 i y = 4 imaju

parametre kao PG(4, 3) - poznata su samo dva dizajna [51],

(4) kvazisimetri¢ni 2-(127, 31, 155) dizajn s presjecnim brojevima x = 7 i y = 15 ima

parametre kao PG4(6,2) - poznat je samo jedan dizajn.

Vidimo da je poznato vrlo malo kvazisimetri¢nih dizajna s projektivnim parametrima,
dok opéenito ukupan broj takvih dizajna raste eksponencijalno [52]. Koristeéi metode
za konstrukciju kvazisimetricnih dizajna sa zadanom grupom automorfizama opisane
u poglavljima i pokusSat ¢emo konstruirati nove kvazisimetricne dizajne s
projektivnim parametrima za slucaj (2) i (3). Za grupe automorfizama biramo podgrupe

punih grupa automorfizama poznatih kvazisimetri¢nih dizajna. To nam osigurava da ¢emo
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u svakom slucaju dobiti barem dizajn od ¢ije smo pune grupe automorfizama krenuli, ali
mozemo dobiti i nove dizajne. Za generiranje (dobrih) orbita koristimo programe makerep,
replesize?2 ili forbrep. Za konstrukciju dizajna iz dobivenih orbita koristimo programe
KMmat, cmat i mysolvemat, ako dizajne konstruiramo pomo¢u Kramer-Mesnerove metode,
ili cliquesdes, ako ih konstruiramo pomoc¢u metode temeljene na trazenju klika. Kramer-
Mesnerovu metodu koristimo ako je broj dobrih orbita manji od 1000, a u suprotnom
koristimo metodu temeljenu na trazenju klika. Dobiveni rezultati iskazani su sljede¢im

propozicijama:

Propozicija 3.33. Neka je G = (o, ) = (Zy X Zo X Ly X Zs) X As grupa reda 960

generirana permutacijama

a =(4,17)(5,16)(6,19)(7, 18)(8, 48)(9, 49)(10, 50)(11, 51)(12, 33)(13, 32) (14, 35)
(15,34)(24, 53)(25, 52)(26, 55)(27, 54)(28, 36)(29, 37) (30, 38)(31, 39)(40, 61)
(41, 60)(42, 63)(43, 62),

B =(4,57,51,5,56,50)(6,59, 49, 7, 58, 48) (8, 52, 63) (9, 53, 62) (10, 54, 61)(11, 55, 60)
(12,13)(14, 15)(16, 26, 44, 17, 27, 45)(18, 24, 46, 19, 25, 47)(20, 35, 31)(21, 34, 30)
(

22,33, 29)(23, 32, 28)(36, 37)(38, 39).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(63,15,35) dizajn s presjecnim brojevima x = 3 i

y =T kojem je G grupa automorfizama i on je izomorfan projektivnom dizajnu PG3(5,2).

Dokaz. Grupa G inducira 40 orbita na 2-¢lanim podskupovima i 301 dobrih orbita veli¢ine
najvise b = 651 na 15-¢lanim podskupovima skupa V = {1,2,...,63}. Kramer-Mesnerov
sustav dimenzije 40x 301 ima 192 rjesenja, od kojih dobivamo jedan dizajn koji je izomorfan
projektivnom dizajnu PG35(5,2). O

Propozicija 3.34. Neka je G = (a, ) = Sg grupa reda 720 generirana permutacijama

«

(2,36)(3,37)(6, 32)(7,33)(8,46)(9, 47)(12, 42) (13, 43) (18, 52) (19, 53)(22, 48)(23, 49)
(24, 62)(25, 63)(28, 58)(29, 59),

(2, 26,60, 8,44)(3, 27, 61,9, 45)(4, 42, 50, 20, 32) (5, 43, 51, 21, 33)(6, 48, 14, 28, 12)

(

(

B
7,49,15,29,13)(10, 54, 62, 18, 16)(11, 55, 63, 19, 17)(22, 58, 56, 34, 30)
23,59, 57,35, 31)(24, 38, 52, 36, 46) (25, 39, 53, 37, 47).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(63,15,35) dizajn s presjecnim brojevima x = 3 4

y =T kojem je G grupa automorfizama i on je izomorfan projektivnom dizajnu PG3(5,2).

Dokaz. Grupa G inducira 41 orbitu na 2-¢lanim podskupovima i 281 dobrih orbita veli¢ine

najvise b = 651 na 15-clanim podskupovima skupa V = {1,2,...,63}. Kramer-Mesnerov
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sustav dimenzije 41 x 281 ima 96 rjesenja, od kojih dobivamo jedan dizajn koji je izomorfan
projektivnom dizajnu PG35(5,2). O

Propozicija 3.35. Neka je G = (o, B,7) = Z7 x S3 grupa reda 168 generirana permuta-

crjama

—(3,63,13)(4, 57, 14)(6, 25, 31)(8, 29, 41)(9, 36, 33) (11, 39, 32)(12, 45, 27)(15, 47, 48)(16,
35,20)(17, 62, 28)(19, 61, 60)(22, 46, 51)(24, 44, 30)(26, 58, 59) (37, 54, 43)(50, 56, 53),

—(3,13,35,16)(4, 14,50, 53)(6, 31, 46, 22)(8, 41, 19, 60)(9, 48)(11, 30, 44, 39)
(12,27, 28,62)(15, 33, 36, 47)(17, 45)(20, 63)(24, 32) (25, 51)(26, 59, 37, 43)
(29, 61)(54, 58)(56, 57),

v =(1,18,5,23,7,42,10)(2, 21, 34, 38, 55, 40, 52) (4, 26, 19, 12, 39, 46, 33)

(6,47,50,37,8,28,30)(9, 57, 58, 61, 45, 32, 51)(11, 22, 36, 14, 59, 60, 27)
(15,53,43, 41,62, 44, 31)(17, 24, 25, 48, 56, 54, 29).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(63,15,35) dizajn s presjecnim brojevima x = 3 4
y = 7 na kojem grupa G djeluje na blokovima u orbitama velicine najvise 84 ¢ on je

izomorfan projektivnom dizajnu PG3(5,2).

Dokaz. Grupa G inducira 13756 dobrih orbita veli¢ine najvise 84 na 15-clanim podsku-
povima skupa V = {1,2,...,63}. Neka je I' graf kompatibilnosti kojima su vrhovi dobre
orbite. Broj bridova grafa I" je 464 061, a njegova gustoca je priblizno 0.0049. Dobivamo
ukupno 784 klika tezine 651, odnosno struktura koje ¢ine 651 kompatibilnih blokova.
Od njih dobivamo jedan dizajn do na izomorfizam koji odgovara projektivnom dizajnu
PG5(5,2). O

Propozicija 3.36. Neka je G = (a, ) = PSL(3,2) grupa reda 168 generirana permuta-

crjama

4)(3,49)(5,19)(7, 39)(9, 15)(10, 33)(12, 23)(16, 63)(18, 26) (31, 51)(32, 44)
41,61)(42,46)(43, 58)(45, 62)(53, 57),

a=(1,
(
(3,13,63)(4, 14,57)(6, 31, 25)(8, 41,29)(9, 33, 36)(11, 32, 39)(12, 27, 45)
(
(

8

15,48, 47)(16, 20, 35)(17, 28, 62)(19, 60, 61)(22, 51, 46)(24, 30, 44)(26, 59, 58)
37,43, 54)(50, 53, 56).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(63,15,35) dizajn s presjecnim brojevima x = 3 i
y = 7 na kojem grupa G djeluje na blokovima u orbitama velicine najvise 32 ¢ on je

izomorfan projektivnom dizajnu PG3(5,2).
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Dokaz. Grupa G inducira 17 585 dobrih orbita veli¢ine najvise 42 na 15-clanim podsku-
povima skupa V = {1,2,...,63}. Neka je I' graf kompatibilnosti kojima su vrhovi dobre
orbite. Broj bridova grafa I' je 24 317 643, a njegova gustoca je priblizno 0.1573. Dobivamo
ukupno 1209 600 klika tezine 651, odnosno struktura koje ¢ine 651 kompatibilnih blokova.
Od njih dobivamo jedan dizajn do na izomorfizam koji odgovara projektivnom dizajnu
PG5(5,2). [

Propozicija 3.37. Neka je G = (o, 3) = (((Z3)* x Qg) % Z3) x Zg grupa reda 8748

generirana permutacijama

a =(2,23,22,85)(3, 24, 20,83, 4, 25, 21, 84)(5, 87, 55, 41, 7, 88, 54, 42)(6, 86, 53, 43)(8, 51,
78,31, 10,52, 77,30)(9, 50, 79, 29)(11, 96, 110, 117, 13,97, 112, 116) (12, 95, 111, 118)
(14,119, 17,47, 15,120, 18, 48)(16, 121, 19, 49)(26, 36, 108, 82) (27, 35, 109, 80, 28, 37,
107,81)(32, 64, 106, 44, 34, 62, 104, 45)(33, 63, 105, 46)(38, 73, 57, 114, 40, 71, 58, 113)
(39, 72,56, 115)(59, 68, 103, 67, 61, 70, 102, 65)(60, 69, 101, 66) (74, 94, 90, 100, 76, 93,
91,99)(75,92, 89, 93),

B =(14,20,17)(15, 21, 18)(16, 22, 19)(23, 29, 26) (24, 30, 27)(25, 31, 28)(32, 38, 35)(33, 39,
36)(34, 40, 37) (41,47, 44)(42, 48, 45) (43, 49, 46)(50, 56, 53) (51, 57, 54) (52, 58, 55) (59,
65,62)(60, 66, 63)(61,67,64)(68, 71, 74)(69, 72, 75)(70, 73, 76)(77, 80, 83) (78, 81, 84)
(79, 82, 85)(86, 89, 92)(87, 90, 93)(88, 91, 94).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(121,13,13) dizajn s presjecnim brojevima v =1 i

y =4 kojem je G grupa automorfizama i on je izomorfan projektivnom dizajnu PGy(4,3).

Dokaz. Grupa G inducira 27 orbita na 2-clanim podskupovima i 100 dobrih orbita veli¢ine
najvise b = 1210 na 13-¢lanim podskupovima skupa V = {1, 2, ..., 121}. Kramer-Mesnerov
sustav dimenzije 27 x 100 ima 32 rjesenja, od kojih dobivamo jedan dizajn koji je izomorfan

projektivnom dizajnu PGy (4, 3). O

Propozicija 3.38. Neka je G = (o, ) = (((Z3)® % Z13) x Z3) X Zy grupa reda 2106

generirana permutacijama

a =(5,37,63,9,38,59, 13,33, 67)(6, 35, 62, 10, 39, 61, 11, 34, 66)(7, 36, 64, 8, 40, 60, 12, 32,
65)(14, 99, 55, 22,103, 56, 18,95, 51)(15, 98, 54, 20, 102, 58, 19, 97, 50)(16, 100, 53, 21,
101,57, 17,96, 52)(23, 79, 44)(24, 78, 45) (25, 77, 46)(26, 85, 47) (27, 84, 48)(28, 83, 49)
(29, 82, 41)(30, 81, 42)(31, 80, 43) (68, 93, 109, 76, 88, 105, 72, 89, 110)(69, 92, 107, 74,
87,106, 73,91, 111)(70, 94, 108, 75, 86, 104, 71,90, 112)(113, 121, 117)(114, 119, 118)
(115,120, 116),
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B =(5,26,79,6,27,77)(7,28,78)(8, 29, 82, 12, 24, 83)(9, 30, 80, 11, 23, 85)(10, 31, 81, 13, 25,
84)(14, 46,89, 20, 43, 92)(15, 44, 91, 22, 42, 93)(16, 45, 90, 21, 41, 94) (17, 49, 86) (18, 47,
88, 19, 48, 87)(32, 115, 75, 40, 120, 71)(33, 113, 76, 39, 119, 73)(34, 114, 74, 38, 121, 72)
(35,118, 69, 37, 117, 68)(36, 116, 70)(50, 55) (51, 54) (52, 53)(56, 58) (59, 97, 105, 62,
103, 111)(60, 96, 104, 64, 101, 112)(61, 95, 106, 63, 102, 110)(65, 100, 108)
(66, 99, 107, 67, 98, 109).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(121,13,13) dizajn s presjecnim brojevima v =1 i

y = 4 kojem je G grupa automorfizama i on je izomorfan projektivnom dizajnu PGo(4,3).

Dokaz. Grupa G inducira 32 orbite na 2-¢lanim podskupovima i 303 dobrih orbita veli¢ine
najvise b = 1210 na 13-¢lanim podskupovima skupa V = {1, 2, ..., 121}. Kramer-Mesnerov
sustav dimenzije 32 x 303 ima 24 rjesenja, od kojih dobivamo jedan dizajn koji je izomorfan
projektivnom dizajnu PGy (4, 3). O

Propozicija 3.39. Neka je G = (o, 5) = PSL(3,3) grupa reda 5616 generirana permu-

tacijama

a =(5,6)(8,12)(9, 11)(10, 13)(14, 15)(17, 21)(18, 20)(19, 22)(23, 25)(26, 31)(27, 30) (28, 29)
(33,34)(35, 38) (36, 40) (37, 39) (41, 52)(42, 50) (43, 51) (44, 55)(45, 53) (46, 54) (47, 58)
(48,56)(49, 57)(68, 105)(69, 106)(70, 104)(71, 108) (72, 109)(73, 107)(74, 111)(75, 112)
(76,110)(77,95)(78,96)(79, 97)(80, 93)(81, 99)(82, 100) (83, 101)(84, 102)(85, 103)

(86, 115)(87, 113)(88, 114)(89, 118)(90, 116)(91, 117)(92, 121)(93, 119)(94, 120),

B =(5,119,34)(6, 121, 33)(7, 120, 32)(8, 116, 40)(9, 118, 39)(10, 117, 38)(11, 113, 37)

(12,115, 36)(13, 114, 35)(14, 103, 76)(15, 102, 74)(16, 101, 75)(17, 100, 70)(18, 99, 68)
(19,98, 69)(20, 97, 73)(21, 96, 71)(22, 95, 72)(23, 111, 56)(24, 112, 57)(25, 110, 58)
(26,105, 50)(27, 106, 51)(28, 104, 52)(29, 108, 53)(30, 109, 54) (31, 107, 55)(59, 80, 88)
(60,82, 86)(61,81,87)(62,77,91)(63, 79, 89)(64, 78, 90)(65, 83, 94)(66, 85, 92) (67, 84, 93).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(121,13,13) dizajn s presjecnim brojevima x =1 i

y = 4 kojem je G grupa automorfizama i on je izomorfan projektivnom dizajnu PGo(4,3).

Dokaz. Grupa G inducira 61 orbitu na 2-¢lanim podskupovima i 94 dobrih orbita veli¢ine
najvise b = 1210 na 13-¢lanim podskupovima skupa V = {1, 2, ...,121}. Kramer-Mesnerov
sustav dimenzije 61 x 94 ima 192 rjesenja, od kojih dobivamo jedan dizajn koji je izomorfan
projektivnom dizajnu PGy (4, 3). O
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Propozicija 3.40. Neka je G = (o, ) = PSL(3,3) grupa reda 5616 generirana permu-

tacijama

a =(2,27)(3,28)(4,26)(5,22)(6,20)(7,21)(8,32)(9,34)(10,33)(11, 13)(14, 37)(15, 35)
(16,36)(18,19)(23,25)(38,39)(41, 101)(42,87)(43,55)(44,59)(45, 108) (46, 76) (47, 80)
(49,115)(50,68)(51,63)(52,112)(53,116)(54,84)(57,96)(58,91)(60, 120)(61, 79)
(62,92)(64,100)(65, 104)(66, 72)(69,99)(70,94)(73,106)(74,119)(75,78)(77,107)
(81,114)(83,86)(85,103)(88,118)(89,95)(93,111)(98,110)(102, 117)(109, 121),

£ =(2,9,30)(3,10,31)(4,8,29)(5,19,28)(6,17,27)(7,18,26) (11, 33,23)(12, 34, 24)(13, 32,

25)(14, 40, 20)(15, 39, 22)(16, 38, 21)(41, 89, 77)(42, 75, 99) (43, 79, 67) (44, 104, 116)
(45,117, 57)(46, 103, 70)(48, 51, 87)(49, 64, 109)(50, 83, 107) (52, 73, 83)(53, 98, 65)
(54,111, 78)(55, 115, 100)(56, 59, 68)(60, 81, 69) (61, 94, 118)(62, 119, 86)(63, 96, 108)
(72,84, 120)(74, 113, 110)(76, 112,91)(80, 92, 101)(85, 97, 121)(93, 105, 102).

Postoji tocno jedan kvazisimetricni 2-(121,13,13) dizajn s presjecnim brojevima v =1 i
y =4 kojem je G grupa automorfizama i on je izomorfan “polarity” dizajnu iz [51].

Dokaz. Grupa G inducira 61 orbitu na 2-¢lanim podskupovima i 132 dobrih orbita veli¢ine
najvise b = 1210 na 13-¢lanim podskupovima skupa V = {1, 2, ..., 121}. Kramer-Mesnerov

sustav dimenzije 61 x 132 ima 192 rjesenja, od kojih dobivamo jedan dizajn koji je izomorfan

ve¢ poznatom polarity dizajnu. O

Propozicija 3.41. Neka je G = (o, 8) = (((Z3)* x Qg) x Z3) x S3 grupa reda 1296

generirana permutacijama

a =(1,35)(2, 33, 38, 34)(3, 4, 40, 39) (5, 28, 7, 18)(8, 20, 22, 10)(9, 23, 21, 24)(11, 13, 30, 29)
(12,16,31,14)(17, 26,27, 19)(36, 37)(41, 112, 52, 47, 74, 55, 85, 71, 98, 79, 109, 95) (42,
(42,61, 96,80, 75, 94, 48, 104, 99, 118, 72, 56)(43, 73, 86, 113, 76, 97, 119, 65, 100, 49, 62,
89)(44, 66, 58, 120, 68, 90, 82, 63, 101, 114, 106, 87)(45, 69, 102)(46, 108, 92, 78, 70, 51,
116, 111, 103, 84, 59, 54)(50, 77, 67, 88, 83, 110,91, 121, 107, 53, 115, 64)(57, 81, 105)
(60,93, 117),

B =(1,37,36)(2,31,9,38,12,21)(3, 16, 22, 40, 14, 8)(4, 11, 23, 39, 30, 24)(5, 27, 26, 7, 17, 19)
(10, 33, 29, 20, 34, 13)(15, 25, 32)(18, 28)(41, 94, 109, 110, 58, 121)(42, 44, 50, 66, 104, 95)
(43,105, 84, 76, 81, 108)(45, 120, 91, 60, 72, 55)(46, 73, 113, 70, 49, 65)(47, 99, 63, 107, 90,
80)(48, 79, 102, 63, 67, 93)(51, 100, 57) (52, 77, 82, 88, 74, 61) (53, 106, 64, 98, 118, 85)
(54,92, 86)(56, 71,75, 101,83, 114)(59, 119, 111, 116, 62, 78)(69, 87, 115, 117, 96, 112)
(89,103, 97).
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Postoji tocno dva kvazisimetricna 2-(121,13,13) dizajna s presjecnim brojevima x = 1
1y = 4 kojima je G grupa automorfizama, pri cemu je jedan izomorfan projektivnom

dizajnu PGy(4,3), a drugi je izomorfan “polarity dizajnu” iz [51).

Dokaz. Grupa G inducira 59 orbita na 2-clanim podskupovima i 926 dobrih orbita veli¢ine
najvise b = 1210 na 13-¢lanim podskupovima skupa V = {1, 2, ..., 121}. Kramer-Mesnerov
sustav dimenzije 59 x 926 ima 288 rjesenja, od kojih dobivamo dva dizajna do na izo-
morfizam, jedan izomorfan projektivnom dizajnu PGs(4,3), a drugi izomorfan polarity

dizajnu. O

Iz prethodnih propozicija vidimo da izborom odredenih podgrupa nismo dobili nove
kvazisimetri¢ne dizajne s projektivnim parametrima. Birali smo i neke druge podgrupe pu-
nih grupa automorfizama poznatih dizajna, ali u svim slucajevima u kojima je konstrukcija

bila racunalno izvediva nismo pronasli nove dizajne.
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Zakljucak

Pitanje egzistencije kvazisimetri¢nih dizajna i njihove konstrukcije je tezak problem.
[ako je poznato vise metoda kojima su konstruirani kvazisimetri¢ni dizajni s odredenim
parametrima i koje bi se mogle primijeniti i na druge parametre, broj iznimnih parametara
za koje je egzistencija dizajna otvoreno pitanje je i dalje velik.

U disertaciji su razradene metode za konstrukciju kvazisimetri¢nih dizajna sa zada-
nom grupom automorfizama koje do sada nisu koristene u tom obliku, uklju¢ujuéi nacin
generiranja orbita te nacin biranja odgovaraju¢ih orbita kako bismo konstruirali dizajn.
Pritom, originalni doprinos ¢ine algoritam za generiranje kratkih orbita te prilagodba
Kramer-Mesnerove metode za konstrukciju kvazisimetricnih dizajna uz pomoé¢ matrice
kompatibilnosti. Prilagodene su i druge algoritamske metode za brzo generiranje dobrih
orbita i konstrukciju dizajna trazenjem klika u grafu kompatibilnosti i pomoc¢u orbit-
nih matrica na slucaj konstrukcije kvazisimetri¢nih dizajna. Isto tako, doprinos ¢ine i
novi kvazisimetri¢ni dizajni koji su konstruirani opisanim metodama. Znatno je povecan
broj poznatih kvazisimetri¢nih dizajna s parametrima 2-(28,12,11), z = 4, y = 6, zatim
2-(36,16,12), x = 6, y = 8 te 2-(56,16,6), = = 4, y = 6. Utvrdena je egzistencija kvazisi-
metricnog 2-(56, 16, 18) dizajna s presjecnim brojevima z = 4 i y = 8 koja ranije nije bila
poznata.

Metode koje smo opisali u disertaciji otvaraju dodatne moguénosti za konstrukciju kva-
zisimetricnih dizajna s nekim drugim parametrima. Ocekujemo da se njihovom primjenom
mogu konstruirati i drugi kvazisimetri¢ni dizajni, pri ¢emu su osobito zanimljivi oni ¢ija
egzistencija jos uvijek nije poznata. Bilo bi takoder zanimljivo konstruirati i dizajne ¢ije
smo parametre dodatno ukljucili u tablicu iznimnih parametara, no pretpostavljamo da je
zbog velikih parametara potrebno dodatno prilagoditi opisane metode kako bi konstrukcija

bila rac¢unalno izvediva.
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DobpATAK A

Tablica iznimnih parametara
kvazisimetricnih 2-dizajna - wxMaxima

/* KORAK 1: Generiramo trojke parametara (v,k,)\) koje zadovoljavaju nuZne u-
vjete za egzistenciju kvazisimetricnih 2-dizajna koji proizlaze iz leme [1.39,

korolara i te teorema [L.8. */

tabl: makelist() ;
for v: thru do
for k: 3 thru (v/2) do
for \: thru binomial(k,2) do
(b: v (v—1)/ (k*(k—1)),
r: A\ (v—1)/(k—1),
if ((b>v) and integerp(b) and integerp(r)) then
tabl: append(tabl, [[v,k,A]])
)
print ("Broj parametara:",length(tabl));

/* Odbacujemo parametre simetrilnih dizajna za koje je v=b. */

bb(par) :=par [3]*par [1]*(par[1]1—1)/(par[2]*(par [2]—1))$
sym(par) :=par [1]#bb(par)$

tab2: sublist(tabl,sym);

print ("Broj parametara:",length(tab2));

/* KORAK 2: Odbacujemo trojke parametara (v,k,)\) kod kojih se dostiZe ocjena
iz teorema m, a razli¢iti su od parametara 2-(23,7,21). */

ggb (par) :=bb(par)#binomial (par[1],2)$
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tab3:sort(append(sublist(tab2,ggb), [[23,7,21 11));
print ("Broj parametara:",length(tab3));

/* KORAK 3: Generiramo dopustive parove presjeénih brojeva (x,y) koji zado-
voljavaju nuZne uvjete iz propozicija [I.40] i [T.4]] te korolara [T.49], i doda-

jemo ih na trojke parametara (v,k,\). */

rr(par) :=par [3]*(par[1]—1)/(par[2]—1)$
xy(par) :=block([v:par[i1],k:par[2],A:par[3],b:bb(par),r:rr(par),x:0,y:0,1pb:[1],
for x: 0 thru k*(r—1)/(b—1) do
(if k¥*(r—1)4+x*(1—b)#0 then
(y: &&= OA=1) =k (r—=1D*(x—1)) /& (r—1)+x*(1-Db)),
if integerp(y) then
lpb:append(1lpb,makelist ([v,k,\,x,y]))
)
),
1pb)$
tab4:full_listify(apply(union,map(setify,map(xy,tab3))))$

uvjet_1(par) :=(par[2] —par[4])/(par [5] —par[4])$

uvjet_2(par) :=(rr(par)—par[3])/(par[5] —par[4]1)$

djeljivost(par) :=integerp(uvjet_1(par)) and integerp(uvjet_2(par))$
tabb: sublist(tab4,djeljivost);

print ("Broj parametara:",length(tab5));

/* KORAK 4: Odbacujemo petorke parametara (v,k,\,x,y) koje ne zadovoljavaju
uvjete iz teorema [1.42. */

A(par) :=(par[1]—1)*(par[1]1-2)$

B(par) :=rr(par)*(par[2] —1)*(par[2]—2)$

C(par) :=rr(par)*D(par)*(par[5] —1)*(par[5] —2) +rr(par)*(rr(par) —1—D(par))*
(par[4]1-1)*(par[4]1-2)$

D(par) :=((par[2] —1)*(par[3] —1) — (rr(par) —1)*(par[4]—1))/(par[5] —par[4])$

nej(par) :=B(par)*(B(par) —A(par))<=A(par)*C(par)$

tab6: sublist(tabb5,nej);

print ("Broj parametara:",length(tab6));

/* KORAK 5: Odbacujemo petorke parametara (v,k,\,x,y) koje pripadaju klasama
kvazisimetriénih 2-dizajna opisanim u poglavlju . */
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nvsim(par) :=par[5]<par[2]$

njr(par) :=par [4]#par[2] —rr(par)+par[3]$

nS(par) :=par[3]#1$

nrd(par) :=par [3] #2$

klase(par) :=nvsim(par)and njr(par)and nS(par)and nrd(par)$
tab_dp: sublist(tab6,klase);

print ("Broj parametara:",length(tab_dp));

/* KORAK 6: Generiramo parametre pridruZenih blokovnih grafova SRG(b,a,c,d)

koristeli teorem [1.47| za sve petorke iznimnih parametara (v,k,\,x,y). */

theta_O(par) :=(par[2]* (rr(par) —1) —par [4]* (bb(par) —1))/(par [5] —par[4])$
theta_1(par) :=(rr(par)—par[3] —par[2]+par[4])/(par[5] —par[4])$

theta 2(par) :=—(par[2] —par[4])/(par[5] —par[4])$

a(par) :=theta_O(par)$

c(par) :=theta_O(par)+theta_1(par)+theta_2(par)+theta_1(par)*theta 2(par)$
d(par) :=theta_O(par)-+theta_1(par)*theta_2(par)$

srg(par) :=block([v:par[1],k:par[2],A:par[3],x:par[4],y:par[5],b:bb(par),
r:rr(par),a:a(par),c:c(par),d:d(par),tab_srg:[]],
tab_srg:=append(tab_srg,makelist([v,k,\,x,y,r,b,a,c,d])),
tab_srg)$

tab_dp_srg:full listify(apply(union,map(setify,map(srg,tab_dp))))$

print ("Broj parametara:",length(tab_dp_srg));
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DoDATAK B

Grupa AGL(1,p"), n € N

Permutacijske reprezentacije grupa AGL(1,p"), n € N kojima su generirani bazni blokovi
dizajna iz tablice

AGL(1,7%)

G =((1,2,4,3,6,7,5)(8,12,41,39,9,17,35)(10, 47, 44, 43, 32, 28, 34) (11, 22, 23, 26, 31, 13,
49)(14, 38, 30, 18, 20, 33, 29) (15, 24, 46, 19, 42, 16, 48) (21, 40, 25, 45, 36, 27, 37), (2,8, 9,
10,11,12,13,14, 3,15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 4, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 5, 29, 30, 31, 32,
33,34, 35,6, 36, 37, 38,39, 40, 41,42, 7,43, 44, 45, 46, 47, 48, 49))

AGL(1,25)

G =((1,2)(3,4)(5,7)(6,10)(8,9)(11, 58)(12, 52)(13, 22) (14, 41)(15, 36)(16, 33) (17, 18)(19,
62)(20, 30)(21, 55)(23, 25) (24, 40)(26, 44)(27, 51)(28, 59)(29, 49) (31, 46)(32, 60) (34,
38)(35, 48) (37, 61)(39, 43) (42, 47) (45, 54) (50, 63) (53, 56)(57, 64), (2, 11, 12, 13, 14, 15,
16,17,18,5,19, 20,21, 22, 23, 24, 25, 26, 6, 27, 28, 3,29, 30, 31, 32, 33,7, 34, 35, 36, 37,
38,39, 40, 41, 8,42, 43, 44, 45, 46,4, 47,48, 9, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 10, 57, 58, 59,
60, 61, 62, 63, 64))

AGL(1,3%)

G =((1,2,3)(4,5,9)(6,8,7)(10,35,79)(11, 62, 32)(12, 13, 73) (14, 19, 63) (15, 22, 77)(16,
65,31)(17, 36, 76)(18, 20, 57)(21, 56, 54) (23, 39, 25) (24, 44, 30)(26, 47, 68) (27, 55, 50)
(28,33, 74)(29, 52, 67)(34, 42, 81)(37, 49, 48)(38, 69, 64)(40, 72, 53)(41, 58, 51)(43, 71,
46)(45,78,70)(59, 61, 75)(60, 66, 80), (2,10, 11,12, 13, 14, 15,16, 17, 18, 4, 19, 20, 21,
22,23, 24,25,26,27,5,28,29,30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 6, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45,
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3,46, 47, 48,49, 50,51, 52, 53,54, 7,55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 8, 64, 65, 66, 67, 68,
69,70,71,72,9,73,74,75,76,77, 78,79, 80, 81))

AGL(1,112)

G =((1,2,3,10,4,6,11,9,5,8,7)(12, 36,65, 85,103, 101, 119, 77, 71, 72, 62)(13, 93, 34, 107,

31,94, 58, 15,99, 84, 87)(14, 79, 50, 43, 97, 40, 63, 55, 100, 81, 49) (16, 22, 64, 46, 48, 30,
120,91, 67,117,17)(18, 59, 28,41, 27,21, 33, 102, 75, 78, 57)(19, 80, 106, 115, 53, 37,
109, 56, 116, 121, 35)(20, 47, 88, 76, 82, 96, 83, 114, 73, 112, 23)(24, 69, 104, 26, 45, 110,
118, 95,42, 98, 105)(25, 74, 90, 66, 61, 111, 54, 92, 108, 60, 51)(29, 44, 70, 113, 39, 86, 52,
89,38,68,32), (2,12,13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 3, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30,
31,32,33,4,34, 35,36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 5, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54,
55,6,56,57, 58,59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 7, 67, 68, 69, 70, 71,72, 73, 74, 75, 76, 77, 8,
78,79,80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88,9, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 10, 100,
101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 11, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117,
118,119,120, 121))

AGL(1,5%)

G:

116

((1,2,3,5,4)(6,98,79,121,105)(7, 74, 60, 35, 78)(8, 15, 109, 36, 31)(9, 89, 81, 26, 27)
(10,110, 13,101, 24)(11, 20, 54, 43, 40)(12, 64, 76, 88, 123)(14, 67, 18, 95, 120)(16, 124,
72,63,28)(17,92, 22, 53,55)(19, 38, 66, 45, 61)(21, 29, 69, 87, 86)(23, 107, 112, 25, 62)
(30,48, 44, 125,97)(32, 77, 115, 113, 82)(33, 106, 42, 118, 94)(34, 58, 102, 46, 93) (37, 65,
104, 108, 90)(39, 56, 119, 57, 111)(41, 73, 50, 70, 84) (47, 83, 122, 85, 52) (49, 75, 68, 91,
96)(51,117,59, 116, 99)(71, 100, 103, 114, 80), (2,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18,19, 20, 21,22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 3, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42,
43,44, 45, 46,47, 48,49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 4, 66, 67,
68,69, 70,71,72,73,74,75, 76,77, 78,79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92,
93,94,95, 5,96, 97,98, 99,100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111
112,113,114, 115,116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125))
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