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1 Uvod

U dugom razdoblju nase proslosti matematicari su se fokusirali na probleme
na koje su se mogle primijeniti metode standardnog racunanja. Postojala je
tendencija da se skupovi i funkcije koji nisu dovoljno pravilni i glatki ignori-
raju i oznacavaju kao 'devijantni’ te nezanimljivi za proucavanje. Smatralo
se da su to iznimke na koje nije moguce primijeniti klasi¢nu teoriju.

U posljednje vrijeme pocelo se napustati takav stav. Znanstvenici su
shvatili da su mnoge strukture u prirodi prekompleksne da bi se mogle opi-
sati klasicnom, Euklidskom geometrijom, te su poceli pridavati pozornost
oblicima od kojih su prije bjezali i proucavati morfologiju ’amorfnog’.

Jedan od njih, Benoit B. Mandelbrot, posebno se istaknuo te je razvio
novu, ‘geometriju prirode’ koju je implementirao u mnoga podrucja znanosti
[Mandelbrot, 1982]. Ona opisuje mnoge nepravilne i fragmentirane oblike oko
nas uvodenjem nove klase objekata koji su dobili ime - fraktali (od latinske
rijeci " fractus” $to znaé¢i "nepravilan, slomljen”).

Od tada, fraktalima su se bavile mnogi znanstvenici u svojim knjigama:
Lauwerier [1991], Briggs [1992], Barnsley [1993], Falconer [2004], Devaney
[2008] i znanstvenim radovima: Hutchinson [1981], Myjak and Szarek [2003],
Gelfreich [2013], Vass [2014].

Ovaj rad je primarno inspiriran knjigom Fractals everywhere Michael F.

Barnsleya.



2 Definicija fraktala

Ne postoji formalna definicija koja objedinjuje sve fraktale, nego ih opisujemo

preko svojstava koje oni (najcesée) posjeduju.
Kazemo da je fraktal skup F' koji ima (neka od) sljedecih svojstava:
(i) F ima finu strukturu, t.j. detaljan je na proizvoljno maloj skali.
(ii) F' je previse nepravilan da bi bio opisan klasitnom geometrijom.
(iii) F ima vecu fraktalnu dimenziju od topoloske.

(iv) F ima neki oblik prave ili stohasticke samosli¢nosti.

U ovom radu bavit ¢emo se pravim samoslicnim fraktalima koji su atrak-

tori, odnosno fiksne tocke iteriranih funkecijskih sustava (IF'S).

&;@W

Slika 1: IFS fraktal (formula u Prvom dodatku)



3 Iterirani funkcijski sustavi

Definirajmo prvo prostor na kojemu se fraktali nalaze.

Definicija 1. Neka je (X,d) potpun metricki prostor.
Tada H(X) oznacava prostor kompaktnih nepraznih podskupova od X .
Hausdorffova metrika izmedu tocaka A i B u H(X) definira se kao
h(A,B) =d(A,B)Vd(B,A)
gdje je d(A, B) = max{d(z,B) : x € A}, VA, B € H(X),
te d(z, B) = min{d(z,y) : y € B}, Vo € X, B € H(X) .

Metricki prostor (#(X), h) je prostor na kojem fraktali zive.

Bilo koji podskup od (H(X), h) je fraktal u najopéenitijem smislu.

Bitno svojstvo prostora fraktala je njegova potpunost:

Teorem 2. Neka je (X,d) potpun metricki prostor. Tada je i (H(X),h)

potpun metricki prostor.

Uvedimo sada jednu posebnu vrstu transformacije:

Definicija 3. Transformacija w : X — X je kontrakcija ako postoji kons-

tanta 0 < s < 1 takva da vrigeds
d(w(r), w(y)) <s-d(z,y), Yo,y € X.

Konstantu s nazivamo kontrakcijski faktor za w.




Sljedeci teorem, poznat i kao Banachov teorem o fiksnoj tocki, kljucan

nam je za dokaz nekih kasnijih rezultata:

Teorem 4. Neka je f : X — X kontrakcija na potpunom metrickom prostoru
(X,d). Tada f posjeduje jedinstvenu fiksnu tocku x; € X. Stovise, za svaki

reX, niz{f"(z):n=0,1,2,...} konvergira u xy.

Dokaz. Neka su k,n € N takvi da je £ < n. Tada slijedi:
d(foF, for) < d(foF, foEHD) 4 d(forHD), fot4D) 4y d(fotnh), fom)
<stod(x, f(x) + s d(z, f(x) + ..o+ s d(x f(2))
= 3y s d(, f (@)
< sk 38t d(w, f(2)
= stk - d(x, f(2).

Za prozvoljni € > 0 odaberimo N € N dovoljno velik da vrijedi:

Tada za k,n > N vrijedi:
d(f*, ) < s i - d(w, f(2) = €,

dakle niz {f**(z) : n=0,1,2,...} je Cauchyev.

Zbog potpunosti od (X, d) slijedi da niz konvergira u z; € X.
Pokazimo da je x zaista fiksna tocka od f:

Fr) = Flimnosoe f™ (@) = limsoo f0 0 (@) = 2.
Pretpostavimo sada da su ¢,y dvije razlicite fiksne tocke. Tada iz:

d(zy,yp) = d(f(xy), f(y)) < s-d(xg,yy)

zbog s < 1 slijedi da mora biti d(zy,yr) =0, tj. x5 = y;. O



Sada smo napokon spremni za definiciju iteriranih funkcijskih sustava:

Definicija 5. Iterirani funkcijski sustav ili IFS {X; w, :n=1,2,...,N}
sastoji se od potpunog metrickog prostora (X, d) i konacnog skupa kontrakcija
w, : X = X s kontrakcijskim faktorom s,, zan=1,2,...,N.

Kontrakcigski faktor IFS-a je s = max{s, :n=1,2,...,N}.

Sljededi teorem je kljucan za iterirane funkcijske sustave i daje definiciju

deterministickog fraktala kao atraktora tog IFS-a:

Teorem 6. Neka je {X;wy,...,wy} IFS s kontrakcijskim faktorom s. Tada
je transformacija W : H(X) — H(X) definirana kao:

W(B) = UN_jw,(B), za sve B € H(X)
kontrakcija s kontrakcijskim faktorom s cija jedinstvena fiksna tocka A =
W (A) zadovoljava

A = 1limy, e W (B), za sve B € H(X).

Dokaz. Za B,C € H(X) vrijedi:
W(W(B), W(C)) = M(U;Z wa(B), UL wa(C))
< maxi<p<n h(wn(B), wn(C))
< (maxj<p<n Sn) - (B, C).
Dakle, W je kontrakcija, a egzistencija i jedinstvenost fiksne tocke slijede

iz Banachovog teorema o fiksnoj tocki (Teorem 4). ]

Ova jedinstvena fiksna tocka, odnosno invarijantni skup A € H(X), je

atraktor iteriranog funkcijskog sustava, tj. ” deterministicks fraktal” .
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Promotrimo sada neke od najpoznatijih primjera fraktala koji su atraktori

iteriranih funkcijskih sustava:

Primjer 1. Klasiéni Cantorov skup C' je podskup intervala [0,1] dobiven
uzastopnim brisanjem srednje trecine intervala. Dakle, konstruiramo pa-

dajuci niz skupova Iy D 1, DI, D I3 D1, D ... D 1, D... gdje je

Iy = [07 1];

I =10,3]U[3.1],

L=1005U[535V[5 5 Vs 1,

L= (0,01 £ UL £1U L5 U1 2IU13. BV BIU(E. 1),

I, = I,,_1 bez srednje trecine svakog intervala

Cantorov skup je definiran kao presjek tih padajucih skupova, t.j.

C je atraktor IFS-a {R;wy, wo} gdje je wi(x) = 32 i wo(x) = 32 + 2,
Sto slijedi direktno iz definicije: Krecemo od pocetnog skupa, odnosno nulte
iteracije Iy = [0, 1]. Prou iteraciju racunamo kao I; = W ([0, 1]) = w; ([0, 1])U
ws([0,1]) = [0, 5]U[2,1]. Sada je druga iteracija I, = W°([0,1]) = W([0, 5]U
2,1)) = wi (0, ) U (12, 1) U0, 1) U2, 11) = [0, F U2, 21U LS, 3]0

3,1], i nastavimo dalje induktivno.



Primjer 2. Trokut Sierpinskog nastaje uzastopnim brisanjem srednjeg od 4
kongruentna trokuta nastala dijeljenjem jednakostranicnog trokuta. Dakle,
kao uw Primjeru 1, opet kostruirano padajuci niz skupova u kojem za pocetni
skup najcesce uzimamo jednakostranicni trokut i onda u svakoj iteraciji spa-
jamo polovista stranica trokuta iz prethodne iteracije i brisemo tako nastale
trokute.

Iy = jednakostranicni trokut,

I, = jednakostranicni trokut bez srednjeg od 4 kongruentna trokuta nastala

spajanjem polovista triju stranica,

I, = jednakostranicni trokuti iz I,,_q.iteracije bez njihovih sredisnjih tro-

kuta nastalih spajanjem polovista njihovih stranica,

Sierpinskijev trokut je presjek tako dobivenih trokuta, t.j.
S =m0
Ako uzmemo da je nas pocetni jednakostranicni trokut smjesten u vrhovima
(0,0),(1,0) @ (%, */75), Sierpinskijev trokut je atraktor IFS-a {R?;wy,wq, w3}

gdje je

g
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3.1 Deterministicki algoritam

Uvedimo prvi algoritam za generiranje [FS fraktala:

Neka je {X; w, :n =1,2,..., N} iterirani funkcijski sustav.

Izaberemo kompaktni skup 4y C R?, te racunamo uzastopno

A, = W°*(A) po formuli

An+1 = U?:1UJj(An), Za n = 1, 2, 3,

Tako dobivamo niz {A, : n=0,1,2,3,...} C H(X).

Broj iteracije

b iteracija klasi¢nog Cantorovog skupa

s
14 I — I
24 [ ] I I
341 = mm - . - . - .
44 Em mn EE EE 15 R EE EE
54 mnonn nnom i nnom
g4 111 (T o (T

I}IL'I 0 IE D.I-f'. D.IE DIB 1 Il:l

Slika 2

Slika 2 prikazuje klasi¢ni Cantorov skup dobiven Python kodom:
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

interval = [0,1]

broj_iteracija = 6

def cantorovo_iteriranje (interval , iteracija=0):
# Crtanje trenutne iteracije
plt.plot(interval , [iteracija , iteracija], color="g”,
lw=6, solid_capstyle="butt”)

if iteracija < broj_iteracija:
# Odrediti 4 rubne tocke za sljedecu iteraciju
rubne_tocke = np.linspace(interval [0], interval[l], 4)
# Procesuirati prvu trecinu
cantorovo_iteriranje (rubne_tocke [:2], iteracija+1)
# Procesuirati zadnju trecinu

cantorovo_iteriranje (rubne_tocke [2:], iteracija+1)
cantorovo_iteriranje (interval)
# Obrtanje y—osi
plt.gca().invert_yaxis ()

plt .show ();

12



3.2 Kolaz teorem

U prethodnim primjerima vidjeli smo kako ve¢ mali broj kontrakcija moze
odrediti objekte vrlo detaljne strukture. Ta ¢injenica dovela je do najbitnije
primjene iteriranih funkcijskih sustava - one u kompresiji podataka. Ako
kompleksnu sliku mozemo kodirati pomoc¢u male kolicine podataka, onda se
ona moze efikasno spremiti i prenositi.

Htjeli bismo stoga znati koje objekte je moguce reprezentirati ili sto bo-
lje aproksimirati pomocu atraktora iteriranih funkcijskih sustava. Sljedeci
teorem, poznat i kao "Kolaz teorem”, daje nam ideju koliko je dobro skup

aproksimiran atraktorom IFS-a:

Teorem 7. Neka je {X; w, : n = 1,..., N} iterirani funkcijski sustav s

kontrakcijskim faktorom s. Neka je L € H(X). Tada vrijedi
N

h(L,A) < (1—s)""- U ), za sve L € H(X)

gdje je h Hausdorffova metrika, a A atmktor IFS-a.

Dokaz. Koriste¢i nejednakost trokuta za Hausdorffovu metriku i definiciju

atraktora dobivamo:

h(L,A) < h| L, Lj\j wn(L) | +h <Lj\j wn(L),A>
=h | L Jwa(L) | +h (U wa(L), | J wn(A)>
<h L,Own(L) +5-h(L, A)

13



3.3 Adresiranje tocaka fraktala

Htjeli bismo svakoj tocki IFS fraktala pridruziti neku adresu.
Ideja je konstruirati neprekidnu funkciju ¢ sa kodnog prostora! pridruzenog

[FS-u na atraktor tog IFS-a.

Definicija 8. Neka je {X; w, :n=1,2,..., N} iterirani funkcijski sustav.

Tada je kodni prostor pridruZen tom IFS-u (X,d.) definiran kao kodni

prostor ¥ na N simbola {1,..., N} s metrikom d. danom s
de(w,o) =>"", % za sve w,o € X,

Teorem 9. Neka je (X, d) potpun metricki prostor.

Neka je {X; w, :n=1,2,...,N} IFS, neka je A atraktor tog IFS-a i
neka je (X,d.) kodni prostor pridruzen tom IFS-u.

Neka je ¢p(o,n, ) = Wy, 0Wy,0. . .0w, (), za svakioc € ¥, n € N, x € X.

Tada ¢(0) = lim, eoP(0,n,x) postoji, pripada A i neovisan je o x € X.

Funkcija ¢ : ¥ — A definirana u Teoremu 9 je naSa trazena funkcija

pomocu koje ¢emo definirati adrese tocaka atraktora:

Definicija 10. Neka je {X; w, :n=1,2,..., N} IFS, neka je A atraktor tog
IFS-a i neka je (X,d.) kodni prostor pridruzen tom IFS-u. Tada se adresa

tocke a € A definira kao bilo koja tocka skupa

¢~'(A) = {w € T: ¢(w) = a}.

'Kodni prostor ¥ na N simbola je prostor ¢&ije su tocke ”polubeskonaéne rijeci” oblika
T = T1ToT3T4T5T6T7..., gdje je svaki x; € {0,1,2,..., N —1}.

14



Adresiranje tocaka nam pomaze i u klasifikaciji IFS-a.

Kazemo da je iterirani funkcijski sustav:

(1) potpuno nepovezan ako svaka tocka atraktora A posjeduje jedinstvenu

adresu, t.j.,

w;(A) Nw;(A) =0, zasvakii,j € {1,2,...,N} t.d. i # j.

(2) dodirujuéi ako nije potpuno nepovezan, ali njegov atraktor posjeduje

otvoren skup O takav da su zadovoljena sljedeca dva svojstva:

i) wi(0)Nw;(0) =0, zasvakii,je{1,2,...,N} t.d. i #j;

(3) preklapajuéi ako nije ni potpuno nepovezan ni dodirujuéi.

Dajemo primjer za svakog od njih:

Primjer 3. IFS {0, 1]; wy(z) = %.Z',U)g(ﬂf) = %x+ %} je potpuno nepovezan.
Atraktor ovog IFS-a je klasicni Cantorov skup, t.j. A = N1, gdje je
Iy = [0,1], I, = W°*(ly) kao u Primjeru 1. Ocito je w;(A) Nw;(A) =

sAN{5A+ 2} =0.

Primjer 4. [FS {R; wi(z) = iz, wq(z) = Lo+ 1} je dodirujudi.

Atraktor ovog IFS-a je interval [0,1], jer je [0,1] = [0,3] U [3,1] =
wy ([0, 1]) U we([0,1]), a 2zbog wy(1) = wy(0), IFS nije potpuno nepovezan.
Neka je O = (0,3) U (3,1). Tada je wi(O) = (0,1) U (1,3), wa(0) =

2 27 1

15



(2,3YU(3,1), pa su zadovoljena svojstva: wi(O)Nws(O) = ((0, 1)U (5, 3)) N
({3, 1) U5 1) = @ i wi(0) Uwy(0) = ({0, 1) U(. 5))U((

N =
N[N
~
C
—~
>
—_
~
~—
N

Primjer 5. [FS {R; wi(z) = iz, wo(z) = 32 4 1} je preklapajudi.

Atraktor ovog IFS-a je interval [0,1], jer je [0,1] = [0,3] U [3,1] =
wi ([0, 1)) Uws([0,1]), a s obzirom da vrijedi wy ([0, 1]) Nws([0,1]) = [1, 1] #£ O
zakljucujemo da IFS nije potpuno nepovezan. Takoder, ocito ne postoji otvo-

reni podskup O atraktora takav da je zadovoljeno wy(O) N we(O) = O i

w1 (O) Uwy(O) C O, pa slijedi da je IFS preklapajudi.

Teorem 9 nam govori da je kodni prostor na N simbola majka svim iteri-

ranim funkcijskim sustavima s N kontrakcija; zato nam je on jako zanimljiv.

Definirajmo jo$ jednu metriku na kodnom prostoru:

Definicija 11. Neka je X = {(z,y) : z,y € X} prostor pomaka* na N

simbola. Definirajmo metriku na X s

(), (u,0)) = (Zm) +<Z(§’V%1)> ,

=1

za svaki (z,y), (u,v) € X. Ova metrika se ponekad naziva i Euklidska metrika

na prostoru pomaka.

2Prostor pomaka ¥ x 3 definiran je kao Kartezijev produkt dvaju kodnih prostora ¢ije
su tocke ”beskonacne rijeci” oblika ...ysysy1.z12223..., gdje je x;,y; € {0,1,2,..., N — 1}.

16



Uoc¢imo da se u specijalnom slucaju kada je y = v Definicija 11 svodi na

= Xy

odnosno

je metrika na X.

Teorem 12. Neka je ¥ kodni prostor na N simbola {1,..., N}. Definirajno

dvije razlicite metrike, dy i dy, na ¥ sa:

S |z — yil —~ T — Y
di(z,y) = ij dy(z,y) = Zm -
i=1 i=1

Tada su (X,dy) i (3,dy) ekvivalentni metricki prostori.

Dokaz. Promatramo slucaj N = 10.

Neka su dani z,y € ¥. Iz nejednakosti trokuta slijedi da je do(x,y) <
di(x,y). Stoga da bismo dokazali ekvivalanciju metrickih prostora (3, d;) i
(33, dy), preostaje dokazati da postoji konstanta C', nezavisna od x i y, takva
da C'-di(z,y) < do(x,y). U ostatku dokaza ¢emo pokazati da je posljednja
nejednakost zadovoljena za C' = %.

Neka je k € {1,2,3,...} prva koordinata na kojoj se x i y razlikuju.

Dakle, vrijedi da je 1 = y1, T2 = Yo, .. ., The1 = Y1, Tk 7 Yi-

17



Koriste¢i nejednakost trokuta, ¢injenicu da je |x; — ;| € {1,2,...,9} za

svaku koordinatu 7, te formulu za sumu geometrijskog reda, sada slijedi:

ST

=

d2(x7y) =

Ti — Yi
'Z 111

|$k _yk| - |$z yz|
> 0r I
— 11k Z 11@

i=k+1

‘5% - yk| =~ 9

> 7 IJRL -

— 11% Z 11¢
i=k+1
w9

11% 11%-10

_{ |9 1
AT T 0 ) 1k

s b 1 | | 9 1
:L‘ — —_— — - —_—
=79 \ITFTYRT 0 ) 10k
> . = —
— 19 ( 11% +i:zk;1 11¢
1 ‘xk_yk‘ S ‘xz —Z/i|
> L =2 IR = Jd
— 19 ( 11% + Z 11¢

i=k+1
1 . |$z—yz|
19 Zk 11

1l O miwl

i=1
[

Uoc¢imo da je u iskazu Teorema 12, metrika d; upravo metrika d. iz Defi-

nicije 8, dok je metrika d, Fuklidska metrika iz Definicije 11.
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Iz Teorema 12 proizlazi ¢injenica da je kodni prostor 3 metricki ekviva-
lentan klasicnom Cantorovom skupu.

Da bismo to pokazali, definirajmo IF'S:

{10,1];wn(z) = 52+ 5 :n=1,2,...,N}.

Atraktor ovog IFS-a je Cantorov skup, npr. u slucaju N = 3 atraktor je
ternarni Cantorov skup prikazan na Slici 3. Adresa svake tocke na atraktoru
jednaka je upravo nizu znamenaka koje ju predstavljaju u bazi (N + 1). Za-
ista, krenimo od intervala [0,1] tako da prikazemo sve brojeve u tom intervalu
u bazi (N + 1). Uklonimo sve tocke ¢iji prikaz u toj bazi ima znamenku 0
na prvom mjestu; u slucaju N = 3 to eliminira interval [0, 1]. U sljede¢em
koraku uklanjamo sve tocke koje imaju znamenku 0 na drugom mjestu, i tako
nastavljamo dalje. Zavrsavamo sa svim brojevima ¢iji prikaz u bazi (N + 1)
ne sadrzi znamenku 0. Oznac¢imo ovako konstruiranu funkciju koja ide iz
kodnog prostora na (N + 1) simbola u atraktor IFS-a A sa ¢. Iz Teorema 12
znamo da su metric¢ki prostori (X, d.) i (3, d), gdje je d. metrika iz Definicije
8, a d euklidska metrika iz Definicije 11, ekvivalentni. Slijedi da sui (X%, d,)
i (A, d) ekvivalentni, gdje je d Euklidska metrika na atraktoru A. Transfor-

macija koja osigurava tu ekvivalenciju je funkcija ¢ : (3,d.) — (A, d).

w,(14.1) wy([3.1) Wy([4.11)
1 1 7 2 3 — 5 1
3 2 12 3 4 6
Slika 3
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4 Dinamicki sustavi

Dinamicki sustavi su, zbog svog sirokog spektra primjene (za modeliranje fe-
nomena u biologiji, geografiji, ekonomiji, fizici, informatici, itd.), ¢esti pred-
met istrazivanja znanstvenika. Nama su zanimljivi zbog svoje veze s iterira-

nim funkcijskim sustavima.

Definicija 13. Dinamicki sustav {X; [} je transformacija f : X — X na

metrickom prostoru (X, d). Orbita tocke v € X je niz { fo"(x)}52,.

[ustrirat ¢emo definiciju sljedeé¢im primjerima:

Primjer 6. {X;T} je dinamicki sustav gdje je T : ¥ — ¥ definirana kao

T(0'1020'30'4 .. ) = 092030405 .. ..

Primjer 7. {[0,1]; f} je dinamicki sustav gdje je f : [0,1] — [0, 1] definirana
kao f(x) = Ax(1 — ) za svaki X € [0,4].

Primjer 8. {R?* w} je dinamicki sustav gdje je w : R?* — R? definirana kao

w(x) = Az +t za svaki A € My, t € R.

Primjer 9. {C[0,1]; T} je dinamicki sustav gdje je T : C[0,1] — C[0,1]

definirana kao (Tf)(x) = 5 f(3x) + 1 f (32 + 3).

Primjer 10. {C;w} jé& dinamicki sustav gdje je w : C — C definirana kao

w(z) = % 20 svaki a,b,c,d € C, (ad — be) # 0.

3Podsjetimo se oznake za Riemannovu sferu: C = C U {oo}.
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Uvodimo novi pojam za dublju analizu dinamickih sustava. Radi jednos-

tavnosti promatramo IFS za n = 2, odnosno dvije kontrakcije u sustavu.

Definicija 14. Neka je {X;wy,ws} iterirani funkcijski sustav. Neka je A
atraktor tog IFS-a. Pretpostavimo da su 1t wy : A — At wy : A — A

invertibilne. PridruZena shift transformacija na A je S : A — A definirana s

wy H(a), za a € wi(A) i a ¢ w(A) Nwy(A)
S(a) = q wy'(a), za a € wa(A) i a & wi(A) Nwy(A)

wit(a) ili wyt(a),  zaa € wi(A) Nwy(A).

\

Dinamicki sustav {A; S} zove se shift dinamicki sustav pridruzen IFS-u.

Primje¢ujemo da je dinamika u preklapaju¢em dijelu IF'S-a sluc¢ajne pri-

rode, odnosno ne postoji definicija koju preferiramo.

Sada ¢emo uvodenjem nove varijable pokazati da postoji potpuno deter-
ministicki sustav na prostoru vise dimenzije ¢ija projekcija na pocetni prostor

X generira ”slucajnu dinamiku”:

Definicija 15. Podignuti IFS pridruzen IFS-u {X;w,ws} je IFS
{X x ¥;wy,we} gdje je 3 kodni prostor na dva simbola {1,2}, a
wy(x,0) = (wi(x),10), za sve (x,0) € X X X

wa(x,0) = (wa(x),20), za sve (z,0) € X X X.
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Projekcija atraktora podignutog IFS-a ACX xYna originalni prostor
X je atraktor A originalnog prostora, a projekcija na kodni prostor X je X.
S obzirom da je ¥ ekvivalentnan klasicnom Cantorovom skupu koji je

potpuno nepovezan, slijedi da je i A je potpuno nepovezan.

Definicija 16. Neka je {X;wy,wo} iterirani funkcijski sustav. Neka je A
atraktor tog IFS-a. Pretpostavimo da su i wy; : A — A i wy : A — A inver-
tibilne. Neka je A atraktor pridruZenog podignutog IFS-a. Tada je {121; 5'}

podignuti shift dinamick: sustav pridruzen [FS-u gdje je

S(z,0) = (w;}(z),T(c))  za sve (z,0) € A,

o1

T (01020304 ...) = 02030405 . .. 20 SVE 0109030, ... € 2.

Teorem 17. Neka je {X;wy,wse} iterirani funkcijski sustav sa invertibilnim
transformacijama wy i wy @ atraktorom A. Neka je {x,}5° bilo koja orbita
pridruzenog shift dinamickog sustava {A;S}. Tada postoji orbita {2,}52,
podignutog dinamickog sustava {fl, 5’} takva da prva komponenta od x,, je x,

za svaki n.

Ovaj teorem, poznat i pod nazivom ”Shadow” teorem, nam govori da bilo
koja orbita {z, }5°, shift dinamickog sustava pridruzenog IFS-u je projekcija,

tj. sjena orbite shift dinamickog sustava pridruzenog podignutom IFS-u.
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4.1 Topoloska konjugacija

U teoriji dinamickih sustava zanima nas gibanje kao takvo, u dinamici, u
nac¢inu na koji se tocke kreéu, u postojanju periodickih orbita, u asimptot-
skom ponaSanju orbita, itd. Takve strukture ocuvane su djelovanjem home-

omorfizma, stoga uvodimo sljede¢u definiciju:

Definicija 18. Dinamicki sustavi {Xy; fi1} i {Xa; fo} su ekvivalentni ili

topoloski konjugati ako postoji homeomorfizam* © : Xy — Xy takav da

fi(z1) =07 o f00(x1), za sve 2, € X4

fo(ze) = O 0 f 00 Y (xy), za sve x5 € Xa.

Slika 4 prikazuje komutativni dijagram dvaju ekvivalentnih dinamickih

sustava {Xy; f1} 1 {X2; f2}, gdje je funkcija h : X3 — X5 homeomorfizam.

Xy, —— h — Xy

i fa

Xy, — h —— Xy
Slika 4

4Homeomorfizam je bijekcija f : X — Y koja éuva topologke strukture, tj. za svaki
otvoreni U C X je f(U) otvoren u Y i za svaki otvoreni V C Y je f~*(V) otvoren u X.
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Dajemo primjere nekih ekvivalentnih dinamicka sustava:

Primjer 11. "Tent” transformacija T, : [0,1] — [0,1] definirana je kao:

cx, 0
T.(z) = , ¢>0.

c(l—z), 3<z<l1

INA
8
IN
N =

Logisticka transformacija F : [0,1] — [0,1] definirana je kao:

Fy(x)=Xx(1—z), A >0.

0.8 —

0.6 —

0.4 - -

0.2 =

0 I I I !
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Slika 5: Graf transformacija : tent T (zeleni) i logisticka Fy (plavi)

Dinamicki sustavi {[0, 1]; 7.} i {[0, 1]; F)\} su ekvivalentni za c = 21 \ = 4,

a homeomorfizam koji to osigurava je k(z) = 2arcsiny/z, za x € [0,1].
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Pokazimo da je zaista Fy(z) = k~' o Ty o k(z).

1.

Prvi slucaj, 0 < z,, < ox

ko Tyok(z) = (Sin(g(%arcsm\/}))y

= (sin(2arcsiny/z))?

= (2sin(arcsiny/z)cos(arcsiny/))
= (2v/zcos(arcsiny/z))?

= 4z(1 — sin*(arcsiny/x))

= 42(1 — )

Drugi slucaj, % <z, <1l

F o Ty 0 h(a) = (sin( (—aresiny/z +2)))°
= (sin(—2arcsiny/r + ))?
— (2sin(—arcsiny/z + g)cos(—arcsm\/z + g)ﬁ
— (2cos(arccosy/z)sin(arccos\/T))’
— da(sin(arccosy/T))>?
= 42(1 — cos*(arccos\/x))
— 4z(1 — )
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4.2 Shadowing teorem

Za racunanje orbita dinamickih sustava znanstvenici nerijetko koriste racuna-
Ine simulacije. Racunala najces¢e koriste samo konacnu preciznost i tako se
u svakom koraku pojavljuje (mala?) greska. Greske se mogu akumulirati
vrlo brzo, tako da pogresna orbita divergira od egzaktne eksponencijalnom
brzinom.

Prirodno se postavlja pitanje korisnosti modela orbite s greSkom u rac¢unu.
Sre¢om, sljede¢i bitan teorem nam govori da, neovisno o broju napravljenih
greSaka, postoji tocna orbita koja na svakom koraku lezi na maloj udalje-
nosti od pogresno izracunate orbite. Drugim rijec¢ima, toéna orbita kao sjena
‘slijedi’ pogresno izracunatu orbitu zbog ¢ega je teorem i dobio naziv: ‘Sha-

dowing theorem’.

Teorem 19. Neka je {X; wy,ws, ..., wy} IFS s faktorom kontrakcije s, gdje

je 0 < s < 1. Neka je A atraktor tog IFS-a i pretpostavimo da su sve

transformacije w, : A — A invertibilne. Neka je {A;S} pridruzeni shift

dinamicki sustav. Ako je {x] }>°, C A aproksimativna orbita od S takva da
d(z),4,5(x),)) <O za svakin =0,1,2,3,...

gdje je konstanta © takva da 0 < © < diam(A)®, tada postoji egzaktna orbita

{x, = S (x0) }22, za neki xy € A takva da

d(@, 1, Tny1) < za sven=0,1,2,...

1—35’

Sdiam(A) = maz{d(z,y) : x € A,y € A}
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Dokaz. Za svaki n = 1,2,3,..., neka je o, € {1,2,..., N} odabran takav

da je niz inverza kontrakcija w ! w !, w>!, ... koristen za dobivanje niza

o1 g2 ) g3

S(zg), S(x), S(x),.... Neka je ¢ : 3 — A kodni sustav pridruzen IFS-u.
Tada definiramo xy = ¢(ogo102...). Sada usporedujemo egzaktnu orbitu
tocke xy s njenom aproksimativnom orbitom.

Neka je M veliki prirodan broj. Tada vrijedi

d(S(xp-1), (2, 1)) < diam(A) < .

Nadalje slijedi po definiciji kontrakcije w,,, da je:
d(zpy_1,7 1) < s-diam(A).

Sada, koriste¢i nejednakost trokuta i ¢injenicu da je 2y, ; aproksimativna

orbita, imamo:

d(S(l’M_g), S(x/Mf2)) - d(xM—b S(x/Mf2>>
< d(xp—1, Thyy) +d(@)y 4y, S(@y o))

< s-diam(A) + 6.

Sada, analogno slijedi:

d(zpr—,hy_5) < s+ (0 + s-diam(A)).

Induktivno iterirajuci k puta dobivamo:
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k—1
d(Tar—k, Thy_p) < Z s 0+ s - diam(A).

i=1

Uvodenjem supstitucije n := M — k, gornja nejednakost postaje:

M-n—1
d(zn,x)) < Z s -0+ M. diam(A).

=1

Uoc¢imo da je zbog proizvoljnosti broja £ € N takvog da je M — k > 0,
gornja nejednakost zadovoljena za svaki prirodan broj n takav da je n < M.

Sada uzimanjem limesa gornje nejednakosti kada M — oo dobivamo trazenu

nejednakost:
o3 sO
d(z,,2)) <s-0- = , =0,1,2,...
(Tp,x)) <'s ;s T, rasven
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4.3 Kaoticna dinamika fraktala

Proucavanje kaosa kao znanstvenog fenomena pocinje negdje 1970-ih kada je
Edward Lorenz razvijajuci prikladni model za predvidanje vremena naisao
na neobican problem. Uocio je da mu prikupljanje veée koli¢ine podataka
o varijablama kao Sto su brzina vjetra, tlak zraka, vlaznost i temperatura
ne pomaze povecati tocnost dugorocnih prognoza vremena. Shvatio je da
koliko god informacija meteorolozi skupili, prognoza ¢e ubrzo postati netoc¢na.
Zakljucio je da je razlog tome Sto su dinamicki sustavi, kao Sto je vrijeme,
sastavljeni od toliko elemenata u interakciji da su strahovito osjetljivi i na
najmanju promjenu.

S Lorenzovim otkri¢em, znanstvenici su ubrzano poceli proucavati di-
namicke sustave i kaoticno ponaSanje u njima. Postoji vise pristupa ovom

problemu, mi odabiremo topoloski pristup i definiciju Robert L. Devaneya:
Definicija 20. Dinamicki sustav {X; f} je kaoti¢an ako:

(i) je osjetljiv na pocetne uvjete, tj. postoji § > 0 takav da za svaki x € X

i svaku kuglu B(x,€) radijusa € > 0 postoje y € B(z,€) in € N takvi
da je d(f"(x), f"(y)) > 0;

(11) je tranzitivan, tj. za svaka dva otvorena skupa U iV metrickog prostora

(X, d) postoji n € N takav da je U N fo(V) # O;

(iii) je skup periodickih tocaka od f gust u X, tj. za svaki otvoreni skup O

postoji n € N takav da je fo"(x) € O za neki x € X.
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Dakle, kaoti¢ni sustav posjeduje 3 sastojka: nepredvidljivost, nesepara-

bilnost i element regularnosti.

Primjer 12. Dinamicki sustav {[0,1];Tx} gdje je Ty “tent” transformacija

na skupu [0, 1] je kaotican. Dokazimo da posjeduje sva 3 navedena sastojka:

(1) (osjetljivost na pocetne uvjete) Neka je xo € [0,1], i neka je U otvoreni
interval koji sadrzi xo. Tada za dovoljno veliki n, U sadrzi interval

oblika [ X &1 za neki k. Dakle, T°" preslikava U u [0,1] za dovoljno

271, ) 2n

veliki n. Tada sigurno postoji yo € U takav da |T°"(zo) — T°"(yo)| > 3.

(i1) (tranzitivnost) Neka su Uy i Uy otvoreni podintervali od [0,1]. Tada za

dovoljno veliki n, Uy sadrZi interval oblika [2%, %] za neki k. Dakle,

T°" preslikava Uy u [0, 1] koji sadrzi Us. Slijedi da sigurno postoji tocka
x takva da x € T°"(Uy) N Us, odnosno T°™(Uy) N Uy # O

(iii) (qustoéa skupa periodickih tocaka) T°" preslikava svaki interval [, L]

— n - X k  k+1
w [0,1] za k = 0,1,...,2" — 1. Posebno, postoji tocka x € [, 55
koja se preslika u sebe. Dakle, svaki interval sadrzi fiksnu tocku od

T°", odnosno periodicnu tocku od T za period n, iz cega slijedi da su

periodicne tocke od T guste u [0, 1].

Topolosgka konjugacija ¢uva dinamicka svojstva funkcija. Iz toga slijedi

da je {[0,1]; F4} takoder kaoti¢ni dinamicki sustav.
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4.4 Web dijagram

Za geometrijsku reprezentaciju orbite dinamickih sustava {R; f} koristimo
web dijagrame. Postupak konstrukcije je sljedeci:

Nacrtamo graf funkcije i pravac y = x. Krenemo od tocke (xg,z) i
povezemo ju ravnom linijom s tockom (zg, 1 = f(xg)). Ovu tocku povezemo
ravnom linijom s tockom (z1, 1), koju potom povezemo s tockom (1, xe =
f(x1)) i tako nastavimo dalje. Tocke (¢, o), (x1,21), (T2, z2), ... koje smo
dobili ¢ine orbitu nase funkcije f.

10

03

06 1

04

02 -

l}. U T T T T
0o 0z 04 0.6 0.8 10

Slika 6
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Na Slici 6 je web dijagram za dinamicki sustav {[0, 1]; f(x) = 2.8z(1—xz)}

s pocetnom tockom zy = 0.1 dobiven Python kodom:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
Y%matplotlib inline
def f(r, x):
return r % x *x (1 — x)
x = np.linspace (0, 1)
def diagram(r, x0, n, ax):
# crtanje funkcije i pravca y = x
t = np.linspace (0, 1)
ax.plot(t, f(r, t), ’k’, lw=1)
ax.plot ([0, 1], [0, 1], ’k’, lw=1)
# crtanje segmenata izmedju funkcije i pravca
x = x0
for i in range(n):
y = f(r, x)
ax.plot ([x, x], [x, y]. k")
ax.plot ([x, y|, [y, y], 'k7)
x =y
ax.set_xlim (0, 1)
ax.set_ylim (0, 1)
fig , axl = plt.subplots (1, 1, figsize=(6, 6), sharey = True)

diagram (2.8, 0.1, 100, ax = axl)
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Na Slici 7 je web dijagram za dinamicki sustav {[0, 1]; f(z) = 4z(1 — z)}
s pocetnom tockom zy = 0.1 dobiven analognim Python kodom:

10

03 -

Lo -

04

02 4

00 0z 04 0.6 0.8 10

Slika 7

Na Slici 6 vidimo da se orbita priblizava fiksnoj tocki zop = 1 — ﬁ. Takvu
fiksnu tocku nazivamo atraktivnom.

Na Slici 7 ne uocavamo takvo ponasanje. Zapravo, slika nam ne daje
nikakve korisne informacije o orbiti, osim ¢injenice da izgleda kao da nepre-
dvidljivo kruzi oko pravca x = y. U prethodnom poglavlju pokazali smo da

je {[0,1];4z(1 — z)} kaoticni sustav, tako da ovakvo ponasanje ne ¢udi.
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5 Iterirani funkcijski sustavi s vjerojatnostima

U ovom poglavlju uvodimo pojam mjere i novi tip iteriranih funkcijskih sus-
tava - IFS s vjerojatnostima. Predstavljamo malo drugaciji pristup generi-
ranju fraktala. Do sada je proces generiranja fraktala bio deterministicki, a

sada je svakoj kontrakciji u IFS-u pridruzena njoj pripadajuca vjerojatnost.

Prisjetimo se prvo nekih definicija i rezultata iz teorije mjere koje su nam

bitne za kasnije rezultate.

Definicija 21. Neka je X skup. Nepraznu familiju F podskupova od X

zovemo o—algebra ako vrijedi:
(1) O e F,

(2) Ac F= A° € F,

(3) Aje Fiie N=J.2, A € F.

Teorem 22. Neka je G familija podskupova skupa X i neka je {F, : a €
I} familija o—algebri od X koje sadrie G. Tada je F = Ny Fa najmanja

o—algebra koja sadrzi G i zovemo ju c—algebra generirana s G.

Definicija 23. Neka je (X, d) metricki prostor. Borelova oc—algebra na
tom prostoru je o—algebra generirana otvorenim podskupovima od X. FEle-

mente Borelove o—algebre zovemo Borelovi poskupovi od X.
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Definicija 24. Neka je F o—algebra na skupu X. Funkciju p @ F — [0, 00)

zovemo mjera na F ako vrijedi:

(1) p(0) =0,
(2) A; € F,i € N disjunktni, U2 | A; € F = p(U2,A;) = ooy u(Ay).

Definicija 25. Neka je (X, d) metricki prostor. Mjeru u na Borelovoj o—algebri

zovemo Borelova mgera. Mjera i1 je normirana ako vrijedi p(X) = 1.

Definirajmo sada prostor na kojem zive fraktali generirani iteriranim

funkcijskim sustavima s vjerojatnostima:

Definicija 26. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor.
Tada P(X) oznacava skup normiranih Borelovih mjera na X.
Hutchinsonova metrika dy na P(X) definira se kao:
du(p,v) = sup{ [y fdp— [x fdv: f: X — R neprekidna,
[f(2) = f(y)| < d(z,y), e,y € X}

za sve p, v € P(X).

Zanimljivo svojstvo ovog prostora je njegova kompaktnost:

Teorem 27. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Tada je i (P(X),dpy)

kompaktan metricki prostor.
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Sada napokon mozemo definirati IFS s vjerojatnostima:

Definicija 28. Iteriran: funkcijski sustav s vjerojatnostima ili IFSP
{X5 wi,wy, .., WN P12, - PN
sastoji se od IFS-a {X; wy, ws, ... wy} i uredenog skupa brojeva {p1, pa,...,pn}

takvog da je p1 +pa+---+pnv=1ip; >0z2ai=1,2,...,N.

Vjerojatnost p; pridruzena je kontrakciji w;.

Ruski matematicar Andrey Markov uvodi jedan poseban tip operatora
koji je po njemu dobio ime:

Definicija 29. Markovljev operator pridruien IFS-u je funkcija
M : P(X) — P(X) definirana kao:

M(v)=p-vowy ' +py-vowy' +- +py-vowy

za sve v € P(X).

S obzirom da za svaku jednostavnu ili neprekidnu funkciju f : X — R

vrijedi:
N
/de(M(V)):;pi/Xfowi dv

uvrstavanjem f = 1 4 definiciju Markovljevog operatora mozemo zapisati i u

obliku:

M((A)) :Z/Xpi~]lewi(x)dV

zasve A€ B,v e P(X).
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Sada navodimo analogon Teorema 6 za IF'S s vjerojatnostima:

Teorem 30. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Neka je
{X;wy,ws, ..., wN;P1,P2, - -, PN} IFS s vjerojatnostima i kontrakcijskim fak-
torom s. Neka je M : P(X) — P(X) njemu pridruzen Markovljev operator.
Tada je M kontrakcija s kontrakcijskim faktorom s i postoji jedinstvena mjera
W takva da je

Mupu = p.

Dokaz. Neka je L skup svih neprekidnih funkcija f : X — R takvih da je
(%) = F)] < d(z,y), 7 svaki 7,y € X.
Tada za p,v € P(X) vrijedi:
A (M(v), M(1)) = sup{ fy Jd(M(w)) — fy M) : f € L)
= sup{ [ SN pi - Fowidp— [ XN pi- fowdy : f € L},
Nekaje L={feL:f=s'SN p;-fow, zaneki f € L}.
Tada prethodnu jednakost mozemo zapisati kao:
At (M(v), M()) = sup{s [ fdp) — s [ fdv) : f € L}.
S obzirom da je L C L slijedi:
dy(M(v), M(p) < s-du(v, p),
dakle, M je kontrakcija, a egzistencija i jedinstvenost fiksne tocke slijede iz

Banachovog teorema o fiksnoj tocki (Teorem 4). O]

Ova jedinstvena fiksna tocka Markovljevog operatora p € P(X) zove se

invarijantna mjera IFS-a s vjerojatnostima.
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5.1 Slucajni iteracijski algoritam

Za generiranje IFS fraktala preko iteriranih funkcijskih sustava s vjerojat-

nostima koristimo sljede¢i algoritam:

Neka je {X; wy,ws, ... wxN; p1,D2,...,pn ) iterirani funkeijski sustav s
vjerojatnostima, gdje je vjerojatnost p; > 0 pridruzena kontrakeiji w;
zai=12,.. . NiYN p=1
Izaberemo zy € X i nakon toga rekurzivno, nezavisno,

Tn € {wy(p-1), we(Tp-1),...,wn(Tp_1)} ,z2an=123, ...
gdje je vjerojatnost dogadaja z,, = w;(z,—1) jednaka p;.

Tako dobivamo niz {x, :n=0,1,2,3,...} C X.

Da bismo ilustrirali ovaj algoritam dajemo 2 primjera koda za generiranje
Sierpinskijevog trokuta pomoéu IFS-a s vjerojatnostima: {R?; wy, wo, w3; p1, P, P3}

gdje je

g

i

—~
28
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N~—
I
/N

O N O NI

g

N
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28
N =
N~—
I
/N

w3(

D= O N O N O
N———
—~
88
[
S~—
+
/X
el e
N——

O NI

38
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U prvom slucaju uzimamo p; = p, = p3 = 3,

a u drugom p; = 0.25, py = 0.25, p3 = 0.5.
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Slika 8

Slika 8 prikazuje Sierpinskijev trokut nakon 3000 iteracija dobiven Python

kodom:

import numpy as np
import pylab

from random import randint

def poloviste (tockal, tocka2):

return [(tockal[0]+tocka2[0])/2,(tockal[l]+tocka2[1])/2]

trenutna = [0,0] # pocetna tocka
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# vrhovi jednakostranicnog trokuta

A = [0,0]
B = [1,0]
C= [.5,np.sqrt (3)/2]

# crtanje 3000 tocki
for _ in range(3000):
# biranje vrha slucajnim odabirom
x = randint (0,2)
# stavljanje trenutnog vrha na poloviste prethodnog i

# slucajno odabranog

if x = 0:

trenutna = poloviste (trenutna, A)
if x = 1:

trenutna = poloviste (trenutna, B)
if x = 2:

trenutna = poloviste (trenutna, C)

# crtanje nove trenutne tocke

i Y

pylab.plot (trenutna[0],trenutna[l],’r.’ , markersize=3)

pylab .show ()
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Slika 9

Slika 9 prikazuje Sierpinskijev trokut nakon 3000 iteracija dobiven Python

kodom:

import numpy as np
import pylab

from random import randint

def poloviste (tockal, tocka2):

return [(tockal[0]+tocka2[0])/2,(tockal[l]+tocka2[1])/2]

trenutna = [0,0] # pocetna tocka
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# vrhovi jednakostranicnog trokuta

A= [0,0]
B = [1,0]
C= [.5,np.sqrt(3)/2]

# crtanje 3000 tocki
for _ in range(3000):
# biranje vrha slucajnim odabirom
x = randint (0,3)
# stavljanje trenutnog vrha na poloviste prethodnog i

# slucajno odabranog

if x = 0:

trenutna = poloviste (trenutna, A)
if x = 1:

trenutna = poloviste (trenutna, B)
it x =2 or x = 3:

trenutna = poloviste (trenutna, C)

# crtanje nove trenutne tocke

pylab.plot (trenutna[0],trenutna[l],’r.’ , markersize=3)

pylab .show ()
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U prvom primjeru promatramo IFS s uniformno distribuiranim kontrak-
cijama, a u drugom promatramo IFS s neuniformno distribuiranim kontrak-
cijama (w3 se poprima s vetom vjerojatnoséu nego wy ili ws).

U oba slucaja zaustavili smo proces generiranja nakon relativnho malog
broja toc¢aka (3000) kako bismo osigurali da slike ne budu prezasicene, te kako
bi razlika izmedu uniformne i neuniformne razdiobe kontrakcija bila bolje
uocljiva. Promatrajuéi slike, uocavamo da su na Slici 8 ”gustoce” tocaka
u svim dijelovima trokuta podjednake, dok su na Slici 9 "gustoce” tocaka

neravnomjerno rasporedene.

5.2 Eltonov teorem

Spomenute ”gustoce” tocaka formalizirane su sljede¢im teoremom:

Teorem 31. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Neka je

{X;wy,wa, ..., wN;P1, P2, .., pn} IFS s vjerojatnostima. Neka je {x,}22,

orbita IFS-a generirana slucajnim iteracijskim algoritmom, pocevsi od xg.

Neka je B Borelov podskup od X takav da je i(0B) = 0. Neka je N(B,n) =

broj tocaka u {xg, x1, 9, ..., 2, }NB zan =0,1,2,... Tada je gotovo sigurno
JU(B) = limy, o2

za sve pocetne tocke xq.

Dakle, ”gusto¢a” tocaka u skupu B je proporcija iteracija u slu¢ajnom

iteracijskom algoritmu koji proizvodi tocke u B.
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5.3 Veza izmedu IFS i IFSP

Sljedeéi teorem uspostavlja vezu izmedu invarijantnog skupa IFS-a i invari-

jantne mjere IFS-a s vjerojatnostima:

Teorem 32. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Neka je
{Xswy,wa, ..., wN;P1,D2, ..., PN} IFS s vjerojatnostima i neka je p pridruzena
mvarijantna mjera. Tada vrijedi:

supp(p)® = A
gdje je A atraktor IFS-a {X;wy,ws, ..., wy}.

Dokaz. Neka je B nosa¢ mjere u. Tada je B neprazan kompaktan podskup
od X. Neka je A atraktor [FS-a. Tada je {A;wy,ws, ..., wN;pP1,P2, -, DN}
IF'S s vjerojatnostima. Oznac¢imo njegovu invarijantnu mjeru s v. Tada je
v invarijantna mjera i od {X; wy, we, ..., wN;P1, P2, ..., P} Bududi da je u
jedinstvena (zbog Teorema 30), vrijedi: u = v. Slijedi da je B C A.

Neka je a € A ineka je O otvoreni skup koji sadrzi a. Neka je 3 kodni prostor
pridruzen IFS-u i neka je 0 € X adresa tocke a. Iz Teorema 9 slijedi da je
limy_oo®(o,n, A) = a. Dakle, postoji n € N takav da je ¢(o,n,A) C O.
Takoder vrijedi: pu(p(o,n, A)) > poy * Doy * -+ * Do, > 0, pa je u(O) > O.

Dakle, a je u nosac¢u od pu, tj. a € B. Slijedi da je A C B. ]

Ssupp(p) je oznaka za nosa¢ mjere p, tj. supp(p) = {x € X : u(B(z,¢€)) > 0, Ve > 0}
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A Prvi dodatak

IFS fraktal na Slici 1 (stranica br. 5) je atraktor IF'S-a s vjerojatnostima:

2. .
{R ; W1, W2, W3, Wy, p17p27p37p4}7

gdje su

Ty 0 0 Ty
w1 = : s
T2 0 0.16 T2
T 0.85 0.04 T 0
Wo = . + ,
To —0.04 0.85 To 1.6
1 0.2 —0.26 i 0
W3 = . + ,
To 0.23 0.22 To 1.6
T, —-0.15 0.28 T 0
W4y = . +
To 0.26 0.24 To 0.44

kontrakcije s vjerojatnostima

p1 = 0.01,
py = 0.85,
p3 = 0.07,
ps = 0.07.
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B Drugi dodatak

Jos jedan primjer zanimljivog IFS fraktala je Davis-Knuthov zmajoliki skup

ili twin dragon (”zmajevi blizanci”):

Twin dragon je atraktor IFS-a koji se sastoji od 2 afine transformacije:

Ty 1 cosy —siny T 1
wq = = : + y
To V2 siny  cosy To 0
s N s
y ) 1 cosy  —sin’ T 1
) - . . _
To V2 sing  cos% Ty 0

Obje transformacije sastoje se od kontrakcije za \/Li 1 rotacije za 7 te

zatim translacije.
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Sazetak

Vizualno kompleksni oblici s infinitezimalno finom strukturom ve¢ su neko
vrijeme predmet istrazivanja matematicara.

Ovaj rad bavi se posebnim tipom fraktala - IFS fraktalima koji se mogu
koristiti za reprezentaciju raznih detaljnih samosli¢nih oblika u prirodi, kao
Sto su oblaci, drvecée, planine, obale mora, itd.

Krecemo s definicijom fraktala u najopéenitijem smislu.

Zatim prelazimo na iterirane funkcijske sustave (IFS). Definiramo ih, da-
jemo definiciju IFS fraktala, najvaznije primjere te algoritam za generiranje
IF'S fraktala. Takoder navodimo Kolaz teorem koji nam govori da ako zelimo
pronaci IFS ¢iji atraktor "nalikuje” danom skupu, moramo nastojati pronaci
skup transformacija ¢ija je unija, odnosno kolaz, slika danog skupa sto blize
tom danom skupu.

U sljedecem poglavlju uvodimo dinamicke sustave, njihovu definiciju i
neke primjere, te ih povezujemo s iteriranim funckijskim sustavima. Dajemo
algoritam za generiranje orbite dinamickih sustava, te Shadowing teorem koji
je znacajan u praksi za racunanje orbita dinamickih sustava.

Na kraju obradujemo iterirane funkcijske sustave s vjerojatnostima (IFSP).
Definiramo ih, dajemo primjere fraktala generiranih IF'S-om s vjerojatnos-
tima te algoritam za njihovo generiranje. Predstavljamo Eltonov teorem koji
formalizira nasu intuiciju o mjeri na fraktalima. Zavrsavamo s teoremom koji

rasvjetljava vezu izmedu IFS-a i [FSP-a.
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Summary

Visually complex shapes with infinitesimally fine structure have for some
time now been a topic of research for mathematicians.

This thesis focuses on a particular type of fractals - IFS fractals which
can be used to represent a variety of detailed self-similar shapes in nature,
such as clouds, trees, mountains, sea shores, etc.

We begin with a definition of fractals in the most general sense.

We then move to iterated function systems (IFS). We define them, give
a definition of IFS fractals, the most important examples and an algorithm
for generating IFS fractals. Furthermore, we state Collage theorem which
says that in order to find an IFS whose attractor resembles’ a given set, we
need to aim to find a set of transformations whose union, that is, collage, of
images of the given set is as close as possible to the given set.

In the next section we introduce dynamical systems, their definition and
some examples, and we connect them to iterated function systems. We give
an algorithm for generating an orbit of dynamical systems, and also state
the Shadowing theorem which is important in practice for calculating orbits
of dynamical systems.

Lastly, we cover iterated function systems with probabilities (IFSP). We
define them, give examples of fractals generated with an IFS with probabili-
ties as well as an algorithm for generating them. We state Elton’s theorem
which formalizes our intuition about measure on fractals. We end the thesis

with a theorem which illuminates the connection between IFS and IFSP.
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