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Uvod

U ljudskoj je prirodi teZiti ka boljemu stoga se od 50-ih godina proslog stolje¢a mnogi poje-
dinci bave konstrukcijom i proucavanjem razlicitih tehnika, modela i metoda kojima je za-
jednicki cilj odredivanje optimalne strategije. Knjigom ”Dynamic Programming” R. Bel-
Iman zapocinje razvoj teorije koja omogucava rjeSavanje mnogih matemati¢kih problema
temeljenih na dinamickim procesima. Ronald A. Howard u knjizi ”Dynamic programming
and Markov processes” prvi povezuje Bellmanovu teoriju sa, do tada ve¢ dobro poznatim,
matematickim pojmom Markovljevih procesa. Od tada pocinje razvoj teorije Markovljevih
procesa odlucivanja. Daljnjim istraZivanjem i razvojem Markovljevi procesi odlucivanja
postajaju sve generalniji, te danas predstavljaju matematicki okvir za donoSenje odluka u
situacijama gdje su ishodi djelomi¢no slucajni, a djelomi¢no pod kontrolom donositelja
odluka. Kada se sustav zatekne u nekom stanju, postoji mnogo poteza koji mogu biti po-
duzeti, i svaki od tih poteza za sobom povlaci drugacije prijelazne vjerojatnosti i nagrade, a
mogucnosti i posljedice Cesto ovise o stanju u kojem se sustav nalazi. Od svih moguénosti,
problem je izabrati ,,najbolju‘ strategiju, tj. onaj Markovljev proces 1 pripadajuce nagrade
kod kojeg je dobit po prijelazu najveca.

Osim u teoriji, Markovljevi procesi odlucivanja danas se primjenjuju i u mnogim real-
nim situacijama iz razli¢itih podrucja poput robotike, biologije, ekonomije, menadZmenta
i mnogih drugih.

Cilj ovog rada je razviti teorijsku podlogu potrebnu za odredivanje optimalne strategije 1
na nekoliko primjera pokazati primjenu Markovljevih lanaca u analizi stategija poslovanja.
Najprije ¢emo se upoznati s osnovhim pojmovima iz teorije Markovljevih lanaca u dis-
kretnom vremenu, samom definicijom Markovljevog lanca i prijelaznim vjerojatnostima.
Definirat ¢emo stacionarnu i grani¢nu distribuciju i promatrati svojstvo ergodi¢nosti. Pri
analizi ponaSanja Markovljevog lanca sluzit cemo se diferencijskim jednadZzbama pa ¢emo
se zato kratko zadrzati i u proucavanju njih. Nakon toga prezentirat éemo dvije metode
odredivanja najbolje strategije. U svakoj od tih metoda klju¢nu ulogu igraju nagrade pove-
zane s prijelazom Markovljevog lanca iz jednog stanja u drugo. Na kraju ¢emo se osvrnut
i na Markovljeve lance u neprekidnom vremenu.

Nakon teorijskog opisa svake metode slijedi primjer iz podru¢ja menadZmenta gdje se me-
toda koristiti za odredivanje optimalne strategije poslovanja poduzeca.



Poglavlje 1

Markovljevi lanci

1.1 Definicija

Kako bismo mogli modelirati ponasanje nekog vjerojatnosnog sustava kroz vrijeme, neo-
phodan alat za rad su nam Markovljevi lanci. Prema tome, prvi korak mi je definirati
Markovljev lanac 1 sve pojmove nuzne za razumijevanje daljnjeg sadrzaja. Ovdje navodim
samo isjeCke iz [2l]. Pocinjem definicijom sluc¢ajnog procesa, nakon ¢ega odmah slijedi
definicija Markovljevog lanca na prebrojivom skupu stanja:

Definicija 1.1.1. Neka je S neprazan prebrojiv skup. Slucajan proces s diskretnim vreme-
nom i prostorom stanja S je familija X = (X,, : n > 0) sluc¢ajnih varijabli definiranih na
nekom vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) s vrijednostima u S.

Definicija 1.1.2. Neka je S neprazan prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X, : n > 0)
definiran na vjerojatnosnom prostoru (Q, 5 ,P) s vrijednostima u S je Markovljev lanac
ako vrijedi

P(Xn+1 = ,]|Xn =0L,X 1 = lpetse .. ’XO = lO) = P(Xn+1 = ,]|Xn = l) (11)

za svakin > 01 za sve iy, ..., i,—1,1, J€S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro defini-
rane.

Svojstvo u relaciji (I.1) naziva se Markovljevim svojstvom.

Nas ¢e zanimati samo homogeni Markovljevi lanci, pa u nastavku slijedi definicija:

Definicija 1.1.3. Neka je A = (4; : i€S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je P =
(pij : i, JeS) stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran na vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F,P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s pocetnom
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distribucijom A i prijelaznom matricom P (ili krace (1, P)—Markovljev lanac) ako vrijedi

(i) P(Xo=i)=A; zasveieS, te
(i) P(Xys1 = jIXy = 1, X1 = U1, ..., Xo = i0) = pij
za svakin > 0iza sve iy, ..., i, 1,1, JES.

Teorem 1.1.4. Neka je X (A, P)— Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i za sva stanja
005015y in1,1,€S vrijedi

P(Xo = i0, X1 =11, ..., Xpo1 = ly=1, X = i) = AigPigiy - - - Pinrin (1.2)

Sada mogu pokazati da svaki (4, P)— Markovljev lanac zaista posjeduje Markovljevo svoj-
stvo i smije se zvati Markovljev lanac.

. . P(X,41 = ) Xn = )
Bt = X0 = 1) = =5
_ IP>()(n+l = j’ Xn = i, Xn—IGS’ oo aXOGS)
B P(X, =i, X,_1€S,...,Xo€S)
_ Diiges " 2inreS AigPigir ** PinriPij
Diiges " inreS AigPigiy " Diperi

Dij

P(Xps1 = Jo X = 6, X1 = lpe1, ..., Xo = lo)
P(Xn = i,Xn—l = in—la v ’XO = lO)
_ AigPigiy * " * PipriDij _

/liopioil © Digi

P(X,1 = ]an =0, Xp-1 = lp-t,..., X0 = ip) =

ij

Napomena 1.1.5. n-koracne prijelazne vjerojatnosti Markovljevog lanca su elementi ma-
trice P™
P =P(X, = jlXo = i) (1.3)

U daljnjem razmatranju ogranicit ¢emo se na Markovljeve lance s kona¢nim skupom stanja
S={1,2,...,N}.

U tom slu€aju posebnu ¢emo paznju posvetiti vjerojatnosti da se Markovljev lanac nalazi
u stanju i u n-tom koraku u oznaci P;(n) = P(X,, = i).

Vrijedi:

N
Pin+1)= > pyPin)  j=12,...,N
i=1

Ocito, ako je poznata pocetna distribucija 4 = (4; : i = 1,...,N), tada je P;(0) = 4; i
rekurzivno mozemo izraCunati P;(n) za svakineN1ij=1,2,...,N.
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1.2 Stacionarna distribucija i ergodi¢nost

[zuzetno bitan pojam, proucavanju kojega ¢u posvetiti velik dio ovog rada, je ergodi¢nost.
Na ovom mjestu navodim definiciju preuzetu iz [4]]

Definicija 1.2.1. KaZemo da je Markovljev lanac u potpunosti ergodic¢an ako je lim,,_,, P;(n)
(jeS) jedinstven i ne ovisi o stanju iz kojeg je Markovljev lanac krenuo.

Dakle, ako je Markovljev lanac ergodic¢an, nakon dovoljno mnogo koraka, vjerojatnost da
¢e se lanac naci u nekom od stanja postaje konstantna i ne ovisi o stanju iz kojeg smo kre-
nuli.

Ovo svojstvo olakSava donoSenje zaklju¢aka o ponaSanju Markovljevog lanca u buduénosti.

Ovdje mi je cilj staviti ergodi€nost u kontekst stacionarne i granic¢ne distribucije pa Cu
navesti najbitnije definicije i rezultate vezane uz njih. Daljnji sadrzaj ovog podpoglavlja,
ali 1 detalji izostavljeni ovdje, mogu se pronaci u [2, poglavlje 7 i 8].

Definicija 1.2.2. Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac s nepraznim prebrojivim
skupom stanja S i prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija n = (m; : i€S) na
S je stacionarna distribucija Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako
vrijedi:

n=nP (1.4)

odnosno po komponentama

= Z Tk Pkjs za sve jJeS
keS

Definicija 1.2.3. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac na skupu stanja S s prijelaz-
nom matricom P. Vjerojatnosna distribucija m = (r; : i€S ) naziva se granicnom distribuci-
jom Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako za sve i, jeS vrijedi

lim pi =, (1.5)
Uoc¢imo kako je vektor grani¢nih vrijednosti iz definicije ergodi¢nosti zapravo 1 granicna i
stacionarna distribucija ako je S konacan skup, § ={1,2,...,N}.
Oznacimo: lim,_,, Pj(n) = x; (j=1,2,...,N).
Jer ne ovisi o poCetnom stanju, slobodni smo izabrati pocetnu distribuciju A = §'.
U tom slucaju je

Py = pj})
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()

Dakle vrijedi: lim, ... p;;” = 7;

PokaZimo joS$ da je m = (my, - - - , my) uistinu distribucija
N N N N
Dimp= " lim Py = Y lim p{? = lim )" p!¥ = 1
n—oo n—oo n—oo
J=1 J=1 J=1 Jj=1

ZakljuCujemo da je & grani¢na distribucija.
Takoder, 7 zadovoljava svojstvo (1.4)) iz definicije stacionarne distribucije

N
= lim Py = lim P+ 1) = lim ) piPutm) =
k=1

N N
= Zpkj 31_{{)10 Pi(n) = Zﬂkpkj
=1 =1



Poglavlje 2

Diferencijske jednadzbe

Uocimo da jednadzbe

N
Pin+1)= > pyPn)  j=12,...,N

i=1

¢ine sustav diferencijskih jednadzbi prvog reda. Kako bismo mogli rijeSiti taj sustav, pro-
motrimo pobliZe homogene linearne diferencijske jednadZzbe s konstantnim koeficijentima
kako je to napravljeno u [1].

Definicija i rjesenje
Promatrat ¢emo funkciju f koja poprima realne vrijednosti x; = f(k) na skupu {0, 1,2,...}.
Definicija 2.0.1. Jednadzbu oblika

AnXirn + An1 Xgn—1 + -+ + ao X = g(k) (2.1)

gdje sua; (i =0,1,...,n) konstante, a g(k) proizvoljna realna funkcija, zovemo linearnom
diferencijskom jednadzbom s konstantnim koeficijentima.
Ukoliko je g = 0 za jednadZbu kaZemo da je homogena.

Definicija 2.0.2. Za funkciju f, odnosno niz (x;) kazemo da je rjesSenje diferencijske jed-
nadzbe (2.1)) ako zadovoljava tu jednadZbu.

Zadrzimo se na homogenim diferencijskim jednadzbama prvog reda.

Lema 2.0.3. Skup svih rjeSenja diferencijske jednadzbe x;,, — ax; = 0 je
{k — Ad* : AeR}.
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Dokaz. UvrStavanjem se lako vidi da svaka funkcija (odnosno, svaki niz) oblika x; =
f(k) = Aa* zadovoljava gornju jednadzbu.

Obratno: Neka je niz (x;) rjeSenje jednadzbe x;,; —ax; =0

Tada vrijedi:

X| = axg, Xy = a*xy, X3 = a’xy, ..., iz ¢ega slijedi f(k) = x; = xoa* = Ad* o

Definicija 2.0.4. Skup n linearno nezavisnih rjesenja diferencijske jednadZbe naziva se
Jundamentalnim skupom rjesenje te jednadZbe

Lema 2.0.5. Neka su (x;) i (yy) dva rjeSenja diferencijske jednadzbe (2.1)) i aeR. Neka su

(@) (2k)s Zk = Xk + Yis
(i) (wp), wy = axy.

Vrijedi: (z) i (wy) su takoder rjesenja jednadzbe (2.1))

Definicija 2.0.6. Neka je { (x,(cl)), (x,(f)), e (x,(("))} fundamentalni skup rjesenja diferencijske
Jednadzbe (2.1). Tada je opce rjeSenje jednadZbe dano sa

n
X = Z Cix,(;)
i=1

za proizvoljne konstante Cy,...,C,

Vratimo se promatranju homogene linearne diferencijske jednadzbe s konstantnim koefi-
cijentima:
AnXpsn + An1 X1 + -+ + aoxe = 0 (2.2)

Pretpostavimo da rjeSenja imaju oblik *, reC. Slijedi:

1

Ma,r" + ap "+ -+ ag) =0

Definicija 2.0.7. Jednadzba a,r" + a,_1r"~' + --- + ay = 0 naziva se karakteristicna jed-
nadzba diferencijske jednadzbe (2.2), a rjeSenja karakteristicne jednadzbe nazivaju se ka-
rakteristicni korijeni.

Lako se vidi da svaki karakteristi¢ni korijen r;, i = 1,...,n definira jedno rjesSenje jed-
nadzbe (2.2).
Ukoliko je ap # 0, i svi karakteristi¢ni korijeni realni i medusobno razli¢iti, {r%, 7, ..., r\}

je fundamentalni skup rjesenja jednadzbe (2.2)).

Promotrimo sada slucaj kada svi karakteristi¢ni korijeni nisu medusobno razliciti.
Pretpostavimo da su karakteristi¢ni korijeni ry,..., ry realni i razli¢iti sa viSestrukostima
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my ..., m, respektivno, pri Cemu je m; + - -+ + m; = n.
Tada se karakteristicna jednadZba moze faktorizirati na slijedeéi nacin:

(r=r)™ =)™ =0

Ocito su sva rjeSenja jednadzbe (r — r;)™ = 0 zaneki i = 1,... s ujedno i rjeSenje polazne
karakteristicne jednadzbe.

Kako bismo, u ovom sluéaju, odredili fundamentalni skup rjesenja jednadzbe (2.2), mo-
ramo najprije odrediti fundamentalni skup rjeSenja diferencijske jednadzbe kojoj odgovara
karakteristi¢na jednadzba (r — r;)™ = 0.

Lema 2.0.8. Skup {r*, xr*, ..., x""'r*} je fundamentalni skup rjeSenja jednadzbe (r—r' )" =
0.

ZakljuCujemo da dio opceg rjesenja koji pripada m-strukom korijenu r ima sljedeci oblik:
(Al + Apx + A3 + -+ + Ay XD

Karakteristi¢ni korijeni ne moraju uvijek biti realni. Takvim slucajevima se ovdje ne¢emo
baviti iako ne predstavljaju osobit problem. Zainteresini mogu detalje potraZiti u [4].



Poglavlje 3

Ergodicnost

3.1 Karakterizacija ergodi¢nosti

Sada znamo rijesiti, u prvom poglavlju uocen, sustav homogenih linearnih diferencijskih
jednadzbi

N
Pin+1)= Y pyPn)  j=12,...,N 3.1)
i=1

RjeSenje ovog sustava pokazuje se izuzetno korisnim pri proucavanju ergodic¢nosti Mar-
kovljevog lanca. Ovdje prikazan postupak moze se naéi u [4].
Pretpostavimo da su rjeSenja oblika P;(n) = A;7" za svakii = 1,..., N iuvrstimo u (3.1).

A1p1j+A2p2j+...+Aj(pjj—r)+...+ANpNj:O j: 1,2,...,N

Ovo je NxN sustav linarnih jednadZbi u nepoznanicama Ay, ..., Ay. Taj sustav ima rjeSenje
razli¢itood A = A, = --- = Ay = 0 ako 1 samo ako je
P —r P21 s Pn1
2 2—-Fr - 2
A S P (62)
PN PN "t DNNTT
Kako je ovo jednadzba N-tog stupnja po r, ona ima N rjeSenja ry,...,ry.

Pretpostavimo sada da su sva rjeSenja medusobno razli¢ita. U praksi to zaista najcesce i

jesu.
Dakle, fundamentalni skup rjeSenja za P;(n) je {Agk)r/’c’, k=12,...,.N,},i=1,2,...,N.
QOdnosno,

N
Pi(n) = ZAE’%,’; i=1,2,---,N (3.3)
k=1
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Uocimo da u rjeSenju imamo N? konstanti. Znamo da u rjeSenju linarne homogene jed-
nadZbe N-tog stupnja moZe biti najviSe N proizvoljnih konstanti pa zakljucujemo da su
ostale konstante zavisne, odnosno, mogu se izraziti preko izabranih N medusobno nezavis-
nih konstanti.

JednadZbe kod kojih sva rjeSenja nisu medusobno razlic¢ita moguce je rijesiti primjenjujuci
znanje o rjeSenjima diferencijskih jednadzbi s viSestrukim korijenima.

Ostaje primijetiti kako smo do gornje determinante mogli do¢i i bez uvodenja diferencij-
skih jednadZbi.
Prisjetimo se definicije svojstvene vrijednosti i svojstvenih vektora matrice.

Definicija 3.1.1. Neka je AeM,,(R). KaZe se da je skalar 1yeR svojstvena vrijednost ma-
trice A ako postoji vektor xeV, x # 0, takav da je Ax = Agx. Vektor x naziva se svojstveni
vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti A

Za matricu AeM,(R), polinom k4(1) = det(A — Al) naziva se svojstveni polinom matrice A
te vrijedi ovaj poznati teorem:

Teorem 3.1.2. Neka je AeM,(R). Skalar AyeR je svojstvena vrijednost matrice A ako i
samo ako vrijedi ks(Ay) = 0.

Uocimo da za matricu prijelaznih vjerojatnosti P vrijedi

pPu—r § 231 PnN1
P12 pn—r --- PnN2
. . ) . =det(P—rl)") = det(P — rl) = kp(r)
PN P2N v PDNN T

to jest, iz definicija svojstvene vrijednosti (odnosno svojstvenog vektora) i stacionarne dis-
tribucije lako se vidi da je stacionarna distribucija prijelazne matrice P zapravo normiran
svojstveni vektor matrice P pridruZen svojstvenoj vrijednosti 1.

Pokazimo sada vazno svojstvo koje posjeduju stohasticke matrice.
Propozicija 3.1.3. Neka je u svojstvena vrijednost matrice P. Tada vrijedi |u| < 1

Dokaz. Jer je u svojstvena vrijednost matrice P, postoji vektor v takav da vrijedi Pv = uv,
odnosno:

N
ZP:'/V./ =uyv, i=1,...,N
j=1
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Neka je v po apsolutnoj vrijednosti najveca koordinata svojstvenog vektora v.

N
|uxve — prcvel = |ZijVj — PVl = |Zpkjvj| < Z Ipxjllvil < Z |Piillvil = [vil Z | Pl
Jj=1

J*k Jj#k J#k J#k

Kako je |[v| > 0 (jer je v # 0), vrijedi

= pud < D Ipil

Jj*k

Slijedi:

N
1l = 1 = P + Piel < I = Pl + Ipiad < D Ipil + Ipaad = D Ipigl = 1
2k j=1

O

Sada smo napokon skupili dovoljno informacija za dokaz sljedece karakterizacije ergodi¢nosti.

Teorem 3.1.4. Markovljev lanac X = (X,, : n > 0) s prijelaznom matricom P je ergodican
ako i samo ako je tocno jedna svojstvena vrijednost matrice P jednaka 1, a ostale svojstvene
vrijednosti su strogo manje od 1.

Dokaz. Nekasur;,i=1,...,N svojstvene vrijednosti matrice P.
Akojer, = 1i|r;] < 1zai # k tada oCito P;(n) konvergira za svaki i = 1,...,N kada
n — oo, pri cemu je taj limes jedinstven i ne ovisi o stanju iz kojeg je Markovljev lanac
krenuo.
Dakle, Markovljev lanac X je ergodican.
Za dokaz obrata pretpostavimo suprotno. Tada postoje tri mogucnosti:
(D |ril<lzasvei=1,...,N,
ali u tom slucaju n; = lim,,_,,, P;(n) = 0 zasvakii = 1,..., N pa « nije distribucija.
(i) r, = —1 zaneki k,
ali tada P;(n) uopce ne konvergira.
(iti) r; = r,, = 1 za neke k,m.
U ovom slu¢aju moramo zapis rjesenja prilagoditi dvostrukom korijenu:

Pin) = A" + A"n+ > ALY

k#l,m

Uocimo da rjeSenje konvergira samo ako je AE’") =0zasvakii=1,...,N,
ali ni onda lanac nije ergodican posto vrijednost limesa ovisi o poCetnoj distribuciji.
O
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Racunanje svojstvenih vrijednosti i zatvorene formule za P;(n) moZe biti veoma kom-
plicirano. Uz to, najceS¢e ¢e nas zanimati ponasanje Markovljevog lanca nakon dovoljnog
broja koraka pa nam je dovoljno poznavati grani¢nu distribuciju.

Ideja je koristiti relativno lako izracunjivu stacionarnu distribuciju i svojstvo ergodi¢nosti
kako bismo dosli do grani¢ne distribucije.

Ukratko, znamo da je stacionarna distribucija prijelazne matrice P normiran svojstveni
vektor matrice P pridruZen svojstvenoj vrijednosti 1. Dakle, ako sustav 7 = 7P uz do-
datnu jednadzbu Y'Y, 7; = 1 ima jedinstveno rjesenje, moZemo zakljuéiti da matrica P ima
tocno jednu svojstvenu vrijednost jednaku 1, a ostale su strogo manje od 1 bududi da je
P stohasticka matrica. Sada nam upravo dokazani teorem govori kako je takav Markov-
ljev lanac ergodican, a znamo da je u tom slucaju stacionarna distribucija ujedno i grani¢na.

3.2 Primjena ergodi¢nosti

Kako ne bi sve ostalo samo na teorijskom razmatranju slijedi primjer preuzet iz [4].

Primjer 3.2.1. Helikopter kapaciteta dvoje ljudi (pilot + putnik) povezuje dva industijska
postrojenja B; i B, s obliznjom zra¢nom lukom A. Te tri tocke leze priblizno u vrhovima
jednakostrani¢nog trokuta i vrijeme potrebno da helikopter prijede udaljenost od jednog
heliodroma do drugog je 20 minuta. Ugovorom je dogovoreno da helikopter poStuje taj
dvadesetominutni raspored. Preciznije, ako je helikopter na nekom heliodromu na pocetku
dvadesetominutnog razdoblja i putnik ¢eka tamo, helikopter ¢e prevesti putnika na Zeljenu
destinaciju. Ako helikopter ne poleti na pocetku razdoblja, on ¢eka na heliodromu sljedecih
20 minuta. Cak i ako putnik stigne tijekom tog razdoblja, helikopter neée poletjeti prije
pocetka sljedeceg razdoblja.

Osim toga, odluka o strategiji prijevoza je u rukama vlasnika helikoptera.

Pretpostavlja se da ¢e putnik, ako stigne na heliodrom i tamo zatekne drugog putnika cekati,
smjesta potraZiti drugi nacin prijevoza. Takoder pretpostavljamo da ¢e putnik odustati od
¢ekanja ako se helikopter ne pojavi na pocetku prvog sljede¢eg 20-minutnog razdoblja.
Istrazivanjem je uoceno sljedece: vjerojatnosti da putnik ¢eka, na pocetku 20-minutnog
razdoblja, na heliodromu A, B i B, suredom P4 = 0.8, Pg, = 0.6, Pg, = 0.45. Takoder
je uoceno da putnici koji ¢ekaju na heliodromu u zra¢noj luci A u polovici slucajeva Zele u
postrojenje By, a u drugoj polovici slucajeva u postrojenje B,. Za razliku od toga, putnici
koji ¢ekaju na heliodromu nekog od postrojenja, dvostruko cesée zele u zratnu luku nego
u drugo postrojenje.

Razmotrimo tri strategije dostupne vlasnicima helikoptera:
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(1) Helikopter ceka na heliodromu na kojem se zatekne dok god putnik ne dode.
Pristiglog putnika preveze na Zeljenu destinaciju na pocetku prvog sljedeceg
20-minutnog razdoblja.

(2) Helikopter ceka samo na heliodromima A i B posto je tamo veca vjerojatnost da
putnik dode. Ako poveze putnika u postrojenje B,, a tamo ne c¢eka drugi putnik,
smjesta se vraca u zracnu luku.

(3) Helikopter ceka samo na heliodromu u zracnoj luci. Ako poveze putnika u neko od
postrojenja, a tamo ne ceka drugi putnik, smjesta se vraca u zracnu luku.

Promotrimo malo bolje opisane strategije. Svaka od njih moZe se opisati jednim Mar-
kovljevim lancem. Zanima nas ponaSanje svakog od tih lanaca nakon dovoljno proteklog
vremena. Dakle Zelimo odrediti grani¢ne distribucije. Naucili smo kako je mnogo lakse
do¢i do stacionarne distribucije pa krenimo s raCunanjem istih.

Poslujuéi prema prvoj strategiji, helikopter se moze zateci u 9 stanja:
1 Ceka na A
2 Leti od A do B,
3 Leti od A do B,
4 Ceka na B,
5 Leti od By do A
6 Leti od B, do B,
7 Ceka na B,
8 Leti od B> do A
9 Leti od B, do B,

Stohasticka matrica pridruZena tom Markovljevom lancu je sljedeca:

02 04 04 0 0O O O 0 0
0O 0 0 04 04 02 O 0 0
0O 0 o0 O 0 O 055 03 0.15
0O 0 0 04 04 02 O 0 0
P=(02 04 04 0 O O O 0 0
0O 0 o0 O O O 055 03 0.15
0O 0 o0 O O O 055 03 0.15
02 04 04 0 O O O 0 0
0O 0 0 04 04 02 O 0 0

)

L ,7'((91)). Tada vrijedi 7 = 7P

Pretpostavimo da P ima stacionarnu distribuciju 7' = (
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iz Cega proizlazi sljedeci sustav:

=027 +0270 + 027"
) = 04n + 047y + 0.4x
7 = 041" + 0.47" + 0.47)"
1 _ Q) ) Q)
r,’ =04mr," +0.4m," + 0.47,
1 _ @ )] Q)
ng’ =04n," +0.47r," + 0.47,
1 _ Q) ) 6]
g’ =02m," +0.2m," +0.27,
a'l = 0.557 +0.557" + 0.557%"
@1 _ 0] )] (1
ng’ =0.3my" +0.37, " + 0.3,

" =0.157" +0.157" + 0.157}"
(1 1 Q) )] )] )] ) (1 1 _
T +7Z'2 +7Z'3 +7'l'4 +7'l'5 +71'6 +7T7 +7'l'8 +7T9 =

RjeSenje ovog sustava je:
(1 ®»_ 3 (D (1 (1) )] G _ 6 (D _ 11

n =) =ny = 50T T3 ST SN =T =50 S5
Promotrimo sada drugu strategiju.
Kako helikopter nikada ne ¢eka na heliodromu B,, ovaj Markovljev lanac moZe se naci u
sljedecih 8 stanja:

1 Ceka na A

2 Leti od A do B,

3 Leti od A do B,

4 Ceka na B,

5 Leti od By do A

6 Leti od By do B,

7 Leti od B, do A

8 Leti od B, do B,

Prijazna matrica je stoga sljedeca:

02 04 04 0 O O O 0
0O 0 0 04 04 02 O 0
0O 0 0 O O O 085 0.15
0O 0 O 04 04 02 O 0

02 04 04 0 O O O 0
0O 0 O O O O 085 0.15

02 04 04 0 O O O
0O 0 0 04 04 02 O 0
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a2 =022 + 0277 +0.277
7 = 0477 +0.477 + 047
73 =047 + 0477 +0.47
7)) = 04nY +04n7 + 047
2 =047 +0.477 + 0.4x)
) =027 + 0277 +0.275
) =0.8515 +0.857

a7y = 0.152 +0.1572
@) (2) (2 @) (2 (2

T '|'7T2 '|'7T3 +7T4 +7T5 +7T6 +7T7 +7T8

57 114 114 92 92 46 136 24

Cije je rjeSenje 7P = (2L, U3 U3 22 22 26 L6 A

6752 675° 675 675 675° 675° 675 6757°

(2

a stacionarnu distribuciju dobivamo rjeSavanjem sljedeceg sustava:

@)

=1

15

Primjenom trece strategije, helikopter ne ¢eka ni na heliodromu postrojenja Bj, ni na heli-

odromu postrojenja B,, prema tome, moZe se naci u sljedecim stanjima:

1 Ceka na A

2 Leti od A do B
3 Letiod A do B,
4 Leti od B, do A
5 Leti od B do B,
6 Leti od B, do A
7 Leti od B, do B

i pripadna prijelazna matrica je:

02 04 04 0 O
0 0 O 08 02
O 0 O 0 oO

P=102 04 04 0 O
0O 0 o0 0 O

02 04 04 0 O
0 0 O 08 02

0
0
0.85
0
0.85
0
0

0
0
0.15
0
0.15
0
0




POGLAVLJE 3. ERGODICNOST 16

a rjeSavajuci sustav
(3)
(3)
(3)
(3)
(3)
(3)
(3)
(3)

= 0277 +027Y + 0.2
= 0477 +0.47 + 0.4
=047V + 047 + 0.47))
= 0.87” +0.875

= 0275 +0.275

= 0.8575 +0.857)

= 0.157 +0.157)

+ 7r(23) + JT(;) + JTf) + 7r23) + 7r(63) + 71(73) 1

97 194 194 184 46 204 36

dobivamo ovu staconarnu distribuciju: ¥ = (3£, £2, t2, o2, o2, 222 50

9552 955° 9557 955 955 955° 955

U sva tri slucaja doSli smo do jedinstvene stacionarne distribucije. Primjenjujuci za-
kljucke ovog poglavlja moZemo reci kako su tri promatrana Markovljeva lanca ergodi¢na i
izraCunate stacionarne distribucije su ujedno i grani¢ne distribcije.



Poglavlje 4
Nagrade

U prethodnom primjeru prezentirane su tri strategije od mnosStva mogucih. Na vlasniku
helikoptera je odluka koju od njih e pratiti, a prirodno je pretpostaviti da vlasnik Zeli
pratiti onu strategiju koja mu dugoro¢no donosi najvecu nagradu. Pri definiciji nagrada i
izvodu zatvorene formule za racunanje ocekivane nagrade koristim pristup oipsan u [4].

4.1 Definicija

Nagrada se ostvaruje svakim prijelazom Markovljevog lanca iz jednog stanja u drugo sta-
nje, a takoder i ostajanjem u istom stanju, i ne mora uvijek biti pozitivna. Nagrada moze
biti neki novCani iznos 1 u tom slucaju, negativna nagrada predstavlja novCani gubitak.
Nagrade reprezentirano sljede¢om matricom:

g1 412 " 4qIN

g1 42 " qon
o= . . i

gn1t 4gn2 ct gNN

pri ¢emu g;; odgovara nagradi dobivenoj prijezom Markovljevog lanca iz stanja i
u stanje j.

Zanima nas o¢ekivana nagrada u sljedecih n koraka Markovljevog lanca, ako se lanac tre-
nutno nalazi u stanju i. Oznacimo to ocekivanje sa Z;(n).
Ako lanac u sljede¢em koraku prijede uz stanja i u stanje j, o¢ekivana nagrada Z;(n) je
tada:

gij+Zin—1)

17
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Prema tome, ako, kao i do sada, promatramo Markovljev lanac na skupu stanja § =
{1,2,..., N} s prijelaznom matricom P = (p;;); jes, vrijedi:

N
Zi(n) = Z pij(qij + Zj(n— 1))
=1

v v
= Zpij‘lij + Zpijzj(n -1
=1

j=1
Posto su p;; 1 g;; poznati za svaki i, je{1,2, ..., N} moZemo definirati konstante
N
Si:Zpijqij, i:1,2,...,N
j=1
1 gornje jednadzbe zapisati na sljedec¢i nacin:

N
Zim) =S+ ) piZi(n—1) 4.1)

J=1

4.2 Izvod zatvorene formule za oc¢ekivanu nagradu

Jednadzbe (@.1) ¢ine sustav nehomogenih linarnih diferencijskih jednadzbi.
Odredimo najprije rjeSenje pripadnog sustava homogenih jednadzbi.

N
Zim) = ) piiZin=1),  i€s
j=1

Uocimo da ovaj sustav ima rjeSenja jednaka rjeSenjima sustava (3.1)) posto je pripadna
matrica koeficijenata jednaka transponiranoj matrici koeficijenata sustava (3.1).

Kako je slobodni ¢lan konstanta, a uz to, konstanta (stacionarna distribucija) je i jedno od
rjeSenja homogene jednadzbe, pretpostavljamo da partikularni dio opceg rjeSenja ima oblik
C;n, tako da opce rjeSenje ima oblik:

Z:(n) = P;(n) + C;n, iesS

Za odredivanje konstanti C; posluZit ¢emo se stacionarnom distribucijom kao jednim od
rjeSenja sustava (3.1)). Dakle,

Zl(l’l) =m; + Cin, ieS
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Ako uvrstimo ovaj oblik rjeSenja u (@.I]) imamo:

N
7Ti+Cin:Si+Zpij(7Tj+Cj(n—1)):

=1
N N N

:S,‘+leij7Tj—leijCj+l’lleijCj, ieS
J= J= J=

Primjetimo da i s lijeve i s desne strane imamo polinome. Po teoremu o jednakosti poli-
noma mora vrijediti:

N
Ci:ZpijCj’ iesS
j=1
N N
ﬂi:Si'l‘Zpijﬂj—ZpijCj, ieS
=1 =1

Prva jednakost vrijedi ukoliko je C; = C zasvakii = 1,2,...,N.
Uvrstimo konstantu C u drugu jednakost:

N
C:Si+2pijﬂ'j—ﬂ'i, iesS
j=1
Pomnozimo li svaku jednadzbu sa 7; i sve ih sumiramo, dobivamo:
N N N N
WD WLRD I W o
i=1 i=1 =1 =1 il

U ¢lanu s dvostrukom sumom smijemo zamijeniti redosljed sumacije jer se radi o kona¢nim
sumama.

N N N
Z”z ZP!J”J Zﬂjzpijﬂi = Z”J’ﬂj = Zni

=1 j=1 j=1 =1 j=1 j=1

Dakle,

Kona¢no, rjesenje sustava (@.1)) je:

Zi(n) = P;(n) + Sn, ieS (4.2)
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Primjer 4.2.1. Dana je sljedeca prijelazna matrica i pripadna matrica nagrada
0.9 0.1 10 —40
P_(O.4 ().6)’ 0= (5 30)
Izracunajmo ukupnu ocekivanu nagradu za sljedec¢ih n prijelaza ako je sustav trenutno u

stanju 1. Kolika bi bila razlika u ukupnoj ocekivanoj nagradi ako bi sustav trenutno bio u
stanju 2?

Upravo smo pokazali kako je oCekivana nagrada nakon n prijelaza, uz uvijet da se lanac
trenutno nalazi u stanju i dana sljede¢im izrazom

Zi(n) = Pi(n) + Sn

Pi(n) izraCunajmo kako je opisano u 3. poglavlju ovog rada raCunajuci svojstvene vrijed-
nosti matrice P.

09-r 04
0.1 06-r

P=15r+05=0
ry = 1, ry =0.5

=0

Dakle, Pi(n) = A"V + A®(0.5)", i = 1,2.
Odredimo stacionarnu distribuciju rjeSavajuci sustav

T = 0.971'1 + 0.471'2
m, = 0.1 + 0.6

m+m=1

Odnosno, 7 = (0.8, 0.2).
Kako je stacionarna distribucija jedinstvena, zakljucujemo da je lanac ergodican.
Uz to, potrebna nam je i prosje¢na nagrada po prijelazu S .

$1=09-10+0.1-(-40)=5
S, =04-5+0.6-(30) =20
S=08-5+02-20=8

Konacan izraz za Z;(n) je:

Zi(n) = AV + AP(0.5)" + 8n, i = 1,2
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Izracunajmo najprije Z;(n).

Z(0)=0= A" +A? =0
Zi() =8, =A"+054? +8=5

Dakle, Z;(n) = =6 + 6(0.5)" + 8n

Na sli¢an nac¢in moze se izracunati i Z,(n) = 40 — 40(0.5)n) + 8n

Preostaje nam joS odrediti kolika je razlika u ocekivanim nagrada s obzirom na trenutno
stanje Markovljevog lanca.

Zy(n) — Zy(n) = [40 — 40(0.5)" + 8n] — [-6 + 6(0.5)" + 8n] = 46 —40(0.5)" + 6(0.5)"

Ako pretpostavimo da ¢e promatrani n biti dovoljno velik, vidimo da je oCekivana nagrada
nakon tih n koraka za 46 jedinica veca ako je lanac trenutno u stanju 2, nego ako krece iz
stanja 1.

Ovim primjerom pokazala sam kako ovdje opisanim postupkom stvarno mozZemo odre-
diti o¢ekivanu nagradu nakon bilo kojeg broja koraka u ovisnosti o stanju u kojem se Mar-
kovljev lanac nalazi u pocetnom trenutku.

Primijetimo da smo se ovdje bavili 2x2 matricama, a opet, imali smo dosta posla sa
racunanjem. U praksi nas naj¢e$c¢e zanima ponasanje Markovljevog lanca nakon dovoljnog
broja koraka i prosjecna nagrada po prijelazu nakon nekog duljeg perioda. U tom slucaju
mozZzemo preskociti raCunanje egzaktnog izraza za ocekivanu nagradu nakon n koraka 1
odmabh izraCunati prosjeCnu nagrada po prijelazu nakon duljeg perioda. Jedina potrebna
pretpostavka je ergodi¢nost Markovljevog lanca.

tim 2~ jim (E L5y 2 o, lim Tis-s

n—o N n—o0 n —oo N
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4.3 Primjena nagrada u donoSenju poslovnih odluka

Vratimo se sada na primjer iz prethodnog poglavlja i primjenom znanja o nagradama iza-
berimo najbolju strategiju za vlasnika helikoptera.

Primjer 4.3.1. Nastavak primjera (3.2.1))

Vlasnik helikoptera Zeli izabrati najbolju strategiju. Taj izbor uvelike ovisi o definiciji
mjere ucinkovitosti, odnosno isplativosti strategije. Razmotrimo dvije (od mnogo mogucih)
mjera isplativosti.

1. PoZeljno je prevesti Sto vise putnika. Time vilasnik helikoptera Zeli uvjeriti ulagace
da je ostvarivo i Sirenje posla.

2. Vlasnik helikoptera Zeli maksimizirati profit na razumno velikom broju voZnji.
Cijena jedne voznje je $14. Ali viasnik ima i troskove, troskovi odrZavanja
helikoptera iznose $6 po 20-minutnom razdoblju bez obzira letio on ili cekao
na heliodromu. Uz to, kad leti s jednog mjesta na drugo, troSak goriva iznosi $2.

Odredimo sada najbolju strategiju pretpostavljajuci da vlasnik mjeri u¢inkovitost projekta
na prvi nacin.
IzraCunajmo ocekivani broj prevezenih putnika ako se vlasnik odluci za prvu strategiju.

Prisjetimo se, prateci prvu strategiju, helikopter moze biti u sljedecih 9 stanja:
1 Ceka na A
2 Leti od A do B,
3 Leti od A do B,
4 Ceka na B
S5 Letiod By do A
6 Leti od By do B,
7 Ceka na B,
8 Leti od B, do A
9 Leti od B, do B,
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Matrica prijelaza i matrica nagrada su tada:

02 04 04 0 O O 0 0 0 011011011

0O 0 O 04 04 02 O 0 0 01 101T1QO0T171

0O 0 o O O O 055 03 0.15 01 1011O0T1°1

0O 0 0 04 04 02 O 0 0 01 1011O0T1°1
P=(02 04 04 0 0 O 0 0 0 [,o=(0 1T 1 01 1 0 11
0O 0 o0 O 0O O 055 03 0.15 01 101T1O01°71

o o0 O o0 O O0 055 03 0.15 01 101T1QO0T171

02 04 04 0 O O 0 0 0 01 1011O0T1°1

0O 0 0 04 04 02 O 0 0 01 1011O0T1°1

sV=08, 5" =06, 5"=045 5"=06 5" =08,
S =045, 58 =045 5" =08, " =06

Prije smo ve¢ izracunali stacionarnu distribuciju 7" i utvrdili da je ovaj Markovljev lanac

.y . v .y . .y . -
ergodian i sada moZemo izraCunati § , odnosno prosjecnu nagradu (u ovom slucaju,
prosje€an broj prevezenih putnika po periodu).

—n 3 6 6 6 6 3 11 6 3
= — — —04 — — —04 —04 — —0.6 =
S 5008+5006+500 5+5006+5008+500 5+500 5+5008+5006
=0.6

Uz drugu strategiju, helikopter ne ¢eka na heliodromu industrijskog postrojenja B, ali zato,
u slucajevima kad na B, ne ¢eka putnik, leti prazan u A i taj let mu ne donosi nagradu.
Matrica prijelaza i matrica nagrada jesu:

6
02 04 04 0 0 0 0 0 81}8}1@1
0 0 0 040402 0 O 011011 24
00 0 0 0 0 085 0I5 011011 24
po|0 0 0040402 0 0, 10 g 8
02 04 04 0 0 0 O o 11011 92
00 0 0 0 0 085 0I5 011011 924
02 04 04 0 0 0 O 011011 92
0 0 0 040402 0 O 011011%1

$P =08, 5% =06 5Y=045 57 =06, 5% =08,
S =045, 59 =08, 5 =06
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Prosje¢na dugoro¢na nagrada po 20-minutnom periodu iznosi:

o 57 114 114 92 92 46 136 24
=2, . 4 . . 45+ —20.8 + —0.6 =
67508+ 67500+ 6750 P T 57500 T 57508 T 575V H 57508 + 57500

=0.649

S

Sli¢no, prateci treCu strategiju, matrica prijelaza i matrica nagrada jesu:

0111131

02 04 04 0 0 0 O 011%151
0 0 0 0802 0 0 01151 %1
0 0 0 0 0 085 015 01151%1
P=[02 04 04 0 0 0 O [Q0o=|01131 %1
0 0 0 0 0 085 0.15 01151 31
02 04 04 0 0 0 01151%1
0 0 0 0802 0 0 011351 %1
011351 31

§P =08, 5 =06, § =045 5 =08,
§9 =045 59 =08, 5 =06

Prosje¢na dugoroc¢na nagrada po 20-minutnom periodu u ovom slucaju iznosi:

—3 97 194 194 184 46 204 36
= ) ) 4 —0. —0.4 —0. —0.

S 95508+95506+9550 5+95508+9550 5+95508+95506
= 0.664

Sada je jasno da, ako vlasnik Zeli prevesti Sto je viSe moguce putnika, treba izabrati trecu
strategiju i ne Cekati na heliodromima industrijskih postrojenja.

Hoce li treca strategija biti najbolja 1 ukoliko vlasnik Zeli ostvariti Sto je ve¢u moguéu
dobit?
Za periode u kojima helikopter ¢eka na heliodromu, trosak vlasnika je $6 po jednom tak-
vom periodu. Ako helikopter leti, a ne prevozi putnika, trosak je $8. Vlasnik ostvaruje
prihod jedino kada prevozi putnika. Dobit od takve voznje je $6.
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Izracunajmo ocekivanu dobit uz primjenu prve strategije.

02 04 04 0 0 0 O 0 0 -6 6 6 -6 66 -6 6 6
0 0 0 04 0402 0 0 0 -6 6 6 -6 66 -6 6 6
0O 0 0 O O 0 055 03 015 -6 6 6 -6 66 -6 6 6
0 0 0 04 04 02 0 0 0 -6 6 6 -6 66 -6 6 6
P=|02 0404 0 0 0 0 O O0],0=|-666 —666 -6 6 6
0O 0 0 O O 0 055 03 015 -6 6 6 -6 66 -6 6 6
0O 0 0 O 0 0 055 03 015 -6 6 6 -6 66 -6 6 6
02 04 04 0 0 0 0O 0 O -6 6 6 -6 66 -6 6 6
0O 0 0 04 0402 0 0 0 -6 6 6 -6 6 6 -6 6 6
sP=36,5"=128"=-065"=12 5" =36,
S =-06, S =-06, S =36, S’ =12
—1n 3 6 6 6 6 3 11 6 3
S ==—36+—12+—(-06)+—12+—36+—(-0.6)+ —(-06)+ —36+—1.2 =
50 50 50( ) 50 50 50( ) 50( ) 50 50
=$1.2
Ocekivana dobit po periodu uz drugu strategiju je:
_ _ _5
02 04 04 0 0 0 O 0 _222_222_52
0 0 0 04 04 02 O 0 _666_666_56
0O 0 0 O O 0 085 015 _666_666_56
0 0 0 04 04 02 0 0 Iy
P= ,0=|-6 6 6 -6 6 6 == 6
02 04 04 0 0 0 O _666_666_56
0O 0 0 O O 0 0.85 015 _666_666_56
02 04 04 0 0 0 O 0 _666_666_56
17
0 0 0 04 04 02 0 0 666666 -2 6
SP =36 57 =1285=-1787 =12, 857 =36,
SP=-17, 80 =36 87 =12
_ 114 114 2 2 4 1 24
§P g M4y, 4 92, 92 46 B0 2,

" 675 675 675 675 675 675 675 675
=$1.53
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Pratedi tre€u strategiju, vlasnik helikoptera moze ocekivati sljedecu dobit po periodu:

-6 6 6 -1 6 -2 6
02 04 04 0 0 0 O -6 6 6 -1 6 -2 6
0O 0 0 0802 0 O -6 6 6 -1 6 -2 6
0O 0 0 0O 0 085 015 -6 6 6 -1 6 -= 6
P=|02 04 04 0 0 0 ,0=|-6 6 6 -1 6 -2 6
0O 0 0 O 0 085 015 -6 6 6 -1 6 -2 6
02 04 04 0 0 O -6 6 6 -1 6 —% 6
0O 0 0 0802 0 O -6 6 6 -1 6 -2 6
-6 6 6 -1 6 -2 6
§P=36,8=04,8V=-17, 5V =36,
3 _ 3 _ 3 _
S =-1.7,8 =36, Sy =04
-3 97 194 194 184 46 204 36
ST =236 04-—17 36-—1.7 3.6 0.4 =
955" " 955" " 955 ' T 955”" " 955 ' T 9557 T 953

=$1.50

Dakle, ukoliko je vlasnik helikoptera voden Zeljom za dobiti, najbolje mu je prikloniti se
drugoj strategiji.



Poglavlje 5

Strategije

5.1 Najbolja strategija

U prethodnom primjeru strategije su se razlikovale po stanjima koja Markovljev lanac moze
posjetiti prateci neku od tih strategija.

U ovom poglavlju promatrat cemo Markovljev lanac sa fiksnim stanjima, ali moguénoscu
donoSenja poslovnih odluka tijekom boravka Markovljevog lanca u nekom stanju. Svaka
poslovna odluka mijenja matricu prijelaznih vjerojatnosti na svoj nacin, a ¢esto mijenja i
matricu nagrada. Dostupne odluke, kao i njihov broj, mogu se mijenjati od stanja do sta-
nja. Izazov je odrediti koju odluku treba donijeti u svakom od stanja kako bi dugoro¢na
prosjecna dobit po prijelazu bila maksimalna.

Ako promatramo potpuno ergodi¢an Markovljev lanac s N stanja, za dovoljno velik
broj buducih prijelaza n, oekivanu nagradu moZemo izvesti iz rjesenja (3.3) i (4.2)):

Zi(n) =A;+ Sn (5.1)

Iako neka dobit moze biti povezana sa stanjem iz kojeg je Markovljev lanac krenuo, znacajan
parametar je S. Dakle, traZimo matricu prijelaza P 1 matricu nagrada Q takve da je S mak-
simalan.

27
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5.2 Maksimizacijski postupak
U [4]] opisana je sljedeca tehnika nalazenja najbolje strategije.

Uvrstimo izraz za o¢ekivanu nagradu (5.1)) u sustav @.1):

N
Ai+Sn=S8;+ ) pylA;+Sn-1)] =

J=1

N
:Si+2pi‘,‘A‘/+§l’l—§

=1

odnosno

N
Ai+S =S+ ) pjA;, =12 N (5.2)
=1
Si 1 pij ovise o odluci doneSenoj tijekom boravka Markovljevog lanca i stanju i. Recimo
da je donositelj odluke izabrao odluku k. S;(k) 1 p;j(k) su tada poznate konstante Dakle,
gornji sustav je sustav N jednadzbi s N + 1 nepoznanica A, A, ..., Ay iS.

Posto imamo jednu nepoznanicu viSe nego Sto imamo jednadzbi, fiksirajmo Ay = 0 (od
interesa nam je ionako samo razlika izmedu A;-eva) i rijeSimo sustav.

Koriste¢i dobivena rjeSenja promatrajmo vrijednost

N
Vik) = Si(k) + Z pii)A;  za svakii.

=1
U svakom stanju i bira se odluka k* za koju jeV;(k) maksimalan. Na taj nacin dolazimo do
nove strategije kojoj odgovara matrica prijelaznih vjerojatnosti P* = (p;;) i matrica nagrada
Q" = (q;;). Cijeli postupak raCunanja A;-eva i S ponovimo s ovim vrijednostima. Iteracije
izvodimo tako dugo dok dva puta uzastopno ne dobijemo isti S.

Kako bismo bili sigurni da prije opisani postupak uistinu u svakom koraku nalazi bolju
strategiju, od velike nam je vaznosti sljedeci rezultat.

Propozicija 5.2.1. Opisani maksimizacijski postupak u svakom koraku povecava vrijed-
nost S.
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Dokaz. Neka su p;; 1 §; prijeazne vjerojatnosti i pripadne nagrade izabrane na pocetku
procesa. Neka su p;; 1S} vrijednosti koje maksimiziraju V; za svaki i.
Tada vrijedi:

N N
ST+ZP:}A]:SZ+ZIPUAJ+€IZ (53)
J= J=

gdiejee? >20ii=1,2,...,N.
Takoder vrijedi:

N
Ai+§:Si+ZpijAj

=1
. N
Aj+S =587+ ) piA;
=1
Oduzimanjem prve jednadZzbe od druge dobivamo
o N N
(A7 +A)+ (S =5)=(S]=S)+ Y pjA} = > pid,
=1 =1

Ako umjesto S’ —S; u gornju jednadZbu uvrstimo izraz dobiven u (5.3)) i sredimo, dobivamo
sljedeci izraz:

N
A7 +A)+ S =S) =&+ D piA; - A)

=1

Uocimo da gornji oblik jednadZbe odgovara jednadzbi 1z Cega zakljuCujemo kako je
S — S prosjecna nagrada po prijelazu uz prijelazne vjerojatnosti (p;;) i prosjecne nagrade
u pojedinim stanjiima €?.
Prisjetimo se kako smo prosjeénu nagradu po prijelazu (S) definirali u prethodnom poglav-
lju

S =

i

S

N
=1

Dakle,
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gdje je 7 = (7}, ..., my) stacionarna distribucija definirana vjerojatnostima prijelaza (p;).

Sada je jasno da vrijedi S >S O

U praksi se pokazalo kako je konvergencija ove metode izuzetno brza, dovoljno je tek ne-
koliko iteracija kako bi se odredila najbolja strategija.

5.3 Odabir najbolje strategije

PokuSajmo primijeniti upravo opisanu metodu u praksi. U tu svrhu posluZzit ¢u se brojevima
preuzetima iz [4]] stavljajuci ih u kontekst opisa poslovanja jednog fiktivnog poduzeca.

Primjer 5.3.1. Proizvodac drvenog namjestaja ima jednog dobavljaca industrijskog drva.
Nabavna cijena fluktuira izmedu dva stanja:

(1) Niske cijene

(2) Visoke cijene

Cijena koju ¢e proizvodac platiti za drvo ovisi o veli€ini trenutne narudzbe 1 cijeni plac¢enoj
u prethodnoj narudzbi. Cijenu saznaje tek nakon Sto preda svoju narudZbu dobavljacu.
Proizvoda¢ moze birati izmedu tri standardne veli¢ine narudzbe:

(N1) Mala narudzba

(N2) Srednja narudzba

(N3) Velika narudzba

Vjerojatnost da ¢e cijena pasti (ili ostati niska) povecava se sa veliC¢inom narudzbe, ali
velike zalihe materijala proizvodacu povecavaju troskove skladiStenja i time mu smanjuju
zaradu.

Matrice prijelaza i nagrada utvrdene su dugogodi$njim promatranjem poslovanja proizvodaca
1 dobavljaca i izgledaju kao Sto slijedi.

Proizvodac narucuje male narudzbe:
0.5 0.5 40 -20
P = (0.6 0.4)’ Ow1 = (25 —40)
Proizvodac narucuje srednje velike narudzbe:

b 0.65 0.35 Ons = 35 =30
N2 71075 0.25) =M 715 =70
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Proizvodac narucuje velike narudzbe:
0.8 0.2 25 -60
P = (0.9 0.1)’ Qs = (10 —120)

IzraCunajmo najprije prosjecne nagrade za svaki redak:

S1(N1) =10, S1(N2)=123, S§;(N3)=28

So(N1) =—-1, S,(N2)=-6.2, S,(N3)=-3
Kako bi zapoceli s postupkom odredivanja najbolje strategije, odaberimo pocetnu strate-
giju.
Recimo da proizvodac uvijek predaje malu narudzbu jer je voden mislju kako malim na-
rudzbama gotovo 1 nema troSkova skladiStenja, a ako cijena poraste (ili ostane visoka), na
maloj je narudzbi najmanji gubitak.
Sustav (5.2)) je u tom slucaju

A +S =10+ 054, +0.54;

A, +S = —1+0.6A; +0.4A,

Jedno rjeSenje ovog sustava je A; = 10, A, =0, § = 5.

Sada promatrajmo vrijednost V za svako stanje i svaku strategiju:

Vi(N1) =10+0.5-10 =15, Vo(N1) ==-14+0.6-10=5
Vi(N2) =123 +4+0.65-10=18.8, V,5(N2)=-6.2+0.75-10=1.3
Vi(N3) =8+0.8-10 = 16, Vo(N3)=-3+09-10=6

Ocito, za proizvodaca je bolje da naruCuje srednje velik paket materijala ako je prethodna
cijena bila niska i veliki paket ako je prethodna cijena bila visoka.

Provedimo jos jednu iteraciju i otkrijmo postoji li bolja strategija.
Sustav koji sada rjeSavamo je sljedeci:
A +S =123 +0.654, + 0.354,
Ay +S =-3+0.94, +0.14,

Jedno rjeSenje ovog sustava je A; = 12.2, A, =0, S = 8.
Ponovno izracunajmo V za svako stanje i svaku strategiju.

Vil(N1) =10+ 0.5-122=16.1, Vo(N1)=-1+0.6-122=6.3

Vi(N2) =123 4+0.65-12.2=20.2, Vo,(N2)=-62+0.75-122=3
Vi(N3) =8+0.8-12.2 =177, Vo(N3)=-3+09-122 =28
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Vidimo da bismo ponovno izabrali srednju narudZbu ako su cijene bile niske i veliku na-
rudzbu u slucaju prethodno visokih cijena drva. Prema tome, ovo je strategija koja du-
goro¢no donosi najvecu dobit proizvoda¢u namjestaja.



Poglavlje 6

Neprekidni Markovljevi lanci

Do sada smo proucavali diskretne Markovljeve lance. Kako se u praksi se ceSée javljaju
neprekidni Markovljevi lanci, vrijeme je da se pozabavimo njima. Ovo poglavlje prati [3,
2. poglavlje] i svi detalji izostavljeni ovdje mogu se naci tamo.

6.1 Definicija neprekidnog Markovljevog lanca

Definicija 6.1.1. Markovljev lanac s neprekidnim vremenom i nepraznim prebrojivim sku-
pom stanja S je slucajni proces X = (X, : t > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F,P) za koji vrijedi sljedece Markovljevo svojstvo: za sve n > 1, za sve vremenske
trenutke 0 < t) <t <--- < t,isvastanjai,..., 1, 2,i,j€S

P(Xln = lell = ila oo aXln_z = in—Z’ Xt,l_l = l) = P(th = let,,_] = l) (6'1)

Definirajmo: P;;(s, 1) := P(X,, = j|X,,_, =1)
Funkcije P;j(s, 1) zovu se prijelazne vjerojatnosti Markovljevog lanca X.

Definicija 6.1.2. Markovljev lanac (X; : t > 0) je vremenski homogen ako za prijelazne
vjerojatnosti vrijedi

Pii(s, 1) = P;j(0,1 - s)
zasvei,jeSizasve()<s<t

Od sada nadalje bavit éemo se samo homogenim Markovljevim lancima iako Ce se rije¢
"homogeni’ najc¢esce izostavljati. U tom slucaju uvodimo oznaku P;;(t — s) := P;;(s, 1)
Uvedimo i uvjetne vjerojatnosti: za i, j € S it > 0 definirajmo

Pij(t) = Pi(X, = j) = P(X, = jIXo = i)

33
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Jednako kao 1 kod diskretnih Markovljevih lanaca, pocetna distribucija Markovljevog lanca
jed=(;:i€8),gdjeje A; = P(Xy =i).
Za kraj uvedimo jo$ jednu oznaku

P(t):(Pij(t)Zi,jES)

Uocimo da je u slucaju kona¢nog skupa S, P kvadratna matrica.
Uz to, moZe se pokazati kako (P(t) : t > 0) ima sljedeca svojstva:

(1) P(0) = I gdje je I;; = 0y
(ii) P(2) je stohasticka matrica, tj. P;;j(1) > 01 Y jeg Pij(1) = 1
(ii1) Vrijede Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti: P(t + s) = P(¢)P(s)

Definicija 6.1.3. Neka je X neprekidan Markovljev lanac.
Vremena skokova (J,, : n > 0) od X definiraju se na sljedeci nacin:

Jo=0, Juu =inflt = J, : X, # X;,}

uz dogovor: inf¢ = +oo.
Vremena cekanja (W, : n > 0) od X definiraju se

{Jn_Jn—la Jn—l <00
W, =

+00, Jn—l =0

Vrijeme eksplozije lanca X je { := lim,,_,., J,,
a lanac skokovajeY = (Y, :n>0), Y, =X, .

Pokazuje se (Vidi [3].) da, uvjetno na proSlost, sva vremena ¢ekanja imaju neku eksponen-
cijalnu distribuciju, odnosno da lanac X prelazi u novo stanje nakon nekog eksponencijal-
nog vremena ¢ekanja.

Kao podsjetnik, ovdje navodim definiciju eksponencijalne slucajne varijable.

Definicija 6.1.4. KaZemo da slucajna varijabla T ima eksponencijalnu distribuciju s para-
metrom q > 0 ako funkcija distribucije F od T ima oblik

0, x<0
F(x) =
l-e?, x>0

Pisemo: T ~ Exp(q).
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6.2 Konstrukcija Markovljevog lanca s neprekidnim
vremenom

Nekaje Y = (Y, : n > 0) diskretan Markovljev lanac na nepraznom prebrojivom skupu sta-
nja § s poCetnom distribucijom A = (4; : i € §), te prijaznom matricom Il = (7;; : i, j € S)
takvomdajer; =0zasveieS.

Neka je (E, : n > 1) niz nezavisnih eksponencijalnih slu¢ajnih varijabli s parametrom 1, te
pretpostavimo da su E, nezavisne od Markovljevog lanca Y.

Konacno, neka je g : § — (0, o) funkcija.

Pomoc¢u Markovljevog lanca Y 1 niza (E, : n > 1) Zelimo konstruirati Markovljev lanac
X = (X() : t 2 0) s neprekidnim vremenom.

Stavimo Jy = 0 te, za n > 0, definirajmo
En+1
Wy = ——
)
Jn+1 = Jn + Wn+1
X =Yy, Jy <t <Ju

(6.2)

Oznacimo ¢ := lim, e J,, = lim,e Yoy Wy, < 00
Pokazimo kako slu¢ajne varijable W, imaju (uvjetno na proslost) eksponencijalnu distribu-
ciju :

(2> 5 Y, =i) P& >sY,,=i

P Wn > Yn_ — . — q(Yn*I) — q(l)
. BT = ) P(¥,s = )
E, .
_ P(q(i) > P(Y,_ =) _ gt
P(Y,-1 =)

Uvedimo jos jedan bitan pojam prije nego ustvrdimo da je upravo definiran slu¢ajan proces
X = (X, : t > 0) zapravo Markovljev lanac s neprekidnim vremenom.

Definicija 6.2.1. Za neprekidan slucajan proces (X, : 0 < t < ) kaZemo da je regularan
ako je Pi({ = +00) =1zasvei€S.

Sljedeci teorem, €iji se dokaz moZze pronaci u [3]], govori nam upravo ono Sto smo i Zeljeli
posti¢i ovom konstrukcijom. Uz samo jedan uvijet, garantira nam da je, na ovaj nacin
konstruiran, slucajan proces X neprekidan Markovljev lanac.

Teorem 6.2.2. Neka je X = (X, : t > 0) sluc¢ajan proces konstruiran pomocu (6.2). Pret-
postavimo da je X regularan. Tada je X Markovljev lanac s neprekidnim vremenom pri
cemu su (J, : n > 0) vremena skokova lanca X, (W, : n > 1) vremena cekanja od X, a
lanac 'Y je lanac skokova.
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6.3 Generatorska matrica

Promotrimo malo detaljnije neprekidan Markovljev lanac X kojeg smo upravo konstruirali.
Za sada znamo sljedece: ako se X nalazi u nekom stanju i € S, tada u stanje j € S (j # i)
prelazi s vjerojatnosti 7r;; nakon vremena Cekanja koje je eksponencijalno s parametrom
q(i). Dakle, matrica I 1 funkcija g opisuju kako se neprekidan Markovljev lanac ponaSa
kad se zatekne u nekom stanja, a mi bi Zeljeli znati i funkciju prijelaznih vjerojatnosti P(¢)
koja opisuje globalno ponasanje Markovljevog lanca s neprekidnim vremenom.

Definicija 6.3.1. Generatorska martica Markovljavog lanca X = (X, : t > 0) je matrica
Q = (Q;j : 1, j € §) definirana sa

= 6.3
i {(I(i)ﬂij, VER! ©3)

Generatorska je matrica u potpunosti odredena prijelaznom matricom IT i funkcijom g, ali
vrijedi i obratno. Ako znamo matricu Q, iz nje lako konstruirano funkciju ¢ i prijelaznu
matricu II na sljedeci naCin:

q() = —qi, ies

mi =0, ieS

= -2 j#i ijeS
qii

Lako se pokaZe da je, na ovaj nacin konstruirana, matrica II stohasticka matrica.
Uocimo sada neka svojstva generatorske matrice:

(l)q”<01q,j >:Ozaj¢i, i,jES
(i) Djes qij = —q(0) + X pij = 0jerje pi = 0
Pomocu generatorske matrice moZe se odrediti funkcija prijelaznih vjerojatnosti poSto vri-
jedi:
P'(t) = QP(1) (6.4)

Gornja jednadzba naziva se diferencijalna jednadzba unatrag.
U slucaju konacnog prostora stanja S, odredivanje funkcije P(¢) je mnogo lakSe. Naime,
vrijedi:

P(t) = €'
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Diferencijalna jednadZba unatrag korisna je i za interpretaciju elemenata genetatorske ma-
trice. ZapiSimo jednadzbu (6.4) koristeéi definiciju derivacije:
. P(t+ A - P(1)
lim
At—0 At

=P(NQ

Iskoristimo Cinjenicu da funkcija P zadovoljava Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti:

. P@)P(Ar)— P(1)
lim
At—0 At

= P(Q

odnosno

P(A
PO Jim =2 = P00

Kako je P # 0, zakljucujemo da vrijedi

. P(AD
Q—Altl_l’)llo At

zbog Cega g;; interpretiramo kao stopu prijelaza iz stanja i u stanje ;.

Kao 1 kod diskretnih Markovljevih lanaca i ovdje Zelimo promatrati ponasanje lanca u
beskonacnosti (odnosno, u primjerima, nakon dovoljno proteklog vremena). Zbog toga
definiram pojam stacionarne distribucije za Markovljeve lance s neprekidnim vremenom.

Definicija 6.3.2. Neka je X = (X, : t > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S i genera-
torskom matricom Q. Vjerojatnosna distribucija u = (u; : i € S) je stacionarna distribucija
Markovljevog lanca X ako vrijedi:

uQ =0

Kako bi ovu definiciju stacionarne distribucije povezali sa definicijom iz 1. poglavlja ovog
rada, pokazimo ekvivalentnost sljedecih tvrdnji:

HuQ=0

(i) uP(1) = p

Iskoristimo diferencijalnu jednadZbu unatrag: P’'(t) = QP(t). Prva jednakost u sljedeCem
retku vrijedi jer je skup stanja S konacan.

d
ZHP() = PP () = pQP(®)

Ako je uQ = 0 tada je t — uP(t) konstanta, a zbog uP(0) = u mora vrijediti uP(t) = u.
Takoder, iz gornje jednakosti je ocito da ukoliko je uP(t) = u, uQ = 0 jer je P(r) # O.
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6.4 Primjena neprekidnih Markovljevih lanaca

Ovdje Zelim pokazati kako je ovaj koncept primjenjiv na primjere poslovanja iz stvarnog
Zivota. Naravno, zadrZat ¢emo se na jednostavnom preuzetom iz [4]].

Primjer 6.4.1. Promatrajmo malu autopraonicu u kojoj svaki automobil prolazi kroz dvije
faze CiS€enja: vanjsko i unutarnje pranje. Automobil najprije ide na vanjsko pranje, a za-
tim direktno prelazi na unutarnje pranje, osim ako je jedinica za unutarnje pranje zauzeta
(¢is¢enje prethodnog automobila jos nije gotovo). U tom slucaju automobil mora ¢ekati u
jedinici za vanjsko pranje dok se ona za unutarnje pranje ne oslobodi. Iako klijenti dolaze
po stopi od 8 automobila na sat, nitko ne Zeli ¢ekati. Dakle, ako je jedinica za vanjsko pra-
nje zauzeta (bilo da je automobil unutra u procesu pranja ili samo ¢eka da se druga jedinica
isprazni) novi klijenti nece dolaziti. Prosjecno vrijeme koje automobil provede u svakoj od
faza ¢iS¢enja je 15 minuta. Vlasnik autopraonice razmatra isplativost gradnje dodatne jedi-
nice u kojoj bi jedan automobil mogao cekati nakon vanjskog pranja u slu¢aju da unutarnje
pranje prethodnog automobila joS nije gotovo. Ta investicija omogudila bi posluZivanje
viSe klijenata. Kolika je dobit od izgradnje ’Cekaonice” ako je mjerimo ocekivanim bro-
jem automobila u autopraonici?

Identificirajmo najprije stanja u kojima se autopraonica moze zate¢i ako nema prostora za
cekanje:

\ / 1
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Generatorska matrica je u tom slucaju

-8 8 0 0 0
0 4 4 0 0
oV=(4 0 -12 8 0
0 4 0 -8 4
0 0 4 0 -4

Rjesavajuéi sustav 7’ Q) = 0 dolazimo do stacionarne distribucije 7"’ = (ﬁ, 14—1, 12—1, %, %

Ocekivani prosjecni broj automobila u autopraonici kroz dulji vremenski period je

4 2 2 2 14
Ni=—+—+2A=+—)=—=127
Catu Tt T
Zamislimo sada da je vlasnik investirao u “Cekaonicu”. Stanja u kojoj se autopraonica
mozZe naci nakon investicije prikazana su na slici ispod.
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Ponovno definiramo pripadnu generatorsku matricu

-8 8 0 0 0 0O 0
0 -4 4 0 0 0O O
4 0 -12 8§ 0 0O 0
o?=10 4 0 -8 4 0 0
0O O 4 0 -12 8 0
0O O 0 4 0O -8 4
0O O 0 0 4 0O -4
1 izraCunamo stacionarnu distribuciju
@ 3 14 6 8 4 4 4
T =\ "5 a0 A a8 a8 a0 _)

437437 437437437 43 43

U ovom slucaju, ocekivani broj automobila u autopraonici je
14 6 8 4 4 4 68

N=B X g TGt T8

Ocekivano povecanje prosjecnog broja automobila u autopraonici nije veliko i investicija
u izgradnju dodatne jedinice u sklopu autopraonice vlasniku nije isplativa.
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se metodama koje se koriste pri analizi strategija. lako je te-
orija dana opcenito, primjerima smo se ograniCili na analizu strategija poslovanja. Sve
ovdje opisane metode ukljucuju pretpostavku da promatrani proces mozZemo opisati homo-
genim Markovljevim lancem. Druga vazna pretpostavka, je pretpostavka o ergodi¢nosti
promatranog Markovljevog lanca kako bi imalo smisla promatrati ponasSanje sustava u be-
skonacnosti, odnosno u praksi, nakon duljeg vremena.

Predstavljene su dvije metode odabira najbolje strategije ovisno o vrsti problema s kojim
smo suoceni. Kada donositelj odluke ima mogucnost unaprijed izabrati stanja u kojima
¢e se poduzece naci tijekom svog poslovanja, usporeduju se ocekivane nagrade za svaki
odabrani skup stanja. Ukoliko su stanja u kojima se poduze¢e moZe nalaziti fiksna, a
donositelju odluka su u svakom stanju dostupne odredene odluke koje utjeCu na matricu
prijelaza (a vrlo Cesto i na matricu nagrada), za odredivanje najbolje strategije koristi se
algoritam maksimizacijskog postupka.

Na kraju je dan kratak pregled Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu i pokazano
je na koji nacin se teorija razvijena na diskretnim Markovljevim lancima moZe prenjeti na
neprekidan slucaj.



Summary

This thesis deals with the methods used in analysis of strategies. Although the theory is
generally given, the examples are limited to the analysis of business strategies. All of the
described methods are based on the assumption that the observed process can be described
by homogeneous Markov chain. Another important assumption is the assumption of the
ergodicity of the observed Markov chain so that it would have sense to observe the system’s
behaviour in infinity, or in practice, after a long time.

Two methods of choosing the best strategy are presented depending on the type of problem
we are facing. When the Decision Maker has the possibility to pre-select the states in which
the enterprise will be found during their business, the expected prizes for each selected set
of states are compared. If the states in which an enterprise can be found are fixed, and
the Decision Maker has in every state the possibility to make certain decisions affecting
the transition matrix (and also often on the matrix of awards), a maximization process
algorithm is used to determine the best strategy.

At the end is given a brief overview of the continuous Markov chains and it is shown how
the theory developed on discrete Markov chains can be applied to a continuous case.
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