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Uvod

Promatramo troku®; P,P3 u koji upisemo niz krznica tako da je prva kamicaC; upisana
u kut pri vrhuPy; druga kriznicaC, upisana u kut pri vrhiP, i dodirujeCy; Cs, upisana u
kut pri vrhu Pz i dodiruje C,; C4, upisana u kut pri vrhiP, i dodiruje Cs, i tako dalje. Uz
jos neke dodatne uvjete, ovakvi nizovi pokazuju svojstvo pecioabti te je ovaj postupak
periodcan s periodonsest.

Teorem je poznat pod nazivoifeorem o sest kruznicajedan je od mnogih koji se
nalaze u knjizi"The seven circles theorem and other new theoremkhijiga je rezul-
tat zajedntkog rada trojice prijatelja i geometrijskih entuzijasta, C. J. A. Evelyn-a, G. B.
Money-Coutts-a i J. A. Tyrrell-a. U ovom radu prikazamo razicite varijante i neka
pooftenja ovog teorema.

U prvom poglavlju precizn@emo izr€i dvije razlicite formulacije teorema gest
kruznica i dokazati ih. Najprije se razmatraju samo nizovi ili “lanci” &nica kojima su
sva diralsta unutar stranica i tada se sedmazkioa u nizu podudara s prvom] [3]. Zatim
se promatra ofenitiji slucaj kada se diradta mogu nalaziti i na prodetcima stranica te
tada periodikoj sestorci mae prethoditi pretperiod po volji zadane duljing, [1].

Prirodno se nane pitanje moggcih poogtenja ovog teorema. Primjerice, umjesto tro-
kuta mae se promatrat-terokutA, A, : : : A, U koji se upisuje niz krenica na nain ana-
logan navedenom za trokut. U drugom poglavlju rada pokazujemo da je takav nidau
periodican za jednu posebnu klaetterokuta, kojeeemo ukratko nazvadobri n-terokuti.
Preciznije, niz kranica je 2--periodican zadobre nterokute s neparnim, an-periodican
zadobre nterokute s parninm koji ispunjavaju j& jedan dodatan uvjet,|[4].

Za krajcemo prikazati, bez dokaza, jedan srodan rezultat kada se stranice trokuta za-
mijene krenicama. U ovom sleaju polazimo od tri zadane kznoice i ako se u svakom
koraku na prikladan r@n odabere kranica koja dodiruje prethodnu u nizu i dvije od
pocetnih kriznica, onda se sedma knica podudara s prvom. Ovaj teorem poznat je pod
nazivomTeorem o devet kruzni¢b).



Poglavije 1

Teorem osest kruznica

1.1 Uvod uiskaz teorema

Prvo poglavljetemo zapoeti saetcimazivotopisa trojice matematara zaslanih za pro-
nalazak i prvi dokaz teoremasest krznica. Kaosto je v& spomenuto u uvodu, teorem

o sest krznica jedan je od mnogih koji se nalaze u knjikhe seven circles theorem and
other new theorems”Knjiga je rezultat zajedickog rada trojice prijatelja i geometrijskih
entuzijasta, C. J. A. Evelyn-a, G. B. Money-Coutts-a i J. A. Tyrrell-a. Zanimljivo je da je
samo Tyrrell bio profesionalni matemer i to vrlo ugledan.

Cecil John Alvin Evelyn (1904.-1976.) den je u Londonu. Za vrijemskolovanja ra-

zvio je veliki interes za matematiku, posebice za teoriju brojeva i geometriju, te se nakon
zavisetka studija matematikelanjuje u Londonsko matemekio drustvo. Obiteljsko na-
sljedstvo omoggilo mu je da se u potpunosti posveti matematici i drugim brojnim intere-
sima, nargito knjizevnosti. Njegov matemati opus sastoji se od 12 radova i knjige u
kojoj su objedinjeni svi njegovi radovi.

G. B. Money-Coultts najvjerojatnije je bio britanski pléen@Godfrey Burdett Money-Coutts
(1905.—-1979.). O njegovzivotu ne zna se puno. Studirao je na istom fakultetu kao i C. J.
A. Evelyn te je bioclan Londonskog matematiog dristva.

John Alfred Tyrrell (1932.-1992.) bio je profesor matematike na eNiestiu King's College

u Londonu. Pod utjecajem svojih profesora Tyrrell je rano razvio zanimanje za geometriju
te postao prvorazredni geomear. Svojesiroko znanje uvijek je rado dijelio sa svojim
kolegama i studentima. King's College njemwast dodjeljuje nagradu za najuspigeg
studenta koja nosi njegovo ime.
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Trojica prijatelja obcavali su se sastajati waj te razgovarati 0 matematici. Nagte
su raspravljali o geometrijskim zakonitostima i svojstvima na koja sslingkksperimen-
talnim putem, crtajdi geometrijske likove velikih dimenzija i te&Ci na njima razicite
pravilnosti. Njihova suradnja rezultirala je brojnim novim ili manje poznatim teoremima
u planimetriji skupljenim u knjizi'The seven circles theorem and other new theorems”
Spomenimo da se teorem o0 sedamzkiga iz naslova knjige ne odnosi na teorem koji je
tema ovog rada, a u kojem se sedmazkiina podudara s prvom.

Teorem 1.1.1.Teorem osest kriznica.

Neka je RP,Ps trokut u ravnini i neka je ¢ bilo koja kruznica koja dodiruje stranice
P3P i P1P,. Promotrimo tada lanac upisanih kruznica:;;(® kruznica koja dodiruje IPP,,
P,P3iCy, C3je kruznica koja dodiruje EP3, PsP; i C,, C4 je kruznica koja dodiruje BP;,

PP, i C3, Cs je kruznica koja dodiruje PP,, P,Ps; i C4, Cg je kruznica koja dodiruje

P,P3, PsP; i Cs, C; je kruznica koja dodiruje BP;, P1P, i C¢. Postoji vise izbora za
svaku sljedecu kruznicu u svakom koraku, ali ako je u svakom koraku kruznica odabrana
na prikladni nacin, tada se kruznicafpodudara s prvom kruznicom;Cimamo zatvoren
lanac kruznica, slika 1]1.

Slika 1.1: Teorem sest krznica.
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Teorem osest krznica poznat je i pod imenoiMoney-Coutts teorem
Dana formulacija teorenfa 1.1.1, zbog svoje dvosmislenosti, trebargejge. U ovom
poglavlju prikazatemo dva dokaza ovog teorema, odnosno njegovih varijanti u kojima su
pretpostavke iskazane precizno.

Autori knjige "The seven circles theorem and other new theoremsu razmotrili
pretperiodeki dio lanca kranica. Prva formulacija razmatra samo lancezkioa u kojima
se svako dirafite krnice i stranice nalazi unutar stranica trokuta.
Teorem 1.1JIcemo malo druggje formulirati u drugom pristupu. Ta formulacija imat
ce dodatne pretpostavke, a za dstdibitce postavljen uvjet da se nalaze na pravcima
na kojima lee stranice trokuta. To zoada se dirakta mogu nalaziti i na prodetcima
stranica, a ne samo unutar njih. U ovom pristupu dokégato oggenitiji slucaj kada lanac
kruznica konano postaje 6-periodan, ali mae imati proizvoljno dug pretperiod.

1.2 Prva formulacija teorema osest kruznica

Dokazattemo teorem 1.1]1 téemo, kako bi smanijili broj izbora kemica, dodati uvjet
da svaka kranica treba leati unutar trokuta. Ovaj uvjet daje nage jedan izbor svake
sljedece krwznice.

Dokaz.

Oznaimo sa, b, ¢ duljine stranica trokutd,Ps, P3P, i P1P,, 1, > 1 3 kutove
PsP1P,, P1P,Ps i P,PsP; te neka su, m, n, 1 mP®, n°i 1°°duljine odsjeaka tangenti na
kruzniceC,, C,, Cs3, Cy4, Cs, Cg i C; iz tocakaPy, Ps, P3, P, Py, P3i P;, redom. Pritom,
duljina odsjeka tangente je udaljenost od vrha kuta u koji je upisanarkoa do diralsta
stranice i krznice.

Na slici[1.2 je prikazano da ako € i O, sredsta kriznicaC, i C,, te J i K diralista
kruznica i stranicé?,P,, imamoP;J = | i P,K = m. Buditi da jeO; na simetrali kuta pri

vrhu P31, razmatramo pravokutan trokB{JO; s pravim kutom pri vrhu. Kut pri vrhu Py
jekutl itejetg} 1 =R Sada, imamo da je radijus kmiceC,

. . 1
jJIO=Itg 5 T
Analogno, imamo da je radijus kzniceC,

j K02 j: mtg— 2.



POGLAVLIE 1. TEOREM GSEST KRWEZNICA 5

Slika 1.2: Relacija izméu duljine odsjeka tangente i radijusa upisanih knica.

Ako se dvije krznice radijusa; i rp, sredstaO; i O,, dodiruju izvana (slika 1]2) tada
je duljinaj O,0; j= ry + r,. Povicemo paralelu sa stranicom P, kroz O, i 0znaimo na
njoj segmenO,C te vidimo da jg O,C j=) JK |, te je tada

jIKP=j 010,17 | OIC = (ri+r12)® (2 1)
=rf+2rrp+ 15 (12 2rira+13) = 4rary;

P—— _
JIKJ= Adrir, = 2pr1r2:

Ovime smo dokazali tvrdnju da dvije kroige radijusay; i r, koje se dodiruju izvana imaju
duljinu zajednckog segmenta na tangenti 2ir, te imamo
r

. . 1 1
JIK =2 Imtgi 1tg§ 2

Kako jej P1P, j=j P1J |+ j JK |+ jKP, |, slijedi daje
r

1 1
c=l+m+2 Imtgz 1tg§ 1 (1.1

Oznaimo poluopseg trokuta = (a+ b+ c). Potrebna je Lemp 1.2.1 kako bi mogli
nastaviti s dokazom.
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Lema 1.2.1. Za dani trokut ABC, neka su a, b, ¢ njegove stranice, s poluopseg, i,
3 Njegovi kutovi.
Vrijedi

)
]

1
1 tg= t
9219

1
1 tgé 219

NI NP NI -
w
I
wiTulonlo

.
I

1
1 tgé 3lg

Dokaz.
Neka jeR radijus upisane kznice iP povrsina trokuta.
Neka je

t=]AF =] AG], te=]BG[=BE]; tc=]CEj=jCF]
vidi sliku[L:3.

Sada jes=ty + tg + tc i P = Rs Po Heronovoj formuli za poginu trokuta je

P= IDs(s a)(s b)(s ©

p
= Ytattgt+tc (s+tc))(tatteg+ic (tatte))(tattz+tc (ta+ts))
= P Statglc:

Dakle,P? = R’S* = siatstc, to jestR? = ik,
Iz pravokutnog trokut®DF A imamo da je tg 1 = &, te iz pravokutnog trokut®GB
imamo dajetg »= 3.

Dakle,
1 RR R2
1 tg= (g ,=1 ——=1 —
95 183 2 thtg tats
=1 tAtgtC = t_c = s ke
tatg S S
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B t, E t
a

Slika 1.3: Slika za dokaz Lenie 1.2.1.

Analogno se pokazuje da vrijedi i

1 g1 gt 4= 2
922923—5,
192 gl =2
92392 1= g
Prema Lem| 1.2]1 slijedi da je
gs gt ,=1 S=35C
921922— < s -

Sadal(1.]l) mpemo zapisati kao
r

(s ©
s

c=l+m+2 Im

: 1.2)
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Tako dobivamo vezu iznakil i m. Slicno, koristé&i isti princip dokaza na drugim kamicama
u lancu, maemo povezatni n, :::, n%i 1°te imamo
r

S a
a=m+n+2 mn%;

i tako dalje. Na kraju dobivamo ukuprsest relacija.

Uvodimo supstitucijup; g; r; p% g% r°i p®za korijene od; m;n; 1%m®n%i 10§ f;g;hi

d za korijeneg; b; ¢; s. De niramo tupe kutove,' i s
r r f2 f
a N
cos = 1 g: 1 P sin = i (1.3)
r . r _
1 — —_ g . ! - g
cos = 1 e 1 & sin® = d
r TR h
c . _h
cos = 1 - 1 rrd sin = ot

Kutovi su dobro de nirani jer su vrijednosti ispod korijena pozitivne i iztaed i 1. Stoga,
(1.2) ma@zemo zapisati kao

h?=p?+¢® 2pgcos: (1.4)

Pet drugih jednazbi dobivamo tako da zamijenimg p;qi s drugim varijablama kako
je naznaeno u tablicf T.]1.

T T | Ta| Ta | Ts | Te
h|f|lg|h|f|g
pla|r|p°|qlre
q r pO qO rO pOO

Tablica 1.1: Tablica relacija iznge dwzina i kutova.

Sada u[(1}4) prepoznajemo kosinusov @aiui maemo konstruirati trokuT; sa stra-
nicamap;q; h i kutom nasuprot stranicé. Analogno, koristéi relacije u tablici I.1L
dobivamo trokutél's; T3; T4; Ts i Te.

Primjenom poznate relacije prema kojoj je dijametar opisanerice trokuta jednak
duljini bilo koje stranice trokuta podijeljene sa sinusom kuta nasuprot nje imamo da
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je dijametar%, sto je prema3) jednakid. Stovise, na skan nain dobivamo da su

dijametri opisanih kranica preostalih trokuta takierd.

Iz ovog slijedi da ako spojimo trokufg;, T, tako da se stranice duljiregpodudaraju
tada se i njihove opisane krmice takaler podudaraju. Ako nastavimoaihim postupkom
mozemo smjestiti svilsest trokuta u istu opisanu kamicu (slikg 1.4). Ako uklonimo neke
od stranica vidimo na sli€i 1.5 da imamo otvoreni sedmerokut (izlomljenu XgXy: : : X7
upisan u kranicu, s kutom pri vrhovimaX; i Xs, kutom pri vrhovimaX; i X4, i kutom
" privrhu Xz i Xs.

Slika 1.4: Smjstanje svilsest trokuta u istu opisanu kamicu.

Primijetimo, trokutiXoX;Xs i X3XsX7 su sukladni, izega imamo da su kutowiyX,X,
i X3X5X7 sukladni. Oduzimaijci ove kutove od sukladnih kutovg X, Xz i X3 XsXs imamo

\ XoXoXq + \ X3 XoXy = \ XXXy + \ XeXsX7:
Ali,buduti da suXzX,X,4 i X3XsX4 takader sukladni, slijedi
\ XOX2X1 =\ X6X5X7:

Dakle, XoX; i XgX7 su tetive nasuprot sukladnih obodnih kutovazmige, te iz toga slijedi
da su jednake duljine.

Stoga,p = p% i slijedi da jel = 1°°cime smo dokazali tvrdnju teorema.
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Xg

Slika 1.5: Otvoreni sedmerokut upisan u Enicu.

1.3 Preciziranje iskaza teorema

Teoren{ 1.1.JEemo malo preformulirati téemo u tu svrhu de nirati je par pretpostavki.
Za paetak promotrimato se dogada kad upisujemo drugu kzaicu u lancu. Kada je upi-
sana poetna krznicaC; u kut P,, za drugu kranicuC,, upisanu u kut pri vrhiP, tako
da dodiruje kranicuC,, imamo dva izbora krznica (slikg 1.5).

Primijetimo da za svaku kanicu u lancu, osim peetne, postoje dva izbora za svaku
sljedecu. Potrebno je dodati uvjet za odabir svake slgederiznice u lancu. Mi pretpos-
tavljamo da je odabrana manja od dvije &nice koje dodiruju prethodnu, to jest pretpos-
tavljamo da je odabrana kznicacije je sredste blze odgovarajoem vrhu trokuta.
Primjerice, na slin]6 krznicaC, dodiruje krizniceC, i CY, no odabrana je kanicaC,.

Takader se mae dogoditi da sljeds kriznica u lancu ne dodiruje stranicu trokuta&ve
njezin prodzetak. Promatratemo iskljiwcivo lanac krznica takav da su sve dodirnect@
na stranicama trokuta, a ne na pradtcima istih.

U slucaju kada kranice dodiruju prodeetak stranica, lanac je kotr@o 6-periodian
s pretperiodom. Primjerice, na slici 1.7 lanac ima pretperiod duljine @sa= C; ali
Cs , C,. Postojanje pretperioda proizlazi @njenice da postoji \ge izbora sljedee
kruznice koja dodiruje prethodnu.
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Slika 1.6: Za svaku slje@& kruznicu u lancu imamo dva izbora.

UzimajlEi u obzir da barem jedna dodirnact@ paetne krznice lei na stranici tro-
kuta, a ne na prodietku stranice, vanu ulogu ima sljed&a Lema.

Lema 1.3.1. Ako pocetna kruznica zadovoljava pretpostavku da barem jedna dodirna
tocka lezi na stranici trokuta tada je zadovoljavaju i sve sljedece kruznice.

Dokaz.
Neka je dan trokuP;P,P3 i neka je krznicaC, upisana u kut pri vrhiP,, C, upisana
u kut pri vrhuP; i dodiruje kruznicuC,;.
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Slika 1.7: Lanac kranica je konano 6-periodtan s pretperiodom duljine dv&y = Cs,
ali Cs, Co.

Ako kruznicaC, dodiruje stranicuP, P, tada iC, takader dodiruje ovu stranicu u ¢
blizoj vrhu P, nego prethodna.
Poveavanjem indeksa za 1, ako knicaC, ne dodiruje stranict,P3, ali dodiruje stra-
nicu P, P, tada ona sijee stranicuP,P3 i sljedeca kruznicaCs dodiruje stranicuP;Ps, u
tocki blizoj P; od tocaka presjeka prethodne knice i straniceP; P; (slika[1.8).

Slika 1.8: Slika za dokaz Lenie 1.8.1.
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Potrebno je precizirati i izbor metne krznice u lancu.
Ako pocetna kranica koja je upisana u kut pri vriey, dodiruje prodaetak stranicé; P,
i P1P3, ali ne sijee stranicuP,P; tada nije mog@e upisati sljedeu kruznicu, kaosto vi-
dimo i na slici 1.9, te ovaj skaj nije od interesa.

Ako pocetna krznicaC; sijece straniclP,P; tada je mogae upisati sljedeu kruznicu
koja dodiruje stranicuP,P3 i zadovoljava pretpostavku da barem jedno datalilezi na
stranici trokuta (slikq 1.70). Stoga pretpostavka vrijedigasi od druge upisane kemice
pa to ne utjee na tvrdnju teorema nego samo na duljinu pretperioda.

Bez gubitka openitosti maemo onda uzeti da pretpostavka vrijedt ol prve krznice u
lancu.

Slika 1.9: Sleaj kad paetna krznica dodiruje prodzetak stranic®,P, i P,Ps i ne sijece
P,Ps.

Slika 1.10: Sleaj kad peetna krznica dodiruje prodeetak stranicd,P, i P1Ps i sijece
P,Ps.
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1.4 Druga formulacija teorema osest kruznica

Teorem 1.4.1.Neka je RP,Ps trokut u ravnini i neka je € bilo koja kruznica upisana u

kut pri vrhu P, tako da barem jedna dodirna tocka lezi na stranici trokuta. Promotrimo
tada lanac upisanih kruznica: ge kruznica upisana u kut pri vrhu R dodiruje kruznicu

Ci, Cz je kruznica upisana u kut pri vrhuf® dodiruje kruznicu G, C,4 je kruznica upisana

u kut pri vrhu R i dodiruje kruznicu G, i tako dalje.

Postoji vise izbora za svaku sljedecu kruznicu u svakom koraku, a dobro odabranom na-
zovimo onu kruznicu cije je srediste blize odgovarajucem vrhu trokuta. Ako je u svakom
koraku kruznica dobro odabrana, tada je lanac kruznica na kraju periodican s periodom
6. Moze se odabrati oblik trokuta i pocetna kruznica tako da pretperiod bude proizvoljno
dugacak.

Dokaz Teorema 1.4.1 sastoji se od reduciranja sustava jebindd na po dijelovima
linearnu funkciju; to se poste trigonometrijskom supstitucijom varijabli. U pojedinim
koracima mae se giniti da nema jasne motivacije zacia odabira koordinati i novih va-
rijabli, ali postupak se na kraju pokazuje svrsishodnim.

Dokaz.

Za pacetak dokaza uvedimo oznake. Ogimao kutove u zadanom trokutu: 2 kut pri
vrhu Py, 2 5 kut privrhuP, i 2 3 kut pri vrhuP;. Neka su stranice trokuta duljirea, a, i
az (stranicaa; je nasuprot vrh#,, a, nasuprot vrhd; i ag nasuprot vrhas).

Neka jep = 2% poluopseg trokut®, P,Ps.
Primijetimo da zbog nejednakosti trokuta vrijedi:

atatay a 1 a a
= %:§+§(az+a3)>31+51:a1;
Analogno se pokazuje da vrije@i> a,, p > as.
Oznaimo radijuse kranicaC; sri, i = 1;2;3;:::1 pretpostavimo da je kanicaC;

upisana ui(mod 3)-ti kut trokuta. Primjerice: krenicaC, upisana je u kut 2;.

Prema vé dokazanom poglavlju 1.2 znamo da dvije &nice, radijusa; i r, koje se
dodiruju izvana imaju duljinu zajedckog segmenta na tangenlﬁ)m, te imamo

jABj= 2P
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Slika 1.11: Prvi slaeaj: a3 =j P;Aj+ JABj + | BP,|.

U ovisnosti 0 meusobnim polaajima uzastopnih kanica, kaosto je prikazano na
slikama 1.1[1f T.712[i 1.13, izraziemo duljine stranica trokuta pottw kutova i radijusa
upisanih kranica.

Ako promotrimo sliky 1.1l vidimo da je

a3 =] P1IAj+]ABj+|BP,j: (1.5)

Duljinu segmentaAB smo ve izracunali. Uacimo pravokutan trokuP; AQy, s pravim ku-
tom pri vrhuA. Kut pri vrhu P, je kut ; jer se sredite O, upisane kranice u kutP;
nalazi simetrali tog kuta. 1z tog trokuta imamo da je cig= ’%A’, iz cega slijedj P1A j=
rpctg 1.

Analogno, iz pravokutnog trokutaP,0O, dobijemoj BP; j=r,ctg ».

Uvrstavanjem u jednakost (1.5) imamo:

az=rictg |+ 2pm+ r,ctg »:
Ako pak promotrimo sliké 1.12[1 1.13 vidimo da je u obacslja
a;=jPiAj j ABj+]BP;j: (1.6)

Uocimo pravokutan trokuP;AQy, s pravim kutom pri vrhtA. Kut pri vrhu Py je kut ;.
Iz tog trokuta imamo da je ctgy = 28, iz cega slijedj P1A j= rictg 1.
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Slika 1.12: Drugi slaaj: as =j P1Aj | ABj+ | BP,].
Analogno, iz pravokutnog trokutaP,0, imamo da jg BP, j=r ctg ».
Uvrstavanjem u jednakost (1.6) imamo:
az=ryctg i 2pm+r2ctg 2!
Dakle, u ovisnosti o m#usobnim polaajima uzastopnih kanica dobivamo ove jednabe:
az = ryctg 1+2pm+rzctg 2 (1.7)
ili
- P— :
ag=riCtg 1 2 rirp+ryctg o (1.8)

i cikli cke permutacije indeksg 2; 3.
Posebno, ako kanicaC; dodiruje stranicuP; P, tada imamo prvu jednatbu (1.7), akdC,
dodiruje produetak stranicé; P, tada imamo drugu jednabu (1.8).
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Slika 1.13: Tréi slucaj: az =j P1Aj j ABj+ jBP;j.

Rjesavanje jednadbi. Jednadbe [1.7) i (1.B) odméuju radijusr,, nove krnice,
pomcau radijusa prethodne;. Ove dvije jednadbe rijesit cemo u dva koraka.
Prvo, uvodimo oznake:
P——F P
U= TricCtg ;; €= 1tg 1tg 2

i njihove ciklicke permutacije indeksa.
Sada, jednazbe [1.7) i [1.B) mpemo zapisati kao

U2 2e3uplp + U3 = ag; (1.9)
ili
W2 eslhly  E3UiUp + U3 = ag (1.10)
Ur(Ur  €3Up) + Up(Uz  €3Ug) = ag:
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|zrazimou, iz jednadbi (1.9)

U2 + 2e3U1Up + U3 = ag

Uf + 2e3u5Up + U3 + €5U5 = ag + E5U°
(w+%wf;%+%% uz
L+e= a (1 &)U

q___ "~ -
L= eau+ a (1 U (1.11)

W 2e3plp + U5 = ag

U2 + 2e3U1Up + U3 + &5U5 = ag + E5U°
(L &)’ =ag+eu; u
q____ -~ =

b, ew= a (1 eu

q —
U> = e3Up ag (1 %)U%: (112)

Prema predznaku ¢ (1.9), predznaci u formulama {1.[1),](1.12) su pozitivni ili negativni.
Ispred drugog korijena u formul(i (1.]L.2) je znak minus jer sera lancu odabiremo manju
od dvije kruznice koja dodiruje prethodnu.
Slicno, izrazimo iu;:
q——
u= et a (1 &) (1.13)

ili
q—
u=elt+ a (1 e&)us (1.14)

Prema predznaku 1 (1.9), predznadi u (1L.18) i ([1.14) su ili pozitivni ili negativni. Predznak
plus ispred drugog korijena u formuli (1]14) je zato kada idemo u obrnutom smjeru, od
kruzniceC, do C4, biramo v&u od dvije kriznice.

q —x——— g —A——
Uvrstavajiei (i &) = as (1 eudi(u, euw) = a; (1 €)u?ujed-
nadzbu (1.10) dobivamo
q —o—— q —n——
uu a (1 &us w a (1 U= ag (1.15)
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Predznak ovisi o tome je {iZ manji ili veci od as (ako jeu? = a; tada jeu, = 0 u formu-

lama [T.11) i[T.1R)).

Trigonometrijska supstitucija. Prepisatemo prethodnu formul(i (1.]15) kao formulu
za zbroj ili razliku sinusa dvaju kutova te za to trebamo Lému [L.2€1de&azanu u radu.

Dakle, zbog Lemg 1.2.1 formulﬂ@lS) @emo zapisati kao formulu za zbroj ili raz-
liku sinusa dvaju kutova. Imame = "ig 1fg ., 1 tg itg . = %, uvrstavanjem u
formulu (1.15) dobijemo:

q — —— q—
u a (1 &us w a (1 &ui=as
q

q
u as (1 tg 1tg U5 Uz ag (1 tg 1tg 2)uf = ag
r r—

az ds
U, ag —U% U a3 — Ui = ag

S S
_ uz _ u?
u a 1 -2 Uzpag 1 1= as
S S
u3 U a _
u 1 -2 u 1 L= 3_ = pa3
P p as
S S ]
Uy W ug ag
- 1 = - 1 == = 1.16
Pp p TP p p (1.10)
Sada maemo napraviti zadnju supstituciju. Neka je
r_
— Uiy _ . Q.
= arcsm(p—r)), i = arcsin( 6). (2.17)

q—
Kako bi opravdali supstituciju; = arcsin( %), primijetimo daa < p iz cega slijedi
q—

% 2[ 1;1]. Takader, svaka kranica dodiruje stranicu trokuta, & nije veti od neke od
stranica, i stoga je manji op. Odnosnoy? < a < piz cega injedhé‘i—5 2[ 1;1],itime je
opravdana supstitucijg = arcsin(é‘i—ﬁ).

Uvodimo nove varijable te prepemo [(1.16) kao

sin( 1 ') =sin 3
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gdje vrijedi predznak plus Za, < 3, a predznak minus ima.
Sredivanjem izraza[ (1.17), vrijedi:

i = arcsin(é%)) sin'; = 1;%
r e r e S —r? r 3
i =arcsin( — cos ; = cos(arcsin( =)= 1 —)2= 1 =
i ( IO)) i ( ( IO)) ( IO) 0
S
r—_— 2
: Ui Ui U;
cos' ;= cos(arcsip=))= 1 (p=)’= 1 —:
Y Y p
Dakle, uvstavanjem u (1.16) imamo da je
sin' 1€co0s' » Sin' ,co0s' 1 = Sin 3;
sto m@emo zapisati kao
sin( 1 ',)=sin 3
Konacno, imamo jednakost koja opisuje dinamiku lancazkiga:
251 3] (1.18)

Analogno, na stan n&in dolazimo do jednakosti
"3=]'2 a1
"15)' s 2]

Prije negosto prowimo dinamiku ove funkcije primijetimo da brojevi zadovoljavaju
nejednakost trokutato tvrdi i sljiedé&a Lema.

q_—
Lema 1.4.2.Neka brojevi ; = arcsin( %) zadovoljavaju nejednakost , .
Vrijedi

3< 1t 2

Dokaz. q_ q_
Na paetku primijetimo da ; = arcsin % iz cega slijedi da je sin; = %, sto pak
povlecida je sin < 1, zai = 1, 2; 3.
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L a. A |
Znamo da vrijedi cos; = cos(arcsin %) = 1 ( %)2, tejecod =1 %. Do-

_  q_
datno, sin; = sin(arcsin %) = %, tejesit ;= %, zai = 1;2;3.

Primijetimo sad da je

Si? 1+ ,+sif 5= 2+ 2,85
P p P

ili
Sif 3=2 s ; s ,=2 1+cof ; 1+cof ,=cos ;+cos ,

Pretpostavimo da postoji trokut za koji, suprotno tvrdnji Léme 1.4.2, vrijedi 1+ »,
odnosno;+ , 3 O.
Mozemo zakljeiti da u tom sleaju postoji i trokut za koji vrijedi ; + , 3=0, to jest

1+t 2= 3.

Naime, za jednakostraeni trokut vrijedi ; = , = 3 pa zatakav trokut vrijedi; + »

3 > 0. Neprekidnom deformacijom jednakostramg trokuta meemo dobiti trokut za
koji smo pretpostavili da vrijedis 1+ o, tojest 1+ , 3 0. Zbog neprekidnosti
funkcije koje pojedinom trokutu u postupku transformacije pradie vrijednost ; + »

3, Vidimo da se izm@u pozitivne i negativne vrijednosti mora poprimiti i vrijednosgt+

2 3=0.

Tadaje
sin 3=sin( 1+ »);
pa slijedi
si’ 3= (sin 1€OS ,+ Sin ,C0S 1)%
I zatim
cog 1+cog ,=(Sin 1C0S ,+sin ,cos 1)%
Dalje imamo

cog 1+cog ,=(1 cog ;)cog ,+(1 cos ,)cos 1+2sin 1SN ,COS 1COS 7,
2cog ;cos ,=2sin ;sin ,COS 1COS »;

COS 1€0S , =Ssin 1Sin 2 (2.19)
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Zbog (1.19) imamo da je cos{+ ;) = €OS 1€C0S , Sin 1SN , = COS 1COS »
cos 1cos ;=0,tojest 1+ = 5.

Dakle, 1+ >= 3 pajesin = cos ;islijedi
Sit ;+si® ,=si® ;+cog ;=1;
te je konano
sif 3=2 sit ; st ,=1;
sto je proturjeje, jer sif ;= 2 <l

Dinamika po dijelovima linearne funkcije. Spremni smo pratiti funkciju (1.18).
lako dinamika po dijelovima linearne funkcije m®biti veoma kompleksna, sa je dosta
jednostavna.

Iterirajuci funkciju' 3 =j' , 1] tri puta, s vrijednostima indeksas 1;2;3, imamo

3=]'2 1}
15 22 1) 2]
'0=ity st 1 20 si:
Proizlazifunkcijay =jjjx 1] 2] 3]. Skaliramoxyravninutako da; = 1iprepsemo
funkciju kao
f)=iix 1j aj bj; (1.20)
gdiel a bib<a+1(zbogLem¢1.4]2).

Na slici[1.14 prikazan je graff(x) s ozn@enim karakteristinim tackama.
Pokazatemo da je svaka orbita funkcifeu konanici 2-periodcna.

Prvo, promatramd (x) na segmentu [].
Dakle,imamgx 1j=1 xix+a 1,pajef(xX)=jjl x aj bjsjx+a 1 bj
Dalje,x6 1ia6 b,paimamox+a 1 b6 0ivrijedi

f()= x+b a+1 (1.21)

na segmentu [A].
Pritom,f(x) 6 bna[G1],jerx+a 1paf(x)=b (x+a 1)6b.
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Slika 1.14: Graf funkcijey = f(X).

Sada promatramé(x) na segmentu [b].
Dakle, naovom segmentuje 1pajejx 1j=x 1,izcegaslijedidaje
f(X)=jjx 1 aj bj.Kakojex6 b6 a+1,pajef(x)=ja+1 x bj.
Dalie,x lia6 b,paimamox 1+b a Oivrijedi

f)=x+b a 1 (1.22)

na segmentu [b].
Sada vidimo da je i na segmenty Bl vrijedi f(x) 6 bjerx6 b6 a+ 1.

Ovim imamo eksplicitne vrijednosti z&(x) na cijelom [Qb] i vidimo da funkcija f
preslikava taj segment sam u sebe (glika[l.14).

Promotrimof (x) na segmentud, a + 1].
Na ovom segmentu je, kao i na segmentb[Lf(X) =jjx 1 aj bj=j x+1+a bj=
x+b a 1. Takadier, vidimo da zbog 6 a+ 1 vrijedi f(X) 6 bida je f(X) < xzbog
b<a+1.

Na segmentugd+ 1;a+ b+ 1] vrijedi f(X) =jx 1 a bj= x+a+b+1, teje
takader f(x) 6 b.
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Dakle, vidimo daf preslikava svex 2 [0;a+ b+ 1] na segment [(b].

Promotrimo iteracije funkcijg zax a+ b+ 1.
Akojex a+b+ltadajef(x)=x a b 1.
Zax > a+b+1vrijedi f(x) < x. Dakle, iteracijama se dobiva strogo padajiz i svakako
se postze da za nekk iteracija f¥(x) bude u [Qb], a daljnjim iteracijama vrijednosti ostaju
u tom segmentu.

Preostaje ispitati kako se paggu vrijednostif"(x) na segmentu [@].
Neka je rastav segmenta f§) = [0;b a][ [b a;1][ [1;b]ioznacimo

I,=[0;b a]; l,=[b &1]; I3=[1;b]:
Nasegmentud a;l]jef(X)= x+b a+1lpaje
f(f(x))=jj x+b a+1 1j aj bj=jj x+b aj aj bj:
Zbogx b adaljeimamo
f(f(x)=jjx b+a aj bjEjjx bj bjEjb x bj=x

Ovime smo pokazali da za swxe2 [b  a; 1] vrijedi f?(X) = X, to jest da jef 2-periodcka
na tom segmentu.

Preostaje pokazati da se iteracijdneijeli segment [Qb] preslikau p a;1]. Potreb-
nim iteracijama bite odrelen pretperiod, a zatie slijediti period 2.

Na segmentu [ a]je f(X) = x+b a+ 1. Uocimo daf preslika [Qb a]u
[1;b a+ 1], ataj segment je sazhin u [1 b].
Stoga je dovoljno pokazati da se iteracijama funkéijgvaka teka segmenta [b] pres-
lika u neku teku segmentad a; 1].

Na segmentu [b] vrijedi f(X) =x+b a 1=x (a+1 b).
Duljina segmentalf a&;1]iznosia+1 b. Ozna&imoa+1l b=dpajetadaf(x)=x d
na[lb]. Znamoda O< d < 1.
Vidimo da svaka iteracija odl "odsijece” s lijeva segment duljina+ 1 b od intervala
I3 1”posalje” ga ul,, sto znai da smo prvom iteracijoni podsegment[la b+ 2] I3
preslikali ul,.
Stoga, funkcijaf preslika[tbju[b &a2b a 1](pricemujed a 1<b).
Sad,akojed b 16 1, ondasmo gotovi s dokazom jer je dovoljna jedna iteracija da se
cijeli I3 preslika unutat,. Ako jepakZa b 1> 1, opetdjelujemo $.
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Dalje, treba ponoviti primjend, sada na preostali dio dd, ato je [2+ a b;b]. Njega
najprije f preslika u [12b a 1], a onda ponovna primjenfpreslika ovaj segment u
[b &3b 2a 2].Sad,akoje& 2b 26 1, ondasmo gotovi s dokazom jer su dovoljne
dvije iteracije da se cijeli; preslika unutat,. U protivnom, dalje djelujemo §.

Pomau dvije iteracije dio [12a 2b+ 3] I3 preslika ul,.

takvih dak-ta iteracija funkcijef preslika [T x]u [b a;1].

Za dovoljno velikik postti te sexc, b, jerka kb+k+ 1 b ekvivalentno je s
k(@ b+1) b 1,daklek ab—bil Kako je ovo omjer pozitivnih brojeva pa postoji takav
k, te se u konenom broju koraka mze preslikati cijelilz u I.



Poglavlje 2

PoopCenja teorema osest kruznica

2.1 Poligoniikruznice

Dobri poligoni

Pitanje koje se sada prirodno natege mae li se teorem gest krznica prairiti na druge
n-terokute. Primjerice, ako j@ pravilni n-terokut s vrhovimaAg; Ay; :::; A, tada, zbog
simetrcnosti, krieniceS; 1 1 Si+1 se podudaraju za sve= 1;2; ::;;n. Slijedi da za takav
pravilni n-terokut imamo da s8,; podudara $,.; za param (slika[2.1) iS; podudara s
Sone1 za neparam (slika[2.2).

Slika 2.1: Periodike sestorke kranica za pravilnsesterokut.

26
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Slika 2.2: Periodike desetorke kanica za pravilni peterokut.

Medutim, pokazuje se da se periodost mae izgubiti ve& i malim odstupanjima od
pravilnosti poligona. Dva takva primjera ilustrirana su slikon 2.3 (preuzeiad iz [4]).
Dakle, periodtnost ne vrijedi openito kodn-terokuta zan > 3, no pokazatemo da
periodicnost ipak postoji za oddenu klasu nepravilnih-terokuta.

Neka suAq; Ao; i1 A, vrhovi konveksnog mnogokutd, neka je 2; unutarnji kut u vrhu
A ineka jea =j AA.1 j. Kao i prije, upsemo krznicu S; u kut pri vrhuA;, sljed€u
kruznicuS, upisemo u kut pri vrhiA; tako da dodirujes;, i nastavljamo cikicki. Neka je
O, sredste ir; radijus krizniceS;. Kako bi jednoznano zadali pravilo izbora kanice u
svakom sljedeem koraku, pretpostavljamo da ortogonalne projekBijeB;., sredstaO,

i Oj+1 na pravadhAi.1 leze na segment&Ai, 4, te da jeB; blize Al negoB;,; (slika[2.4).

Opisatcemo sada klaso-terokuta na kojlee se mai prosiriti teorem o periodikom
nizu kruznica.
Buduwti da kljucno svojstvo poligona te klase ima dostaz&lou formulaciju, iz praktinih
razloga takve poligone nazviaeémodobrimpoligonima (ul[4] naziv glasifiice n-gony).
Pretpostavimo da j@ 5,1 ;+ .1 > 5 zasvei = 1;2;::n. Neka jeD; sjecste
pravacaA 1A i A+1Ai+2. Promatrajei sliku [2.5, razmatramo kanice pripisane troku-
tima A 1AD; 11 AiA+1D; koje dodiruju stranicé\D; 1 i AD; 1, tim redom. Ako se ove
kruznice podudaraju za svakikazemo da jen-terokutdobar.
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Slika 2.3: Periodinost je narsena za neke-terokute.

Slika 2.4: Odrdivanje svake sljed® kruznice.

Slika 2.5: Prikaz svojstveobrih poligona.

28
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Teorem o poligonima i kruznicama
Nas je sljedéi cilj dokazati Teorem 2.1]1.
Teorem 2.1.1.Neka je P dobar n-terokut.
I) Ako je n neparan tada je niz kruznicg 3n-periodican: S = Spp+1.
i) Ako je n paran, pretpostavimo da
Yh

(pl ctg ictg .+ 1) Y =1; (2.1)

i=1
tada je niz kruznica Sn-periodican: § = Sp+.

Uocimo da je za neparne vrijednosti 5 uvjet pripadnosti klasilobrih poligona do-
voljan za periodinost niza kranica$S;, dok je za parne vrijednosti potreban jg jedan
dodatni uvjet.

Za dokaz Teorenja 2.].1 i nam vana karakterizacijdobrihpoligona iskazana sljedin
teoremom.

Teorem 2.1.2.n-terokut je dobar ako i samo ako postoji konstanta 0 takva da

a= (tg itg w1 1) (2.2)

zasvei.

Dokaz.
Primijetimo datg itg i+1 > 1 jer je poligondobarivrijedi ;+ i+1> 5.

Razmotrimo pripisane kanice trokutad; 1AiD; 1 ha slici2.6; neka je njihov radijus.

Iz pravokutnog trokut®EA, s pravim kutom pri vrhtE, imamo da je cot; = EAl iz

cega slijedi r
JEAj=rctg i
Analogno, iz pravokutnog trokul@EA.; imamo da je
JEAm =g g
Nadalje,a =j AiA+1, j EA+1j=] EA j + j AA+1 j te iz toga slijedi

JEALj=rtg s1=rctg |+ a:
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Slika 2.6: Slika za dokaz teoremalobrimpoligonima.

Dakle,
rtg +«1=rctg ;+g

rtg j+1=r1 1+-
g i+1 7= tgiai

rg i+1tg i=r+atg ;

r(g i+1tg i 1)=atg |
a; _ .
tg i+119 i 1_t9 P (2:3)

Slicno, neka je°radijus pripisane krznice trokutud;, 1A D; 1; tada imamo da vrijedi

a1 ro
= : 2.4
tg i1tg i 1 tg 24)
Poligon jedobar ako i samo ako se pripisane knice trokutimaA; ;AD; 1 i A 1AD; 1
podudaraju, tj. ako je = r° tada izjedneavanjem i uvstavanjem[(213) {(2]4) imamo

r re g 1 _ &

(2.5)

tg i tg; tg iitg i 1 tg atg; 1
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Odavde zakljgujemo da i |zra4— ne ovisi oi, to jest da je on konstantan.
Ovime smo dokazali uvjet teorema jednakpst|(2.2), tedtasmo i tvrdili vrijedi
& _ 2

tg i«atg i 1
a= (tg itg w1 1)

Sad prelazimo na dokaz Teorema 2.1.1.

Dokaz.
Slicno, kao u dokazu teoremasest krznica, izrazittemo duljine stranica poligona
pomcau kutova i radijusa upisanih kznica.
Promotrimo je jednom slikg 2.4.
Sa slike vidimo da je duljina stranice poligona

JAAL] = & = JABij + [BiBisaj + [Bisa A (2.6)

Ako se dvije kranice radijusa; i ri+1, sredstaO; i Ojyq, dodiruju izvana (slik& 2|4)
tada je duljina0;0;;1 = r; + rix1. Duljina njihova zajedrikog dijela na stranici, odnosno
duljina segment®;B;., je

jBiBit1j? = OO 1j? ] OuaFP = (ri+ risd)®  (fier  1i)% = 4ririg
IBiBis1) = A4rifiyg = 2p lili+1:

Uocimo pravokutan troku BiO;, s pravim kutom pri vrhuB;. 1z tog trokuta imamo da je
ctg i = 'A“B" , odnosngABjj = rictg ;. Analogno, iz pravokutnog trokut&;,,0;.1Bj+1
imamo danA|+lB|+lJ = li+1 Ctg i+1-

Uvrstavanjem u/(2]6) imamo:

a=ryctg i+ 2priri+1 + lis1 Ctg 41 (2.7)

Sada uvodimo nove varijable, neka je

p p—
u= rctg i, = tg itg i+1; G = &;

imajmo na umu da je > 1.
Jednadba [2.T) sada glasi
U2 + 26 Uil + U5, = € (2.8)
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Owvu jednadbu maemo rijesiti eksplicitno poméu hiperbolckih trigonometrijskih
funkcija.

Nadopunimo|[(2.8) do punog kvadrata na dvaina te imamo

a)
U+ 26Uty + UZy + €U = O + efU2,
(ui + aui+1)2 = C|2 + qzui2+l ui2+1
(Ui + € is1)? . ¢+ (¢ 1,
U + €Uy = . c+ (€ Du,
W+ Ul = U 2+ (&€ 12
b)

Uiz + 26 UiUj4q + Ui2+1 + e,2U|2 = Ci2 + e|2u|2
(U +eu)’=c?+efl’ U
(Uis1 + BU)° ; c+ (e 1y

UsitEU = C2+ (8 1)U
q -
W2y + 8Uali = Uy G+ (€ U

Sada|(2.8) mpemo zapisati kao

2 2 _ 2 2 _ 2
U+ 26Uilis1 + Uy = (U + Uilis1) + (U7, + &UiLis1) = C

q q — —
U C+ (€ 1, +Us G+ (€ 1P=ck (2.9
Uzimajwei u obzir da jec; = pa mozemo zapisatt? kao

C=a= g itg w1 1)= & 1)
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te mnaeti (2.9) s, imamo
G

s s
u ¢ & Dy ua & D@
A Y
ST E D @ e
Ui (€ Duiy | Uin UG
— 1+ @ 1)+ 1+ @ -
s s
, 2 . 2 ,
4oy u,+21 N u—'2 =3, (2.10)
(2.11)

Neka jex; = sh }(%) gdje sh(y) = In(y + P 1+ y?). Sada|(2.1/1) mzemo zapisati kao

C.
shx chxi+1 + shx. chx = =;

ili - sh(x + Xs1) = 2 (2.12)
Iz cega slijedi
X + %1 = sh 1)
xo1 = sh¥(3) x: (2.13)

Oznaimo obitelj krwznica upisanih u-ti kut poligonaP sF;.
Imamo funkcijuT;: F; ! F i;; koja preslikaveS; u Si+1;. Mozemo koristitix; kao koordi-

nate uF;; tada je[(2.1R) re eksija
C.
Ti(x) = X1 = s }(=)  x:

Iz ovog slijedi tvrdnja teorema. Promat@mo dva sloaja, kada je neparan i kada ja
paran.
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Ako je n neparan tada je preslikavanjgT, 1 T.: F; ! F ; re eksija. Naime,
ozna&imob; = sh}(%), teTi(x) = X«1 = b X.
Tada je

Ti(x)=br X=X

ToTi(X1) = To(x2) = To(by X)) =hy (by x)=hy bi+x=x3

TaToTa(x1) = Ta(xa) = Ta(by b+ X)) =bs (b bi+x)=bs by+by X

ThiTh2: i ToTa(X) = Tna(Xn 1) = b1 bhot+t  +by b+ X=X,
TnTn 100 ToTa(Xe) = Ta(Xa) = by bn 2+ b, +br X

Promotrimo drugo ponavljanje tog preslikavanja:

TiToTh 100 ToTi(x) =by (b, bn1+ b,+b; Xx)=by by+b, 1 +b, bi+Xx
= by+by,1+ bs + by + X3

ToTTh i ToTa(x) =b, ( b+ b, 1+ bs+b,+x)=Db, byt by+bs X
TaToT T i ToTa(x) =bs (bn by 1+ bs+bs Xi)= by+byy +hy+ X

TnaTh o iiTaTeTh1:: Ty = by g (bn+bn1+xl):bn X1
TaTn 1000 TaTaTh 1T =by (bn X)) = Xy

Odavde zakljaujemo da se drugim ponavljanjem preslikavanja dobiva identiteta te je za
slucaj kada jen neparan nsniz kruznica -periodcan.

Ako je n paran tada je preslikavanje translacija

TaTn1:0:Ta(X) = by by 1+ +hy, b+ x:

S obzirom na to da jb; = sh (£), imamo

X _ C.
! x+ ( 1)sh(3): (2.14)

Raspsemo sumu 4 (2.14) te vratimo supstitucije.
Prisjetimo se da za sh(x) vrijedi da je sh’(x) = In(x+ 1+ x2). Sada sumu 4)
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mozemo zapisati kao

X _ X o
(sh &= (pimE+ 1+ (2.15)

P
Imamo dajes = %(tg itg 1 1)teiztoga slijedidaje = ptg itg i+1 1. Budd&i

, P_— .o _ Py
dajec= "atadajet = —= tg itg +1 1.

Sumu iz [2.1p) mpemo zapisati kao

X i oy 1/Ci X i1 P d P >
(1)sh*(=)= (1)In( tg itg iwa 1+ 1+( tg itg i1 1)9)
(2.16)
X g P P

= (lgp(tgiw w1 1+ 1419 itg w1 1)

P p
= (1)In( tg itg wa 1+ tg itg i)

p p p P
=Wpr 1tg 2 1+ng]¢gz) m(pw 219 3 1+—pw 219 3)
+F|)n( tg 3tg 4 1+p tg stg 4) |n(ptg alg 5 1+ ptg alg s)
+  +In( q)nlm n 1+ tg naitg n) "pr ntg 1 1+ tg ntg 1)
_ tg 1tg o 1+ ptg 119 2 tg stg 4 1+ ptg 310 4
= (P o Y (ot 20
tg 2tg 3 1+ " tg 219 3 0 tg 4tg 5 1+ "1g 419 5

tg natg o 1+ ptg n1tg n
+ +In(—p p
) ig otg 1 1+ 1§ 10 1
"tg itg ; 1+ g 10 3lg 4 1+ TG 5 &
"ig 29 5 1+ fg g s 10 410 5 1+ "1 419 s
g nitg 1+ "1 7110 &
"lg otg 1 1+ "tg otg 1

=In[

Yh .
=il (T tg e 1+ 19 tg ) V)

i=1

Promotrimo sada pretpostavku teorema za par€B.1).
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p L
lzraz" 1 ctg jctg i+1 + 1 maemo zapisati i kao
S

p 1
1 ctg ;ctg j41+1= 1 ———+1
Clg iClg i+1 9 19

S

_ g ig in 1+1

9 itg ix
ptg itg s 1+ pm_
HCICI |

Sada umnpak iz pretpostavke teorema memo zapisati kao

p P

Yo p . Ttgitg 1 1+ Tg 10 o1
(1 ctg sctg ,+ 1)Y= ( P

i=1 i=1 g 19 i

)( 1)

odnosno,
Yh

(pl ctg ictg .+ 1) Y = (2.17)
i=1

Yh

1 (y " P P (V= 1.
(‘ﬁ:)) ( tg itg +1 1+ tg itg i+1) =1

Primijetimo da je
Yh

r
1 i 9 2t 3 tg 419 s 19 n2td n1 19 ntg 1

B & p—— (1 = =1

i:1( tg itg i+1) g 119 2 19 319 4 19 nslg n2 19 na1lg n

(2.18)

Uvrstavanjem[(2.18) U (2.17) imamo
Yh

p p ;
(tg itg w1 1+ (tg itg )V =1 (2.19)
i=1
Preostaje je da uvrstimo[(2.19) U (2.16)
X

; Ci Yo p p i
(D'sh*(5)=In[ (tg itg s1 1+ tg itg 1) Y]
i=1
=Inl1=0
S obzirom na[(2]2), postavanje alternirajte sume u[(2.14) ekvivalentno je pretpos-
tavci (2.1). Time je dokaz zasen.
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2.2 Teorem o devet kriznica

Nakonsto su otkriliteorem o sest kruznigeC. J. A. Evelyn, G. B. Money-Coutts i J. A.
Tyrrell krenuli su s daljnjim istraivanjem traeti poogtenja tog teorema. Preciznim su
crtanjem zamijenili svaku stranicu trokuta s knicom te otkrili da je openitiji rezultat,
Teorem o devet kruznicdakader istinit.

Teorem 2.2.1.Teorem o devet krenica.

Neka su &, C, i C; tri kruznice u optem polozaju u ravnini i neka jg 8ruznica koja
dodiruje G i C,. Promotrimo sada lanac kruznica: .Se kruznica koja dodiruje kruznice
C,, C3i Sy; Sz je kruznica koja dodiruje kruznice £,C; i S,; S, je kruznica koja dodiruje
kruznice G, C, i S3; Ss je kruznica koja dodiruje kruznice £ C3 i S4; Sg je kruznica
koja dodiruje kruznice G, C; i Ss; S7 je kruznica koja dodiruje kruznice £ C, i Ss.
Postoji vise izbora za svaku sljedec€u kruznicu u svakom koraku, ali ako je u svakom koraku
kruznica dobro odabrana, tada se kruznica Bodudara s prvom kruznicom;S imamo
zatvoren lanac kruznica (slika 2.7).

Slika 2.7: Teorem o devet krnica.

simetrican sustav tako da svaka knica dodirujecetiri ostale. Mog@e je poredati oznake
devet kriznica u skupine tri po tri tako da se dvije knice dodiruju ako i samo ako su
njihove oznake u istom retku ili stupcu u tablici P.1.
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C | C |G
Ss | S35 | S;
Sy | S| Sa

Tablica 2.1: Dvije se krznice dodiruju ako i samo ako su im oznake u istom retku ili
stupcu tablice.

Sadatemo opisatsto jedobarodabir kriznice spomenut u teoreriu 22.1.

Prvo, za tri dane kiznice u ofgem pol@aju mae se opisati osam kzuica koje dodiruju

sve tri. (Ovo je tvrdnja glasovitogpolonijevog problema Kada se ipak dvije od tri dane
kruznice ve& dodiruju, ovaj broj se smanjuje reest krznica od kojih se dvije kiznice
broje dvostruko cetiri jednostruko. Primjerice, s oznakama kao u teoremu]2.2.1, postoje
dvije kruznice iz pramena kznica odréenih sC, i S; koje takater dodiruju iCs, i one

su dva od mogtih sest odabira z&,. Ova dva izbora broje se dvostruko i nazéamo

ih posebniizbori zaS,. Ostalacetiri izbora nazvatemoopcenitiizbori. Slicna razlika
izmedu posebnih i openitih izbora pojavljuje se u svakoj sljentg fazi konstrukcije lanca.

De nirat ¢emo centar stinosti dviju kriznica.

De nicija 2.2.2. Tocka u kojoj se sijeku dvije zajednicke vanjske tangente dviju kruznica
zove se centar slicnosti danih kruznica.

Drugo, ako je kranicaS nacrtana tako da dodiruje dvije dane knice, tada dzina
koja spaja dvije toke dodira nano prolazi kroz jedan od centaracsiosti danih kranica
i mozemo r&i da S pripada tom centru slhosti. Prema tome, zest mogaih izbora za
S, u nasem lancu, tri izbora (jedna poseban i dvaayppripadaju svakom centru ctiosti
od C, i Cs.
Konacno, centri skenosti tri krwznice, gledano u parovima, sast vrhova potpunagetverokuta.
S ovimcinjenicama, mpemo precizirati iskaz teorea 2.2.1:

Odaberemo tri kolinearna centra slicnosti (jedan za svaki par G, i Cs), i drzimo
se pravila da u svakoj fazi konstrukcije lanca, kruzniggp8pada jednom odgovarajucem
centru od ksnih centara slicnosti. Ako u svakom koraku konstrukcije uvijek odaberemo
poseban izbor za;ada Ce se lanac zatvoriti. S druge strane, ako u svakoj fazi odaberemo
opceniti izbor, i ako su § S3 1 S, izabrane po volji, tada je uvijek moguce izabrat iS¢
tako da se lanac zatvori.

Posljedica je ovih razmatranja da, za dani gajkrwzniceS,;, postoji sveukupno osam-
naest lanaca koji se zatvaraju, od kojih su geaebna sesnaestpcenitih
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Teoren| 2.2]1 je prvi dokazao J. A. Tyrrell zajedno sa svojim studentom M. T. Powell-
om, korist&i elipticke funkcije. Dokaz ovdje ri@mo izlaiti jer metoda eliptikih funkcija
prelazi okvire ovog rada. Dokazi se mogiena [3] i [6].
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Sazetak

U ovom radu prikazan je manje poznat teorem elementarne geomdggesm 0 sest
kruznica i neke njegove generalizacije. Ovaj teorem jedan je od mnogih u Kiijiz
seven circles theorem and other new theorekga je rezultat zajedokog rada trojice
prijatelja i geometrijskih entuzijasta, C. J. A. Evelyn-a, G. B. Money-Coutts-a, i J. A.
Tyrrell-a.

Prvo poglavlje sadi kratku povijest podrijetla teoremasest krznica i dvije razicite
formulacije te njihove dokaze. Razmatraju se lancikioa upisanih u dani trokur, P,Ps:
prva kruznica,C,, upisana je u kut pri vrhi?;; C,, upisana je u kut pri vrh®, i dodiruje
kruznicu,C;; Cs, upisana je u kut pri vrhis i dodiruje C,; i tako dalje, ciklcki. Tvrdnja
je teorema da je ovaj postupak perical, to jestC; = C;. Prva formulacija teorema
razmatra samo lance kraica kojima sve dodirne tke leze na stranicama trokuta, a ne
na njihovim prodaetcima, te je u ovom staju lanac 6-periodan. Nadalje, promatraju
se lanci krznica u kojima sljedea kruznica u lancu mpe dodirivati stranicu trokuta, ali i
prodwzetak te stranice. Pokazuje se da je;anto, lanac konano 6-periodtan, ali mae
imati proizvoljno dug pretperiod.

U drugom poglavlju razmatra se madmgost poopenja teorema gest krznica i na
druge poligone, osim trokuta. Dokazuje se da postoji klasa nepraviltelokuta za koje
je sauvana periodinost. Konano, razmatra se zanimljiva varijacija glavnog teorema,
kada su stranice trokuta zamijenjenearicama. Tyrrell i Powell dokazali su da je i tada
sacuvana 6-periodinost.



Summary

The topic of this graduate thesis is one of lesser known gems of elementary gedrhetry,
six circles theoremand some of its generalizations. This theorem is one of many theorems
in the book’The seven circles theorem and other new theoremhich is a result of col-
laboration of three geometry enthusiasts, C. J. A. Evelyn, G. B. Money-Coultts, and J. A.
Tyrrell.

The rst chapter contains a short history of The six circles theorem's origins and two
di erentforms and proofs of it. The theorem concerns chains of circles inscribed in a given
triangle P,P,P3: the rst circle, Cy, inscribed in the rst angle aP;; C,, inscribed in the
angle atP, and tangent to the circl€;; Cs, inscribed in the angle &3 and tangent to
C,, and so on, cyclically. The claim of the theorem is that this process is periodic, that is,
C; = C;. The rst form of the theorem holds for a chain of circles for which all tangency
points lie on the sides of the triangle, and not their extensions. Secondly, chains of circles
are observed for which the next circle can be tangent to a side of the triangle but also to its
extension. Itis proven that, in general, the chain is eventually 6-periodic but may have an
arbitrarily long pre-period.

In the second chapter it is investigated whether The six circles theorem extends to
polygons other than triangles. It is shown that there is a subclass of irreggtams for
which periodicity holds. Finally, an interesting variation of the main theorem is considered,
where the sides of a triangle are replaced by circles. It was proven by Tyrrell and Powell
that the 6-periodicity persists even then.
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