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Uvod

U matematici, ali i u drugim znanostima ili djelatnostima, razni se procesi ili pojave mogu
opisati nizovima brojeva. Ti su nizovi zadani nekim specificnim uvjetima, kao §to su na-
primjer rekurzivne relacije. Onda se raznim, uglavnom kombinatornim, metodama nastoje
racunati pojedini ¢lanovi promatranog niza, pri ¢emu je vrlo pogodno ako se moZe pronaci
neka konkretna formula koja eksplicite daje op¢i ¢lan toga niza. Jedna od vrlo uspjeSnih
metoda u kombinatorici je preko tzv. funkcija izvodnica. U ovom diplomskom radu ba-
vimo se funkcijama izvodnicama koje su dobar alat koji nam pomaze odrediti eksplicitnu
formulu za opé¢i ¢lan niza. Radi lakSeg razumjevanja pogledajmo ovdje jedan konkretan
primjer. Recimo da promatramo neku koloniju bakterija, 1 da je na poCetku promatranja
ona imala N, jedinki. Promatrajmo stanje te kolonije u vremenu tako da mjerimo brojnost
kolonije u konkretnom trenutku, s tim da je nakon jednog sata bilo N, jedinki u koloniji.
Ta se vrsta bakterija razmnoZava na nacin da ih u nekom konkretnom n-tom satu proma-
tranja ima dvostruko vise nego ih je bilo prije dva sata i jos toliko koliko ih je bilo prije sat
vremena. Zanima nas koliko ¢e u toj koloniji biti bakterija nakon m € N sati; 1 posebno,
isto pitanje uz uvjet da je Ny = 2Ny. Danu se zadacu moZe prikazati nizom brojeva (a,)n
koji je zadan rekurzivno s
Ap2 = Apiy + 20, n20;

s tim da je, kako smo rekli, ag = Ny i a; = N;. Ovdje je ideja pokusati pronaci formalni
red potencija
AX) = ap+ a1 x + ax® + . ..

koji bi nam omogudio lakse i eksplicitno racunanje brojeva a,. Takvi se redovi potencija
zovu funkcije izvodnice, i predmet su proucavanja ovog rada. Za konkretni primjer s kolo-
nijom bakterija, metodama koje razvijamo kasnije, moze se uz malo posla pokazati da je
trazena funkcija izvodnica oblika

A(x) = %(NO + (N =N+ T+2 = Dx+ 2+ D2+ 2= DX +..).



SADRZAJ 2

A onda se odavde, racunanjem koeficijenta koji stoji na desnoj strani uz potenciju x", lako
dobiva eksplicitan izraz za n-ti ¢lan traZenog niza:

1
a, = 5((N0 + N)2" + (Ny = 2No)(—=1)"");

1 posebno uz uvjet N; = 2Ny imamo a, = Ny2". (Vezano uz ovaj primjer primjetimo
kako smo za specijalan slu¢aj Ny = 2N, mogli lako do¢i do rjeSenja jednostavnom mate-
matickom indukcijom iz gornjeg rekurzivnog uvjeta za niz (a,). Ali, ako posljednji uvjet
ne vrijedi, nije lako naslutiti da je op¢i ¢lan niza a,, dan gornjim izrazom; tako da nam onda
metoda dokaza matematickom indukcijom nije od neke pomo¢i.)

Ovaj je rad podijeljen u tri poglavlja. PoCinjemo s prvim kratkim, 1 pripremnim poglav-
ljem u kojem ¢emo navesti neke definicije i teoreme koje cemo primjenjivati proucavajuci
funkcije izvodnice. Drugo je poglavlje centralno poglavlje u ovom radu. U njemu se ba-
vimo funkcijama izvodnicama, i to dvjema glavnim vrstama: obi¢nim i eksponencijalnim
funkcijama izvodnicama. U prvom odjeljku definiramo pojam obic¢ne funkcije izvodnice.
Tu i objaSnjavamo postupak pretvaranja rekurzivne formule u eksplicitnu formulu, §to nam
1z funkcije izvodnice daje eksplicitan ¢lan niza koji promatramo. Sve to ilustriramo na nizu
primjera. U drugom odjeljku prouc¢avamo produkt funkcija izvodnica, i posebno dokazu-
jemo tzv. Produktnu formulu (Teorem[2.2.3)). U tre¢em se odjeljku bavimo komponiranjem
funkcija izvodnica. Tu prezentiranu materiju detaljno objaSnjavamo, i ilustriramo primje-
rima. Kao centralni rezultat dokazujemo tzv. Formulu kompozicije (Teorem . Cetvrti
je odjeljak rezerviran za eksponencijalne funkcije izvodnice. To je posebna vrsta funkcija
izvodnica koju koristimo kada nam c¢lanovi niza koje promatramo eksponecijalno rastu.
Konacno, u petom odjeljku prouc¢avamo produkte eksponecijalnih funkcija izvodnica. Tu
su pravila i rezultati koje dokazujemo zapravo sli¢ni onima koji vrijede za obi¢ne funkcije
izvodnice. Kao posebno zanimljiv konkretan rezultat ovog odjeljka spomenimo Teorem
koji daje rekurzivnu formulu za raCunanje tzv. Bellovih brojeva. Posljednji Sest
odjeljak daje neke rezultate o komponiranju eksponencijalnih funkcija izvodnica; to su Te-
orem [2.6.1| koji daje tzv. Eksponencijalnu formulu, i Teorem [2.6.4] koji daje tzv. Formulu
kompozicije za eksponencijelne funkcije izvodnice. U treCem poglavlju dajemo neke pri-
mjene rezultata o funkcijama izvodnicama u teoriji brojeva. U prvom odjeljku prou¢avamo
particije prirodnih brojeva, i odredujemo brojeve particija broja n € N uz neke dane uvjete.
U drugom se odjeljku bavimo tzv. Bernoullijevim brojevima, koji imaju vaznu primjenu
1 u kombinatorici 1 u teoriji brojeva. Kao glavni rezultat ovdje imamo konstrukciju funk-
cije izvodnice za Bernoullijeve brojeve. Osim toga dajemo i jo§ neke vaZne Cinjenice o
njima. Pri izradi ovog diplomskog rada je bila koriStena knjiga [1] kao glavna literatura. U
ostalim knjigama, popisanim na kraju ovog rada, se moZe naci jo$ rezultata o funkcijama
izvodnicama.

Ovaj diplomski rad je napravljen u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 -
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Znanstveni centar izvrsnosti za kvantne 1 kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih
algebri.



Poglavlje 1

Pripremno poglavlje

1.1 Redovi potencija i Taylorovi redovi

U ovom odjeljku ponovit ¢emo neke poznate stvari o (kompleksnim) redovima potencija,
1 posebno Taylorovim redovima, koje ¢emo kasnije koristiti u drugom poglavlju. Ali prije
toga podsjetimo se na neke osnovne pojmove iz analize, koji ¢e nam za to trebati. Svaka
funkcija a : N — C zove se niz kompleksnih brojeva. Vrijednosti a(n) = a, zovu se
¢lanovi niza, pri ¢emu se i sam niz oznacava s (a,). Kazemo da je broj @ € C limes niza
(a,) ako vrijedi

(Ve > 0)(dny € N) takav da je |a, — a| < &, Vn > ny.

I tada pisemo lim,,. a, = @, te govorimo da niz (a,) konvergira prema «. Opcenitije,
kazemo da je broj y € C gomiliSte niza (a,) ako i samo ako Ye > 0 otvorena okolina
K(y,e) == {z € C||z—-1v| < &} sadrzi beskonacno mnogo ¢lanova niza. Primijetimo
dobro poznatu Cinjenicu kako niz ima jedno gomiliSte ako i samo ako je on konvergentan;
1, jasno, onda konvergira upravo prema tom gomiliStu. Drugim rije€ima, u tom su slucaju
limes 1 gomiliSte jedan te isti broj. Posebno, ako je (a,) niz u skupu realnih brojeva, onda
definiramo limes superior niza (a,) kao supremum skupa svih gomiliSta toga niza. Dakle,
ako s I' = I'(a@) oznac¢imo skup svih gomiliSta, onda je limes superior

lim sup a,, = sup(I').
n—oo
Jasno, sasvim analogno definiran je i limes inferior niza realnih brojeva. Sljedeca jednos-
tavna lema trebat ¢e nam u treCem poglavlju prilikom dokaza jedne Cinjenice o Bernoulli-
jevim brojevima.
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Lema 1.1.1.

(i) Neka je dan niz realnih brojeva (a,) koji ima kao limes superior broj s € R. Tada za
svaki € > 0 postoji beskonacno mnogo ¢lanova niza a, takvih da je a, > s — .

(ii) Posebno, pretpostavimo da je niz (a,) u skupu nenegativnih realnih brojeva [0, o),
te da je limes superior toga niza dan kao broj 1/s za neki s € (0, ). Tada za svaki
e > 0 postoji beskonacno mnogo ¢lanova niza a, takvih da je a, > 1/(s + ¢).

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je s € R limes superior niza (a,), i neka je € > 0 zadan. Po
definiciji supremuma, za svaki 6 > 0 u skupu (s — 6, s] postoji barem jedno gomiliSte y niza
(a,). Posebno ako stavimo 6 = &/2 dobivamo da u poluotvorenom intervalu (s — &/2, s],
postoji barem jedno gomiliSte y. Sada, po definiciji gomiliSta niza, posebno u otvorenom
intervalu (y—&/2,v+¢&/2) ima beskonacno mnogo ¢lanova niza (a,). Tojest, postoji podniz
(an,), tako da za by, := a,, imamo b, >y —¢&/2. No, kako je y > s —&/2, zakljuCujemo da je

by + c >y > £ = b, >

- s— = s —&,
kTS Y 3 k
Sto smo 1 trebali pokazati.
(i1) Oznacimo s’ := 1/s; tj., imamo limsup,_, a, = s’. I neka je &€ > 0 zadan proizvoljno,
pri ¢emu moZemo jo§ pretpostaviti da je € < 1. Ako nademo neki & > 0 takav da je
s —& > 1(s + &), onda po tvrdnji (1) (kada s 1 € zamijenimo s s’ i &) dobivamo da postoji
beskonac¢no mnogo ¢lanova niza (a,) takvihdaje a, > 5" — &', aondaia, > 1/(s + €); §to
smo 1 tvrdili. Ali imamo

1 1 e ,

s —& > s — — = > g,
s+e& s s+e s(s+e)

1z ¢ega zbog nejednakosti s(s + &) < s(s+ 1) zakljuCujemo da je svaki 0 < &’ < g/(s(s+ 1))
dobar. Tako je tvrdnja dokazana. O

Sjetimo se sada pojma (kompleksnih) redova potencija. ViSe detalja, kao i dokaze
rezultata koji su navedeni, moZe se naci naprimjer u [3l I.16]. Formalni izraz oblika

ap+ai(z—z0) +axz =200 + -+ az—z0)" + -, (1.1)

gdje su zo € C 1 koeficijenti a; € C neki fiksirani brojevi, zove se red potencija. Sljedeca
je dobro poznata propozicija prva korisna informacija o redovima potencija.

Propozicija 1.1.2. Pretpostavimo da je zo # wo € C neki broj takav da red potencija (1.1))
konvergira; tj., 3", a,(wo — 20)" € C. Tada za svaki w € C, takav da je |w — zo| < [wo — 20|,
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red Y, o a,(w — 20)" konvergira. Drugim rije¢ima, danim je redom potencija definirana
funkcija

K@) > C, fw)i= Y anw—z0)'; (1.2)
n=0
gdje smo stavili r := |wy — zo|, i onda K(zg,r) :={w € C | |w — z0| < r}, otvoreni krug u C
oko tocke zy radijusa r. Kao posljedicu imamo da je prirodna domena reda potencija (|1.1])
ili samo tocka {zo}, ili Citav skup C, ili pak otvoreni krug K(zy, p) za neki realan broj p > 0.
Broj p zove se radijus konvergencije reda potencija (1.1), a otvoreni krug K(zo, p) zove se
krug konvergencije.

Sljede¢i osnovni, 1 dobro poznat, rezultat govori kako izraCunati radijus konvergencije
reda potencija iz vrijednosti njegovih koeficijenata.

Teorem 1.1.3. (Cauchy-Hadamardova formula)
Radijus konvergencije p reda potencija (1.1)), racuna se kao
1
p = . n .
limsup,_, ., Vlanl
Za red potencija (I.I)) dobivamo funkciju definiranu na pripadnom krugu konvergen-

cije; analogno kako je definirana funkcija f u (I.2)). Sljedeca propozicija daje vaznu infor-
maciju o tako dobivenoj funkciji.

Propozicija 1.1.4. Ako red potencija (1.1) ima radijus konvergencije p, onda je funkcija

(9]

fiK@p) = C f@)i= ) az—z)"
n=0
holomorfna, i njezina je derivacija

[ee)

@)= Z na,(z —z)"';

n=1
tj., red potencija deriviramo ‘“Clan po Clan”.

Gore smo definirali red potencija, 1 vidjeli da on definira holomorfnu funkciju na svom
krugu konvergencije. Sljede¢i osnovni teorem govori o obratnom postupku; kako danu
holomorfnu funkciju prikazati redom potencija.

Teorem 1.1.5. (Taylorov teorem)
Neka je U C C neprazan otvoren skup, 0U njegov rub, i neka je funkcija f : U — C
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holomorfna. Za neku tocku zo € U definirajmo broj d kao udaljenost od tocke zy do ruba
0U. Tada postoji red potencija, tzv. Taylorov red,

(o)

D az— )"

n=0

koji konvergira prema f(z), za svaki z € K(zo,d); tj., f(z) = Yoo an(z — 20)"



Poglavlje 2

Obicne i eksponencijalne funkcije
izvodnice

2.1 Obicne funkcije izvodnice

Covjek je oduvijek mjerio neke veli¢ine u raznim prirodnim pojavama, ili drugim proce-
sima koji su se dogadali u njegovoj okolini. Proucavajuci iste uocio je da se neka pojavlji-
vanja, po odredenom principu, povecavaju ili smanjuju, odnosno zadovoljavaju odredene
uvjete. Jedan od nacina kojim se mogu tretirati, 1 kontrolirati, ta pojavljivanja je preko
matematickog pojma niza brojeva. Nizovi su Cesto zadani preko rekurzivnih relacija. Da
bismo odredili neki konkretni ¢lan niza i izbacili nepotrebna raCunanja, potrebno je izra-
ziti eksplicitnu formulu za op¢i ¢lan niza. Ponekad do toga dolazimo ispisivanjem prvih
nekoliko ¢lanova niza, nakon ¢ega naslutimo kako bi mogao izgledati op¢i ¢lan. A onda
tu svoju slutnju nastojimo i dokazati, vrlo ¢esto metodom matematicke indukcije. Pored
spomenutog, korisno je znati 1 neke druge nacine za odredivanje eksplicitnih formula za
op¢e Clanove niza.

U ovom poglavlju bavimo se tzv. funkcijama izvodnicama, preko kojih se u mnogo si-
tuacija elegantno dolazi do traZenog rjeSenja. Na pocetku pogledajmo jedan motivacijski
primjer.

Primjer 2.1.1. U jednom jezeru je na pocetku godine bilo k Zaba. Tijekom svake godine
broj Zaba se poveca € puta. A na pocetku svake iduce godine se m Zaba iz jezera preseli
u neka druga jezera. Ovdje pretpostavimo da su brojevi k, € i m takvi da je (€ — 1)k > m.
Koliko ¢e u tom jezeru biti Zaba nakon N godina?

Rjesenje. Kod ovakvih zadataka nije tesko odrediti rekurzivnu formulu koja odreduje niz
(a,)ns0, pri cemu smo stavili da je ag = k broj Zaba na pocetku, i da je a, broj Zaba u jezeru
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nakon n > 1 godina. Dakle, iz uvjeta primjera imamo da je
ap =k, ayy1 = ta, —m, neN,. (2.1)

Dobivenom formulom moZemo, korak po korak, izraCunati broj Zaba u jezeru na pocetku
bilo koje godine. Ali uofimo manjkavost ovakvog ratuna. Ako bi nas naprimjer zani-
mao broj Zaba u jezeru nakon 100 godina, morali bismo izraCunati broj Zaba za svaku od
prethodnih 99 godina; odnosno vrijednosti prvih 99 ¢lanova niza, koje nas mozda uopce
ne zanimaju. Da bismo izbjegli nepotreban racun, Zelimo naci eksplicitnu formulu za a,,.
Dakle, formulu koja nece racunati ¢lan a, rekurzivno preko a,_;, nego ¢e davati a, ekspli-
cite kao funkciju od n.

Promatraju¢i rekurzivno zadanu jednadzbu (2.1, s poCetnim uvjetom, uoavamo da za-
pravo imamo sustav od beskona¢no mnogo jednadzbi koje nam racunaju vrijednosti ¢lanova
niza (a,),>o.- Kako bismo obuhvatili sve informacije sadrZane u tih beskona¢no mnogo jed-
nadzbi, i ujedinili ih u jednu jednadZzbu, koristimo se pojmom funkcije izvodnice. Zato
sada dajemo sljedecu definiciju.

Definicija 2.1.2. Neka je (f,).>0 niz realnih brojeva. Formalni red potencija F(x) =
Yo [uX" zove se obicna funkcija izvodnica niza (f,)nso.

Napomena 2.1.3. Primijetimo ovdje kako smo mogli promatrati i niz (f,),>0 kompleksnih
brojeva, ili pak niz brojeva u bilo kojem drugom polju F.

S obzirom da ¢emo u daljnjem koristiti samo obi¢ne funkcije izvodnice, koristit ¢emo
se kra¢im terminom funkcija izvodnica.
U ovom primjeru definirat cemo funkciju izvodnicu

(&9

G(x) = Z a,x".

n=0

U nastavku ¢emo spretno koristiti jednadZzbu danu u (2.1) kako bismo dobili eksplicitan
oblik za G(x). U tu svrhu ispiSimo prvih nekoliko jednadzbi, za n € N, te n-tu jednadzbu
pomnoZimo potencijom x". Dakle, imamo ovako:

ay=Lag—m [-x
a=Lta,—m |-x*

az=Ctay—-m |-x°

Sada, formalnim zbrajanjem svih tih jednadzbi dobivamo jednakost

(o) (o)
an+1xn+1 — fzanx%l _ mZXrHI'
n=0 n=0

e

B
Il
o
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Na ljjevoj strani gornje jednakosti imamo izraz koji je o€ito jednak G(x) — ay. Nadalje,
prvi sumand na desnoj strani jednak je £x Y7, a,x" = €xG(x). Za drugi sumand koristimo
dobro poznati izraz za sumu geometrijskog reda )", x" = 1/(1—-x); i onda je drugi sumand
ocito jednak mx/(1 — x). Kad sve reCeno uzmemo u obzir, dobivamo da je

G(x) — ap = £xG(x) — m——.
1—x

Iz gornje se jednakosti lako izluci G(x), tako da dobivamo

G(x):1k X

“ox A -n(-tn 2.2)

Nakon $to smo pronasli eksplicitnu formulu za G(x), odredujemo eksplicitnu formulu za
a,. Uocimo da jednakost (2.2)) sadrzava redove potencija. Znamo da su dva reda potencija
jednaka ako su im jednaki svi koeficijenti uz odgovarajuce potencije. S lijeve strane jedna-
kosti se, po definiciji od G(x), uz potenciju x" nalazi koeficijent a,. Kako su te dvije strane
jednake, i na desnoj strani jednakosti se uz potenciju x" nalazi koeficijent a,. On Ce biti
prikazan kao suma jer s desne strane jednakosti imamo dva izraza.

Razlu¢imo te izraze. Iz prvog izraza je lako odrediti koeficijent uz potenciju x".

ﬁ =k§(€x)”:;k-f”-x”.

Dakle, koeficijent uz potenciju x" u prvom izrazu je k - £".
Drugi izraz je malo kompliciraniji.

mx - N n . n
(=00 - ) :mx'(;xn)'(nzoh)

Uoc¢imo da je jedan od faktora mx. Iz te ¢injenice odmah znamo da je koeficijent uz poten-
ciju x° jednak nuli, te da bismo odredili koeficijent uz potenciju x" s desne strane, moramo
odrediti koeficijent uz potenciju x*~! koju dobijemo u produktu (32, x") - (X2, £"x").
Postoje dva nacina na koje mozemo odrediti koeficijent uz potenciju x". Prvi nacin je stan-
dardan. U njemu se primjenjuje rastav racionalnih funkcija na parcijalne razlomke.

Ideja je pronaci konstante A 1 B takve da vrijedi:

mx B A N B
(1-x)1-¢x) 1-x 1-¢x

Nakon S$to gornju jednakost pomnozimo s (1 — x)(1 — £x), dobivamo:

mx =(—fA—-B)x+ A + B.
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Znamo da su dva polinoma jednaka ako su im jednaki svi koeficijenti uz odgovarajuce
potencije. Stoga imamo —fA — B = mi A + B = 0. Kada rijeSimo sustav, dobivamo da je
A=-51B=paje

mx __m 1 m 1
1-x)1-¢x) €¢-1 1-x -1 1-¢x
= Ll(—Zx"+Z€”x”)
- n=0 n=0
- Z i(gn — 1"
oy -1

Koeficijent uz potenciju x" u drugom izrazu je ;% (£"—1). Konacno, dobivamo da je rjeSenje

" -1
-1

ay=k-0"—m-

Lako provjerimo da je to zaista rjeSenje. Ako uvrstimo n = 0 u formulu, dobivamo ay = k.
Takoder, imamo

=1

[n+l_£ £n+1_1
an+1:fan—m=f(k-€"—m- 7 1)—m:k'fn+l—m- .

_ :k'€n+l— A
-1 " T

Sada ¢emo opisati tehniku za pretvaranje rekurzivne formule u eksplicitnu formulu.

Postupak pretvaranja rekurzivne formule u eksplicitnu formulu

1. Definiranje funkcije izvodnice G(x) niza (a,),>0-

2. Transformiranje rekurzivne formule u jednadZzbu s G(x). To redovito mozZe biti na-
pravljeno mnoZenjem rekurzivne formule s x", x**!, ili ponekad s x***, te sumiranjem
po svim nenegativnim 7.

3. Odredivanje eksplicitne formule za G(x).

4. Odredivanje eksplicitne formule za a,. Kako je a, koeficijent uz potenciju x" po
definiciji od G(x), pronalaZenje koeficijenta uz potenciju x" s druge strane jednakosti
nam daje traZeno rjesenje.

Napomena 2.1.4. Sada ¢emo prikazati alternativni nacin za odredivanje koeficijenta uz
potenciju X" u drugom izrazu. Ve¢ smo gore obrazloZili zasto cemo traZiti koeficijent uz
potenciju "' koju dobijemo u produktu (3o, x") - (X2, €"x"). Postoji vise nacina kako
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u navednom produktu moZemo dobiti potenciju kojoj je eksponent jednak n — 1. MoZemo
uzeti I (x° = 1) iz prve sume i pomnoZiti ga s Flanom "' x"~! iz druge sume. Ako uzmemo
x iz prve sume i pomnoZimo ga s ¢lanom ""2x""% iz druge sume, takoder dobivamo &lan
s potencijom od x kojoj je eksponent n — 1. Opcenito, ako je i takav daje O <i <n—1,
moZemo uzeti x' iz prve sume i pomnoZiti ga s """ x"7=! iz druge sume. Dobit éemo lan
=11 Tako éemo obuhvatiti sve slucajeve u kojima u produktu dobivamo potenciju
od x kojoj je eksponent jednak n — 1. Dakle, koeficijent uz potenciju x"~' u produktu

(o X") - (X2 'x") je

" -1

AT v+ ] = :
-1

Koeficijent uz potenciju x" u izrazu
u prvom nacinu rjesavanja.

(1—;)12+fx) jem- ‘Z_—‘ll. Jasno, dobili smo isto rjesenje kao

Uvjezbat ¢emo postupak i na sljede¢em primjeru.

Primjer 2.1.5. Uplatili smo K kuna na Stedni racun koji isplacuje p% kamata na kraju
svake godine. Na pocetku svake iduce godine uplacujemo dodatnih D kuna na taj racun.
Koliko c¢e novca biti na racunu nakon n godina? Koliko je najmanje godina potrebno
Stedjeti da bismo pocetni ulog barem udvostrucili, ako je D jednak jednoj desetini iznosa
K, a postotak kamata 4%?

Rjesenje. 1 u ovom primjeru je lako odrediti rekurzivnu formulu koja odreduje niz (a,),»o-
Ako s ap = K oznalimo iznos racuna na pocetku, i stavimo da je a, stanje rauna nakon
n > 1 godina, dobivamo da je

100 +
ay =K, an+1:an+%an+D:Topan+D, n € Ny.

RjeSavat ¢emo zadatak po koracima.

(1) Neka je G(x) = X7, a,x" funkcija izvodnica niza (a,),so-
(2) Nakon mnoZenja rekurzivne formule s x**! i sumiranja po svim nenegativnim n, dobi-

vamo:
- — 100 + p -

n+l _ n+l +1

E Ay X' = n:EO 100 a,x" + n:EO Dx",

n=0

Ako zamijenimo n + 1 s n, lijeva strana jednakosti je jednaka G(x) — ag. Prvi izraz s desne

. L 100 . O ; .
strane jednakosti je jednak Ty’xG(x), a drugi izraz je jednak 1DTx' 1z toga slijedi:
100 + p Dx
G(X)—a() = 100 )CG()C)+ :
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(3) Odredujemo eksplicitnu formulu za G(x):

K Dx

+ .
100+ 100+
1-Toox (1= - 55

G(x) =

(4) Da bismo odredili eksplicitnu formulu za a,, dovoljno je odrediti koeficijente uz poten-
ciju x" s desne strane jednakosti. Primje¢ujemo da je

(o8]

100 + p
1 _ 100+p Z 100
100 n=0
pa je traZeni koeficijent u ovom izrazu jednak K - (]OOS” ) Za drugi izraz primjeCujemo da
je
Dx = 100 + pyn )
= Dx- x"]- x*). (2.3)
(1= x)(1 - T5Lx) (Zf ) (Z;( 00 )

Da bismo u ovom izrazu pronasli koeficijent uz potenciju x", koristit cemo prethodno
objasnjen alternativni nacin; vidjeti Napomenu I u ovom primjeru imamo faktor

.o . . .o o) 00 100 v
koji nam odreduje koju potenciju u produktu (ano x”) : (Zn:o( 108” )"x”) trebamo traziti.
Potpuno analogno prethodnom primjeru odredujemo da je koeficijent uz potenciju x"~!' u

produktu (Z;’f’:o x”) : (ZZ":O( o )”x”) jednak

n— n— 100+p\"
100 + p ‘+ 100 + p 2+_._+ 100 + p +1_( o) 1
100 100 B

(100 + p)* — 100"
~ p- 100!

(100+p)"-100" U

Koeficijent uz potenciju x" u promatranom drugom izrazu |i je D - 51007

konacnici dobivamo da je
(100+p)n+D (100 + p)* — 100"
100 p - 100!

a, =

Odgovor na drugo pitanje dobivamo uvrStavanjem zadanih vrijednosti u dobivenu ekspli-
citnu formulu za op¢i €lan niza a,. Zadano je p = 41 D = K/10. UvrStavanjem u dobivenu
eksplicitnu formulu za a,, uvjet a, = 2K postaje:

100+4\" K (100 +4)" - 100" _
( 100 )+1_0' oo 2k
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Dijeljenjem jednadzbe s K te sredivanjem drugog razlomka s lijeve strane jednakosti dobi-
vamo:

I 1.04"-1
1.04"+ — - — = 2.
10 2 1000
Daljnjim sredivanjem dobivamo:
log(3)
= ~ 6.41
" log 1.04

Dakle, potrebno je Stedjeti 7 godina da bismo pocetni ulog barem udvostrucili.

U sljedecem primjeru ¢emo primijeniti racun s funkcijom izvodnicom gdje nam je za-
dana rekurzivna formula s vise uvjeta.

Primjer 2.1.6. Niz (a,).s0 zadan je rekurzivno s ay = ¢, a; = d i apo = (k+ Day —
ka, + m, za neke nenegativne realne brojeve k i m. Odredimo eksplicitnu formulu za opci
¢lan niza a,,.

RjeSenje. Definirajmo funkciju izvodnicu G(x) = 3", a,x".
Nakon $to pomnoZzimo zadanu rekurzivnu formulu s x**2, te sumiramo po svim nenegativ-
nim n, dobivamo

(o)

Z Apn X" = (k+ 1) i A X —k i a, X" +m i X2,
n=0 n=0 n=0

n=0
Sto je jednako
2

G(x) — a1x — ap = (k + DX(G(x) — a) — kx*G(x) + 1m—xx

Nakon $to uvrstimo ay = ¢ i a; = d u jednakost, dobivamo:

2

(kx® = (k+ Dx + 1G(x) = ¢ + (d — ck — ¢)x + l’"_xx

i onda
c (d - ck —c)x mx’

+ + .
(IT=-x)(1-kx) (1=x)(1-kx) (1-=x)>*1-kx)
Razlu¢imo izraze s desne strane jednakosti. Iz prvog izraza ¢emo lako odrediti koeficijent
uz potenciju x" koriste¢i alternativni nacin rjeSavanja objasnjen u Napomeni Prvi

izraz je jednak
c o0 (o)
- . n\. Ky,
-0k ¢ (Zx) (Z; x)

n=0

G(x) =
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Radeci kao u spomenutoj Napomeni [2.1.4] dobit ¢emo da je koeficijent uz potenciju x" u
produktu (3,7, x") - (X2 k"x") jednak

n+1_1

K'+ K+ 24k + 1 = :
k—1

.. .. . ¢ . yanes|
Koeficijent uz potenciju x" u izrazu T I

Iz drugog izraza ¢emo analogno odrediti koeficijent uz potenciju x". Drugi izraz je jednak

(d—ck—-c)x - -

——— =(d-ck-0o)x- X' k"X .

(1 —x)(1 — kx) ; ;
Iz &injenice da je jedan faktor (d — ck — ¢)x, znamo da je koeficijent uz potenciju x° jednak
nuli, te da bismo odredili koeficijent uz potenciju x", moramo odrediti koeficijent uz poten-
ciju x~! koju dobijemo u produktu (32, x") - (X2, k"x"). Analogno rjeSavanju u prvom
izrazu, zaklju¢ujemo da je koeficijent uz potenciju x"~! u produktu (372, x") - (X2, k" x")
jednak

K" —1
kn—l+kﬂ—2+kn_3+...+k+1:k l
Koeficijent uz potenciju x” u izrazu (i‘:;fl__cz; je (d~ck—c)- {5

U treCem izrazu ¢emo primjeniti rastav racionalne funkcije na parcijalne razlomke.

mx> A . B . C
(1-x2(1-kx) 1-x (1-x2 1-kx

Nakon $to gornju jednakost pomnozimo s (1 — x)*(1 — kx), dobivamo:
mx* = A(1 — x)(1 — kx) + B(1 — kx) + C(1 — x)*.

Daljnjim sredivanjem i primjenom teorema o jednakosti polinoma dobivamo sustav:

kA+C=m
(k+1DA+kB+2C =0
A+B+C=0
Kada rijesimo sustav, dobivamo da je A = Tk(ﬁ)zz) B=7iC= ﬁ paje
mx* _mk-2) 1 -m 1 m 1

Q-2 ko) =12 T-x k=1 (=22 G-12 T—kx

Da bismo drugi izraz s desne strane gornje jednakosti zapisali kao sumu potencija, promo-
trit ¢emo jednakost

=l+x+x+x 4+,
1-x
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Kada tu jednakost deriviramo, dobivamo:

1
(I-x)7?

=14+2x+3x%+---. (2.4)

Primjenom ve¢ koriStenih rastava geometrijskih redova za 1/(1 — x) 1 1/(1 — kx), te jedna-
kosti (2.4), dobivamo

i .
(1—x’)7§f1—kx):k’111( ZX _Z(”+1)x+—; )

.. .. . 2 -2 k" v e .
Koeficijent uz potenciju x" u izrazu % je —( o~ (m+ D+ m) U konacnici

dobivamo da je trazeno rjesenje

- k-1 k-2 K

G =t d—ck- o) _1+k'fl(k_1—(n+1)+k_1)
1 k-2 K

d-(K —1)—ck- (" =1 (—— )
= 1( k= 1) =ck-( ) +mli k-1

2.2 Produkt funkcija izvodnica

U prethodnom odjeljku smo prikazali kako, koristeci funkcije izvodnice, moZemo odrediti
op¢i Clan niza definiranog rekurzivnom relacijom. No, u svim primjerima je bila samo
jedna funkcija izvodnica. U ovom odjeljku ¢emo prikazati kako tretirati produkt vise funk-
cija izvodnica.

Prvo ¢emo definirati produkt dviju funkcija izvodnica. Tu zapravo radimo analogno kao u
Napomeni [2.1.4

Lema 2.2.1. Neka su (a,)n>0 i (by)ns0 nizovi realnih brojeva i neka su A(x) = Y7o a,x" i
B(x) = ;" byx" njihove odgovarajuce funkcije izvodnice. Definirajmo niz c, = Y, a;b,_;
kojem je odgovarajuca funkcija izvodnica C(x) = },°, c,X". Tada vrijedi

A(x)B(x) = C(x).
Odnosno, koeficijent uz potenciju x" u produktu A(x)B(x) je ¢, = Yi_ Qiby—i.

Dokaz. Kada mnoZimo beskonacne sume A(x) = ag + a;x + a,x> + - -+ i B(x) = by + by x +
byx* + - -+, mnoZzimo ih na nacin da svaki ¢lan prve sume pomnoZimo sa svakim ¢lanom
druge sume pa te produkte zbrojimo. Svaka dva pomnoZena ¢lana su oblika a;x'b;x/. Da
bismo u produktu dvaju ¢lanova dobili potenciju kojoj je eksponent n, mora vrijediti j =
n — i pa je oblik a;x'b;x’ jednak a;b,_;x", $to smo i htjeli dokazati. O
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Teorem koji slijedi je kombinatorna posljedica prethodne leme. No prije nego iskazemo
teorem, nacinimo malu digresiju kako bismo lakSe razumjeli teorem.

Napomena 2.2.2. Za broj n € N ¢e skup L, = {1,2,...,n} predstavljati skup od prvih n
prirodnih brojeva.

Digresija. Oznacimo s a, broj nacina na koji u skupu L, moZemo izabrati k-Clane
podskupove; ovdje je k € N neki fiksiran broj. Dobro je poznato da je a, = (’;), broj
kombinacija bez ponavljanja od po k elemenata u n-Clanom skupu. Jasno, za n < k je
(Z) = (. Tako posebno imamo da je funkcija izvodnica koja racuna broj takvih struktura,
tj. broj k-Clanih podskupova u L,, jednaka

A(x)=Zanx”:(lli)x’%(kz1)x"“+---+(2)x”+---.

n=1

Isto tako, oznac¢imo s b, broj nacina na koji elemente u L, mozemo poredati u niz; tj., broj
nacina na koji elemente u L, moZzemo napisati kao uredenu n-torku. Dobro je poznato da
je b, = n!. I onda je pripadna funkcija izvodnica koja raCuna broj takvih struktura, tj. broj
uredenih n-torki od elemenata u L,, jednaka

B(X)= ) byx" = 1lx+20 4+ nld" + -

n=1

Sada pretpostavimo da smo skup L, napisali kao disjunktnu uniju skupova §; = {1,2, ..., i}
iT;,={+1,i+2,...,n},zai =0,1,...,n Znaci, parovi (S;, T;) tih skupova su §¢ = 0
1Ty =1L, Sy ={1}1T, =1{2,3,...,n}, itd. Posebno je zadnji par S, = L, 1T, = 0.
Pogledajmo sada neku konkretnu disjunktnu uniju L, = S; U T}, te onda pogledajmo na
koliko nacina moZemo u §; izabrati k-Clane podskupove, a u isto vrijeme Clanove iz T;
poredati u uredene nizove, od po n — i elemenata. OCito je taj broj jednak (,’()(n —i)! za
i < n,odnosno 0 za i = n. (Naime, prazan skup 7, = 0 “moZemo poredati u 0-torke” na 0
nacina.) Ako sada s ¢, ozna¢imo broj svih mogucih tako dobivenih parova (a, ), gdje je &
neki k-Clani podskup u nekom skupu S; i 5 neka uredena (n — i)-torka u skupu 7}, onda je
ofitocyp =c; =---=c¢; =0, te

k k+1 k+j—-1
ck+j:(k)j!+(k)(j—l)!+---+( ]J{ )1!, jeN.

Oznacimo pripadnu funkciju izvodnicu s

[Se]

C(x) = Z c,x' = \ c,x".

n=1 n=k+1
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Ali onda se odmah vidi da je A(x)B(x) = C(x); tj.,

k k+1
((k)xk+( i )xk“+~--)(1!x+2!x2+...):ck+1xk+1+ck+2xk+z+,_,

Sada iskaZimo najavljeni teorem.

Teorem 2.2.3. (Produktna formula)

Neka je a, broj nacina na koji se u n-clanom skupu L,, mogu dobiti neke strukture, nazovimo
ih tipa 1, te neka je b, broj nacina na koji se u skupu L, mogu dobiti neke druge strukture,
nazovimo ih tipa 2. Oznacimo s A(x) i B(x) pripadne funkcije izvodnice koje su odredene
nizovima brojeva (a,) i (b,). Pogledajmo sada sve particije skupa L, u (disjunktnu) uniju
L, =S, UT;, gdjesuS; = {1,2,...,i}iT;, ={i+1,i+2,...,n}, zai = 0,1,...,n.
(Primijetimo da je posebno Sy = T, = 0.) U svakoj takvoj particiji pogledajmo broj
nacina na koji u konkretnom S; moZemo dobiti strukture tipa 1, a u T; strukture tipa 2. 1
neka je onda c, ukupan broj tako dobivenih struktura tipa 1 za neki S ; i dobivenih struktura
tipa 2 za odgovarajuci T;, kada je i bilo koji indeks iz skupa {0, 1, ...,n}. Ako sada s C(x)
oznacimo funkciju izvodnicu koja je odredena s nizom tih brojeva (c,), onda je

A(x)B(x) = C(x).

Dokaz. Pretpostavimo da u skupu L, radimo strukture tipa 1. Onda je a, broj nacina na koji
se mogu dobiti te strukture, a A(x) = Y ., a,x" pripadna funkcija izvodnica. U tom istom
skupu radimo strukture tipa 2, pa je b, broj naina na koji se mogu dobiti te strukture,
a B(x) = X7, b,x" pripadna funkcija izvodnica. Znamo pomnoZiti te dvije sume. U
svakom produktu dobivamo broj nacina na koji se moZe dobiti trea vrsta strukture koju
¢ine parovi struktura tipa 1 i tipa 2. S obzirom da paralelno radimo strukture tipa 1 i tipa 2
na particijama skupa L,, promatrat éemo samo one produkte u kojima dobivamo potenciju
x". (Ako bismo L, podijelili na skupove od 11 n — 1 elemenata, radili bismo paralelno
strukture a; 1 b,_y, itd.). Po Lemi [2.2.1{znamo da je koeficijent uz potenciju x" u produktu
A(x)B(x) jednak } , a;b,_;. Ta suma opisuje c¢,. Zakljucujemo da je A(x)B(x) = C(x). O

Zbog daljnjih potreba sjetimo se generalizirane forme binomnog teorema. Najprije, za
realan broj s € R definiramo poopéene binomne koeficijente

(s)_ s(s=1D---(s=k+1)
k| k! ’

kENO;

1 posebno je (8) = 1. Sada promatrajmo funkciju

f:(-1,) >R, f(x)=1+x)"
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Lako se racunaju viSe derivacije te funkcije:
f(k)(x) =s(s=1D---(s—k+ 1D+ x)s—k.

I onda se za Taylorov razvoj Yo, cxx*, funkcije f(x) oko x, = 0, raunaju koeficijenti
cx = fP(0)/k!. To znaci da je pripadni Taylorov razvoj

(1+X)S=Z(;:)xk=1+sx+(;)x2+--.+(z)xk+....

k=0
Primjer 2.2.4. Semestar na fakultetu traje n dana. Na pocetku svakog semestra, dekan
dijeli semestar na dva dijela. To radi na nacin da prvih k dana cini teorijski dio, a drugih
n — k dana praksa uz uvjet da je 1 < k < n — 2. Zatim bira jedan praznik u prvom dijelu
semestra i dva praznika u drugom dijelu semestra. Na koliko nacina dekan, uz dane uvjete,
moZe rasporediti semestar?

Rjesenje. Oznacimo s ¢, broj nacina na koji dekan mozZe rasporediti semestar. Odmah
vidimo da je ¢, = Z;f k(";k). Zelimo pojednostaviti eksplicitnu formulu za opci ¢lan
niza ¢, pa ¢emo promatrati svaki problem pojedina¢no. Odmah vidimo da imamo k nacina
na koje mozemo izabrati jedan praznik u prvom dijelu semestra (a; = k) i (’;) nacina na
koje moZemo izabrati dva praznika u drugom dijelu semestra (b,, = ('g)), gdje je m =
n — k. Pripadne funkcije izvodnice ovih nizova su A(x) = Yo, kx* i B(x) = Yo, (’Z)xm
Analognim ra¢unom kao u (2.4) dolazimo do jednakosti

X x?
(1-x)? (1-x)*
Po Teoremu znamo da za pripadnu funkciju izvodnicu niza (c,),»3 vrijedi jednakost
C(x) = A(x)B(x) pa je

A(x) =

B(x) =

3

_ __x — 301 _ S
C(x) =A(x)B(x) = T x(1—x)".
Primjenom generalizirane forme binomnog teorema dobivamo:
=5} ()(5-1) - (=5-(n-1)) (_1)n5(5 +1)---5+(n-1))
nj) n! - n!
T U L
=D ‘(1)(4)'

I onda je, koriste¢i Taylorov razvoj,

[59) (o)

Cx) = X Z (—’15)(_1)an - Z (n : 4)x” _ i (n: 1)x”.

n=0 n=0 n=3

v . v . . ]
TraZeno rjesenje je ¢, = (”1 )



POGLAVLIJE 2. OBICNE I EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE 1ZVODNICE 20

Primjer 2.2.5. Pretpostavimo da dekan bira neke dane u oba dijela semestra za samos-
talno ucenje. Na koliko nacina moZe rasporediti semestar?

Rjesenje. Oznacimo s ¢, broj nacina na koji dekan moze rasporediti semestar. I ovdje ¢emo
¢emo promatrati svaki problem pojedina¢no. Odmah vidimo da imamo 2* nacina na koje
moZemo izabrati neke dane za u¢enje u prvom dijelu semestra (a; = 2¥) i 2" na¢ina na koje
mozemo izabrati neke dane za ucenje u drugom dijelu semestra (b,, = 2™), gdje je m =
n — k. Pripadne funkcije izvodnice ovih nizova su A(x) = Y2, 2¢x" i B(x) = Yo, 2"x™,
Primjenom izraza za sumu geometrijskog reda dolazimo do jednakosti

1
A(X) = B(X) = m

Po Teoremu [2.2.3| znamo da za pripadnu funkciju izvodnicu niza (c,).»0 vrijedi jednakost
C(x) = A(X)B(x) pa je

C(X) = A(X)B(X) = m

Analognim ra¢unom kao u || dolazimo do jednakosti C(x) = %A’(x) paje

(o8] [oe)

C(x) = %(i 2"x"), =21 Z n- 2yl = Z n- 2yl = i(n +1)- 2"y,
n=0

n=1 n=1 n=0

Trazeno rjeSenje je ¢, = (n + 1) - 2".

2.3 Kompozicija funkcija izvodnica

Na pocetku ovog odjeljka pogledajmo sljedeci primjer. Neka je L, = {1,2,...,n}, kako
smo bili rekli, skup prvih n prirodnih brojeva. Oznacimo s A, skup svih uredenih parova
(x,y), takvihda su x,y € L, 1da je x # y. Naglasimo kako je u uredenom paru bitno koji je
element na prvom, a koji na drugom mjestu para. Isto tako, neka je a, broj uredenih parova
u skupu A,. Posebno je

A =1{(1,2),2, D} 1 A;=1{(1,2),(2,1),(1,3),(3, 1), (2,3),(3,2)}.

I jasno, opéenito je a, = n(n — 1). Primijetimo isto tako da je a; = 0.
Gledajmo sada sljedecu konstrukciju. Recimo da smo skup L, “razbili” u particiju na
k < n “cjelobrojnih segmenata”; tj., da imamo

L,={1,2,....n}U{m +1,...,m}U---U{m_ +1,...,n = n},
zaneke 1 <n; <ny <--- <m_; < ng = n. OznaCimo dobivene “cjelobrojne segmenate”

Sh={1,2,....,m}, Si={m+1,....m}, ..., Sk=(m_ +1,....n},
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1 onda gornju particiju zapisujemo kao
L,=S!u-..us¥k (2.5)

Zapravo, gledat ¢emo sve moguce particije za konkretan L,. Naprimjer, zan = 2,314
imamo:

L={1}u{2} 1 Ly={1}U{2}U{3} ={1}U{2,3} ={1,2} U {3},

te
Ly={1} V{2 U3t Uu {4} = {1} U {2} U (3,4} = {1} U{2,3} U {4}
={1}u{2,3,4}={1,2}u{3ju {4} ={1,2} U {3,4} = {1,2,3} U {4}.

Znaci, za L, imamo 2 particije, za L3 imamo 4 particije, 1 za L, imamo 8 particija. Jasno,
za opceniti L, imat éemo 2"~! particija. Tu je bitno primijetiti kako za jednu od particija
od L, uzimamo i sam L,. Sada pogledajmo neku tipi¢nu particiju  od L,; recimo da je &
dana kao u . I onda pogledajmo broj nafina na koji u svakom S’ moZemo napraviti
uredene parove. OCito su ti brojevi dani kao ay,,, a,,—n,, . . ., an—pn,_,, redom. I zatim stavimo

Ar = Qn,Qpy—p, * " Ay, -

(Recimo za particiju o = {1} U {2} U {3,4} od L4 je a, = ajaja, = 0-0-2 =0, dok je za
particiju m = {1,2} U {3,4} od L, broj a, = axa, = 2 - 2 = 4.) Konacno, definirajmo broj 4,
kao zbroj svih a,, kada 7 prolazi skupom svih particija od L,. Gledajuci gornje particije od
L, i L3, zaklju¢ujemo da je jedini netrivijalan doprinos u ra¢unanju brojeva h, i h; dobiven
od samih particija L, 1 L. Zato je

h2:a2 1 h3:(13.

S druge strane, kada gledamo svih 8 particija od Ly, jedini netrivijalan doprinos dobivamo
od same particije Ly 1 od gore promatrane particije 7 = {1,2} U {3,4}. Kao posljedicu
imamo da je
hy =ara, +as =2-2+4-3 =16.
Zapravo, u ovom primjeru imat ¢emo netrivijalan doprinos u zbroju koji definira %, samo
od particija u kojima nema jednoclanih “cjelobrojnih segmenata”; tj., od onih particija (2.5)
u kojima svaki skup S’ ima barem 2 elementa.
Sada uvedimo sljedecu definiciju.

Definicija 2.3.1. Neka je F(x) = )., fuX" formalni red potencija te neka je G(x) formalni
red potencija kojem je slobodni ¢lan jednak nuli. Tada definiramo

FG) = Y fuGQ)' = fy+ AG() + HG@P + -+
n=0
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Sljedeci teorem prezentira glavnu primjenu metode komponiranja funkcija izvodnica.
Za njegovo bolje razumijevanje dobro ¢e nam do¢i gore promatrani primjer.

Teorem 2.3.2. Neka je a, broj nacina na koji se u n-clanom skupu L, mogu dobiti neke
strukture, pri cemu pretpostavimo da je posebno ay = 0. Oznacimo s A(x) pripadnu funk-
ciju izvodnicu koja je odredena nizom brojeva (a,). Pogledajmo sada sve moguce particije
nt skupa L, oblika S U --- U S, onako kako smo to imali u , pri cemu je k < n i svaki
S! je neprazan skup. Na svakom od tih skupova S' gledajmo sve moguce strukture koje
promatramo, i broj takvih oznacimo s a.(r). Zatim stavimo a(r) := ]_[f;l ai (m), i konac¢no
h, = Y. a(n), gdje sumiramo po svim mogucim particijama od L,. Posebno uzimamo da
je hg = 1. Ako sada s H(x) oznac¢imo funkciju izvodnicu koja je odredena nizom tih brojeva
(hy,), onda je

H(x) = [ AG)"
Dokaz. Kada skup L, podijelimo na k dijelova, dobivamo particiju saCinjenu od k skupova,
te na njima radimo neke strukture. Po Teoremu dobivamo da je A(x)* pripadna funk-
cija izvodnica koja raCuna broj takvih struktura. Ovisno o tome na koliko smo skupova
dijelili skup L, te radili strukture na tim skupovima, sumiranjem po svim k € N, dobivamo
Yo A(x)*. Kako je ag = 0, niti jedan red potencija A(x)* nema slobodni ¢lan razli¢it od
nule. Ali po definiciji od H(x) je hy = 1 pa je

Hx) =1+ ) A=) Ax)f= —.
kZ:; kzz(; 1-A(x)

O

Napomena 2.3.3. Uocimo kako u Teoremu[2.3.2|ne dozvoljavamo particije koje su sacinjene
od praznih skupova. Kako skup L, moZemo dijeliti na proizvoljan broj skupova, mogli bi-
smo imati beskonacno mnogo particija. U Teoremu skup L, dijelimo tako da particije
cine dva skupa. Zbog toga nemamo ogranicenja.

Primjer 2.3.4. U liniji stoji n vojnika. Casnik dijeli liniju na vise mjesta te formira manje
(neprazne) jedinice. Zatim imenuje jednu osobu za zapovjednika u svakoj jedinici. Neka je
h,, broj nacina na koji moZe to uciti. Pronadimo zatvorenu formulu za h,,.

Rjesenje. Oznacimo s h, broj naina na koji ¢asnik moZe rasporediti vojsku. Odmah
vidimo da imamo k nacina na koje mozemo izabrati zapovjednika u jedinici od k£ osoba pa
jea, = kiondaje A(x) = Yo, kxk = -7 Po Teoremu imamo

B 1 X
1-A(x) 1-—25 1 —3x+x%

H(x) =
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gdje je H(x) funkcija izvodnica niza (h,),>-
Da bismo odredili koeficijent uz potenciju x" s desne strane jednakosti, promatrat ¢emo

izraz riﬂz Koristit éemo rastav racionalne funkcije na parcijalne razlomke. Korijeni
jednadzbe 1 —3x+ x* sua = 3+‘f ig=2 ‘F paje
1 1 A B

1-3x+x2 (-a)x-p) x—-a x-8
Nakon $to gornju jednakost pomnoZzimo s (x — @)(x — ), dobivamo:
1=(A-B)x—-AB+ Ba.

Iz teorema o jednakosti polinoma slijedi daje A — B = 01 —AB + Ba = 1. Kada rijeSimo
sustav, dobivamo daje A = B = 1/ V5, paje

1 1 1 1
1-3x+x2 5\x—-a x-8/
Uocimo da je « - B = 1, pa mnoZenjem prvog razlomka (s desne strane) gornje jednakosti
s 8 1 drugog razlomka s @, dobivamo:

1 1 a
—— = — "X - "X
1 —3x+ x? \/5(1—006 1—,8x) ( Za BZ'B )
Slijedi da je koeficijent uz potenciju x" u izrazu m jednak L

\B(af’“rl — "1, S obzirom
da nas zanima koeficijent uz potenciju x" u izrazu dobivamo da je traZeno rjeSenje

X
1-3x+x2°

1
=—(@@@" -p" > 0.
hy \/5(04 B, n>0
Pogledajmo na kraju specijalan sluc¢aj kada u jedinici imamo samo 4 vojnika. Zapravo,
ako te vojnike numeriramo brojevima od 1 do 4, onda namjesto njih mozemo gledati skup
L,. Na pocetku ovog odjeljka smo vidjeli da imamo 8 particija skupa L. I za svaku od njih
se lako mogu raCunati svi moguéi nacini na koje “izabiremo zapovjednike”. Naprimjer, za
particiju {1} U {2} U{3}U {4} imamo 1 nalin, za particiju L, imamo 4 nacina, itd. Ukupno se
dobije hy = 21 nacin. S druge strane, kako smo rekli, imamo A(x) = x+2x>+3x3 +4x*+- - -
Ako bismo sada racunali

H(x) = A(x) + AX)? + Ax)> + A0 + - -+,

vidjeli bismo sljedeée. U A(x) je monom koji sadrzi potenciju x* izraz 4x*; u A(x)* se
monom koji sadrzi potenciju x* dobiva kao (2x*)*> + x - 3x* + 3x* - x = 10x*; u A(x)® se
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monom koji sadrZi potenciju x* dobiva kao x - x - 2x* + x - 2x* - x + 2x% - x - x = 6x*; u
A(x)* se monom koji sadrZi potenciju x* dobiva kao x - x - x - x = x*; dok za vise potencije
A(x)’, za j > 5, ne moZemo dobiti monom koji sadrzi potenciju x*. ZakljuCujemo da je
hy =4+ 10+ 6+ 1 = 21; jasno, kako smo i prije racunali. Kako smo gore vidjeli, isto tako
imamo da je

1 1

hy= —— (3 + V5 -3- V5)H = ——214-3*V5+4.3V5°
0= m G V9 -6 VI = + )
P

=53 +3.5= =21

Naravno, 1 opet smo dobili isti rezultat, 74 = 21. Odavde se vidi prednost nacina raCunanja
brojeva h, u ovom primjeru, preko prethodnog teorema. Naime, ve¢ naprimjer za jedinicu
od n = 10 vojnika, ukupan broj nacina na koji tu jedinicu mozemo dijeliti na nekoliko
manjih, i onda u svakoj od njih izabirati zapovjednika, je dosta velik; i bilo bi ga mukotrpno
racunati na prva dva opisana nacina. (Primijetimo da je broj particija te vojne jedinice, koje
moramo gledati, jednak 2° = 512.) S druge strane, racunamo

1
ho = ——=(3+ V5" - (3 - V5)'%) = 6765.
2104/5
Primjetimo da smo u Teoremu radili pojedinacno strukture na svakom skupu neke
particije. Sada nas zanima kako bismo mogli sloZiti neku strukturu na skupovima koji su
elementi neke particije. Sljedeci teorem poopcava prethodni teorem.

Teorem 2.3.5. (Formula kompozicije)

Neka je a, broj nacina na koji se u n-clanom skupu L,, mogu dobiti neke strukture, nazovimo
ih tipa 1, te pretpostavimo da je ay = 0. Isto tako, neka je b, broj nacina na koji se u
skupu L, mogu dobiti neke druge strukture, nazovimo ih tipa 2, pri ¢emu je sada by = 1.
Oznacimo s A(x) i B(x) pripadne funkcije izvodnice koja su odredene nizovima brojeva (a,,)
i (b,). Pogledajmo sada sve moguce particije skupa L,, isto kao u Teoremu [2.3.2} I onda
neka je g, broj nacina na koji na svakom skupu proizvoljne particije od L, moZemo dobiti
prvo strukture tipa 1, a zatim na skupu svih skupova koji ¢ine particiju dobiti strukture tipa
2. Posebno stavimo da je gy = 1. Ako sada s G(x) oznacimo funkciju izvodnicu koja je
odredena nizom tih brojeva (g,), onda je

G(x) = B(A(x)).

Dokaz. Kada skup L, podijelimo na k dijelova, dobivamo k-Clanu particiju, te na svakom
skupu te particije pojedina¢no radimo strukture tipa 1. Po Teoremu [2.2.3] dobivamo da je
A(x)* pripadna funkcija izvodnica koja ratuna broj takvih struktura. Istovremeno na toj
k-Clanoj particiji radimo strukture tipa 2. Dobivamo da je b, broj nacina tako dobivenih
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struktura. Ovisno o tome na koliko smo skupova dijelili skup L, te radili strukture tipa 1 i
tipa 2, sumiranjem po svim nenegativnim k, dobivamo da je G(x)=Y.;2, brA(x)* $to smo i
htjeli dokazati. O

U sljede¢em primjeru ¢emo koristiti prethodno opisan teorem.

Primjer 2.3.6. U liniji stoji n vojnika. Casnik dijeli liniju na vise mjesta te formira manje
(neprazne) jedinice. Zatim bira skup jedinica za nocnu straZu (dozvoljava se i prazan
skup). Na koliko nacina casnik moZe ovako rasporediti vojsku?

Rjesenje. Oznalimo s g, broj naina na koji ¢asnik moZe rasporediti vojsku. Odmah
vidimo da imamo jedan nacin na koji mozemo izabrati sve vojnike unutar neke jedinice.
Kako biramo vojnike u svakoj pojedinacnoj jedinici od ukupno k jedinica imamo k faktora
po 1 paje a; = 1. Kako je ay = 0, imamo A(x) = Y2, x* = 7. Znamo da je broj
podskupova nekog skupa od m elemenata jednak 2" pa je b,, = 2" broj nacina na koji
mozemo izabrati skup jedinica za no¢nu strazu. Pripadna fukcija izvodnica ovog niza je

B(x) = ﬁ Primjenom Teorema dobivamo

1 1—x 1 X
C)=BAM) = —5 =73, " T-3r  1-3x

gdje je G(x) funkcija izvodnica niza (g,),>o. Daljnjim raCunanjem dobivamo

G(x) = i 3" - i 3ttt = i 3" — i 3ty
n=0 n=0 n=1

n=0
— 1+ 22 3y,
n=1

TraZeno rjeSenje je g, = 2- 3", zan > 1.

2.4 Eksponencijalne funkcije izvodnice

U nekim zadatcima ne moZemo dobiti zatvorenu eksplicitnu formulu koriste¢i obi¢nu funk-
ciju izvodnicu. Nekad zatvorena formula ne postoji, a nekad nam je potrebna drugacija
funkcija izvodnica. Promotrimo sljedeci primjer.

Primjer 2.4.1. Niz (a,).>0 zadan je rekurzivno s ay = 1 i a,y1 = (n+ 1)(a, —n+ 1), za
n > 0. Odredimo zatvorenu formulu za op¢i ¢lan niza a,,.
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Ako pokusamo ovu rekurzivnu formulu pretvoriti u eksplicitnu koristeéi obi¢nu funk-
ciju izvodnicu, ne¢emo dobiti zatvorenu formulu. Razlog tome je Sto niz eksponencijalno
raste. Zato sada dajemo sljedecu definiciju.

Definicija 2.4.2. Neka je (f,).>0 niz realnih brojeva. Formalni red potencija F(x) =
Yo fa zove se eksponencijalna funkcija izvodnica niza (f,)so.

Napomena 2.4.3. Naziv "eksponencijalno” dolazi iz Cinjenice da je eksponencijalna funk-
cija izvodnica niza f, = 1 jednaka e*.

Rjesenje. (Primjer[2.4.1]) U ovom primjeru definirat ¢emo eksponencijalnu funkciju izvod-
nicu

[se] xn

Ax) = Z_; .
Postupak rjeSavanja ovakvih zadataka je analogan postupku rjeSavanja zadataka gdje se
primjenjuju oblcne funkcije izvodnice. Dakle, nakon $to pomnoZimo zadanu rekurzivnu

formulu s (;‘1 Ti> € sumiramo po svim nenegativnim r, dobivamo

& & n+1

HZ,ZH(H), Z D 1), Z(n+1)<n—1>( =Ty

S X, X X
—xZana—x 4 (n_l)‘+.xz;

n=0

Koristeci dobro poznatu jednakost )", x"/n! = ¢* dobivamo da je
A(x) — 1 = xA(x) — x*e* + xe”.

Odredujemo eksplicitnu formulu za A(x):
1
A(x) = —— + xe*
I -x

& o L+l
X
DRI
n!

n=0 n=0
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Da bismo odredili eksplicitnu formulu za a,, dovoljno je odrediti koeficijente uz % s desne
strane jednakosti. Koeficijent uz Z—: u prvom izrazu je jednak n!, a u drugom izrazu je

jednak n. Dobivamo da je trazeno rjesenje:

a, =n!+n.

2.5 Produkt eksponencijalnih funkcija izvodnica

Kao u odjeljcima u kojima su opisani teoremi koji vrijede za obicne funkcije izvodnice,
sli¢na pravila vrijede i za eksponencijalne funkcije izvodnice. I ovdje ¢emo prvo definirati
produkt dviju eksponencijalnih funkcija izvodnica.

Lema 2.5.1. Neka su (a;)iso i (bp)k=0 nizovi realnih brojeva i neka su A(x) = Y72 a,-%[ I
B(x) = Yoo bk% njihove odgovarajuce eksponencijalne funkcije izvodnice. Definirajmo
niz ¢, = Yo ('t.’)aibn_i kojem je odgovarajuca eksponencijalna funkcija izvodnica C(x) =
Do cn%. Tada vrijedi

A(x)B(x) = C(x).

Odnosno, koeficijent uz X" /n! u produktu A(x)B(x) je ¢, = Y1y ('Z)aibn,i.
Dokaz. Dokaz se provodi slicno kao u Lemi[2.2.1] Kada mnoZimo beskona¢ne sume A(x)

1 B(x), mnoZimo ih na nacin da svaki ¢lan prve sume pomnozimo sa svakim ¢lanom druge
sume pa te produkte zbrojimo. Svaka dva pomnoZena ¢lana su oblika

x! b x/ X+ ) i+ ) Xt
i 0j— =ai0j ——= ——==| . |"4iDj ——.
i T i+ ))! i T+ ))!
Da bismo u produktu dvaju clanova dobili izraz stupnja n, mora vrijediti j = n — i pa je
oblik (*/) - aib; - &= jednak () - @ib,; - &, §t0 smo i htjeli dokazati. O

Teorem 2.5.2. (Produktna formula za eksponencijalne funkcije izvodnice)

Neka je a, broj nacina na koji se u n-¢lanom skupu L, mogu dobiti neke strukture, nazovimo
ih tipa 1, te neka je b, broj nacina na koji se u skupu L, mogu dobiti neke druge strukture,
nazovimo ih tipa 2. Oznacimo s A(x) i B(x) pripadne eksponencijalne funkcije izvodnice
koje su odredene nizovima brojeva (a,) i (b,). Pogledajmo sada sve particije skupa L, u
(disjunktnu) uniju L, = S U T. U svakoj takvoj particiji pogledajmo broj nacina na koji
u konkretnom S moZemo dobiti strukture tipa 1, a u T strukture tipa 2. I neka je onda
¢, ukupan broj tako dobivenih struktura tipa 1 za neki S i dobivenih struktura tipa 2 za
odgovarajuci T. Ako sada s C(x) oznacimo eksponencijalnu funkciju izvodnicu koja je
odredena s nizom tih brojeva (c,), onda je

A(x)B(x) = C(x).
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Dokaz. Ako skup S ima i elemenata, imamo ('l’) nacina na koje mozZemo izabrati elemente

zaskup S i (Z:i) nacina na koje mozemo izabrati elemente za skup 7 iz skupa L,. Onda je
a; broj nacina na koji se moze dobiti struktura tipa 1 na skupu S, a b,_; broj nacina na koji
se moZe dobiti struktura tipa 2 na skupu 7. To vrijedi za svaki i iz intervala 0 < i < n. Da
bismo dobili broj na¢ina na koji mozemo dobiti strukturu trece vrste od ovako podijeljenih
skupova § 1 T, pomnoZimo (’i‘)ai i b,_;. Sumiranjem po svim i takvimdaje 0 < i < n

dobivamo da je ¢, = 37, (*)aib,—i. Po Lemi[2.5.1|zakljucujemo da je A(x)B(x) = C(x). O

1

Napomena 2.5.3. Uocimo da se Teorem[2.2.3|i Teorem[2.5.2|razlikuju po izboru elemenata
u skupovima koji ¢ine particije. U Teoremu [2.2.3) zahtijevamo da su elementi linearano
poredani (dani u godini, ljudi u redu, ...). Na takvom rasporedu elemenata dijelimo skup
L, na dva dijela, odnosno na dva skupa. U Teoremu nemamo takve zahtjeve. MoZemo
proizvoljno birati elemente iz skupa L, za skupove koji cine particije.

Primjer 2.5.4. Nogometni trener trenira n > 1 igraca. Prvo ih dijeli u dvije grupe, a onda
svaku od tih grupa rasporeduje u liniju. Zatim svakom clanu prve grupe daje crvenu ili
bijelu ili plavu majicu. Svi igraci druge grupe ostaju u svojim zelenim majicama. Na koliko
razlicitih nacina trener tako moZe rasporediti igrace?

Rjesenje. Oznacimo s ¢, ukupan broj nac¢ina na koji trener moZe rasporediti igrace. Pret-
postavimo da trener bira k igraca za prvu grupu. S g; ozna¢imo broj nacina na koji tih £
igraca moze uzeti crvenu ili bijelu ili plavu majicu. Prvo, tih k igrata mozemo na k! naCina
poredati u liniju. I onda, za svakog igra¢a imamo 3 izbora za majicu. Znadi da je a; = 3*k!,
1 onda je pripadna eksponencijalna funkcija izvodnica jednaka

A(x) = Z g1 =
k=0

k' 1-3x

Sli¢no, pretpostavimo da je u drugoj grupi m igraca. S b,, ozna¢imo broj nac¢ina na koji
tih m igraca moZe biti rasporedeno u liniji. Tada je b,, = m!, i pripadna je eksponencijalna
funkcija izvodnica jednaka

(o)

x™ 1
B(x) = ml— = .
m! 1-x

m=0

Po Teoremu [2.5.2] znamo da za pripadnu funkciju izvodnicu niza (c,),»; vrijedi jednakost
C(x) = A(x)B(x) paje

C) = AWB) = = 3 Y
k=0 m=0

1-x —
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Primjenom poznatog algoritma dobivamo da je koeficijent uz x"/n! jednak

3n+1 -1
=n!- .
ch=n 5
Zbog daljnjih potreba prvo ¢emo se sjetiti kako se derivira formalni red potencija “Clan po
Clan™: )
> X! B ,  (a1x) (a,x") 3 S x"
(E ana)—(a0)+1—!+---+ Yy + .- = E dn+1n—!. (26)

n=0 n=0

A zatim definirajmo jo§ jednu vaznu vrstu brojeva.

Definicija 2.5.5. Broj svih particija skupa L, u neprazne podskupove oznacavamo s B(n),
i on se zove n-ti Bellov broj. Posebno stavljamo da je B(0) = 1.

Za te Bellove brojeve imamo ovaj rezultat koji omoguéava njihovo rekurzivno raCunanje.
Teorem 2.5.6. Za sve n € Ny vrijedi rekurzija
Bn+1)= Z "\BG)
o\ .

Dokaz. Gledajmo elementn+1 € L,,;. Ako imamo bilo koju particiju skupa L., element
n + 1 se nalazi u tocno jednom skupu § te particije. Ako je card(S) =k e {l,...,n+ 1},
onda se iz skupa L, = L,,; \ {n + 1} moZe preostalih k — 1 elemenata skupa S izabrati na

(kfl) naCina. A preostalih n + 1 — k elemenata, koji nisu u skupu S, mozemo rasporediti u

particije na B(n + 1 — k) nacina. Slijedi da je

n+l1

B(n+1):Z(kfl)B(n+1—k).

k=1

Ili ako promijenimo indeks sumacije tako da stavimo i = n + 1 — k, §to je ekvivalentno s
k—1=n-1i,ondaje

n n
Bin+1) = ;‘ (n 3 i)B(i) = ; (l_)B(i);
Sto dokazuje teorem. O
Kao jednostavnu posljedicu prethodnog teorema racunamo da je
BO)=B(1)=1, B(2)=2, B3)=5, B#)=15B(5)=52,...

Sada je sve spremno za sljedeci primjer.
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Primjer 2.5.7. Neka je B(x) eksponencijalna funkcija izvodnica niza Bellovih brojeva B(n).
DokaZimo da je B(x) = e,

Rjesenje. 1z prethodnog teorema znamo da za Bellove brojeve imamo rekurziju

Bn+1)=y B(i)(’:),
i=0

uz pocetni uvjet B(0) = 1. U ovom primjeru definirat ¢emo eksponencijalnu funkciju
izvodnicu

Bx)= Y B(n)%.
n=0 '

xn+l

Nakon Sto pomnoZimo zadanu rekurziju s 7=, te sumiramo po svim nenegativnim ,
dobivamo

= S SN
; Bn+ 1)~ = z:; ; B(l)(i)a.
Iz jednakosti (2.6) i Leme[2.5.1]slijedi da je
B'(x) = B(x)e"

B'(x)

B ¢
Nakon integriranja gornje jednakosti dobivamo da je In B(x) = e¢* + C, za neku konstantu
C € R. Ako uvrstimo x = 0, dobivamo da je In B(0) = €* + C, tj. C = —1. Slijedi da je
In B(x) = e* — 1, odnosno vrijedi jednakost B(x) = e !

X

2.6 Kompozicija eksponencijalnih funkcija izvodnica

Kao u prethodnom odjeljku i ovdje teoremi korespondiraju s teoremima obi¢nih funkcija
izvodnica.

Teorem 2.6.1. (Eksponencijalna formula)

Neka je a, broj nacina na koji se u n-clanom skupu L, mogu dobiti neke strukture, pretpos-
tavimo da je ay = 0. Oznacimo s A(x) pripadnu eksponencijalnu funkciju izvodnicu koja je
odredena nizom brojeva (a,). Neka je h, broj nacina na koji moZemo skup L, podijeliti na
particije koje c¢ini proizvoljan broj nepraznih skupova i na tim particijama radimo struk-
ture na svakom skupu. Stavimo da je hy = 1. Ako sada s H(x) oznacimo eksponencijalnu
funkciju izvodnicu koja je odredena nizom tih brojeva (h,), onda je

H(x) = ™,
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Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Teorema Kada skup L, podijelimo na k sku-
pova, dobivamo particiju sacinjenu od k skupova, te na njima radimo neke strukture. Po
Teoremu dobivamo da je A(x)*/k! pripadna eksponencijalna funkcija izvodnica koja
racuna broj takvih struktura. Ovisno o tome na koliko smo skupova dijelili skup L, te radili
strukture na tim skupovima, sumiranjem po svim k € N, dobivamo Y ;- A(x)"/k!. Kako
je ap = 0, niti jedan red potencija A(x)*/k! nema slobodni ¢lan razli¢it od nule. Ali po
definiciji od H(x) je hy = 1 pa je

[Se] [

k k
H(x): 1+ZA§;:) :ZA;—)'C) :gA(x)_
k=1 ’ k=0 :

O

Primjer 2.6.2. Na koliko razlicitih nacina moZemo rasporediti n osoba u grupe tako da
sjede za okruglim stolovima?

Rjesenje. Oznalimo s h, broj nacina na koji mozemo rasporediti osobe. S a@; ozna¢imo
broj nacina na koji k osoba moZemo rasporediti oko okruglog stola. Tada je a, = (k — 1)!1i
njegova pripadna eksponencijalna funkcija izvodnica je

k

= X =\ xk 1
A(x) = ;(k— Dl = ;? :1n(1 _x).

Po Teoremu [2.6.1] imamo

1 - - X"
— ,in(1/(1-x) _ — — 1.
Hx)=e¢ =1 =" E X' = E n! o

n=0 n=0

gdje je H(x) eksponencijalna funkcija izvodnica niza (h,,),0.
Trazeno rjeSenje je h, = n!.

U sljedeem primjeru ¢emo koristiti produktnu formulu za eksponencijalne funkcije
izvodnice i1 eksponencijalnu formulu.

Primjer 2.6.3. Niz (f,).>16 odreduje broj particija skupa L, ¢iji su skupovi velicine 3, 4 i
9. Odredimo eksponencijalnu funkciju izvodnicu F(x).

Rjesenje. S a,, b, i ¢, oznatimo brojeve nacina na koje mozemo sloZiti elemente skupa
L, u skupove particija koji su redom veli¢ine 3, 4 1 9. Neka su A(x), B(x) i C(x) njihove
pripadne eksponencijalne funkcije izvodnice. Prvo ¢emo promatrati jedan jednostavan niz.
S t, oznaCimo broj nacina na koji se moze sloziti skup particije koji je veliine 3. (Particiju
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¢ini jedan skup.) OcCito je 13 = 1, at, = 0 za sve n # 3. Pripadna eksponencijalna funkcija
izvodnica ovog niza je T(x) = x*/3!. Primjenom eksponencijalne formule dobivamo:

3
A(x) = ™™ = 7.

Analognim postupkom dobivamo da je B(x) = x*/4!1i C(x) = x°/9!.

Sada skup L, dijelimo na 3 skupa i na prvom skupu radimo particije ¢iji su skupovi veli¢ine
3, na drugom skupu particije €iji su skupovi veli€ine 4, a na treCem skupu particije Ciji su
skupovi veli¢ine 9. Primjenom produktne formule za eksponencijalne funkcije izvodnice

dobivamo:

4 9

F(x) = A(®BX)C(x) = e+
Teorem 2.6.4. (Formula kompozicije za eksponencijalne funkcije izvodnice)
Neka je a, broj nacina na koji se u n-clanom skupu L,, mogu dobiti neke strukture, nazovimo
ih tipa 1 te pretpostavimo da je ay = 0. Neka je b, broj nacina na koji se u skupu L, mogu
dobiti neke druge strukture, nazovimo ih tipa 2 i neka je by = 1. Oznacimo s A(x) i B(x)
pripadne eksponencijalne funkcije izvodnice koje su odredene nizovima brojeva (a,) i (b,).
U svakoj particiji skupa L, Ciji su neprazni skupovi pogledajmo broj nacina na koji u
svakom pojedinacnom skupu particije moZemo dobiti strukture tipa 1, a u odgovarajucoj
particiji strukture tipa 2. I neka je onda g, ukupan broj nacina tako dobivenih struktura
tipa 1 za svaki skup iz particije i dobivenih struktura tipa 2 za odgovarajucu particiju.
Stavimo da je gy = 1. Ako sada s G(x) oznacimo eksponencijalnu funkciju izvodnicu koja
Jje odredena nizom tih brojeva (g,), onda je

G(x) = B(A(x)).

Dokaz. 1 ovdje je dokaz analogan dokazu Teorema [2.3.5] Kada skup L, podijelimo na k
dijelova, dobivamo k-Clanu particiju, te na svakom tom skupu pojedinacno radimo struk-
ture tipa 1. Po Teoremu dobivamo da je A(x)*/k! pripadna eksponencijalna funkcija
izvodnica koja racuna broj takvih struktura. Istovremeno na toj k-Clanoj particiji radimo
strukture tipa 2. Dobivamo da je b, broj nacina tako dobivenih struktura. Ovisno o tome na
koliko smo skupova dijelili skup L, te radili strukture tipa 1 i tipa 2, sumiranjem po svim
nenegativnim k, dobivamo da je G(x)=2 ., biA(x)*/k! $to smo i htjeli dokazati. O

Primjer 2.6.5. Na stolu se nalazi n razli¢itih karata. Dijelimo karte u grupe tako da grupe
imaju paran broj karata. Zatim slaZemo karte unutar svake grupe. Naposljetku, slaZemo
grupe u liniju. Na koliko razlicitih nacina to moZemo uciniti?

Rjesenje. Oznalimo s g, broj nac¢ina na koji moZemo sloziti karte. S a; ozna¢imo broj
nacina na koji moZemo sloziti k karata unutar neke grupe. Tada je a;, = k! kada je k = 2/ za
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neki / € N. (Za k # 2l je a; = 0.) Pripadna eksponencijalna funkcija izvodnica je jednaka

(o8]

b k 2
X & X
A(X) = k_Ez k'y = E X = 1= xz.

k=2

S b,, oznaCimo broj nacina na koji moZemo sloZziti m grupa u liniju. Tada je b,, = m!.
Pripadna eksponencijalna funkcija izvodnica je jednaka

SR - 1
B(x):mz_om!%:mz_ox’": —.

Prema Teoremu vrijedi jednakost G(x) = B(A(x)) pa je

1 B 1 —x? 14 X2
1_1f22_1—2x2 1 —2x2

=14+ ) )" =1+ ) 2",
m=0 m=0

gdje je G(x) eksponencijalna funkcija izvodnica niza (g,),>o-
Koeficijent uz x"/n! je jednak g, = 2™ 2 - (2m)! kada je n = 2m, odnosno traZeno rjesenje
je

G(x) = B(A(x)) =

L)

g =22""-nl



Poglavlje 3

Funkcije izvodnice u teoriji brojeva

U ovom poglavlju prikazat ¢emo neke primjene rezultata o funkcijama izvodnicama na te-
oriju brojeva. U prvom odjeljku bavimo se particijama prirodnih brojeva i odredujemo bro-
jeve particija od n uz unaprijed postavljene uvjete, a u drugom odjeljku posebno prouc¢avamo
tzv. Bernoullijeve brojeve te odredujemo rekurzivnu formulu preko koje ih raCunamo.

3.1 Particije prirodnih brojeva

U teoriji brojeva, ali i u kombinatorici, pojavljuju se problemi o particijama prirodnih bro-
jeva; vidi npr. [2, Chapter 8]. Naime, ako je n € N, uredena k-torka (ay, ..., a;) prirodnih
brojeva a; € N takvih da je a; > a, > - -+ > g, je particija od n ako je

n=a+a+---+aq.
Tako naprimjer za n = 6 imamo particije

6=5+1=4+2=3+3
=44+1+1=3+2+1=2+2+2
=34+1+1+1=2+2+1+1
=24+1+1+1+1=1+1+1+1+1+1

Definirajmo
p(n) := broj particija od n.

Zanimljiva, ali u isto vrijeme vrlo netrivijalna, zadaca je raCunanje brojeva p(n), zan € N.
Tako je naprimjer p(6) = 11, $to odmah slijedi pobrajanjem gornjih particija broja 6. Isto
tako, mozemo stavljati razne uvjete na particije brojeva koje nas zanimaju. Naprimjer,

34
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mozZemo zahtijevati da je svaka particija (a;,...,a;) takvadajem > a; >a, > --- > ay, za
neki unaprijed odreden broj m € N. Definirajmo

pm(n) := broj particija od n u kojoj je svaki sumand < m.

Ako naprimjer gledamo m = 2 i n = 6, onda se iz gornjeg popisa particija od 6 vidi da su
sada traZene particije

24+2+2=2+4+24+1+1=2+1+1+1+1=1+1+1+1+1+1

Znaci da je p,(6) = 4.
Sljedeci teorem daje funkcije izvodnice brojeva p,,(n).

Teorem 3.1.1. Ako je realan broj x takav da je |x| < 1, onda vrijedi identitet

1 o )
(1—X)(1—x2)...(1_xm) :1+;Pm(f’l)x .

Dokaz. Koristeci teorem o geometrijskom redu, imamo identitet

1
1 —xt

=1+x"+x+-.

I onda vidimo da je lijeva strana u identitetu iz iskaza teorema jednaka
A+x+-+x"+- A+ +-+x"4) (I +x

Mnozenjem svih tih izraza dobivamo sumu oblika

1+ x+cax>+---.

Posebno, uz x" stoji koeficijent ¢, koji je jednak broju svih rjeSenja (ny,n,,...,n,) € N
jednadzbe

n+2n,+ -+ mn, = n.
Isto tako primijetimo da svako takvo rjeSenje (n;,n,,...,n,) daje jednu particiju od n
oblika

m+---+m+m-H)+---+(m-1)+---+1+---+1.
—— N—————

Ny X N1 X niX

Tojest, imamo n; € Ny sumanada j, za svaki 1 < j < m. Ali to zapravo znaci da je
Cn = pum(n). o
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Kao ilustraciju, ali i za bolje razumijevanje dokaza gornjeg teorema, pogledajmo pri-
mjer kada je m = 2. Sada je lijeva strana u iskazu teorema jednaka

1
(I -x)(1-x%)

Ako izmnoZimo izraze na desnoj strani gornje jednakosti, vidimo da x® mozemo dobiti
ovako:

=(l+x+x+0+- A+ +xr+ x5+

1-xX0=xx=x2=x1.

Znaci, rjesenja jednadzbe n; + 2n, = 6 su
(n1,n2) €{(0,3),(2,2),(4,1),(6,0)};
i ona daju skup particija broja 6 jednak
2+2+2,2+2+1+1,2+1+1+1+1,1+1+1+1+1+1},

koji smo 1 prije dobili. I onda je p,(6) = 4, Sto smo takoder vec prije vidjeli.

Vezano uz particije, kazimo 1 sljedece. Pretpostavimo da imamo particiju broja n danu
sn=a +--+a,gdjejea >a, >--- > a,. Tase particija zorno moZze prikazati tzv.
Youngovim dijagramom velicine n,

O g “ee O
D D oo D

O g---04d

tako da imamo k redaka, a u i-tom retku gornjeg dijagrama imamo a; kvadrati¢a 0. Napri-
myjer, particiju 8 = 4 + 3 + 1 prikazujemo kao

Oooao

Ooo

O
Na Youngovim dijagramima, te pripadnim particijama, definirana je operacija konjugira-
nja (ili transponiranja) ovako. Ako je dan neki Youngov dijagram 7, koji je particija od
n, tada se konjugat 7' dobiva tako da “zarotiramo” oblik 7 oko zamisljene dijagonale koja

prolazi gornjim lijevim i donjim desnim vrhom prvog kvadratic¢a u prvom redu. Naprimjer,
ako s  ozna¢imo gornju particiju broja 8, onda je konjugirana particija 7’ jednaka

O o

O
O o
OO
O
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Vezano uz prethodni teorem dokaZimo sljedecu propoziciju.

Propozicija 3.1.2. Broj particija broja n € N u najvise m sumanada jednak je p,,(n), broju
particija broja n u sumande koji su svi < m.

Dokaz. Neka je A, skup svih particija broja n oblikan = a; + - - - + g takvih da je k < m.
Isto tako, neka je B,, skup svih particija n = b; + --- + b, takvih da je svaki b; < m.
Ako je dana neka particija 7 € A, nju prikazujemo Youngovim dijagramom koji ima
najvise m redaka. Ali ako sada napravimo konjugat 7" dobit éemo particiju broja n koja
u svakom retku ima najviSe m kvadratica 0. Drugim rijeima, imamo da je 7’ € 8B,,. Ta
korespondencija 7 — 7’ je evidentno bijekcija sa skupa A, na skup B,,. To posebno znaci
da je
pm(n) := card(8B,,) = card(A,,);
1 propozicija je dokazana. O
Analogno Teoremu [3.1.1] moZe se dokazati i sljedeci teorem.

Teorem 3.1.3. Ako je realan broj x takav da je |x| < 1, onda vrijedi identitet

1
(I -0 =x)(1=x)- -

B(x) := =1+ ) pnx";
n=1

1., ¢(x) je funkcija izvodnica niza brojeva (1, p(1), p(2),...).
Isto tako, ako definiramo

q(n) := broj particija broja n u neparne sumande,

onda je

1 = n.
T T g e S ;"(”)x ’

1., ¥(x) je funkcija izvodnica niza brojeva (1, q(1),q(2),...).

Kao ilustraciju Teorema [3.1.3] pogledajmo primjer particija broja 10 u neparne su-
mande. Sve moguce takve particije su ove:

10=9+1=7+3=T7T+1+1+1
=54+5=5+3+14+1=5+1+14+1+1+1
=3+3+3+1=3+3+1+1+1+1
=34+1+1+1+1+1+14+1=1+1+1+14+1+1+1+1+1+1



POGLAVLIJE 3. FUNKCIE IZVODNICE U TEORIJI BROJEVA 38

S druge strane, ako gledamo kako dobiti potenciju x'° u produktu
A+x+x2+2°+- )0+ +x+ X7+ H)A+x2 +x+--),
onda su sve mogucnosti ove:

=11 x°=1-2 1-=xx=x-1-1-1-%°

==X 1-1-x=x*x°

=xX-1-X°=x"-x=x"
(Ovdje koristimo notaciju x" - x2 - -- x", za produkt u kojem iz j-tog reda, u gornjem pro-
duktu redova, uzimamo faktor x'/; tj., x'i = x%/~1%i za odgovarajuci s; € Ny.) Koji god od
ta dva skupa pobrojili, dobivamo da je ¢(10) = 10.

Dobro je primijetiti kako prethodni teorem pokazuje da zapravo imamo dva nacina
na koje mozemo racunati brojeve p(n); i analogno za brojeve ¢g(n). No, ukoliko bismo
naprimjer htjeli izraCunati (bez primjene racunala) brojeve p(100) i g(100), oba su nacina
prakticki vrlo mukotrpna za provesti. Tu se onda prirodno namece pitanje da se proba naci
neki alternativni nacin racunanja brojeva p(n), ili g(n); a isto tako i razne “varijacije” tih
brojeva koje raCunaju broj particija brojeva n € N, uz neke dane uvjete. Napomenimo kako
naprimjer za brojeve p(n), kada je n velik, nema neke poznate metode koja bi egzaktno
racunala te brojeve. Medutim, postoje neki vrlo netrivijalni rezultati koji govore kako se
funkcija n — p(n) ponaSa asimptotski kada n — oco. Za ilustraciju navedimo bez dokaza
sljedeci rezultat, ¢iji se dokaz moZe naci naprimjer u [2, Chapter 8,6]

Teorem 3.1.4. Asimptotsko ponasanje funkcije n — In p(n) dano je formulom

lim 1“5%”) = 7+2/3.

n—oo

Posebno, iz ovog teorema dobivamo pribliznu vrijednost, ili bolje receno “red veli¢ine”,
broja p(100):

In p(100) _
V100

(Sada je jasno da nam za “racunanje na prste” broja p(100) ne bi bio “jedan Zivot ni pri-
blizno dovoljan”. Jer kada bismo netom iza rodenja odmah poceli popisivati traZene par-
ticije, i to tako da svake sekunde nademo jednu, te da to radimo “24 sata na dan”, u 100
godina Zivota popisali bismo otprilike 3153600000 particija!)

742/3 = p(100) ~ '"V? ~ 1,38 x 10",
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3.2 Bernoullijevi brojevi

U ovom odjeljku prezentiramo neke rezultate iz [3, 1.19.90], koji su prezentirani u [9] u
malo drugacijoj formi.

Pretpostavimo da imamo redove potencija f(z) = Y0 @ (2 —20)F 1 8(2) = Ym0 Pz —20)",
gdje su a;, b; € C, koji oba konvergiraju na otvorenom krugu K(zy, r) € C, za neki radijus
r > 0. Jo§ pretpostavimo:

(V) g(z) nema nultoCaka na K(zo, r); tj., g(z) # 0, za svaki z € K(z, r).

Onda definirajmo funkciju

_ /@

8@’

Jasno da je F, kao kvocijent dvije analitiCke funkcije f 1 g, takoder analiticka funkcija; tj.,
F ima razvoj u Taylorov red

F(2):

F(z) = Z cn(z = 20)",

n>0

Sada je prirodno postaviti sljedece pitanje:
e Kako racunati koeficijente c,, ako znamo koeficijente a, i b,?

Napomena 3.2.1. Radi jednostavnosti pisanja, od sada nadalje pretpostavijamo da je 7y =
0; tj., imamo redove potencija f(z) = Yso @xz", 8(2) = Yomso bnZ™ i F(2) = X0 CnZ"

Da bismo dobili odgovor na gornje pitanje, usporedimo koeficijente uz potencije 7' u jed-
nakosti redova

(co+crz+ 2+ )by +biz+bz” +---) = (ag + a1z + az> + ).
Odmah vidimo da tako dobivamo
C()bo = qay, Cobl +Clbo =a, cob2+c1b1 +C2b0 =day,....

Opcenito,
Cobn +cib,_ 1+ + Cnb() =a, Vne NQ. (31)

I onda dobivamo posebno

ap . a, — coby ayby — apb;
- - 2
by b2
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Ako napiSemo prvih n + 1 gornjih jednakosti (3.1)), dobivamo sustav s nepoznanicama
CoyClyev.5Cpe

C()b() = qdy

Cobl + C]b() =a

Cob2 + Clbl + C2b0 =a

Cobn +cib,_1+--+ Cnb() =a,

Imajuci na umu Cramerovo pravilo, prvo primijetimo da je matrica toga sustava

by O o --- 0
by by o --- 0
M = b2 bl bO . 0
bn bn—l bn—2 e bO

Jasno, det M = bi*! # 0. I onda neka je M, matrica koja se dobije tako da u M posljed-
nji stupac zamijenimo stupcem (ag, a, . .., a,)". (Ovdje “t” oznacava transponiranje retka
(ag,ay,...,a,).) Dakle,

b() 0 0 et A
b] bo 0 e Ay
M, =|by b by - @
bn bn—l bn—2 R

Po Cramerovom pravilu je onda

_detM, detM,

C, = = . 3.2
" detM b (3.2)
Isto tako primijetimo da se iz (3.I) odmah dobije rekurzivna formula za raCunanje c,
pomocu ve¢ dobivenih koeficijenata co, ¢y, . . ., c,—1. Sasvim precizno, imamo
Cp = b_(an - CObn - Clbn—l -t Cn—1b1)~
0

Sada ¢emo gornju proceduru za racunanje koeficijenata ¢, primijeniti u jednom vrlo za-
nimljivom slu€aju. Promatrajmo funkciju

<

F(Z):ez—l'
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Ako stavimo f(z) = 11 g(z) = (¢ — 1)/z, onda je F(z) = f(z)/g(z). Jasno, f(z) = 1 je
(konstantan) polinom, i to je Taylorov red funkcije f u okolini tocke zo = 0. Isto tako,
dobro je poznato da je Taylorov red funkcije g jednak

B 1 z Zn—l
g(z)_ﬂ+j+...+7+...
Znaci da su koeficijenti u tim Taylorovim razvojima:

1
b, =
(n+ 1)

a=1, a,=0 VneN, 1 Vn € Ny.

Odavde slijedi da su koeficijenti ¢, u Taylorovom redu F(z) = },.0c,2" danis ¢ = 1,1
rekurzivno

1 1
—tc—=+ -t =+, =0.
O T Cnclpp 7€

Iz (3.2) u ovom konkretnom slu¢aju dobivamo eksplicite da je

(6]

1 0 0 S
1/2! 1 0 e 0
¢, =det| 1731 172! 1 e 0
m+D! 1/n! 1/m=D! - 0

1/2! 1 0 0
| !

L N

m+D! 1/n! 1m-1! - 1/2!

Ovdje smo u posljednjoj jednakosti koristili Laplaceov razvoj determinante po zadnjem
stupcu.

Definicija 3.2.2. Brojevi
B, :=c,n!, neN,

zovu se Bernoullijevi brojevi.

Bernoullijevi brojevi imaju vrlo vaZznu ulogu u matematici; posebno u kombinatorici 1
teoriji brojeva. Prije negoli kaZemo neSto viSe o njima, primijetimo kako smo u gornjim
razmatranjima zapravo dokazali sljedeci rezultat.

Teorem 3.2.3. Funkcija F(z) =

< . .
T me Taylorov razvoj
e —

(o)

B,
F@ =) =2 Id<om (3.3)

n=0
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gdje su B, Bernoullijevi brojevi. Posebno, F(z) je funkcija izvodnica Bernoullijevih bro-
Jjeva, ili preciznije receno, brojeva B, /n!.

Napomena 3.2.4. Zapravo, mi nismo dali precizan dokaz da funkcija F(z) ima Taylorov
razvoj, dan s (3.3), na skupu |z| < 2n. To se vidi ovako. Prvo se sjetimo Eulerove formule
e" =cosw+sinw, zaw € C. Ako sada stavimo z = x + 1y € C, gdje su x,y € R realni i
imaginarni dio od z, onda je

< X

e =e"-e” =e'(cosy+isiny).

Onda slijedi da je
e—1=0 & e'cosy=1 i e'siny=0.

Iz posljednjeg se para jednadzbi lako dobije da je onda x = 0 iy = 2kn, za k € Z.
Drugim rijec¢ima, pokazali smo da su sve nultocke funkcije ¢* — 1 oblika z; = 2kmni, za
k € Z. Odavde, iz opce teorije analitickih funkcija (Taylorov teorem o razvoju holomorfne
funkcije u red potencija) slijedi da je radijus konvergencije Taylorovog reda od F(z) u
okolini tocke zy = 0 jednak udaljenosti od zo = 0 do najblizeg singulariteta funkcije F(z).
Ali ti najbliZi singulariteti su upravo nultocke +2m1 nazivnika e* — 1, u funkciji F(z). Znaci,
radijus konvergencije je p = | £ 2m — 0| = 2.

Iz (3.1)) i definicije Bernoullijevih brojeva odmah se vidi da imamo rekurzivnu relaciju

za B,-ove:
+1 +1 +1
Bo(n )+Bl(n )+"'+Bn(n ):O’ neN.
0 1 n
Dobivamo rekurzivnu formulu za racunanje Bernoullijevih brojeva:
1 w(k+1
B, = - 1 1 Bk,
n+1&\n+
uz pocetni uvjet By = 1.
Onda se lako racuna:
1 1 1
By=1, Bi=—=, By=—-, B3=0, By=-——,
0 1 5 2% 6 3 4 30
1 1
Bs = Bs=—, B;= Bg=——,...
5 05 6 425 7 O, 8 305

Primijetimo kako B; = Bs = B; = 0 nije slucajnost. Naime, vrijedi sljedeca posljedica
prethodnog teorema.
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Korolar 3.2.5. Za svaki n € N je By, = 0. I onda kao posljedicu imamo da je Taylorov
red

Z N B2n 2
Fio)=1-=+ " 2.
(2) > ; (zn)!z lz| <27

Dokaz. Po prethodnom teoremu imamo da je

4 —
ezzi [~ o= i1 =F2) = ;(_1)n%zn‘
Slijedi da je
—2=F@)-F(-2)=2 2, %zz””.
Usporedbom koeficijenata uz z2"*!, za n € N, korolar slijedi. O

Napomena 3.2.6. Gledajuci gore izracunate vrijednosti Bernoullijevih brojeva By, By, B,
By, Bg i Bg, moglo bi se pomisliti da ce vrijednosti |B,,| biti ogranicene. Medutim, to nije
tako. Naime, sjetimo se sljedece cCinjenice. Ako kompleksna holomorfna funkcija f(z) ima
Taylorov red },-o a,(z — 20)" koji konvergira na nekom otvorenom krugu oko z, radijusa p,
onda po Cauchy-Hadamardovoj formuli imamo da je

. : 1

lim sup v|a,| = —.

n—oo

v .. < . . o
Sada, za nasu funkciju F(z) = T po gornjem teoremu imamo da su koeficijenti a, =

eZ
B>,/(2n)!, za n € N. § druge strane, rekli smo, i komentirali tu cinjenicu, da je radijus

konvergencije pripadnog Taylorovog reda jednak p = 2n. Kao posljedicu navedenoga,

imamo da je
PN T 2

Primjenom Leme ii) slijedi da za svaki € > 0 postoji beskonacno mnogo clanova niza
(aa,) takvih da je Xfar, > 1/(2n+¢). Drugacije receno, potenciranjem zadnje nejednakosti
na 2n-tu potenciju, vidimo da postoji beskonacno mnogo vrijednosti n € N takvih da je

(2n)!
Qr+ &)’

|BZn| >

Tu jos jedino treba primijetiti kako je

DL
e (27 + €)1
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Sazetak

U ovom radu govorimo o funkcijama izvodnicama i njihovoj primjeni pri odredivanju eks-
plicitne formule za op¢i €lan niza. Na samom pocetku dajemo jedan motivacijski primjer
u kojem je potrebno odrediti formulu za op¢i ¢lan niza gdje uvodimo i definiramo obi¢nu
funkciju izvodnicu. Nadalje, popisujemo sve popratne teoreme koje primjenjujemo u raz-
nim primjerima kombinatorickih problema. Na isti naCin uvodimo eksponencijalnu funk-
ciju izvodnicu. Na kraju promatramo funkciju izvodnicu u teoriji brojeva te pomocu nje
dolazimo do rekurzivne formule za Bernoullijeve brojeve.



Summary

In this graduate thesis we are talking about generating functions and their use with deter-
mining the explicit formula for the general sequence member. Right at the beginning we
will show a motivational example in which it’s necessary to determine the general formula
for the general sequence member where we introduce and define the ordinary generating
function. Furthermore, we will describe all following theorems which will be applied in
different examples of combinatorial problems. In the same way we will introduce the expo-
nential generating function. At the end we will observe the generating function in number
theory and use it to get to the recursive formula for Bernoullis numbers.
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