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Sazetak

Otvoreno pitanje u modernoj teorijskoj fizici predstavlja ujedinjenje kvantne me-
hanike i gravitacije unutar istog matematickog formalizma. Mogu¢i pristup pro-
blemu je da pretpostavimo da je na malim skalama prostorvrijeme kvantizirano te
pokusamo konstruirati teoriju polja na takvoj strukturi. U ovom radu konstruiramo
kvantizirane, odnosno nekomutativne varijante homogenih prostora, uzimaju¢i u ob-
zir zahtjev, po uzoru na princip korespondancije u kvantnoj mehanici, da postoji od-
govarajuci limes u kojem se nekomutativni prostor reducira na glatku mnogostrukost.
Konkretna konstrukcija nekomutativnih analogona homogenih prostora ilustrirana je
na primjerima kvantne mehanike i kvantizirane sfere. U kontekstu kvantizirane va-
rijante klasi¢ne sfere uvodimo dinamicke nekomutativne prostore, bazdarnu teoriju

polja te osnovne koncepte kvantne teorije polja na nekomutativnim prostorima.

Kljucne rijeci: homogeni prostori, koherentna stanja, kvantizacija, princip korespon-

dencije, nekomutativni prostori



Towards a field theory on quantized spaces
Abstract

An open question in modern theoretical physics is the union of quantum mecha-
nics and gravity within the same mathematical framework. One approach to this
problem is that we assume that spacetime is quantized on small scales and attempt
to construct a field theory on such a structure. In this dissertation we construct
quantized, that is, noncommutative analogues of homogeneous spaces, taking into
consideration the request that, similarly to the correspondence principle in quantum
mechanics, there is a corresponding limit in which the noncommutative space redu-
ces to a smooth manifold. An explicit construction of noncommutative analogues of
homogeneous spaces is illustrated on the examples of quantum mechanics and the
quantized sphere. In the context of a quantized version of the classical sphere, we
introduce dynamical noncommutative spaces, gauge field theory and basic concepts

of quantum field theory on noncommutative spaces.

Keywords: homogeneous spaces, coherent states, quantization, correspondence prin-

ciple, noncommutative spaces
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1 Uvod

Veoma zivo podrudje istrazivanja u teorijskoj fizici potraga je za matematicki konzis-
tentnim formalizmom koji bi mogao opisati gravitaciju i kvantnu mehaniku unutar
istih matematickih okvira. S jedne strane, imamo kvantnu teoriju polja koja opi-
suje standardni model i koja je eksperimentalno potvrdena do velikih preciznosti.
Dinamika kvantne teorije polja, zajedno s lokalnim bazdarnim simetrijama, odvija
se na ravnom prostorvremenu, a samo prostorvrijeme ne sudjeluje aktivno u dina-
mici. S druge strane, u opcoj teoriji relativnosti i prostorvrijeme i polja koja opisuju
materiju aktivho sudjeluju u dinamici sustava. Dinamika je opisana Einsteinovim

jednadzbama

&G

1
Ry — ég;wR + g = 7va

(1.1)

koje povezuju tenzor energije i impulsa 7),, i geometriju prostorvremena.

Problem na koji nailazimo u ovom pristupu jest taj da je desna strana prethod-
nog skupa jednadzbi podlozna kvantizaciji, dok se pokazuje da je lijeva strana nere-
normalizabilna kada se metrika promatra kao dinamicko polje nad mnogostrukosti.
Neke teorije zaobilaze taj problem, od kojih su najvaznije teorija struna i kvantna
gravitacija petlji (eng. loop quantum gravity). Obje ove matematicki dobro uteme-
ljene teorije predvidaju netrivijalnu strukturu prostorvremena, koju mozemo pripisati
tzv. nekomutativnim prostorima. Za trenutne potrebe intuitivno definiramo nekomu-
tativne prostore skupom komutacijskih relacija izmedu operatora koordinata dane
mnogostrukosti, a kasnije ¢emo rigoroznije konstruirati nekomutativhu mnogostru-
kost. Kako bismo pokazali odakle dolazi motivacija za takvom strukturom prostor-
vremena, primjetimo za pocetak da je u kvantnoj mehanici fazni prostor kvantiziran
komutacijskom relacijom [¢, p| = i/, odnosno da su tocke faznog prostora razmrljane
u Celije minimalne zapremnine /. Takoder, kako bismo ispitivali prostorvrijeme na
Planckovoj skali, trebali bismo koristiti ¢estice vrlo visoke energije. Sto je veéa ener-
gija Cestice, manja joj je valna duljina i u nekom trenutku potrebna valna duljina
moze postati manja od Schwarzschildovog radijusa, pri ¢emu se stvara mikroskopska
crna rupa. Poznato je da se prostorvrijeme unutar tog radijusa ne moze ispitivati.
Doplicher, Fredenhagen i Roberts pokazali su u [5] 1995. da nekomutativni prostori

mogu inkorporirati ovaj problem na nac¢in da nametnu relacije neodredenosti izmedu



koordinata
AZHANE > 12, (1.2)

gdje je [, = \/W/é* ~ 10733 cm Planckova duljina. S obzirom da se na isti nacin u
kvantnoj mehanici postize razmrljanost faznog prostora, ovaj pristup takoder rezul-
tira minimalnim volumenom prostorvremena, $to onemogucava kolaps u crnu rupu.

Pokazuje se da su nekomutativni prostori zanimljivi i u konstrukciji kvantne te-
orije polja. Matematicki rigorozna formulacija kvantne teorije polja dana je Wigh-
tmanovim aksiomima i do sada nije pronadena interagirajuca teorija u 4 dimenzije
koja zadovoljava te aksiome. Stoga je zanimljiv rezultat, pokazan u [16], da pos-
toji interagiraju¢a ¢? teorija na nekomutativhom prostorvremenu. S druge strane,
postoji i restrikcija na moguce modele kvantne teorije polja dana Coleman-Mandula
teoremom [7], koji nalaze da se simetrije ravnog prostorvremena i interne simetrije
teorije mogu kombinirati jedino na trivijalan nacin. Teorija koja zaobilazi taj teorem
je teorija supersimetrija, ali alternativno je pokazano u [17] da Coleman-Mandula
teorem zaobilaze i nekomutativne teorije.

Kako bismo razumjeli odakle dolazi nekomutativnost koordinata, u drugom po-
glavlju iznosimo formalizam deformacijske kvantizacije faznog prostora, pomocu ko-
jeg pokusavamo razumjeti ulogu Poissonove strukture mnogostrukosti u izgradnji ne-
komutativnih prostora. Stoga ¢emo prouciti pojam Liejeve grupe, kao i njoj pripadne
Liejeve algebre, toc¢nije, njihovu geometriju i posebno geometriju tzv. homogenih
prostora. Pokazat ¢emo da struktura Heisenbergove grupe moze igrati ulogu u kvan-
tizaciji faznog prostora. Heisenbergova grupa sluzit ¢e kao konkretan primjer kako
se kvantizira bilo koji homogeni prostor s obzirom na akciju neke Liejeve grupe. Uz
Liejeve grupe, potrebni su nam dodatni matematicki alati, konkretno koherentna sta-
nja i inducirane reprezentacije. U konac¢nici, konstruiramo nekomutativni analogon

sfere S? te uvodimo dinamic¢ke matri¢ne modele.



2 Princip korespondencije

Pri konstrukciji nekomutativnih prostora treba uzeti u obzir da bi se isti trebali re-
ducirati na klasi¢cnu mnogostrukost u odgovaraju¢em limesu. Kako bismo to postigli,
proucavamo za pocetak princip korespondencije izmedu klasi¢ne i kvantne meha-
nike, koji preslikava kvantnomehanicke operatore u funkcije na faznom prostoru
u limesu 7~ — 0. Preciznije, princip korespondencije u kvantnoj mehanici pove-
zuje Poissonovu zagradu klasi¢nih opservabli s komutatorom odgovarajuc¢ih kvant-
nomehanickih operatora. Zacetnici ideje principa korespondencije bili su Dirac i von
Neumann, no pokazalo se da je ideja izjednacavanja klasi¢ne Poissonove zagrade s
kvantnomehanic¢kim komutatorom nekonzistentna. Kako bismo ostvarili konzisten-
tan princip korespondencije, potrebno nam je dobro definirano preslikavanje s opera-
tora na klasi¢ne funkcije, koje se moze konstruirati pomocu koherentnih stanja, kao
i dobro definiran limes & — 0. U kasnijim poglavljima ¢emo eksplicitno konstruirati
preslikavanje, no za potrebe ovog poglavlja pretpostavit ¢emo da takvo preslikavanje
postoji te ¢emo pokazati da deformacijska kvantizacija daje algebarski konzistentan

prijelaz izmedu klasi¢ne i kvantne mehanike u limesu i — 0.

2.1 Geometrija faznog prostora i klasicna mehanika

Klasi¢ni sustav n Cestica odreden je tockom u 2n-dimenzionalnom faznom prostoru
M. Klasi¢ne opservable funkcije su na faznom prostoru, a fizikalna stanja opisana
su distribucijama nad opservablama, to¢nije, delta funkcijama. Kako bismo odredili
fizikalne velicine u nekom trenutku, pripadne funkcije izvrjednjujemo u tocki koja
karakterizira to stanje. U kanonskim koordinatama to¢ku x u M pisemo kao = =
(q1, - Qn; D1, ---, Pn), Za Sto Cesto koristimo skraceni oblik = = (¢, p). Na primjer, ako
zelimo izracunati kanonski impuls sustava u odredenom trenutku, izvrjednjujemo
funkciju kanonskog impulsa u tocki zo = (qo, po) koja opisuje sustav u tom trenutku,

$to matematicki izrazavamo kao

po = /p5(q — qo,p — po)dqdp, (2.1)

gdje je ¢ prikladna Diracova delta funkcija.

Klasi¢ne opservable ¢ine komutativnu algebru gdje je produkt dvije funkcije defi-



niran po tockama

(f9)(x) = f(x)g(x),

gdje je fg nova funkcija na faznom prostoru.

Dinamika opservabli odredena je Hamiltonovim jednadzbama

oH . OH

i

gdje je H hamiltonijan.

Uvedemo li Poissonovu zagradu

" (0f dg g O
{f,9}(q,p) = Z (aqfl agi B 8§i 0;;)

)

vremenska derivacija opcenite funkcije varijable = = (¢, p), koja je dana kao

df ~~(0f.  Of .
% B zl: (8%’% * apipl> ’

mozZze se zapisati, koriste¢i Hamiltonove jednadzbe (2.3) kao
df
- = H}Y.
= {f.H)

Posebno, Hamiltonove jednadzbe (2.3) mozemo napisati u obliku

0H . OH

i =

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Kako bismo dobili geometrijsku sliku Hamiltonove mehanike, uvodimo pojam

vlaknastog sveznja. Vlaknasti svezanj mozemo zamisliti kao generalizaciju Karte-

zijevog produkta. Sastoji se od mnogostrukosti £ i B, koje nazivamo potpuni prostor

i bazni prostor, respektivno, sa surjekcijom 7 : £ — B, koju nazivamo projekcija,

takvom da svaka to¢ka p € B ima okolinu U ¢ija praslika u F izgleda kao Kartezijev

produkt. Formalno, postoji difeomorfizam ¢; : U; x F — 7~ 1(U), gdje je F mnogos-

trukost koju nazivamo vlakno. Preslikavanje 7—!(U;) nazivamo lokalna trivijalizacija

bududi da ;' preslikava 7—(U;) na direktni produkt U; x F. To znadi da F lokalno

izgleda kao Kartezijev produkt mnogostrukosti B i F, ali ne nuzno i globalno.
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Ako uzmemo da je vlakno kotangentni prostor, dobivamo strukturu kotangnent-
nog sveznja. Kako bismo pokazali da je fazni prostor kotangentni svezanj, proma-
tramo sustav N Cestica s koordinatama {q'} koje definiraju mnogostrukost M nazi-
vanu konfiguracijski prostor. Vremenska evolucija dinamickog prostora opisana je
krivuljom ¢'(t) u M. Lagranzijan £ funkcija je varijabli {¢'} i {dq¢'/dt}, $to znaci da
je funkcija T'M, odnosno tangentnog sveznja mnogostrukosti M. To se lako vidi iz
transformacijskih svojstava vektora {dq'/dt}. Ako definiramo nove koordinate na M
kao 7 = 7 (¢*), dobivamo transformaciju

dq _ dq d’
dt  dQi dt’

(2.8)

Sto je transformacijsko svojstvo tangentnog vektora. S druge strane, hamiltonijan H

je funkcija varijabli p;, koje su dane kao

oL
= 2.
Pi= B (2.9)

p; su 1-forme, sSto se vidi iz transformacije

oL  OL O
0¢  0Q 0

(2.10)

Di

To znaci da je hamiltonijan funkcija na kotangentnom prostoru i da hamiltonijanska
formulacija ima strukturu dualnu strukturi lagranzijanske formulacije. Fazni prostor
je stoga kotangentni svezanj 7* M.

Definirajmo sada zatvorenu nedegeneriranu 2-formu na faznom prostoru M
w =dp Adgq, (2.11)

koju nazivamo simplekticka forma. Mnogostrukost sa simplektickom formom nazi-
vamo simplekticka mnogostukost. Na simplektickoj mnogostrukosti imamo prirodno
invertibilno 1-1 preslikavanje izmedu vektora i 1-formi koje je definirano preko w.

Ako je V vektorsko polje na M, odgovarajuée polje 1-forme V dano je kao

V =w(V). (2.12)



Ako uvedemo inverz od w, tzv. Poissonov bivektor
a=0,A0, (2.13)

sa svojstvom a(w(V)) = V,V V, moZemo na sli¢an na¢in dobiti jedinstveno vektorsko

polje U iz polja 1-forme U
0 = a(00). 2.14)

Ako primjenimo prethodnu jednadzbu na polja 1-formi df i dg, dobivenih iz funkcija
f i g, respektivno, dobivamo vektorska polja X; = df i X, = dg. Eksplicitno, ako

iskoristimo oblik Poissonovog bivektora (2.13), dobivamo
= = (2.15)

Vektorska polja dobivena na ovaj nac¢in nazivamo Hamiltonova vektorska polja.

Uzimaju¢i dva Hamiltonova vektorska polja X i X, konstruiramo skalar
w(Xy, Xy) = df(Xy), (2.16)

koji je zbog (2.15) jednak Poissonovoj zagradi funkcija f i g.
Konacno, rjeSenje Hamiltonovih jednadzbi je krivulja {¢(¢), p(t)} u M s tangent-

nim vektorom

~d dgd dpd
V=G~ wa " atap

(2.17)
koji zadovoljava w(U) = dH.

Mnogostrukost s Poissonovim tenzorom naziva se Poissonova mnogostrukost. De-
finirali smo Poissonov bivektor kao inverz simplekticke forme, ali za opcenitu Poisso-
novu mnogostrukost nije potrebno da Poissonov tenzor bude invertibilan, dovoljno
je svojstvo antisimetri¢nosti kako bi se definirala Poissonova zagrada oblika (2.4) sa
svojstvima {/, g} = —{g, [}, {f,gh} = {F.}h + g{h, [} 1 {f, {9, h}} + {g, {h, 1} +
{h,{f,9}} = 0. Prvo svojstvo je svojstvo antisimetri¢nosti, drugo je Leibnizovo pra-

vilo, a trece je Jacobijev identitet.



2.2 Deformacijska kvantizacija: put ka principu korespondencije

Vazan pojam u kvantnoj mehanici predstavlja Heisenbergov princip neodredenosti
koji nalaze da se fizikalno stanje Cestice ne moZze opisati tockom u faznom prostoru.
Princip neodredenosti mozemo smatrati posljedicom nekomutativnosti kvantnome-
hanickih opservabli. U kvantnoj mehanici algebra opservabli g dana je linearnim
operatorima koji djeluju na odgovarajuci Hilbertov prostor i u opéenitom slucaju ne
komutiraju. Hilbertov prostor je prostor svih mogucih stanja promatranog sustava,
a vrijednosti neke opservable dobivene u jednom mjerenju su svojstvene vrijednosti
pripadnih operatora. Stoga zahtjevamo da su operatori koji odgovaraju fizikalnim
opservablama hermitski operatori, buduéi da hermitski operatori imaju realne svoj-
stvene vrijednosti. Fizikalne velicine dobivaju se uprosjecavanjem preko ansambla
mjerenja.

U deformacijskoj kvantizaciji, u odnosu na standardni pristup kvantnoj meha-
nici, isti objekti opisuju i klasi¢ni i kvantni dinamicki sustav, toCnije, kvantnome-
hanicke opservable opisuju se istim funkcijama na faznom prostoru kao i u klasi¢cnom
slucaju. Nekomutativnost se uvodi preko nekomutativnog produkta funkcija, a prin-
cip neodredenosti tako da su fizikalna stanja opisana distribucijama na faznom pros-
toru koje nisu uske kao delta funkcija. Zbog toga je potrebno poznavati funkciju na
cijelom prostoru koje zauzima neko fizikalno stanje, sto nam za fizikalnu veli¢inu
daje srednju vrijednost opservable.

Kako bismo kvantizirali fazni prostor, promatramo glatke kompleksne funkcije na
Poissonovoj mnogostrukosti. Nekomutativni produkt funkcija oznacavamo f * g i
nazivamo ga star-produkt. Groenwold je 1946. godine prvi uveo eksplicitnu repre-
zentaciju x-produkta, a sav daljni rad na deformacijskoj kvantizaciji potekao je od
Gernsthaberovog rada iz 1964. godine, gdje je prvi put formuliran x-produkt glatkih
funkcija na mnogostrukosti. x-produkt dvaju funkcija daje novu glatku kompleksnu

funkciju, koja se opc¢enito moze napisati kao beskonacni red

oo

frg=">_(ih)"Cu(f.g) = fg+ihCy(f,g) + O(H?). (2.18)

n=0

Prvi ¢lan u razvoju daje klasi¢ni produkt po tockama (2.2), a (ih) predstavlja de-
formacijski parametar, za kojeg uzimamo da se mijenja kontinuirano. Deformacija

u ovom kontekstu podrazumijeva da modifikacija neke matematicke strukture istu

7



mijenja na kontinuiran nac¢in. Ako poistovijetimo % s Planckovom konstantom, ono
Sto se u stvarnosti mijenja jest iznos kvantnih korekcija. Klasi¢ni limes realizira se u
ovom formalizmu kao & — 0. U ovom se limesu x-produkt reducira na uobicajeni
produkt po tockama dvaju funkcija. Koeficijente u redu biramo na nacin da ukupan
produkt bude nekomutativan. Ovu nekomutativnu algebru sacinjavaju iste funkcije
kao i komutativnu algebru klasi¢ne mehanike, a nekomutativni produkt predstavlja
deformaciju komutativne algebre.

Kako definicija x-produkta (2.18) ne bi bila preopcenita, potrebno je nametnuti
dodatne uvjete. Jedan od uvjeta smo ve¢ spomenuli, a to je da se x-produkt u
klasi¢nom limesu reducira na standardni produkt po tockama. Drugo svojstvo koje
zahtjevamo je to da se klasi¢ni limes moze formulirati na matematicki konzistentan

nacin, a tree je asocijativnost. Ta tri svojstva zapisujemo na sljede¢i nacin

1. CO(fvg) = fg;
2. Gl(fvg)_cl(g7f):{fvg}>
3. Zj—f—k:n CJ<Ck(f7 g>7h) - Zj—i—k:n Cj(f7 Ck(gv h))

Prva dva svojstva predstavlja ispravan oblik principa korespondencije. Ako defini-

ramo komutator pomocu x-produkta na nacin

[f?g]*:f*g_g*f7 (219)

princip korespondencije mozemo izraziti kao

1
lim ﬁz[f’ gl =1{f, g} (2.20)

Iz dosada navedenog nije a priori jasno postoji li x-produkt za danu Poissonovu
mnogostrukost, tj. mogu li se nadi koeficijenti (), koji zadovoljavaju gore navedena
svojstva. Cak i ako bi postojao takav produkt, nije jasno moZe li za rezultat imati
glatku funkciju. Kontsevich je pokazao 1997. da za bilo koju Poissonovu mnogostru-
kost postoji x-produkt [3].

Standardni rezultat za ravni Euklidski prostor M = R?", koji ima konstantne

komponente Poissonovog tenzora, definira koeficijent C; kao antisimetrican, tako da



vrijedi
1 .. 1

gdje smo koristili pokratu za Poissonovu zagradu

{f, g} = a"0,f(x)0;g(x). (2.22)

a% su komponente Poissonovog tenzora, a d; = 9/0z'. Vidimo da koeficijent C;
automatski zadovoljava trece svojstvo iz definicije x-produkta. Moyalov x-produkt

definira se kao

fﬁwg:fam<%%ﬁa@)% (2.23)

Sto je u kanonskim koordinatama dano kao
(f *m 9)(a,p) = f(q,p) exp (%(5@ - 5p5q)) 9(q,p) (2.24)
- i (%) " (7;'12:'” (@ or f) (T g). (2.25)

m,n=0

Mozemo se u ovom trenutku pitati je li x-produkt za danu Poissonovu mnogos-
trukost jedinstven. Dva *-produkta x i ' su c-ekvivalentna ako postoji invertibilni

operator prijelaza T’
T=1+hTy+..=) h'T, (2.26)
n=0
gdje su T,, diferencijalni operatori, koji zadovoljava

[+ g=T"(Tf)*(Tg)). (2.27)

Poznato je da su za M = R?" svi dozvoljeni x-produkti c-ekvivalentni Moyalovom
x-produktu. Jo$ jedan primjer x-produkta na R?" je standardni x-produkt, definiran

kao

fxsg=fexp(ihd,d,)g. (2.28)



Bududi da bi svi x-produkti trebali biti c-ekvivalentni, trebalo bi vrijediti

T(f*sg) = (Tf)*u (Tg), (2.29)

gdje je operator prijelaza 7' dan kao
T
T = exp (—%Oqﬁp) : (2.30)

Primijetimo da je antisimetri¢ni dio diferencijalnog operatora u eksponentu standard-
nog produkta jednak diferencijalnom operatoru u eksponentu Moyalovog produkta.
Tome je uzrok trece svojstvo iz definicije x-produkta, koje oba produkta moraju za-
dovoljavati.

Mogli smo primijetiti da nam Poissonova struktura igra vaznu ulogu u kvantizaciji
faznog prostora, Sto je evidentno u matematickom iskazu principa korespondencije
(2.20). Sada mozemo pokazati kako nas deformacijska kvantizacija vodi ka nekomu-
tativim prostorima. Koriste¢i Moyalov x-produkt (2.23), izratunat ¢emo komutacij-
sku relaciju danu x-produktom (2.19) izmedu funkcija ¢ i p

ih ih

[q,p]*zq*Mp—p*quqpﬂLg—qp+5zih. (2.31)

Bududi da je ih konstanta, komutatori [q, ik, 1 [p,ih], su nula, Sto zajedno s (2.31)
daje Heisenbergovu algebru. Ovaj rezultat implicira da bi kvantizacija faznog pros-
tora na dubljoj razini mogla imati veze sa strukturom Heisenbergove grupe generi-
rane s gore navedenom Heisenbergovom algebrom. Stoga proucavamo geometriju
opcenitih Liejevih grupa i pripadnih Liejevih algebri.

Za pocetak dajemo opcenita svojstva Heisenbergove grupe. Heisenbergova grupa

G definirana je kao grupa 3x3 gornje-trokutastih matrica oblika

1 a c

0156 |- (2.32)
0 0 1

Ako su brojevi a, b i ¢ elementi komutativhog prstena cijelih brojeva, govorimo o
diskretnoj Heisenbergovoj grupi, a ako su elementi komutativhog prstena realnih

brojeva, onda govorimo o kontinuiranoj Heisenbergovoj grupi. Potonji slucaj ¢emo
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proucavati ovdje. Kontinuirana Heisenbergova grupa G je nilpotentna realna trodi-
menzionalna Liejeva grupa (nilpotentna je jer se sastoji od gornje-trokutastih ma-

trica). MnoZenje elemenata grupe dano je s

1 a c 1 d ¢ 1 a+d c+c +ab
01 b|-|l01V]|=]0 1 b+t : (2.33)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

sto kompaktnije zapisujemo kao g(a, b, c)g(a’,b', ') = gla+a',b+V,c+  + ab').

Ako definiramo generatore kao

010 0 00 0 0 1
X=1000]|, Y=]1001|, Z=100 0|, (2.34)
000 0 00 0 00
dobivam opceniti grupni element
1 a c+ab
g=ereMe =101 b |, (2.35)
0 0 1

koji je oblika (2.32).
Pripadna Liejeva algebra, ¢iju ¢emo definiciju dati kasnije, dana je komutacijskim

relacijama

[X,Y]=2, [X,Z]=0, [V,Z]=0, (2.36)
Sto se u fizici Cesto zamjenjuje oblikom

[#,p] = ih, [&,ik] =0, [p,ik] =0. (2.37)

Algebru (2.37) izracunali smo maloprije koriste¢i Moyalov produkt. Koriste¢i ovu

algebru, opceniti element grupe G moZemo zapisati na nacin

g = eikieixﬁeiaﬁ' (238)
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Direktan rac¢un pokazuje da tako zapisan grupni element zadovoljava grupno mnozenje

(2.33).

3 Liejeve grupe

3.1 Liejeve grupe kao diferencijabilne mnogostrukosti i homogeni

prostori

U prethodnom poglavlju susreli smo se s pojmom Liejeve grupe i Liejeve algebre.
Te matematicke strukture dobro su poznate i Cesto koristene u fizici. Neki primjeri
Liejevih grupa su R™ s obzirom na zbrajanje, op¢a linearna grupa GL(n,R/C), §to
je grupa invertibilnih n x n matrica s obzirom na matricno mnozenje, kao i neke
podgrupe grupe GL(n,R/C), kao sto su SL(n,R/C), SO(n), SU(n) itd.

Formalno definiramo Liejevu grupu G kao glatku mnogostrukost opremljenu grup-
nom strukturom koja zadovoljava uvjet da su preslikavanja inducirana grupnim ope-

racijama
1. :GxG—=G, (91,92) = 9192
2. _1ZG—>G, g'_>g_1:

glatka i da je svaki grupni element pridruZen toc¢ki na mnogostrukosti.

Kako bismo razumjeli globalna svojstva Liejeve grupe G, proucavamo difeomor-
fizme na GG. Bududi da Liejeva grupa ima svojstva i grupe i glatke mnogostrukosti,
postoji posebna klasa difeomorfizama, koje nazivamo lijeve i desne translacije. Za
a,g € G, desna translacija R, : G — G i lijeva translacija L, : G — G elementa g za

a definirane su kao

Rug = ga, (3.1)

L.g = ag. (3.2)

Iz definicije Liejeve grupe vidimo da su grupna mnozenja difeomorfizmi grupe G i
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kao takva, lijeve i desne translacije induciraju preslikavanja

Ro 1 T,G — TG (3.3)
Loy : T,G — TG (3.4)

Dva prethodna preslikavanja su jednostavno guranja definirana u obi¢ajenom smislu

Ro, V[f] = VIfoRd, (3.5)
Lo, V[f] = VIf o L], (3.6)

za bilo koju glatku funkciju f : G — G iV € T,G. Ta preslikavanja pomicu tangentne
prostore iz jedne tocke u drugu na mnogostrukosti G, cuvajuéi njihovu strukturu. Od
interesa nam je posebna klasa vektorskih polja generiranih takvim preslikavanjima.
Bududi da su teorije lijevih i desnih translacija jednake, proucavat ¢emo samo lijeve
translacije. Definiramo stoga lijevo invarijantna vektorska polja X na Liejevoj grupi

G

LauXly = Xlag. (3.7)

Takoder, mozemo povezati svako lijevo invarijantno vektorsko polje s jedinstvenim
vektorom V' € T.G, Sto znaci da postoji 1-1 korespondencija izmedu lijevo invarijant-
nih vektorskih polja, koje skupno oznacavamo s g, i elemenata iz 7.G. Preslikavanje
T.G — g definirano kao V' +— Xy, je stoga izomorfizam. Kako bismo vidjeli vaznost
lijevo invarijantnih vektora, definiramo Liejevu algebru g kao vektorski prostor s bi-
linearnom, antisimetri¢cnom zagradom g x g — g, ({,n7) — [¢,n] koja zadovoljava

Jacobijev identitet

[, [, ¢l =+ I, [€, €]1 + (€, €, m]] = 0. (3.8)

Mozemo pokazati da je prostor lijevo invarijantnih vektorskih polja g zatvoren s ob-
zirom na Liejevu zagradu. Za dvije tocke g i ag = L,g u G, primjenjujemo L,, na

Liejevu zagradu dvaju lijevo invarijantnih vektorskih polja [ X, Y] te dobivamo

L. [X,Y] |g = [La*X‘nga*Yb] = [X,Y] |ag' (3.9)

13



Ako definiramo Liejevu zagradu u 7.G kao [£,n] := [X¢, X,](e), gdje su &,n € T.G' i
gdje je [X¢, X, Liejeva zagrada vektorskih polja, vidimo da je 7.G Liejeva algebra.
KaZemo da je zagrada u 7,.G definirana lijevom ekstenzijom. Primjetimo da po kons-
trukceiji vrijedi [X¢, X;)| = Xe, V€, 1 € T.G. Vektorski prostor 7.G' s ovom strukturom
Liejeve algebre nazivamo Liejeva algebra grupe G i oznacavamo ju s g.

Zanimaju nas takoder integralne krivulje generirane lijevo invarijantnim vektor-
skim poljima. Ako se zZelimo pomicati po integralnoj krivulji generiranoj vektorom
V e T.G, iz tocke e u tocku g € G dolazimo koristenjem eksponencijalne funkcije
vektora V. To radimo zato Sto razvoj eksponencijalne funckije vektora V' daje Taylo-

rov red pa ga mozemo smatrati operatorom translacije po integralnoj krivulji, tj.

gv. (t) = exp(tV)]. (3.10)

Oznacavamo tocku gy, (t) kao tocku na krivulji generiranoj vektorom V' € T.G izvri-

jednjenu u parametru t. Iz svojstava eksponencijalne funkcije slijedi

exp(t1V)exp(taV)|. = exp [(t1 + t2)V] e (3.11)

gv.(t1)gv. (t2) = gv.(t1 + t2). (3.12)

Ovime smo pokazali da integralne krivulje lijevo-invarijantnih vektorskih polja tvore
jednoparametarsku podgrupu grupe . Takoder vidimo da svaki vektor V' € T.G
generira jedinstvenu jednoparametarsku podgrupu.

Nakon $to smo izlozili teoriju u pozadini lijevo invarijantnih vektorskih polja, po-
gledajmo lijevo invarijantne 1-forme. Dana je baza {V,...,V,,} prostora T.G, gdje je
n dimenzija grupe G, a svaki vektor V; generira jedinstveno lijevo invarijantno vek-
torsko polje. Skup tih lijevo invarijantnih vektorskih polja { X3, ..., X,,} ¢ini linearno
neovisan skup u svakoj tocki ¢ € G. Buduéi da lijevo invarijantna vektorska polja

generiraju Liejevu algebru, zadovoljavaju relaciju
(X, Xo] = ¢, X (3.13)

Slicna jednadzba vrijedi za bazu {6} dualnu bazi {X,}, koju nazivamo Maurer-
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Cartanova strukturna jednadzba
1 A
do* = —56n VN (3.14)

gdje df oznacava vanjsku derivaciju. Definiramo stoga 1-formu 6 : 7,G — T.G koja

poprima vrijednosti u Liejevoj algebri na nacin
0:X — (Ly), X =(L),'X, X eT,G. (3.15)

Ovu 1-formu nazivamo Maurer-Cartanova 1-forma (u ovom slucaju lijeva 1-forma).
Za prakti¢nu primjenu, postoji korisnija konstrukcija lijevo/desno invarijantne 1-

forme ukoliko postoji matri¢na reprezentacija dane Liejeve grupe i dana je kao

0L =g~dg, (3.16)
Or = dgg . (3.17)

Sada bismo htjeli primijeniti do sada izloZeno na primjer Heisenbergove grupe.
Racunamo lijevo i desno invarijantna vektorska polja koriste¢i Maurer-Cartanovu 1-
formu. Lijeva Maurer-Cartanova forma, koriste¢i matricnu reprezentaciju (2.38),

dana je kao

0F = g~ 'dg = idke “P3e™P + idxp + idah

— i2dk + ipdx + ih(do — xdk), (3.18)
gdje smo koristili BCH formulu primijenjenu na grupu G
e el = § — xfi. (3.19)

Iz (3.18) mozemo iscitati lijevo invarijantne 1-forme, a odgovarajuca lijevo invari-
jantna vektorska polja dobivamo iz uvjeta 6} > el = &}, gdje smo s e oznatili bazu

lijevo invarijantnih vektorskih polja. 1z toga dobivamo

0L =dk, 0> =dz, 0 =da—adk; (3.20)

ef = O + x0,, 65 = 0y, eé = 0,. (3.21)
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Odgovarajuc¢a volumna forma dana je kao
pr(g) =0; NO2 NG} = dk Adz A da. (3.22)
Analogan racun daje desno invarijantnu Maurer-Cartanovu formu

0F = dgg~"' = idki + idee™ pe=™ 4 idah

— idki + idx(p — kh) + idah, (3.23)
iz koje mozemo istim postupkom dobiti desno invarijantne 1-forme i vektorska polja

0L =dk, 0% =dz, 0 =da—kdx (3.24)

el =0y, el=0,+120, ef=20,. (3.25)
Odgovarajuc¢a volumna forma dana je kao
pr(g) = 05 NO% A 03 = dk A dx A da. (3.26)

Vidimo da su lijeva i desna volumna forma iste, a takve grupe nazivamo unimodu-
larnima. Lako provjeravamo da sva vektorska polja medusobno komutiraju, uz jedini

netrivijalni slucaj
el eX] = [0k + 204, Oy + 204] = [0k, kOu] + [0, 0] = On — 0 = 0. (3.27)

Na pocetku ovog potpoglavlja definirali smo lijevo i desno invarijantna vektor-
ska polja kako bismo proucavali globalna svojstva Liejeve grupe. Globalna svojstva
mnogostrukosti mogu se proucavati i preko vlaknastih sveznjeva. Vlaknasti svezanj
mozemo konstruirati iz Liejeve grupe koristedi lijeve i desne translacije. Razmotrimo
Liejevu grupu G i neku njenu podgrupu H. Ako djelujemo desnim translacijama ele-
menata podgrupe H na grupu G, toCnije, ako mnoZzimo elemente grupe G elemen-
tima podgrupe H zdesna, dobivamo orbitu, tj. skup elemenata {gh|h € H} za svaki
element g € GG. Postoji samo jedna orbita koja prolazi kroz neki element, tj. orbite se
ne sijeku, ¢ime je uspostavljena relacija ekvivalencije g ~ gh,g € G,h € H. Grupu G

mozemo poistovijetiti s glavnim sveznjem kojemu je baza kvocijentni prostor G/H,
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bududi da su lijeve susjedne klase medusobno difeomorfne, i kojemu je vlakno H. Za
glavni svezanj vrijedi da je vlakno homeomorfno strukturnoj grupi, gdje je strukturna
grupa opcenito Liejeva grupa koja djeluje na svezanj slijeva. Kvocijentni prostor je
takoder i homogeni prostor, tj. prostor koji ima tranzitivno grupno djelovanje Liejeve

grupe G.

3.2 Inducirane reprezentacije

Teorija induciranih reprezentacija metoda je dobivanja reprezentacija grupe krec¢udi
od reprezentacija njene podgrupe. Kako bismo nasli inducirane reprezentacije neke
grupe, potrebno je predznanje o vlaknastim sveznjevima i kvocijentnim prostorima,
koje smo iznijeli u potpoglavljima 2.1 i 3.1.

Za danu grupu G promatramo Kartezijev produkt G x V, gdje je V kompleksni
vektorski prostor. Na temelju prethodnog potpoglavlja znamo da mozemo konstru-
irati glavni vlaknasti svezanj iz Liejeve grupe G tako da mnozimo elemente G ele-
mentima podgrupe H zdesna, tj. da uspostavimo relaciju ekvivalencije g ~ gh, g €
G,h € H. Kako bismo konstruirali pridruzeni vektorski svezanj, trebamo uspos-
taviti relaciju ekvivalencije na Kartezijevom produktu G x V. Definiramo vektor-
ski prostor V kao nosa¢ reprezentacije podgrupe H, tj. D : H — GL(V). Uvo-
dimo relaciju ekvivalencije na G x V oblika (g,v) ~ (Rp(g), D(h™') - v) za svaki
h € H, gdje je R;, desna translacija elemenata GG za element h. Vidimo da ova rela-
cija zadovoljava sva svojstva relacije ekvivalencije; refleksivna je jer vrijedi (g,v) ~
(R.(9),D(e™') - v) = (g,v), gdje je e jedinitni element grupe G; simetri¢na je jer
vrifedi (Ra(g), D(h™") - v) = (gh, D) - v) = (¢'0) ~ (Ru(g), DY) - v/) =
(ghh™', D(R)D(h™') - v) = (g,v), gdje smo koristili ¢injenicu da je D homomorfi-
zam; tranzitivna je jer ako vrijedi (g,v) ~ (Rn(g9), D(h™') -v) = (¢,v) i (¢',0') ~
(Bw(g'), D(WY) - ") = (ght', D(W"=")D(h™") - v) = (gh”, D(h” ") - v = (9", v"), onda
slijedi (g,v) ~ (Rp»(g), D(K”7') - v) = (¢”,v”). Oznatavamo skup ovakvih relacija
ekvivalencije s G xp V, a pridruzeni vektorski svezanj je dan kao G xp V G /H,
gdje je projekcija dana s 7'([(g,v)]) = 7(g). Ovakvu vrstu pridruzenog vektorskog
sveznja, konstruiranu preko Liejeve grupe, formalno nazivamo homogeni vektorski
svezanj. Primjetimo da relacija ekvivalencije ograni¢ava prereze homogenog vektor-

skog sveZnja tako da vrijedi (g,v(g)) = (Rn(g), D(h"")v(g)). Prerez s : B — F glatko
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je preslikavanje koje zadovoljava 7w o s = idp.

Jedan nacin da konstruiramo inducirane reprezentacije na homogenom vektor-
skom sveznju je da pokazemo da postoji izomorfizam izmedu prostora prereza pri-
druzenog vektorskog sveznja i prostora tzv. Mackeyevih funkcija koje zadovoljavaju
uvjet ekvivarijantnosti f o R, = D(h™!) o f za svaki h € H. Prvo, konstruiramo re-
prezentacije na prostoru Mackeyevih funkcija koje tada induciraju reprezentacije na
prostoru prereza. Za naSe potrebe dajemo definiciju inducirane reprezentacije bez

formalnog izvoda

g >o(g) =v(g '), (3.28)

gdje ¢’ > v(g) simbolizira djelovanje grupe G na V.

Sada primjenjujemo ovaj formalizam kako bismo inducirali unitarne inducirane
reprezentacije Heisenbergove grupe. Za pocetak treba izabrati primjerenu podgrupu
jer Heisenbergova grupa ima tri vrste podgrupa. Postoje dvije vrste jednoparametar-
skih podgrupa, od kojih je jedna podgrupa generirana generatorima z ili p, a druga je
podgrupa generirana generatorom h. Takoder postoji i jedna vrsta dvoparametarske
podgrupe, koja je generirana operatorima # i i ili p i A.

Bez smanjenja opcenitosti, uzimamo da je grupa kojom ¢emo inducirati reprezen-
tacije dvoparametarska Abelova podgrupa generirana generatorima p i A. Konstru-
iramo pridruzeni vektorski svezanj G x V, gdje je V jednodimenzionalni vektorski

prostor koji nosi reprezentacije Abelove podgrupe, tj.
cleptah) | by — eilzatab) g 1y g by € V. (3.29)

Imamo uvjet ekvivarijantnosti za tocke na G x V, G x V, (g,v) ~ (gh, D(h™")v), $to

vodi na restrikciju prereza

(9,v(g)) = (gh, D(h™)v(g)) = (9. D(h™")v(gh™), (3.30)

tj. v(g) = D(h"Yv(gh™'). U ovom slu¢aju v(g) je f(g)la,b). Iz v(g) = D(h= )v(gh™!)
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slijedi

Fl@)la,b) = D(em7=1oM) f(ge=t7 =M )]a, b) =
— efixafiabf<gefixﬁ7iafz) |a’ b> (331)

Ako napiSemo grupni element g € G u obliku (2.38), uvjet ekvivarijantnosti daje

f(g) _ e_i(ma+ab)f(€ik£). (3-32)

Iz prethodne relacije vidimo da je funkcija f(g) u potpunosti definirana ako specifi-
ciramo njenu vrijednost na realnoj liniji, stoga piSemo f(¢**?) = f(k). Sada mozemo

definirati induciranu reprezentaciju kao

g flg)=f(3"9), G€C. (3.33)
Tada slijedi

ez’fc:ieiiﬁeidﬁ > f(k:) _ f(efidﬁefi:fﬁefil}i"eiki)

_ f(61‘(1@—1;:):?:e—i:?:ﬁe—i[i(k—fc)-&-&]ﬁ)

— gipriliR)ralh p (. (3.34)
Mozemo izabrati p = 0 i & = 0;,. IS¢itavamo generatore iz prethodnog izraza
& =10, p=kb, h=~0n. (3.35)

Vidimo da je ova reprezentacija Fourierov transformat standardne Schrodingerove
reprezentacije.

Htjeli bismo za kraj potvrditi da je (3.35) ireducibilna reprezentacija. Pretposta-
vimo da je reducibilna i da mozemo podijeliti prostor reprezentacije na dva potpros-

tora, L i L, tako da akcija grupe na element iz L ostaje u L. Za f+ € L+ imamo

/ die £ (k) (afffei%i@% f(k:)) —0, VgeR (3.36)
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Za izbor k = & = 01 VZ € R imamo

/ Ak £ (K) f(K) = 0 = f1(k)F(k) =0, (3.37)

Sto pokazuje da je reprezentacija ireducibilna jer je jedino rjeSenje za proizvoljnu

f(k) € L to da vrijedi f7 (k) = 0.

3.3 Koherentna stanja

Uz inducirane reprezentacije, pri eksplicitnoj realizaciji principa korespondencije i
konstrukciji nekomutativnih analogona homogenih prostora oslanjamo se na kohe-
rentna stanja. Na koherentna stanja mozemo gledati kao na svojevrsnu bazu nosaca
reprezentacije, a definirana su na sljedeci nacin.

Neka je GG Liejeva grupa, a 7' njena ireducibilna unitarna reprezentacija koja dje-
luje na Hilbertov prostor H. Vektor iz H oznacavamo s |¢), a skalarni produkt dva
vektora [¢) i |p), koji je linearan u ¢ i antilinearan u ¢, oznacavamo s (¢|¢). Operator
projekcije na vektor [¢)) piSemo kao |¢)(v)].

Neka je |¢y) fiksan vektor u #. Promotrimo skup vektora {|¢,)}, gdje je |¢,) =
T(g)|wo) za svaki g € G. Vidimo da skup {|¢,)} predstavlja orbitu grupe G. Uvjet
da se dva stanja |t¢,,) i |¢y,) razlikuju za fazu, tj. |¢,,) = €*|¢,,) i da opisuju isto
fizikalno stanje dan je s T'(g; 'g1)|10) = €|tbo).

Opet koristimo konstrukciju glavnog sveznja pomocu Liejeve grupe. Biramo pod-
grupu H = {h} kao skup elemenata grupe G takav da T'(h)[) = ™ |ey). Otito
je da je H podgrupa grupe G i da je stacionarna podgrupa vektora |¢y). Svi vek-
tori u jednoj susjednoj klasi razlikuju se za fazni faktor i predstavljaju isto fizikalno
stanje. Ako izaberemo predstavnika g(x) za svaku susjednu klasu z, dobivamo skup
stanja {|¢y(y))}, ili u skra¢enom obliku {|z)}, gdje je |z) € H, v € M = G/H, ko-
jeg nazivamo generalizirana koherentna stanja. U ovoj notaciji takoder definiramo
[%0) = 10).

Za svako stanje mozemo pisati [1)y(,)) = e*|z). Iz svojstava reprezentacija vidimo
da vrijedi e@(mh2) = gie(h)eialh2) tj  da je '™ jednodimenzionalna reprezentacija

podgrupe H.
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Djelovanje reprezentacije 7'(¢g) na stanje |0) dano je kao
T(9)|0) = e @x(g)). (3.38)
Ako zamijenimo g s gh, dobivamo
a(gh) = a(g) + a(h). (3.39)
Djelovanje reprezentacije 7'(¢g) na proizvoljno koherentno stanje |z) dano je s
T(q1) |z) = e DT (1) T(9)|0) = 99| g, - ), (3.40)

gdje B(g1,9) = a(g1-9) — a(g); x = x(g9),91 - * = x1 € M, a x; je odreden akcijom
grupe G na M. Primjetimo da zbog (3.39) prethodna relacija ovisi samo o susjednoj

klasi z(g), a ne o g. Skalarni produkt dva koherentna stanja dan je s
(w1]ap) = €'l =I0|T (g, 2)|0). (3.41)

Takoder vrijedi promotriti problem potpunosti. Neka postoji invarijantna mjera

dg na grupi G. Pogledajmo operator
B = /dx|x) (x]. (3.42)
Iz relacije (3.40), invarijantnosti mjere dx i definicije operatora B, slijedi
T(9)BT(9)"" = B. (3.43)

Vidimo da B komutira sa svim operatorima 7(g) i prema Schurovoj lemi, koja kaze
da bilo koji operator koji komutira sa svim operatorima ireducibilne reprezentacije

mora biti proporcionalan jedinici, slijedi
B =1 (3.44)

Kako bismo pronasli konstantu d, racunamo srednju vrijednost operatora B u stanju

21



ly) ((yly) = 1)
@www=/uwmmmzjkmwﬁm=d. (3.45)

Ukoliko prethodni izraz konvergira, operator B postoji i imamo kvadratno integrabi-

lan sustav koherentnih stanja za koje vrijedi identitet

7 [ dalaal = 1. (3.46)

Koriste¢i prethodni identitet, moZemo razviti bilo koje stanje po koherentnim sta-
njima na nacin

1

) =5 [ dec@le). c(o) = (el (3.47)

Takoder mozemo primijetiti da postoje linearne zavisnosti medu koherentnim sta-

njima, naime

o) =5 [ dutla) o). (3.48)

To znaci da je sustav koherentnih stanja ,prekompletan”, tj. ako maknemo konacan
skup stanja, sustav je i dalje potpun.

Pri konstrukciji induciranih reprezentacija nismo razmatrali postojanje baze vek-
torskog prostora koji nosi reprezentaciju Liejeve grupe. Pokazali smo u ovom potpo-
glavlju da koherentna stanja razapinju ,prekompletnu” bazu istog vektorskog pros-
tora i mozemo koristiti tu bazu za konstrukciju unitarnih ireducibilnih reprezentacija
Liejeve grupe metodom opisanom u prethodnom potpoglavlju.

Kao i u prethodnim potpoglavljima, primjenjujemo ovu konstrukciju na Heisen-
bergovu grupu. Sli¢no problemu kvantizacije harmonijckog oscilatora u standardnoj

kvantnoj mehanici, uvodimo operatore stvaranja i ponisStenja, o' i a, respektivno,
al =&y +idy, a=Iy—id, (3.49)
koji zadovoljavaju komutacijsku relaciju

[a,a’] =1, (3.50)
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gdje smo koristili reprezentaciju dobivenu u prethodnom potpoglavlju za 6, = 1.

Mozemo napisati grupni element u novim koordinatama z,z € C,c € R
_ zat —za ich (3 51)
g=ce e .

i definirati koherentna stanja na nacin da je podgrupa stabilnosti generirana opera-

torima a i i
12) = e*' =70}, a|0) =0, Al0)=0). (3.52)
Prvu relaciju mozemo napisati na drugaciji nacin koriste¢i BCH lemu
|z) = 6_%|2|262‘IT62‘1|0> = 6_%|Z|26MT|0>. (3.53)

Koherentna stanja definirana na ovaj nac¢in su normalizirana, tj. (z|z) = 1.

4 Nekomutativni prostori

4.1 Konstrukcija nekomutativnih mnogostrukosti koristeéi kohe-

rentna stanja

U prethodnim poglavljima izlozili smo sve potrebne preduvjete da konstruiramo ne-
komutativne prostore. Prvi korak je da konstruiramo nekomutativnu algebru funkcija
A koja zamjenuje standardnu Abelovu algebru funkcija te na toj algebri definiramo
generalizirani diferencijalni racun. U nasem slucaju ogranicit ¢emo se na nekomuta-
tivne prostore koji su nekomutativni analogoni homogenih prostora, koje smo izlozili
u prethodnim poglavljima.

Ponovo kre¢emo s unitarnom ireducibilnom reprezentcijom 7'(¢g) unimodularne
Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru . Za stanje |0), kojeg ¢emo sada oznacavati

s |zo), definiramo glatku funkciju elemenata grupe G

w(g, o) = (0| T(g)|0), (4.1)
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koja je za bilo koje stanje |z) dana kao

w(g,z) = (z|T(g)|z) = w(g, " gga T0)- (4.2)

Kako bismo konstruirali nekomutativnu algebru opservabli, prvo promatramo
konaé¢ne distribucije f(g) s kompaktnim nosa¢em nad glatkim funkcijama na G. Tim

distribucijama pridjeljujemo operatore

;= / dgf(9)T(9), 4.3)

gdje je dg obostrano invarijantna mjera na (. Produkt takva dva operatora dan je s

ﬂﬁz/@@%@ﬁﬁﬂﬁ)
~ [ dsdg” Fto) 9T (0"
— [ g (i 26T (4.4)
gdje smo u drugom redu uveli supstituciju g” = g4/, a ( fi * fg) je konvolucija distri-

bucija. Skup operatora (4.3) uz produkt (4.4) nazivamo grupnom algebrom grupe
G.

Buduéi da operator f ima dobro definirane matri¢ne elemente koherentnih stanja

(funkcija w je glatka), moZemo konstruirati funkcije na M = G/H kao
(@) = (el fla) = [ dof(getg.), (45)
koje mozemo interpretirati kao funkcije na G zbog (4.2), tj. vrijedi
o) = [ a9 f(ata g o.00) = [ o Flags Dola'oz0). @4

Iz definicije w vidimo da vrijedi f(g) = f(gh), tj. funkcije su desno invarijantne na
djelovanje podgrupe H, tocnije grupe izotropije vektora |z).
Kako bismo konstruirali nekomutativnhu algebru funkcija (4.5), potreban nam

je nekomutativni produkt. Definiramo -produkt dvije funkcije fi(z) = (z|fi|z) i
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fo(x) = (x| fo|z) kao

(fi % f2) (@) = (x| f1fol2)
= [ dgdgFo0)F (900100,
— [ dg(Fi < F)to.), (47
gdje smo opet koristili definiciju konvolucije distribucija.
Kako bismo definirali teoriju polja na nekomutativnim prostorima, potreban nam
je diferencijalni racun, s obzirom da polja zadovoljavaju odredene diferencijalne jed-

nadzbe. Neka je baza Liejeve algebre g grupe GG razapeta generatorima z; koji zado-

voljavaju standardne komutacijske relacije
(i, 5] = fijkxk (4.8)

gdje [-,-] oznacava Liejevu zagradu. Svakom generatoru z; pridjeljujemo diferenci-

jalni operator z; koji djeluje na glatke funkcije kao

(#:£)(g) = lim ~ [/ (ge'4%1) — f(g)]. 4.9)

Iz definicije vidimo da su operatori i; lijevo invarijantna vektorska polja na G. Bududi
da su operatori (4.9) reprezentacije generatora x; na prostoru glatkih funkcija, zado-

voljavaju iste komutacijske relacije kao i generatori z;
&3, &5] = f," & (4.10)

Prije nego konstruiramo teoriju polja na nekomutativnim prostorima, radi potpunosti
konstruiramo jo$ i odgovaraju¢u nekomutativnu diferencijalnu algebru 2(G). Baza
diferencijalne algebre moze se konstruirati koriStenjem Maurer-Cartanovih 1-formi

6'. PiSemo opéeniti element Q(G) kao
A=A 3 00N NG (4.11)

Kako bismo u potpunosti definirali derivacije p-formi na G, definiramo diferencijal
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funkcije
df = (2:1)0", (4.12)
i Leibnitzovo pravilo
d(AANB)=dAAB+ (—1)*4A N dB. (4.13)

Zelimo da algebra poprima vrijednosti samo na M/ = G/H, a to mozemo posti¢i
pogodnim odabirom koeficijenata A;,. ;,. Preciznije, biramo koeficijente A;, ;, tako

da budu diferencijali desno invarijantnih funkcija, tj. funkcija na M

A= Zagdai/\.../\dag, (4.14)

gdje su a!, funkcije na M, a da, su definirane relacijom (4.12). Tada slijedi

dA = "da) Adal A .. A dd?,. (4.15)

Bududi da je nasa nekomutativna mnogostrukost generalizacija homogenog prostora
M, otekujemo da ¢e nekomutativna algebra 2(.4) imati istu strukturu kao i (M),
uz razliku da se uobicajen produkt funkcija zamjenuje x-produktom. Elemente Q(.A)

piSemo kao

A=Y"dldal A ... A da?, (4.16)
zajedno s
dA=""dal A ... Ada, (4.17)
gdje je
dd' A . Ada?, = (&5,d") % ... % (,a2)0" A .. A 6O (4.18)

a 0" zadovoljavaju Maurer-Cartanovu strukturnu jednadzbu (3.14). Jo$ je preostalo
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pokazati da vrijedi z; f € A ako f € A. Za pocetak pisSemo

f(g) = / A9 Fy()(d z0) € A, 4.19)

gdje smo uveli pokratu f,(g) = f(gg'g~") kako bismo eksplicitno naglasili varijablu

¢ na koju djeluje #;. Pomi¢emo integracijsku varijablu ¢’ — ¢g~'¢’'¢g kako bismo dobili

(Zif)(g9) = / dg' (i fg199)(9)w (g, g10) € A. (4.20)

Na posljetku primjenjujemo sve do sada nauceno na Heisenbergovu grupu kako
bismo konstruirali kvantnu mehaniku. S koherentnim stanjima definiranim u potpo-

glavlju 3.3 definiramo nekomutativnu algebru funkcija

£(¢, Q) = (<IfI¢) (4.21)
(% 12)(.0) = (I fle) = / Ay, ) LA Iyl ), (4.22)

gdje smo koristili relaciju potpunosti

- / d(¢, D) ONC]. (4.23)

Zelimo izra¢unati x-produkt funkcija f. Kako bismo to ué¢inili, koristimo relacije

Q)‘Qj

(CIfn) = (ClmyeFe”
I 1) = (nl¢)e<ame

OJ‘Q,

<f(¢,0), (4.24)
<f(¢,0), (4.25)

koje se mogu dokazati koristeci relaciju (3.52), tj. (3.53). Relaciju (4.22) tada

piSemo kao

2

(e £)(C0) = [dnndn [ % (0.0 e o [ P (0] 426

Koristimo Fourierov transformat funkcije f(¢, ()

(¢, 0 = /dw A dwF(w, u_))e@_&” 4.27)
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i ubacujemo u (4.26)

<ﬁ*ﬁx¢o:3/wwAdeMAdmqum0x

8,

X [e_cé%ena%ﬁﬁ(w,w)@@_éw} el=¢P [e_é%eﬁ&FQ(Uaﬂ)eca{u] =

= /(dw A dw)(dn A dn)(du A du)

x [e(nfé)wpl(w7@)e<wffw} eln—¢I? [e’(ﬁ’@“FQ(u,ﬂ)e@*gu] .
Mijenjamo varijablu n un + ¢

(fix f2)(¢, Q) = /(dn A di)(dw A dw)(du A dit) x
X [enm(w,w)e@—@] ell? [e—ﬁUFQ(u,a)e@—@] -
= /(dn A dn)(dw A dw)(du A\ du)x
x 7% By (w, )€ | e [ 19 By, ) C | =

:/MA@k@ﬁ@OhWk@hmO}

Ponovno koristimo Fourierov transformat

(fi* f2)(¢,€) = /(dn A di)(dw A dw)(du A diz) x
X [e”wFl(w, w)e@_&"] e’ [e‘ﬁ“FQ(u, ﬂ)e@_@] =
= /(dn A dn)(dw A dw)(du A du)x
x e M1=@) = el —Cwei=Cu [y (4 45) By (u, i) =
= / (dw A dw)(du A dit)e P et~ et =4 By (w, ) Fy(u, @) =
- / (dw A div)(du A did) Fy (w, )67~ e 76 oy (u, 7) S50 =

= flegq_gff}

(4.28)

(4.29)

(4.30)

U zadnjem redu koristili smo definiciju kompleksne delta funkcije. Dobili smo tzv.

Wick-Vorosov x-produkt, kojeg smo u prvom poglavlju nazivali standardni produkt.

Takoder mozemo pokazati vezu izmedu funkcija f(z) i distribucija koristenih u
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(4.3)

() = (1)) = / dz A dzf (= D))

1

= /dZ A dif(z, 5)<0|€*%|z’|262/a€7%|z‘2€za1‘6,2a€7§|zl|2€zlaf |0>
— /dz /\ d§f<z7 2)6_%|Z‘26—'2"26—52’62’(,2-"-21)

= /dz ANdzf(z, 2)e 2?6 2 (4.31)

U tre¢em redu prebacili smo sve operatore poniStenja nadesno koriste¢i BCH for-
mulu. Ako Gaussijan apsorbiramo u definiciju distribucije f, $to dodatno osigurava
da ista ima kompaktni nosac, dobivamo da je funkcija f(z) jednaka Fourierovom
transformatu distribucije f. U prethodnim ra¢unima zanemarili smo ovisnost distri-
bucija o ¢ buduéi da je djelovanje A trivijalno. MoZemo distribucije f(z,z) smatrati
kao uprosjeCene po parametru c.

Kako bismo u potpunosti definirali kvantnu mehaniku, osim x produkta potrebna
su nam jos$ i kvantnomehanicka stanja i jednadzba koja opisuje njihovu dinamiku.

U prvom poglavlju rekli smo da su stanja elementi Hilbertovog prostora, ali ta
izjava ne ukljutuje ¢injenicu da vektori |¢) i €'?|y)) opisuju isto stanje. Formalno,
prostor stanja dobiva se kao kvocijent pocetnog Hilbertovog prostora i relacije ek-
vivalencije |¢) ~ e*®1)). Ovaj prostor naziva se projektivni Hilbertov prostor i nije
vektorski prostor. Njegovi elementi nazivaju se gustoce i predstavljaju generalizacije
projektora na stanja u Hilbertovom prostoru. Operatori gustoce, koje oznatavamo s
p, zadovoljavaju tzv. von Neumannovu jednadzbu

L Op
92—, p). 32
zhat [H, p| (4.32)

4.2 Fuzgzy sfera

Jo$ jedan primjer kojeg mozemo prouditi jest kvantizacija sfere S2. Klasi¢no, S? je
izomorfno kvocijentnom prostoru SU(2)/U(1), $to mozemo umetnuti u R* s koordi-

natama na sferi

x = rsinfcos¢, y = rsinfsing, 2z = rcosf. (4.33)
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Kako bismo izra¢unali volumnu formu na sferi S?, kre¢emo s volumnom formom na

RS

Q=dx NdyNdz. (4.34)

Koristenjem koordinata (4.33) dobivamo volumnu formu u koordinatama (r, 6, ¢)

Q = r2sinfdr A df A dé. (4.35)

Volumna forma w na S? inducirana je iz volumne forme 2 na nacin

i5,Q = Q(0,) = w = sinfdf A do, (4.36)

gdje je iy, kontrakcija volumne forme €2 s vektorskim poljem 0, i gdje smo izabrali
r=1.
Poissonov bivektor o dan je kao inverz volumne forme w, $to slijedi iz ¢injenice

da je grupa unimodularna. Imamo

a=———0y Ay (4.37)

Zanemarujemo minus radi jednostavnosti jer ne utjeCe na rezultate. MozZemo sada

izracunati Poissonove zagrade izmedu koordinata (z, y, z)

1 [(0zdy Oxoy\ B
{z,z} = —sinfsing = —y, (4.39)
{y, z} = sinfcos¢ = x, (4.40)

$to daje algebru su(2). Takoder mozemo izracunati Hamiltonova vektorska polja kao

u prvom poglavlju

5 . cosf
X; ={z, } =singo, + Ecosqﬁé)@ (4.41)
5 cosf
Xy ={y, } = —cospdy + msm@%, (4.42)
Xy ={z } =0y (4.43)
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Komutacijske relacije izmedu ovih vektorskih polja su

A ~

[Xi, X;j] = €,F Xi, (4.44)

Sto je takoder algebra su(2), Sto je bilo za ocekivati. Takoder moZemo izraCunati

Casimirov operator

N~ NSy Lo (0N 1 9
C= Xz:{x 7{37 ’ }} - Z(Xz) - sinf 90 sm&ae + _Sil’l29 8¢27 (445)

1

¢ime dobivamo laplasijan na sferi. Buduéi da C' i X3 komutiraju, mozemo ih istovre-

meno dijagonalizirati. Njihove svojstvene funkcije dane su jednadzbama

Afh =30+ f

Xy fl, = mfi, (4.46)

gdje je j cjelobrojan ili polucjelobrojan. Prethodne dvije jednadzbe definiraju sferne
harmonike Y7 (6, ¢).

Djelovanje vektorskih polja X; na funkcije na sferi f(6, ¢) daje reprezentaciju al-
gebre su(2). MoZemo rastaviti ovu reprezentaciju u ireducibilne reprezentacije za
fiksan j, tj. ireducibilna reprezentacija dana je spektrom laplasijana.

Kako bismo kvantizirali sferu, trebamo definirati koherentna stanja. Analogno

Heisenbergovoj grupi, konstruiramo operatore podizanja i spustanja
X, =X, +iX,, (4.47)
koje zadovoljavaju komutacijske relacije
(X3, Xo]=+X,, [X,, X ]=2X; (4.48)

Sli¢cno Heisenbergovoj grupi, gradimo koherentna stanja iz ,vakuuma”, tj. najnizeg

stanja

X_|j,—j) = 0. (4.49)
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Promotrimo operator rotacije koji generira rotaciju za kut ¢ oko osi 77 = (sin¢, —cos¢, 0)
T(G, ¢> _ e—iHXn _ e—iQ(Xzsinqb—Xycow)’ (450)
$to mozemo napisati kao
(¢, Q) = XX, (4.51)
gdje smo uveli supstituciju
1.
(= 596 @, (4.52)
Po analogiji s Heisenbergovom grupom, dobivamo koherentna stanja
10,6) =T(0,9)]5 = J). (4.53)

Operator (4.51) mozemo rastaviti tako da je X_ na desnoj strani, $to daje

T(z, %) = e*X+ (1) Xs ==X (4.54)
gdje je
6 .
z = ’—gltanm = tanée_“b. (4.55)

Konac¢no dobivamo koherentna stanja
6,0) = [2) = (14 [=P) 77|, =), (4.56)
Takoder mozemo pokazati da koherentna stanja definiraju preslikavanje
{z', £} = (<X, fll2), (4.57)

tj. dozvoljavaju nam da definiramo lijevo/desno invarijantna vektorska polja na fuzzy

sferi. Znajudi to, definiramo fuzzy laplasijan
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za kojeg vrijedi
(X (X0, f]12) = (o e, (4.59)
Svojstvene funkcije fuzzy laplasijana dobivaju se kao i u klasi¢cnom slucaju

(X, (X, Fifl] = J(J + 1) Fy], (4.60)
(X3, iyl = MF, (4.61)

gdje Fy, opisuju fuzzy sferne harmonike Y7,.
Opcenito, rjeSenja prethodne dvije jednadzbe elementi su tenzorskog produkta

dvije kopije unitarnih ireducibilnih reprezentacija grupe SU(2), tj.
F = (jm|F|jn)|jm) @ (jn| = Fynljm) @ (jn| € [j] @ [j], (4.62)

gdje smo oznacdili unitarne ireducibilne reprezentacije grupe SU(2) kao [j]. Formalno,
F' je element tenzorskog produkta [j] i njegovog duala, ali te dvije reprezentacije su
ekvivalentne pa je notacija u (4.62) opravdana. Medutim, taj tenzorski produkt nije
ireducibilna reprezentacija. Kako bismo to vidjeli, moramo definirati reprezentaciju

na tenzorskom produktu vektorskih prostora
T=(Toh)(g)r(Vieh), (4.63)

gdje su T; reprezentacije grupe GG na vektorskim prostorima V;, a ¢ € G. Neka je

g = €'Y gdje je X; generator algebre g. Reprezentacija na tenzorskom produktu

dana je kao

T1 (%) @ To(eXi) =2 (1 +iaTy(X;)) @ (1 + iaTy(X;))

Ako primjenimo to na |jm) ® (jn|, slijedi
(X;i®1-1® X;)>F =[X;, F], (4.65)

$to slijedi iz toga da vrijedi e*Xi|jm) i (jm|e~*¥i. Lako se pokaze da Casimirov
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operator nije dijagonalan u ovoj bazi. Pisemo bazu u kojoj su Casimirov operator i

operator X3 dijagonalni

g oJY, |
Yii =) [jm) @ (jnl, (4.66)

mwn \m n M

gdje su koeficijenti u razvoju tzv. 3 — j simboli. Ovdje J poprima vrijednosti izmedu
01 27 te je cjelobrojan, a M poprima vrijednosti izmedu —.J i J. Ako prebrojimo sve

nezavisne fuzzy sferne harmonike, dobivamo dimenziju reprezentacije

25
> @7+ 1) =(2j+1) (4.67)

J=0

$to znadi da reprezentaciju mozemo smatrati (25 + 1) x (25 + 1) matricom. Stoga

moZzemo pisati bilo koji operator ® € [j] ® [j] na nacin

=" AV, (4.68)

JM

uz uvjet ortogonalnosti za fuzzy sferne harmonike
TT(Y}{;Y}Q/) = 0y 0Mm M (4.69)
Iz uvjeta ortogonalnosti dobivamo izraz za koeficijent A7,
A, = Tr(®Y). (4.70)
Koriste¢i dekvantizacijsko preslikavanje (4.57), dobivamo klasi¢ne funkcije na sferi

(2[®|2) = ¢ =) AL Y31(0,9), (4.71)
JM

s istim koeficijentima u razvoju kao i u kvantiziranom slucaju. U klasi¢nom slucaju ti

koeficijenti dani su kao
Al = / w Y, (4.72)
Sto znaci da mozemo napraviti zamjenu Tr — [ w u klasi¢nom limesu.
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Za kraj, osvréemo se na princip korespondencije. Kada smo kvantizirali sferu, za-
nemarili smo jednu finesu, a to je da bi algebra na fuzzy sferi trebala biti definirana s
nekim parametrom nekomutativnosti x kako bi se klasi¢ni limes mogao konzistentno
definirati. Mozemo ovo ispraviti tako da redefiniramo vektorska polja na fuzzy sferi,

tj. uvedemo zamjenu X; — X, u prethodni ratun. Algebra na fuzzy sferi je tada
(X, Xj] = ire,f Xy, (4.73)
a Casimirov operator je
C=r%j(j+1). (4.74)

Dimenzija matrica na fuzzy sferi je N x N, gdje je N = 25 + 1. Casimirov operator

moZzemo tada napisati pomoc¢u N kao

2 2 4.7
g . .5

C=k

Klasi¢ni limes ostvarujemo tako da uzmemo limes x — 0, N — oo takav da je pro-
dukt kN/2 = R konstantan. Tada je Casimirov operator C' = R?. U tom smislu je
nekomutativna algebra funkcija definirana koherentnim stanjima (4.56) zajedno s

derivacijama (4.57) nekomutativni analogon sfere S2.

5 Teorija polja na nekomutativnim prostorima

5.1 Nekomutativna Klein-Gordonova jednadzba

Koriste¢i laplasijan na sferi, mozemo napisati Laplace-Beltramijevu jednadzbu za ska-

larno polje na sferi

A0, ) = m?(0, d), (5.1)

koju dobijemo variranjem akcije

S = /w(¢*A¢ —m?p*e). (5.2)
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Parcijalnim integriranjem mozemo akciju za skalarno polje na sferi dovesti u oblik

5 = / ({8, 2ot 6} — m24 o). (5.3)

Nadalje, u prethodnom potpoglavlju zakljucili smo da je analogon integrala u kvan-
tiziranom slucaju trag. Koristeéi trag i fuzzy laplasijan mozemo napisati akciju za

skalarno polje na fuzzy sferi
S = Tr(®*[X;, [X;, B]] — m?D*®), (5.4)
Sto mozemo napisati i u obliku

S = Tr([®*, X,][X;, @] — m?D* D). (5.5)

Jednadzbe gibanja dobivamo minimalizacijom akcije

)
Sto daje

Dobivenu jednadzbu smo rijesili u prethodnom poglavlju.

5.2 Fluktuacije oko klasi¢nog rjesenja - bazdarna teorija na neko-

mutativnim prostorima

U prethodnom potpoglavlju uveli smo akciju za skalarno polje na stati¢noj pozadini
nekomutativne sfere. Sada zelimo uciniti pozadinu nase teorije dinamickom. Kako
bismo to postigli, zamjenjujemo polje ® s vektorskim poljima X; u akciji (5.5) kako

bismo dobili akciju

S = Tr([X;, X,][X;, X;] — m?*X,X;). (5.8)
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Jednadzbe gibanja su
(X (XY, X )| = m2XE (5.9)

Ovu jednadzbu zadovoljavaju konfiguracije matrica koje zadovoljavaju su(2) Liejevu
algebru s obzirom na komutator. Akciju mozemo razviti oko ovog klasi¢nog rjesenja

podrazumijevajuci da su fluktuacije opisane poljem A tako da imamo
X;= X0+ A, (5.10)

Ocigledno je da ovakvim razvojem nalazimo akciju za polje A na staticnoj poza-
dini nekomutativne sfere. U klasi¢nom limesu Zeljeli bismo identificirati fluktuacije
s bazdarnim poljem. Iako to mozemo napraviti i u okviru modela opisanog akcijom
(5.8), radi jednostavnosti dodat ¢emo doprinose kubi¢ne u operatorima X; te stoga

uvodimo novu akciju
S="Tr <[XZ, X]] — ZEijXk> ([XJ,XZ] — iEjile> . (511)

Lako se vidi da matrice koje zatvaraju su(2) algebru rjeSavaju jednadzbe gibanja. Ako

uvrstimo (5.10) u prethodnu akciju, dobivamo

(5.12)

Vidimo da je akcija invarijantna na djelovanje grupe SU(N), tj. na transformaciju
X; — UTX,U. 1z zahtjeva da se polja X? ne transformiraju, slijedi zakon transforma-

cije za polje A;
Al = U XP, U]+ U AU (5.13)

Ovakve transformacije karakteristicne su za bazdarne teorije. Nadalje, ukoliko defi-

niramo polje F;; na sljede¢i na¢in

Fyy = [X?, Aj] — [X0, 4] + [Ai, Aj] — deijuAr. (5.14)
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akcija poprima jednostavan oblik

koji je takoder karakteristican za bazdarne teorije.

Opcenito, bazdarna teorija je teorija polja ¢iji je lagranzijan invarijantan na Li-
ejevu grupu lokalnih transformacija. Transformacije izmedu razli¢itih bazdarenja
tvore Liejevu grupu, a svakom generatoru pripadne Liejeve algebre odgovara tzv.
bazdarni potencijal. Bazdarna invarijatnost nije posljedica prirode, nego nacina na
koji opisujemo prirodu. Fiksiranje bazdarenja predstavlja nac¢in da se eliminiraju
suvisni stupnjevi slobode. Opcenito, Zelimo da nas opis fizikalnih pojmova ne ovisi
ni o inercijalnom ni o koordinatnom sustavu, tocnije, zelimo da se jednadzbe koje
opisuju dani sustav transformiraju kovarijantno.

Prvo opisujemo bazdarnu teoriju na komutativnim prostorima. Kako bi lagranzijan
ostao invarijantan pri bazdarnoj transformaciji polja, definiramo kovarijantnu deriva-
ciju D, = 0, —ieA,, gdje je e konstanta vezanja. Zelimo da se kovarijantna derivacija
transformira kao D, = SD,, zato smo uveli bazdarni potencijal A,, koji se transfor-

mira kao

Al = 54,57 - ; (9,8) 57, (5.16)
Akcija za slobodno bazdarno polje dana je sa
1 s
8 =~ FuwF", (5.17)
gdje je F,, polje dano kao
F., =0,A, —0,A, —ie[A,, A (5.18)

Usporedbom rezultata na fuzzy sferi s prethodno iznesenom bazdarnom teorijom,

uvazavajuci da su vektorska polja na fuzzy sferi dana kao [X;, | te da u klasi¢nom

slu¢aju odgovaraju vektorskim poljima {z’, }, mozemo vidjeti da vrijedi korespon-
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dencija

UTAU + U X2, U] < SA,S™' — = (8,9) S, (5.19)

i
9

(XD, Aj] — [X0, Al + [As, Aj] —denAr < 0,4, — 0, A, — ie[A,, A, (5.20)

Da bismo detaljnije razumjeli klasi¢ni limes, u akciju i definiciju polja uvodimo od-

govarajudi parametar
S = Tr ([Xu XJ] — ZKEUka> <[Xj, Xz] — Z./ﬁﬁjile> s (521)

S obzirom da sada vrijedi X° = J;/x, gdje su J; generatori su(2) algebre, za polje F

imamo
Fij = [ji/’vaj] - [jj/"‘?aAi] + [Ai, Aj] — iK€ Ay (5.22)

U klasi¢nom limesu x — 0 prva su dva ¢lana dominantna i preslikavaju se u kovari-

jantne derivacije na sferi, tj.

Sama transformacija potencijala U € SU(N) u klasi¢nom limesu prelazi u U(1) tran-
sformaciju. Kako bismo to vidjeli, prisjetimo se da se svaka unitarna transformacija
moZe napisati kao eksponent hermitske matrice, tj. U = ¢*®. Koherentnim stanjima
taj operator preslikavamo na funkciju varijable z, odnosno U — ¢**), §to odgovara
U(1) transformaciji. Konkretno, transformacija bazdarnog potencijala u klasicnom

limesu tada glasi
Al — A +i{ XD, 9} (5.24)

5.3 Kvantizacija matri¢nih modela

Prethodno dobiveni matri¢ni model ne predstavlja fizikalnu teoriju. Kako bi se do-

bio formalizam kvantne teorije polja i kvantne gravitacije, potrebno je kvantizirati
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stupnjeve slobode prethodno uvedenih modela. Kvantizacija klasicnog modela moze
se provesti kanonskom kvantizacijom ili integralima po putevima. Potonji pristup
namece se kao prirodan odabir kod matri¢nih modela.

Kada u kvantnoj teoriji polja racunamo amplitude rasprsenja nekog procesa, uzi-
mamo u obzir sve moguce konfiguracije naseg sustava pri prelasku iz pocetnog u
konacno stanje. Svaki od tih procesa dolazi s odredenom amplitudom vjerojatnosti
koje se zbrajaju kako bi se dobila ukupna amplituda promatranog procesa. Svaka
od tih moguénosti moze se smatrati putanjom u konfiguracijskom prostoru stanja
sustava, gdje je konfiguracijski prostor u ovom slucaju Fockov prostor vektora koji
predstavljaju broj svakog tipa Cestice s impulsom p. Jedna interpretacija toga je per-
turbativni pristup preko Feynmanovih dijagrama.

U kvantnoj mehanici sumu po svim mogué¢im konfiguracijama mozemo formuli-
rati preko integrala po putevima. Amplituda vjerojatnosti da Cestica iz jedne tocke
u prostoru evoluira u neku drugu tocku kasnije u vremenu dana je sumom svih
amplituda vjerojatnosti koje odgovaraju nekoj putanji izmedu pocetne i konacne
to¢ke. Amplituda vjerojatnosti za svaku takvu putanju dana je s €*°, gdje je S ak-
cija S = [ L(q, ¢)dt. U ovom formalizmu pokazuje se da je amplituda vjerojatnosti da
Cestica prede iz tocke (g;, t;) u toc¢ku (¢y, t;) za Hamiltonijan oblika H = p*/2m+V (q)

dana izrazom

<qf7 tf‘CIi, ti> =N /[dQ]eiS[q] (5-25)

gdje notacija [dg| predstavlja funkcionalnu integraciju po svim moguéim putanjama
q(t), a N je konstanta.

Kvantnoj teorija polja formulirana je tako da moze opisati dinamiku mnostva
Cestica. U standardnim procesima rasprSenja Cestica dolazi do nastajanja i nestajanja

Cestica, $to se u lagranzijan uvodi preko izvora J(¢) na nacin

L(g.4) — L(g,q) + J(t)q(?). (5.26)

Ako pretpostavimo da je izvor ukljucen za vrijeme konacnog vremenskog intervala,
amplituda vjerojatnosti da Cestica prijede iz osnovnog stanja, u kojem se nalazila

puno prije uklju¢ivanja izvora, u osnovno stanje, puno kasnije nakon isklju¢ivanja
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izvora, dana je s

dq] exp dt qq—l—Jq—l— Sli€eq
J]:f - {f [ ‘ ]} (5.27)

quexp{f dt[ )+ zeq}}

Vazno svojstvo prethodne veli¢ine glasi

5 Z[J]
5T (t1) -0 (tn)

=" (0|T [q(t:) - q (t.)]] 0, (5.28)

J=0

tj. vidimo da derivacija Z[J] po izvoru J(¢;) daje vakuumsku oc¢ekivanu vrijednost
putanje ¢(¢;). Isto takvo svojstvo ima i particijska funkcija u statistickoj mehanici.
Dakle, poznavajuéi veli¢inu Z[J], mozemo dobiti Feynmanove dijagrame i pokazati
konzistentnost ovog formalizma s kanonskom kvantizacijom.

Ako primijenimo formalizam integrala po putevima na matri¢cne modele, particij-

sku funkciju mozemo definirati na nacin
Z = / dX; e”(SE+IX) (5.29)

gdje se integracija provodi po prostoru matrica. Ovakvu formulaciju mozemo inter-
pretirati kao random matri¢ni model. Prethodni izraz invarijantan je na bazdarnu
transformaciju X, — U'X,U, kao i na globalne simetrije kao $to su translacije i rota-
cije.

U prethodnom izrazu valja primijetiti jedan detalj, a to je da particijska funkcija
u random matri¢cnom modelu nema faktor i u eksponentu. Tome je razlog Sto ovaj
model definiramo na fuzzy sferi, koja posjeduje simetriju Euklidskog prostora, za raz-
liku od standardne kvantne teorije polja koja je definirana na prostoru Minkowskog.
Ova razlika u eksponentu postize se Wickovom rotacijom izraza (5.27), tj. zamjenom
t — it. Integral ovog tipa za slobodnu cesticu reproducirao bi toplinsku jednadzbu,
dok bi integral s faktorom i reproducirao slobodnu Schrodingerovu jednadzbu.

Konstruirajmo sada akciju slicnu Higgsovoj s parno dimenzionalnim matricama

M
S =Tr(M* - M*) (5.30)

Pokazat ¢emo da je u ovom modelu sfera S* emergentna struktura, kao i bazdarna
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teorija na njoj, a za ovako zapisanu akciju dobro je poznat izracun particijske funk-
cije. S obzirom da je matrica M parno dimenzionalna, mozemo ju zapisati koristeci

Paulijeve matrice
M=M"'®oao,. (5.31)
Radi jednostavnosti, ograni¢avamo se na slucaj gdje M° = 0. Ra¢unamo prvo M?
M?=(M"®o0,)(M"®0,) = MM o0, (5.32)

Budu¢i da za Paulijeve matrice vrijedi o = 1249, 0;0; = 0;; + i€;50% 1 to da je trag o;

nula, slijedi da je trag od M?>
Tr(M?) = Te(M'M' @ 1 + %eijk (M, M) @ o) = 2Te(M™), (5.33)
Sli¢no za M* imamo

Te(M*) = Tr [MIM @1 + %eijk[Mi, M) @ op(MFMF @ 1 + %eklm[Mk, MY ® o)

= 2Tr(M™2M7? — %[Mi, M) [M*, M7)). (5.34)
Pocetna akcija je tada
S = 2Tr(M™ — MM + %[Mi, MM, M7]). (5.35)
Jednadzbe gibanja glase
(MM M*)] = 2M* — 4M* M2, (5.36)

Prethodne jednadzbe rjeSavamo pretpostavljajudi rjeSenje oblika [M?, M| = ce* M*,
tj. pretpostavljamo da matrice M zadovoljavaju su(2) algebru. UvrStavanjem u pret-

hodni izraz dobivamo
AMF =2(1 —2M™?)M*. (5.37)
Ako su matrice M elementi ireducibilne reprezentacije, tada je M Casimirov opera-
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tor, koji je proporcionalan jedinici, iz cega slijedi izraz za konstantu ¢
c=iy/202MZ 1), (5.38)

Time smo pokazali da je rjeSenje jednadzbi gibanja uistinu fuzzy sfera.

Moze se pokazati [20] da particijska funkcija glasi
Z = (dp)* exp (—47Cap) , (5.39)
R

gdje je R indeks ireducibilne reprezentacije, dr dimenzija reprezentacije, a Cyx je

kvadratni Casimirov operator.
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6 Zakljucak

U ovom radu osvrnuli smo se na konstrukciju nekomutativnih, tj. kvantiziranih pros-
tora koji su analogoni klasi¢nih homogenih prostora. Centralni pojam pri ovoj kons-
trukciji predstavlja princip korespondencije, tj. matematicki konzistentna formulacija
istoga, kako bismo ograni¢ili moguce veli¢ine na nekomutativnim mnogostrukostima
zahtjevom da se preslikavaju na fizikalne velicine na glatkim mnogostrukostima.

U deformacijskoj kvantizaciji algebarski je ostvaren matematicki konzistentan prin-
cip korespondencije, unutar kojeg se pokazuje vaznost Poissonove strukture mno-
gostrukosti. Motivirano time, dan je pregled geometrijske strukture Liejevih grupa
i pripadnih Liejevih algebri te je izloZena metoda kako se konstruiraju nekomuta-
tivni prostori homogenih prostora dobivenih kao kvocijenti Liejevih grupa po nji-
hovim podgrupama. Kako bismo formulirali konzistentan princip korespondencije,
potrebno je konstruirati preslikavanje s operatora definiranih na kvantiziranom pros-
toru na funkcije na klasi¢cnom prostoru, zbog ¢ega smo uveli inducirane reprezenta-
cije i koherentna stanja. Za primjer konstruirali smo kvantnu mehaniku polaze¢i od
Heisenbergove grupe, kao i tzv. fuzzy sferu, koja je kvantizirani analogon sfere S2.
Na fuzzy sferi izgradili smo bazdarnu teoriju polja te smo na uvodnoj razini objasnili

kako se ista kvantizira unutar formalizma random matri¢nih modela.
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Dodaci

Dodatak A Izvod rastava eksponencijalnog operatora

angularnih momenata
U ovom dodatku pokazujemo kako izraz oblika
ew+X++w,X_ Hw. Xz (A.1)
mozemo rastaviti na izraz oblika
RIS TP e & (A.2)

Kre¢emo od matri¢ne reprezentacije angularnih momenata

. 01 . 5 0 . 00
X; = . X, = . X = : (A3)
0 0 0 -1 10

Eksponent u prvom izrazu ima matricni oblik

1
—W, W4
A=| 2 . (A.4)
w_ §”LUZ
Za tu matricu vrijedi
1 n
A% = (sz + w+w_> 1 (A.5)
1 n
A%t — (sz + w+w_> A. (A.6)

Razvijanjem prvog izraza u red i koriste¢i prethodne dvije relacije, dobivamo izraz

w_(sinh K)/K cosh K — sw,(sinh K) /K
(A.7)

wy Ryt X s X ( cosh K + fw.(sinh K)/K w + (sinh K) /K )
e - — z z — ,
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gdje je

1 1/2
K = (sz + w+w_) ) (A.8)

Sada racunamo izraz (A.2). Koristimo C¢injenicu da su J. nilpotentne matrice, tj.

vrijedi J2 = 0, kao i da za dijagonalnu matricu vrijedi
M = : (A.9)

Iz toga slijedi

172 = N\1/2 S \1/2
N A 5 ZZ —|—Z zZ_ zz Z ZZ
B T N e A A ACOR (A.10)

=/ (2)"" 1/ (2)"?
gdje smo uveli definiciju z, = 21n Z, kako bismo eliminirali exp(+z,/2) u ra¢unu. Iz-
jednacavanjem izraza (A.7) i (A.10), dobivamo Cetiri jednadzbe za izrazavanje koefi-
cijenata z; pomocu w;. Budu¢i da je determinanta oba operatora 1 zbog unitarnosti,

samo tri od te Cetiri jednadzbe su nezavisne. Dobivamo koeficijente z;

Wy sinh K

Zy = — , (A.11)
K cosh K — Lw, sinh K
2 K
_ inh K
2 = w? Sml - , (A.12)
cosh K — 5?2 sinh K
1
5 = — . (A.13)
cosh K — 5?2 sinh K
U nasem konkretnom slu¢aju imamo w, = 0, w, = ¢, w_ = —(. U tom slu¢aju vrijedi
K =i|¢|, cosh K = cos ||, sinh K = isin || i za koeficijente dobivamo
_ ¢
zp = — tan|(], (A.14)
4]
S
z_ = ——tan|(], (A.15)
q
3 ! (A.16)
Z, = . .
cos [C]
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Ako preimenujemo koeficijente z, = z, . = —z, tada je koeficijent z, = 1 + |z|*.

Kona¢no mozemo pisati

T(Z, 2) — €ZX+€1n<1+|z\2)X3€—EX_, (A.17)
gdje je
S
z = mtan]ﬂ, (A.18)

u skladu s izrazom (4.54).
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