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Uvod

Prije Cetristotinjak godina, dok je bolestan lezao u krevetu i promatrao polozaj muhe na
stropu, René Descartes dobio je svoje prve ideje analiticke geometrije. Svojim djelom
”Geometrija” iz 1637. godine otvorio je novo razdoblje u razvoju matematike primjenom
koordinatnoga sustava i medusobno zavisnih promjenljivih veli¢ina, uspostavljajuci vezu
izmedu algebre 1 geometrije. Njegovo rjeSenje Pappusovog problema izneseno u ”Geome-
triji” predstavlja pocetak shvacanja funkcijske veze. Najveéi Descartesov doprinos mate-
matici uvodenje je Kartezijevog (pravokutnog) koordinatnog sustava.

Tema ovog rada je koordinatna metoda u stereometriji. U radu ¢emo razliCite geome-
trijske teoreme 1 matematicke probleme stereometrije dokazati tako da ¢emo odabrati po-
godan koordinatni sustav 1 problem rijeSiti primjenom analiticke geometrije. Na razini
srednjoskolske matematike razliCite stereometrijske probleme moguce je takoder rijeSiti
metodom koordinata pa u radu navodimo i neke od njih.

Rad je strukturiran u Cetiri veca poglavlja.

U prvom smo poglavlju naveli povijesnu crticu o osnivacu analiticke geometrije - Renéu
Descartesu. Nakon toga smo definirali Kartezijev koordinatni sustav u prostoru i naveli
osnovne metri¢ke relacije koje ¢emo koristiti u radu te opisali pravce i ravnine. Na kraju
poglavlja opisali smo koordinatnu metodu.

Drugo poglavlje donosi kratki pregled analogija izmedu svojstava trokuta u ravnini i tetra-
edra u prostoru. Dokazi teorema provedeni su koordinatnom metodom.

Trece poglavlje bavi se svojstvima tetraedra. Sastoji se od niza teorema dokazanih koordi-
natnom metodom.

Cetvrto poglavlje sadrzi srednjoskolske stereometrijske probleme. Zadaci iz $kolskih udZbenika
rijeSeni su koordinatnom metodom.

Sve slike uvrstene u rad izradene su u programu dinami¢ne geometrije GeoGebra.



Poglavlje 1

Kartezijev koordinatni sustav u prostoru

1.1 Povijesna crtica

Jos u vrijeme anticke Grcke neki gr¢ki matematicari, poput Apolonija i Arhimeda, koris-
tili su pojmove duljina, Sirina 1 visina da opiSu pozicije u prostoru, a zadaci koje danas
smatramo algebarskima razmatrali su se geometrijski. Neki arapski matematicari, poput
Al-Mahanija, pokusali su neke geometrijske probleme formulirati algebarski. Iako sami
poceci analitiCke geometrije seZu i u povijest staru visSe od 3000 godina, do uvodenja koor-
dinata doslo je tek u 17. stoljecu.

Slika 1.1: René Descartes, [[13]]
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Francuski filozof, fizi€ar i matematicar René Descartes roden je 31. oZujka 1596. godine u
mjestu Le Haye. Odgojio ga je otac buduéi da mu je majka umrla dok jo$ nije imao godinu
dana. U osmoj godini Zivota zapoceo je Skolovanje u isusovackome kolegiju La Fleche,
koji je zavrSio 1614. godine. La Fleche je bio odabir njegova oca, a na njegovom je Celu
bio njihov dalji rodak koji je Descartesovo Skolovanje podredio njegovim naklonostima.
Descartes je od rodenja bio boleZljivo dijete. Zbog svojeg je zdravlja imao dozvolu lezati
do 11 sati u krevetu. Kad je kasnije, 1647. godine, posjetio Pascala rekao mu je da je
jedini nacin kako dobro raditi matematiku i saCuvati zdravlje ne ustati ujutro ranije nego
Sto imas$ potrebu za ustajanjem. Descartes je bio katolik vjeran tradiciji, ali sposoban biti
kritican prema svemu Sto ga okruZzuje i Sto je naslijedio. Na kolegiju je bio uspjeSan na
svim podruc¢jima, no najvise je briljirao u geometriji. Descarstes je diplomirao civilno i
kanonsko pravo na SveuciliStu u Poitiersu. Iako je uvijek bio najbolji na studiju i postigao
najvise Sto se u to vrijeme u znanosti u Skoli mogao posti¢i, bio je imucan student pa je
u svojim studentskim danima vrijeme provodio u izlascima, macevanju i jahanju. Nakon
Skolovanja je 1618. godine stupio u vojsku i1 sudjelovao u TridesetogodiSnjem ratu. Postoje
podaci da je Descartes svoje prve ideje analiticke geometrije dobio je u tri sna u noci 10.
studenoga 1619. u doba ratovanja na Dunavu. Sljedeée godine izlazi iz vojske i provodi
pet godina putujuc¢i Europom. Godine 1626. nastanio se u Parizu gdje se bavio konstrukci-
jama optickih instrumenata, a godine 1629. nastanjuje se u Nizozemskoj gdje ée sljedece
godine provesti posvecen matematici i filozofiji. Godine 1649. prihvaca poziv Svedske kra-
ljice Kristine da je poucava matematici. Kraljica Kristina zahtjevala je ranojutarnju poduku
pa je René, suprotno svojim navikama, bio prisiljen u pet sati ujutro prolaziti hladan put iz
jednog u drugi dio dvorca. U samo nekoliko mjeseci boravka u Stockholmu, Descartes je
tako dobio upalu plucai 11. veljace 1650. umro.

René Descartes je svoje prvo djelo ,,Rasprava o metodi* sa dodacima ,,Dioptrija”, ,,Mete-
ori” 1,,Geometrija” objavio u Leidenu 1637. godine. Ondje navodi pravila na kojima se
zasniva metoda pravilnog spoznavanja i navodi primjer tih metoda u euklidskoj geometriji.
Djelo ,,Meditacije* objavljuje u Parizu, a ono je primjer primjene njegove Cvrste logike.
Svojim djelom ,,Geometrija“ Descartes otvara novo razdoblje u razvoju matematike pri-
mjenom koordinatnoga sustava i medusobno zavisnih promjenljivih veli¢ina, kojima je us-
postavljena veza izmedu algebre i geometrije 1 zasnovana analiticka geometrija. Descartes
je dao niz vaznih poucaka i metoda iz razliCitih podru¢ja matematike. U ,,Geometriji* je
utvrdio da Pappusov problem ima beskonacno mnogo rjesenja koja za beskonacno mnogo
razlicitih vrijednosti x rjeSavanjem jednadzbe njima pridruzuju beskona¢no mnogo vrijed-
nosti y 1 tako dobiven skup tocaka €ini krivulju u ravnini. Ovo je predstavljalo poCetak
shvacanja funkcijske veze, koja je u opem smislu prihvacena tek u 18. stoljeCu. Ins-
piraciju za uvodenje koordinatne ravnine je Descartes prema anegdoti dobio promatrajuéi
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muhu na stropu. Jedan od najvecih doprinosa matematici je Kartezijev (pravokutni) koordi-
natni sustav koji je ime dobio po latinskoj inacici njegova imena - Cartesius. Medu prvima
je uocio da vrijedi osnovni teorem algebre, Eulerova formula, a 1638. godine proucavao
je algebarsku krivulju treéeg stupnja x* + y* = 3axy i nafao njen tocan oblik u prvom
kvadrantu. Krivulja danas nosi ime ,,Descartesov list“. Godine 1644. objavio je djelo
,Prirodna filozofija“ gdje je uveo pojam koli¢ine gibanja, otkrio zakon o lomu svjetlosti te
tumacio nastanak duge.

1.2 Kartezijev koordinatni sustav u prostoru

Najcesce koriSten koordinatni sustav u analiti¢koj geometriji prostora jest pravokutni Kar-
tezijev koordinatni sustav. Koordinatne osi tog sustava ¢ine tri medusobno okomita bro-
jevna pravca Ox, Oy, Oz Cije je sjeciSte tocka O. Tocka O ishodiste je za svaki od ta tri
brojevna pravca. Na pozitivnim dijelovima osi Ox, Oy, Oz nalaze se redom tocke E;, E,,
E;, takve da vrijedi |OE,| = |OE,| = |OEs| = 1. Vektore OF; = i, OE, = j, OE; = k zo-
vemo jedini¢nim vektorima (ortovima) u smjeru koordinatnih osi. To¢ku O nazivamo
ishodistem koordinatnog sustava. Pravac Ox zove se x-os ili os apscisa, pravac Oy y-os
ili os ordinata, a pravac Oz z-os ili os aplikata. Za ovako uvedeni koordinatni sustav
upotrebljavat ¢emo oznaku (O, A f, I?). Koordinatne ravnine su xy-ravnina, yz-ravnina i
xz-ravnina, a odredene su dvjema koordinatnim osima.

Koordinatni sustav ovisno o medusobnoj orijentaciji koordinatnih osi moze biti lijevi 1
desni. U desnom (lijevom) koordinatnom sustavu koordinatne osi Ox, Oy i Oz imaju re-
dom smjerove kao ispruZeni palac, ispruzeni kaziprst 1 savinuti srednji prst desne (lijeve)
ruke. Formule izvedene za jedan od sustava vrijedit ¢e i u drugom sustavu, a formule ¢e u
ovom radu biti izvedene za desni koordinatni sustav.

PoloZaj neke tocke T u prostoru jednoznacno je odreden njezinim vektorom polozaja ili

radijvektorom m)" = 7. Uvedimo na svaku koordinatnu os pravokutnog Kartezijevog
sustava u prostoru koordinatni sustav na pravcu. PoloZimo li nekom to¢kom 7 prostora
ravnine paralelne s koordinatnim ravninama, one e sjeéi koordinatne osi x, y, z redom u
tockama X, ¥, Z.

Realne brojeve x, y, z takve da je 0_)>( = x?, a)’ = yf, O_Z) = zl? zovemo koordinatama tocke
T. Dakle, svakoj tocki T prostora pridruZena je uredena trojka (x,y,z) realnih brojeva gdje
broj x nazivamo apscisom tocke 7, y ordinatom tocke 7, a z aplikatom tocke 7. Zelimo
li tocki prostora T pridruziti njene koordinate oznacavat ¢emo to sa 7'(x, y, z). Na ovaj smo
nacin definirali bijekciju izmedu skupa tocaka u prostoru i skupa R? svih uredenih trojki
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realnih brojeva.

Slika 1.2: Radijvektor tocke T

Sada kad smo definirali sve potrebne komponente sa slike[I.2] vidimo da vrijedi:

—_— = 2 =
OT =0X+XT'+TT'.

—_— —
Kako je XT" = OY 1 TT' = OZ, onda je:

— = =

_)
OT = 0X + OY + 0Z,

odnosno:
P=xi+yj+zk. (1.1)

Neka je @ bilo koji vektor prostora (O, A f /?). Promatrat ¢emo njegov reprezentant kojemu
je pocetak u ishodiStu koordinatnog sustava. Taj je reprezentant tada radijvektor neke tocke
pa prema|[I.T| postoje realni brojevi a., a,, a. takvi da je:

2 2 >
d=ai+ayj+ak.
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Realni brojevi a,, a,, a, su koordinate vektora d, $to simboli¢ki oznaavamo sa d =
{ay, ay,a;}. Sa slike uocavamo da je |Ei| duljina dijagonale nacrtanog paralelepipeda,

pa vrijedi:
la| = \Ja2 + a2 + a2. (1.2)

. . . ??P .. .
Neka su a, 8,y kutovi $to ih vektor @ zatvara redom s vektorima i, j, k. 1z slijedi:
a a a
cosq = ———————— cosf= ——=—— cOSy = —no—. (1.3)
2 2 2 2 2 2 2 2 2
ay +a; + a; ay +a; + a; ay +a; + a;

Brojeve cos a, cos 3, cosy zovemo kosinusima smjera vektora d. 1z slijedi:

cos’a + cos’ B+ cos’y = 1.

Kosinusi smjerova nekog vektora d koordinate su jedini¢nog vektora dy u smjeru tog vek-
tora. Odnosno vrijedi:

> 2 -
asi +ayj+ ak

|2 + a2 + a2
a; +ay + a;

Neka su 4, l;, ¢ tri vektora prostora (O, 7, f, 1?), pri Cemu je:

-

ag =

-

» 2
d = aid+ayj+ak,
- - - -
b = bii+byj+bk,

2 2 >
¢ = cid+cj+ck

Analogno kao u ravnini, odmah se vidi da vrijedi:

d+b=(a,+b)i+ (a, £ by)f+ (a, + bZ)l?,

- ? ? 4
a-d=aad+aayj+aak, a€R.
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=1

Slika 1.3: Vektor d

Skalarni produkt vektora @ i b je broj:
a-b= |Z1’| ‘l;| cos £(a, b).
Teorem 1.2.1. Skalarni produkt vektora d = ai+ ayf+ azl? ib= b.i + byf+ bzlz jednak je:

5 7
a-b=ay-by+ay,-by+a;,-b,.

Vektorski produkt vektora @ i b je vektor & takav da je:
el = |ax 8| = |a 5| sin «@ ).

-

. . - . g . v . = Ve o .
Ako je |8| >0,ondajec L dic L b, pri ¢emu uredena trojka vektora (d, b, ¢) ¢ini desni
sustav.
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Teorem 1.2.2. Neka su dani vektori d = ax?+ ay7+ azlz ib= bl + byf+ bzl?. Tada vrijedi:

REEE:
adxb=\|a, a, a,
b, by, b,
MijeSoviti produkt vektora @, b, € je broj:
a, a, a
@.b,&)=@xb)-¢=|b, by, b.
cx € ¢

1.3 Osnovne metricke relacije

Udaljenost dviju to¢aka. Neka su A(x4, ya,24) 1 B(xp, ¥, zp) dvije toCke prostora, a 7 i
7 njihovi radijvektori. Tada je AB = (xz — x4)i + (v5 — )] + (25 — z4)k. Kako je |AB]| =
'E" slijedi da je:

d(A, B) = [AB| = (5 = %07 + G = ya) + (2 — )"

Dijeljenje duZine u zadanom omjeru. Podijeliti duZinu AB u zadanom omjeru A : 1 znagi
odrediti tocku T (djeliSnu tocku) unutar te duZine takvu da vrijedi:

— =
AT : TB=21:1,

odnosno:
— —
AT = A1-TB.

Ako su A(xa, ya,za) 1 B(xg, yp, zg) koordinate zadanih tocaka, a T'(x, y, z) koordinate trazene
tocke, onda vrijedi:

=l

—_
AT

X=X,y —ya,2—za} =

b

' {xB —X,¥YB—Y,<B _Z}'

~ o~

Sada iz jednakosti dvaju vektora slijedi:

X— X4 = Axg — Ax
y—ya=Adyp— Ay
z—2z24 = Azg — Az,
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odnosno:
x(1+A) = x4+ Axp

Y(I+A) =ya+ Ayp
Z(l + /l) =24+ /123.

1z ovoga slijedi da su koordinate traZene tocke 7T':

(xa+/lx3 Yo+ VB Za+/lZB)
1447 144 1+2

Poloviste duZine. Posebno, tocka P je poloviste duZine AB ako vrijedi: AP:PB=1: 1,
odnosno ako je 4 = 1. UvrStavanjem u formulu za raCunanje koordinata djeliSne toCke
dobivamo da su koordinate polovista duZine AB, A(x4, Y4,24), B(xp, Y, ) jednake:

P(XA +Xp Ya+YB 2 +ZB)

2 7 2 72 '
Primjer 1.3.1. Neka je u ravnini dan trokut AABC gdje su A(xa,ya,24), B(xp,Ys,28),
C(xc,yc,zc). Odredimo koordinate teZista trokuta AABC.

TeziSnica trokuta je duZina koja spaja njegov vrh s polovistem nasuprotne stranice. TeZiSte
trokuta je tocka u kojoj se sijeku sve tri teZiSnice trokuta. TeziSte trokuta dijeli svaku od
teziSnica u omjeru 2 : 1 racunajuci od vrha trokuta. U sljedecem tekstu pomocu koordi-
natne metode dokazat ¢emo da se sve tri teZiSnice trokuta u prostoru sijeku u jednoj tocki
koja ih dijeli u omjeru 2 : 1 mjereéi od vrha trokuta.

Neka je tocka P poloviste duZine AB, to¢ka R poloviste duzine BC, a totka S poloviste
duZine AC. Tada su koordinate to¢aka P, Ri S jednake:

P(XA +Xp ya+Yp 2a +ZB)

2 7 2 7 2
R(XB+XC yBt+Yyc ZB+ZC)
2 7 2 7 2 ’

S(XA+XC yatYc ZA+ZA)
2 7 2 72
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).

Slika 1.4: Trokut ABC i njegovo teziSte

Duzine AR, BS 1 CP tezisnice su trokuta AABC.
. = - 2
Odaberimo na teZiSnici AR to¢ku T, takvu da vrijedi |AT,| = 3 |TR|. Prema formulama za

koordinate djeliSne tocke, gdje je A = 2, imamo:

xA+2-xB;xc

= 1+2

ya+2 )’B‘;)’c

=T

ipt+2Zc

. 4+ 2 3 |
1+2

odnosno:

T (XA+XB+XC yatyYstYc ZA+ZB+ZC)
: 3 ’ 3 ’ 3 '
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— 2
Odaberimo sada na teZiSnici BS tocku T, takvu da vrijedi |BT,| = = |7,S|. Ponovnom
primjenom formula za koordinate djeliSne tocke, gdje je A = 2, dobivamo:

Xa+Xxp+Xxc Ya+typtyc 24 +ZB+ZC)

T ,
2( 3 ’ 3 3

— 2
Analogno, na teziSnici CP odaberimo tocku 73 takvu da vrijedi |CT3| = 3 |T5P|. Primje-

nom formula za koordinate djeliSne tocke, gdje je A = 2, dobivamo:

T (XA +Xp+Xc YatYpt+Yc Za +ZB+ZC)
} 3 3 03 '
Sve se tri odabrane to¢ke podudaraju u svojim koordinatama pa zakljucujemo da se sve tri
teziSnice trokuta sijeku u jednoj tocki T - teziStu trokuta Cije su koordinate:

T(XA+XB+XC Ya+yYptYc Za +ZB+ZC)
3 ’ 3 ’ 3 '

Tocka T dijeli teziSnice u omjeru 2 : 1 mjereci od vrha trokuta.

1.4 JednadZbe pravca i ravnine u prostoru

Pravac u prostoru

Pravac p u prostoru odreden je jednom svojom tockom Ty(xo, Yo, Z0) 1 vektorom smjera
p=ai+bj+ck ={a,b,c}. Neka je T(x,y,z) proizvoljna to¢ka pravca p. Tada se vektori
pi 7707)‘ mogu zapisati kao: _T_(ﬁ)“ = Ap, zaneki 1 € R.

L9

—
Sa slike vidimo da vrijedi: ToT = 7 — rp, odnosno:

F=ry+ Ap,

Sto zovemo vektorskim oblikom jednadzbe pravca.
ZapiSemo li tu jednadZbu koordinatno dobivamo:

xi + y7+ & = (x0?+ y0f+ zolz) + ﬂ(a?+ bf+ clg),
xi + y]_')+ zlz = (xo+ /la)?+ (vo + /U?)f+ (z0 + /lc)l?,

X = X9+ Aa
y=yo+A4b (1.4)

z=z0+Ac,A € R,

odnosno:
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Sto zovemo parametarskim oblikom jednadZbe pravca. Svakoj tocki pravca p odgovara
tocno jedna vrijednost parametra A i obratno.

Slika 1.5: Pravac u prostoru

Eliminacijom parametra A iz[1.4] slijedi:

X=X _Y~Yo <~ 20

a b c

Ovakav oblik jednadZbe pravca zovemo kanonskim oblikom jednaZbe pravca.

Pravac p u ravnini moZe biti zadan i s dvije tocke koje mu pripadaju. Neka je pravac p
odreden tockama T(xy,y1,21), T2(x2,¥2,22). Ovakav je nain zadavanja pravca analogan

—
prethodnom - pravac smo zadali tockom T(x;,y;,7;) i vektorom smjera 717, = {x, —
X1,Y2 — ¥1,22 — z1}. JednadZbe pravca p u kanonskom i parametarskom obliku sada glase:

A-—X1 Y= _Z-Q

9
Xo—X1 Y2—Y1 2212
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odnosno:
x=xp+ A(xp — x7)

y=Yo+ A2 —y1)
Z=Zo+/1(22—21), A€eR.
Ravnina u prostoru

Neka je u prostoru ravnina m odredena jednom svojom tockom 7(xo, Yo, 20) 1 vektorom
normale 7 = Ai + Bj + Ck = {A, B,C}. Neka je T(x,y,z) proizvoljna to¢ka ravnine .

2 v « . . . . 4
Vektor TyT tada lezi u ravnini 7 i njegove su koordinate: To7T = {x — X0,y — Y0,2 — 20}
Vektor normale 7 ravnine r okomit je na svaki vektor koji leZi u ravnini pa tako i na vektor

ToT. Slijedi da je skalarni umnozak vektora 7i i T7 jednak:
—>
ﬁ . ToT = 0,
Sto zovemo vektorskim oblikom jednadzbe ravnine, odnosno:
A(x = x0) + By = yo) + C(z = 20) = 0,

Sto zovemo algebarskim oblikom jednadZbe ravnine.

IzmnoZimo li izraze u posljednjoj relaciji dobivamo:
Ax+ By+Cz+ D =0,

gdje je D = —(Axy + Byy + Czp). Ovakav oblik jednadzbe ravnine zovemo kanonskom ili
opéom jednadzbom ravnine. Ukoliko je D = 0, ravnina x prolazi ishodiStem koordinat-
nog sustava.

Iz kanonskog (opéeg) oblika jednadZbe ravnine dijeljenjem s D # 0 dobivamo:

f + X + E — 1,

p q T
. . . . - . . -D -D -D
Sto zovemo segmentnim oblikom jednadzbe ravnine, gdje su p = R q= 5 r= el

duljine segmenata na koordinatnim osima.

Ravninu 7, osim to¢kom i vektorom normale, moZemo zadati i s tri nekolinearne tocke
T1(x1,y1,21), T2(x2, y2,22) 1 T3(x3, 3, 23) koje joj pripadaju.

Neka je toc¢ka T(x,y, z) proizvoljna tocka ravnine n. Tada su vektori 717, T\ T», T1T5 kom-
planarni pa im je mjeSoviti produkt jednak nuli. Imamo:

(T'T xT\T>) - T\Ts = 0,
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odnosno:
X=X Y=YV 22
Xo—x1 y2-y1 22—21 |=0.
X3— X1 Yy3—Y1 3—2

Udaljenost tocke T (xo, yo, 2o) od ravnine Ax + By + Cz + D = 0 definira se kao udaljenost
tocke T od njene ortogonalne projekcije na tu ravninu, a ratuna se prema formuli:
Axy + By() +Cz0+ D

d= :
—signD VA? + B? + C?

1.5 Koordinatna metoda

Primijeniti koordinatnu metodu u stereometriji znaci dano geometrijsko tijelo smjestiti u
pogodan koordinatni sustav i dani problem rijeSiti primjenom analiticke geometrije.
[lustrirajmo metodu na primjeru zadatka primjenjenog ucenicima drugog razreda srednje
Skole. Zadatak je preuzet iz [3]].

Primjer 1.5.1. Neka su M, N, P, Q redom polovista bridova AB, BC, CD, DA tetraedra
ABCD. Onda je MNPQ paralelogram.

Bez smanjenja opcéenitosti smjestimo tetraedar ABCD u koordinatni sustav tako da trokut
AABC lezi u xy-ravnini. Tada su koordinate njegovih vrhova:

A(XA, YA, 0)9 B(XB’yBa 0)7 C(-XC’ yC7 O)a D(XD, yD’ ZD)'

Koordinate to¢aka M, N, P i Q odredit ¢emo primjenom formula za koordinate djeliSne
tocke, odnosno njenog specijalnog slucaja kad je djeliSna tocka upravo tocka poloviste
duzine (uz uvjet 4 = 1).

Totka M poloviste je brida AB pa su njene koordinate:

X4+ X + +
M(A B YA1tYB 24 ZB)

2 7 2 72

Toc¢ka N poloviste je brida BC pa su njene koordinate:

N(XB+XC ys t+Yyc ZB+ZC)
2 2 72

Totka P poloviste je brida CD pa su njene koordinate:

P(Xc+x1) Yc +Yp Zc+ZD)
2 2 72 ’
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Slika 1.6: Tetracdar ABCD

Tocka Q poloviste je brida AD pa su njene koordinate:

Q(XA +Xp YA+ YD Za +ZD)

2 72 72 '
Vektor smjera pravca odredenog dvjema tockama 7' (xy, y1,21), T2(x2, Y2, 22) jednak je
5= {xz - X1,Y2 — V1,22 — zl}. Odredimo vektore smjera pravaca MN, PQ, MQ, NP.

Vektor smjera pravca MN jednak je:

5
SMN =

{XB+XC —XA—Xp YBt+Yc—YA—YB Zptic— 1A —ZB}
2 ’ 2 ’ 2 ’
2 :{XC—XA Yc — Y4 ZC—ZA}
MN > T 5

Analogno odredimo vektore smjera Spg, Sy 1 Syp pravaca PQ, MQ, NP:

g = {XA - Xc, Ya —)’c, Za — Zz},
2 2 2
uo = {XD - XB, Yp _yB’ Zp — ZB},
2 2 2
Sup = {XD - XB, Yp _yB’ Zp — ZB}.
2 2 2
Vrijedi: Syy = —5pg 1 Suo = Syp pa zakljuCujemo da su vektori §y 1 §pg, 0dnosno Sy i

§py Kolinearni, to jest da su pravci MN i PQ, odnosno MQ i PN paralelni. Dakle, MNPQ
je paralelogram.



Poglavlje 2

Analogije trokuta i tetraedra

Trokut je poligon s tri vrha. Alternativna definicija trokuta jest da je trokut konkveksna
ljuska triju nekolinearnih to¢aka. Tetraedar ima vrlo slicne definicije. Tetraedar je poli-
edar s Cetiri vrha; ili tetraedar je konveksna ljuska Cetiriju nekomplanarnih to¢aka. U ovom
¢emo poglavlju razmatrati teoreme za tetraedar koji su analogoni odgovarajucih teorema
za trokut.

2.1 Pitagorin poucak

Za pravokutne trokute vrijedi Pitagorin poucak:

Teorem 2.1.1. Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta jednaka je zbroju
povrsina kvadrata nad njegovim katetama.

Analogija izmedu trokuta i tetraedra omoguéava nam razmatranje prostornog analogona
Pitagorina poucka za tetraedar. Pokazimo da vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 2.1.2. Neka je ABDC tetraedar kojemu su bridovi iz vrha D medusobno okomiti.
Ako su P,, P, Pc, Pp povrsine strana tetraedra ABCD nasuprot vrhovima A, B, C, D,
onda vrijedi:

PDZZPA2+PB2+PC2.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti tetraedar ABCD smjestimo u pravokutni koordinatni
sustav tako da je tocka D u ishodiStu koordinatnog sustava, D(0, 0,0). Tada su koordinate
ostalih vrhova tetraedra: A(a, 0, 0), B(0, b,0), C(0,0, ¢).

Odredimo jednadZbu visine iz vrha D na brid AB. Oznac¢imo noZiSte te visine s E. U tu
svrhu odredimo jednadZbu pravca na kojemu leZi brid AB. Taj pravac prolazi tokama A i
B pa je njegova jednadzba u parametarskom obliku:

16
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y=0+Ab - 0)

x=a+ A0 —-a)
{Z=0+/1(0—0),

odnosno:

y=A4b
z=0, A€eR.

{x:a—/la

Slika 2.1: Tetraedar ABCD

Iz parametarskog oblika jednadZbe pravca iSCitavamo vektor smjera, Sap = { — a, b, 0}.
Svaka tocka E koja pripada visini iz vrha D na brid AB oblika je E(t,, t,,0). Iz tog slijedi

da je jednadzba visine iz vrha D na brid AB, odredene totkama D i E:

y=0+a(ty,-0)

x=0—-a(,-0)
{z:0+a(0—0),
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odnosno:

X = at,
y=at
z=0, aeR.
Vektor smjera visine iz vrha D na brid AB je Spe = {t.1,,0)}.

Kako su pravci AB i1 DE okomiti, vrijedi da je skalarni umnozak njihovih vektora smjera
jednak nuli, odnosno:

Sap-Spg = 0
—aty+bty, = 0
at, = bt,
a
ty = Elx.

Toc¢ka E pripada bridu AB pa mora zadovoljavati jednadZbu pravca AB. Vrijedi:

t,=a-Aa
a
—t, = Ab
b

0=0.

Dijeljenjem s a, b # 0 i eliminacijom parametra A dobivamo:

a—t. _ at,
a b
ab* - b*t, = d°t,
(@ +b> = ab?
3 ab?
b= S
a a ab? a*b

Iz toga slijedi da je: 1, =

b b a2+ a2+ b
Visina iz vrha D na brid AB ima jednadZbu:

B ab®
X=e
B a’b
ey

z=0, aekR.
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Odredimo koordinate tocke E. Tocka E je presjek pravaca AB i DE. lIzjednacavanjem
koordinata dobivamo:

1 ab?
a—-la=a———-
a’ + b?
a*b
Ab = a——-.
Y
L : . a’b .
Dijeljenjem druge jednadZzbe s b # 0 dobivamo: A = a————-. Dobiveni A uvr§tavamo
b(a? + b?)
u prvu jednadzbu:
a*b ab?
a—@—s—---a = A———
b(a® + b?) a’ + b?
al@+ b -da = aab’
aab* +a®) = a(a® +b?)
a(a® + b?)
@ = ——
a(b? + a?)
a = 1.
ab? a’b

Dakle, tocka E ima koordinate £

, 0.
a’? + b?’ a* + b?
Trokut ACDE je pravokutan s pravim kutom pri vrhu D. Na taj trokut mozemo primijeniti

Pitagorin poucak:
ICE* = |DEJ* + |DCP,

ab* '\’ b\, ab* '\’ b\,
(a2+b2) +(a2+b2) e :(a2+b2) +(a2+b2) e

PomnoZimo li cijelu jednadzbu s a* + b> # 0 dobivamo:

odnosno:

2 \2 2 2
) ) ab ab )
4PD = ((1 +b).(a2+b2) +(m) +C]
27.4 472
. ab a*b 5, 5
4Pp- = a2+b2+a2+b2+c(a +b7)
272/ .2 2
a“b*(a” + b°) 20 2.9
4Pp° = Qi +c*a” +cb
4Pp* = a&'b* +cb?

4PD2 = 4PA2+4PBZ+4PC2.
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Ovime smo pokazali da za tetraedar ABCD kojemu su vrhovi iz brida D medusobno oko-
miti vrijedi:
PDZZPA2+P32+PC2.

2.2 Teziste
U poglavlju[I.3]definirali smo teZiste trokuta i kroz primjer[I.3.1dokazali sljedeci teorem:

Teorem 2.2.1. TeZisnice trokuta sijeku se u jednoj tocki - teZiStu trokuta. TeZiste dijeli
svaku teZisnicu u omjeru 2 : 1, mjereci od vrha trokuta.

Pokazimo da za tetraedar vrijedi analogna tvrdnja:

Teorem 2.2.2. TeZisnice tetraedra sijeku se u jednoj tocki - teZistu tetraedra. TeZiste dijeli
svaku teZisnicu u omjeru 3 : 1, mjereci od vrha tetraedra.

Dokaz. U pravokutni koordinatni sustav ucrtajmo tetraedar ABCD. Neka su koordinate
vrhova tetraedra: A(XA, Va, ZA), B(XB, VB, ZB), C(.Xc, Yc, Zc), D(XD, Yb, ZD).

Neka su Ty, Tp, Tc, Tp tezisSta strana tetraedra nasuprot vrhovima A, B, C, D redom. U
primjeru izveli smo formule za koordinate teZiSta trokuta u prostoru. Odredimo
koordinate teziSta T4, T, Tc, Tp.

T, je teziSte trokuta ABCD pa su njegove koordinate:

T (XB+Xc+XD Y tYc +Yp ZB+Zc+ZD)
4 3 ’ 3 ’ 3 '

T's je teziste trokuta AACD pa su njegove koordinate:

T (xA+xC+xD ya t+Yc +Yp ZA+Zc+ZD)
B 3 ’ 3 : 3 ‘

T¢ je teziSte trokuta AABD pa su njegove koordinate:

T (XA+XB+XD Yat+Yet YD ZA+ZB+ZD)
C .

3 ’ 3 ’ 3

T'p je teziste trokuta AABC pa su njegove koordinate:

T (XA+XB+XC yatyYstYc ZA+ZB+ZC)
D .

3 ’ 3 ’ 3
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Slika 2.2: Tetraedar ABCD, teziSnice i teZiSte

T . " . 3
Na tezisSnici AT, odaberimo toc¢ku 7' takvu da je |AT,| = 1 |AT4|. Prema formulama za

koordinate djeliSne tocke uz uvjet A = 3 imamo:

+xc+
X _xA+3'W_XA+XB+Xc+XD
T, — - s
: 3+1 4
YBt+yc+yp
y YAt 3Ty yp+ Yo+ b
T — - ’
! 3+1 4
’ ZBtactz
. _ZA+3'—B§ D_ZA+ZB+ZC+ZD
T1_ -

3+1 4 ’

odnosno koordinate tocke 7T su: T} (

XA+ Xp+Xc+Xp YatYp+Yc+tYp ZA+ZB+Zc+ZD)
4 ’ 4 ’ 4 ’
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R ) " ) 3 T
Na teZiSnici BT g odaberimo tocku 7T, takvu da je |BT,| = 1 |BT 5|, na teziSnici CT¢ tocku T3

3 —_ 3
takvu da je 3l = — cl, ana tezisnici p tocku 14 takvu da je 4l = = pl. Ana-
kvu da je |CT5| 4|CT| zisnici DTp tocku T4 takvu da je |DTy| |DTp|. A

logno kao 1 pri odredivanju koordinata to¢ke 7', koristimo formule za koordinate djeliSne
tocke uz uvjet A = 3. Dobivamo:

XAt Xp+Xc+Xp Ya+rYp+Yc+Yp Zat+ZptZc+ip
T2 4 b 4 b 4 b

T (xA+xB+xC+xD ya+ypt+Yc+Yp ZA+ZB+Zc+ZD)
3 s

4 ’ 4 ’ 4
T (XA+XB+Xc+XD yatyYst+tYctYp ZA+ZB+Zc+ZD)
4 s s .
4 4 4

Sve se Cetiri tocke T, T», T3, T4 podudaraju u koordinatama Sto znaci da se radi o jednoj
tocki koja pripada svim Cetirima teziSnicama AT s, BT g, CT¢, DT tetraedra ABCD. Time
smo pokazali da se sve Cetiri teZiSnice tetraedra sijeku u jednoj tocki koja svaku od teZiSnica
dijeli u omjeru 3 : 1 mjereci od vrha tetraedra. O

2.3 Srediste opisane sfere

Simetrala duZine je pravac koji prolazi polovistem te duzine i okomit je na nju.
Za trokute vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 2.3.1. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta je tocka srediste
opisane kruZnice trokuta.

Pokazat ¢emo da za tetraedar vrijedi analogna tvrdnja, a u tu svrhu definirajmo simetralnu
ravninu duZine.

Simetralna ravnina duzine je skup svih tocaka jednako udaljenih od krajnjih tocaka te
duzine. Simetralna ravnina duZine prolazi njenim polovistem i okomita je na nju.

Teorem 2.3.2. Simetralne ravnine bridova tetraedra sijeku se u jednoj tocki. Ta je tocka
srediste tetraedru opisane sfere.

Dokaz. Neka je dan tetraedar ABCD. Bez smanjenja opéenitosti smjestimo tetraedar ABCD
u pravokutni koordinatni sustav tako da trokut AABC leZi u xy—ravnini. Koordinate vrhova

tetraedra su: A(xy,ya,0), B(xg, yg,0), C(xc,yc,0), D(Xp, Yp, Zp)-

Simetralne ravnine bridova AB, BC i AC okomite su na xy—ravninu. PokaZimo da je pre-

sjek ovih triju ravnina pravac sa slobodnom z koordinatom.
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Slika 2.3: Tetraedar ABCD i simetralna ravnina brida AD

Neka je m4p simetralna ravnina brida AB. 7ap prolazi poloviStem duZine AB. Koordinate

polovista duZine AB ra¢unamo koristenjem formula za koordinate djeliine tocke uz uvjet

. ) XA+ Xp YA+ s
A = 11one su: P, T 5
smjera pravca AB pa je it} = {xp — X4, Y5 — Ya,0}.
JednadZba ravnine w5 je:

, O). Vektor normale ravnine 745 jednak je vektoru

XA+ Xp

2

I
L

ya +}’B)

)"‘()’B—)’A)( i

(xp — Xa) (x -

odnosno: ) ) ) )
XA™ — X YA~ — YB

2 2

Analogno odredimo jednadZbe simetralnih ravnina mrp¢ i m4¢ bridova BCiAC. Ravnina ¢
Xp+ Xc Y+ Yc
5 . 2 72
JednadZba ravnine mpc je:

(xg = xa)Xx+ (yp —ya)y + =0.

prolazi tockom P, ( ,O), a vektor normale joj je: i, = {x. — xp, yc — ¥, 0}.

2 2 2 2
X~ — Xc YB~ —Yc

2 2

(xc = xp)x + (yc —yp)y + =0.
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XA+ Xc Ya+t)yc
2 2
Xa,Yc — Ya,0}. JednadZzba ravnine ¢ je:

Ravnina m4¢ prolazi tokom P; ( ,O), a vektor normale joj je: i3 = {x. —

2 2 2 2
XA™ — Xc YA~ —Yc

2 2

=0.

(xc —xa)x+ (yc —ya)y +

Presjek ravnina w45 1 ¢ je pravac p Cija je ortogonalna projekcija na xy— ravninu (ravninu
trokuta AABC) tocka O(xo, yo,0). Tocka O srediste je trokutu AABC opisane kruZnice. 1z
geometrije ravnine znamo da ako se dvije simetrale stranica trokuta sijeku u nekoj tocki,
tada i trea simetrala prolazi tom tockom. Analogan zakljucak izvodimo i ovdje. Tocke
pravca p oblika su (xo, yo,2z) gdje je z realan broj. Pravac p, presjek ravnina map 1 mpc,
nalazi se 1 u ravnini msc, odnosno pravac p zadovoljava jednadzbe svih triju simetralnih
ravnina mapg, mgc 1 mac. Vrijedi:

2 2 2 2
XA” — X YAT —YB

(xp — X4)X0 + (Y — Ya)yo + ;T tT— = 0,
(xc = xp)Xo + (Yo — yB)yo + L ; xc” + o’ ;ycz = 0,
(xc = xa)Xo + (Yo = Ya)yo + s’ ; X, ;ycz 0.
Odredimo jednadZbe simetralnih ravnina bridova iz vrha D.
Simetralna ravnina mp, brida AD, prolazi poloviStem Py (XA ; D , JA ; YD , %D), a vektor

normale joj je 7iy = {xp — XA, Yp — Ya,2p}. Njena je jednadzba:

XqA+ X + z
(.XD_-XA)(X_ AZ D)+(yD—yA)(y—yA2yD)+ZD(Z—?D):O,

Odredimo sada presjek ravnine msp i pravca p. UvrStavanjem (xg, yo,z) u u jednadzbu
ravnine m4p dobivamo:

XA + Xp

2

)+(YD—)’A)()’0—yA+yD)+ZD(Z—%D):O

(xp — xa) (xo -

XA+ Xp
2

Zp (z— Z—D) = (x4 —xD)(Xo -

Ya +)’D)
2

)+(yA—yD)(yo— >

XA+ Xp

2

+ 2
YA )’D)+ Zp

Z'ZD:(XA—XD)(XO— )"‘(YA—)’D)(YO— > -

>
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Dijeljenjem jednadzbe sa zp # 0 dobivamo z koordinatu sjeciSta pravca p 1 ravnine msp
koju éemo imenovati sa z;:

XA—XD( XA-HCD) )’A—)’D( }’A+}’D) b))
1= Xo — + Yo — +

ZD 2 ZD 2 ?

Dakle, sjeciSte pravca p i ravnine map je tocka S (xo, yo, z1). Preostaje provijeriti pripada li
toCka S simetralnim ravninama ngp i 7cp bridova BD i CD.

Analogno kao 1 u raCunu jednadzbi simetralnih ravnina koje smo odredili ranije u ovom
dokazu, odredimo polovista bridova BD i CD i vektore smjera pravaca BD i CD koji su
vektori normala pripadnih simetralnih ravnina.

Simetralna ravnina mpp ima jednadzbu:

(xD_XB)(x_XB;)CD)"'(YD_yB)( —yB;yD)+ZD(Z—Z—D)=O.

Uvrstimo koordinate to¢ke S u jednadZbu ravnine mpp:

Xg + Xp

2

)+()’D—y3)(yo—yB+yD)+

(xp — xp) (Xo - >

XA — Xp Xg + Xp Ya—Yp yatYp Zp  Ip
w T )T G T R

ZD ZD

Xg+ X yg+y
(XD—XB)(XO— £ D)"‘()’D‘)’B)()’o— £ D)+
2 2
X4+ X ya+y
(XA—XD)(XO— A D)‘*‘(YA—)’D)(}’O— A2 D)=0
2 2 2
xXg2 — x yE2 =y
(xp — xp)xo + 2—"2 > D +(YD—)’B))’0+—B > D4 (xa — xp)xo+
2 2 2 2
Xp> — X, Y2 —y
2 2
X32 )CD2 sz )’D2
XpXop — XpXo + —— — —— + YpYo —¥YBYo + —— — —— t XaXo — XpXpo+

2 2 2 2
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2 2 2 2

XD XA Yp ya
—_—— —+ - +—-==0

3 3 YaYo — YbpYo 2 >

2 2 2 2
X~ — XA YBT — YA

(xa — xp)xo + (Ya — yp)yo + = 0.
2 2
PomnoZimo li posljednju jednadZbu s —1 dobivamo:
xu? — xa 2_ 4,2
(x5 — X)X0 + (V8 = Ya)yo + = SR L)

2 2

za §to znamo da sigurno vrijedi jer je ovo analiticki zapis istinite ¢injenice da pravac p lezi

u simetralnoj ravnini 77,5 brida AB.

Dakle, tocka S pripada simetralnoj ravnini mpp.

Analogno se uvrStavanjem koordinata to€ake S u jednadzbu simetralne ravnine m¢p brida

CD dobije:

xa> = xc”  yat=yc’
2 2

Dobivena jednakost vrijedi jer pravac p leZi u simetralnoj ravnini 74 brida AC iz Cega

zakljuCujemo da tocka S pripada simetralnoj ravnini mwac.

Pokazali smo da toc¢ka S (xg, yo, z1) pripada simetralnim ravninama svih bridova tetraedra

ABCD, odnosno da se sve simetralne ravnine bridova tetraedra sijeku u jednoj tocki.

=0.

(xc = xa)xo + (Yo — ya)yo +

O

2.4 Visine tetraedra

Visina trokuta je duZina kojoj je jedan kraj vrh trokuta, a drugi kraj noZiSte okomice
spustene iz tog vrha na pravac na kojem leZi nasuprotna stranica.
Za trokut vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 2.4.1. Pravci na kojima leZe visine trokuta sijeku se u jednoj tocki koju nazivamo
ortocentar trokuta.

Visina tetraedra je duZina kojoj je jedan kraj vrh tetraedra, a drugi kraj noziSte okomice
spustene iz tog vrha na ravninu u kojoj leZi nasuprotna strana tetraedra. Ako zakljucivanje
po analogiji nastavimo kao u prethodnim primjerima, onda analogna tvrdnja za tetraedar
glasi: Pravci na kojima leZe visine tetraedra sijeku se u jednoj tocki. No, navedena tvrdnja
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nije opcenito istinita jer su odnosi medu visinama tetraedra sloZeniji. U ovom ¢emo radu
dokazati jedan od teorema o visinama tetraedra.

Teorem 2.4.2. Ako se u jednoj tocki sijeku pravci na kojima leZe tri visine tetraedra, onda
tom tockom prolazi i pravac na kojemu leZi Cetvrta visina tetraedra.

Dokaz. Bez smanjenja opcCenitosti, smjestimo tetraedar ABCD u pravokutni koordinatni
sustav tako da trokut AABC lezi u xy— ravnini. Onda su koordinate vrhova tetraedra:

A(x4,y4,0), B(xg,y5,0), C(xc,yc,0), D(xp, yp, Zp)-

Odredimo jednadzbe visina tetraedra ABCD.

Pravac na kojemu lezi visina v4 prolazi vthom A, a vektor smjera mu je jednak vektoru
normale ravnine mgcp odredene vrhovima B, C, D. Odredimo jednadZbu ravnine mpcp:

X—Xg Y—YB Z—1ZB
Xc—xg Yc—yp Zc—2 |=0
Xp—Xp Yc—YB Zc —ZB

(x = xp)(yc —yp)ip — (y —yp)(xc — xp)zp + z[(xc — x)(yp — y) — (xp — x)(yc —yp)] =0

xzp(yc — yB) — yzp(xc — xp) + z[(xc — xp)(yp — y8) — (xp — xp)(yc — yB)] — Xp2p(yc — yp)+
+ ypzp(xc — xp) = 0.

Iz dobivenog zakljuCujemo da je vektor normale ravnine mgcp, odnosno vektor smjera
pravca na kojemu lezi visina v4 jednak:

Sy = {ZD(yC —yB), 2p(xp — x¢), (xc — xg)(yp — yB) — (xp — xp)(yc — yB)},

pa je jednadZba pravca na kojemu leZi visina v,:

X =xs +azp(yc —yB)
Y =Ya + azp(xp — xc) (2.1)
z=al(xc —xp)yp —yp) — (xp — xp)(yc —yp)l, a@€R.
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Slika 2.4: Tetraedar ABCD 1 njegove visine

Odredimo jednadZbe pravaca na kojima leZe visine v, v¢, vp iz vrhova B, C, D.

Pravci na kojema leZe visine vg, v¢ prolaze vrhovima B, C redom. Vektor smjera pravca na
kojemu leZi visina v jednak je vektoru normale ravnine m4cp odredene vrhovima A, C, D,
a vektor smjera pravca na kojemu lezi visina v¢ jednak je vektoru normalen ravnine m4pp
odredene vrhovima A, B, D. Analognim racunom dobivamo da je jednadZba pravca na
kojemu leZzi visina iz vrha B jednaka:

X = xp + Bzp(yc — ya)
y =yp + Bap(xa — xc) (2.2)
z2=P((xc — xa)yp = ya) — (xp — x4)(yc —ya)), BER,

a jednadZba pravca na kojemu lezi visina iz vrha C jednaka je:

Yy =Yc + vip(xa — xp) (2.3)

{ x = xc +yzp(ys — ya)
z2=y[(xg = xa)yp —ya) — (xp —x0)(yg —ya)l, veER
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Kako trokut AABC pripada xy—ravnini, sve to¢ke koje pripadaju pravcu na kojemu lezi
visina iz vrha D imaju apscise i ordinate upravo jednake: x = xp,y = yp. Jednadzba tog

pravca jednaka je:
X = Xp
Y=Y (2.4)

Prema pretpostavci teorema, visine vy, v, V¢ sijeku se u jednoj tocki H(xo, yo, 2o). PokaZimo
da tocka H pripada i visini vp, odnosno pravcu na kojemu ta visina lezi.
Tocka H pripada pravcu na kojemu lezi visina iz vrha A pa vrijedi:

Xo = Xa + a@zp(yc — ya)

Yo = Ya + azp(xp — xc)

2o = a(xc — xg)(yp —yp) — a(xp — xp)(yc —yp), @€R.
Izrazimo li iz prve i1 druge jednadzbe parametar & dobivamo:

Xo—=XA _ Yo—)a

= = ) 2.5
zp(Ye —¥B)  Zp(Xp — XC) ()
Dobivene izraze za @ uvrstimo u trecu jednadzbu:
- Xo — X
2 = M(xc —x5)(yp = ¥B) — ——2 _(xp - x5)(Yc — ¥B)
zp(xp — Xc) zp(Ye = ¥B)
1
20 = Z—[—()’O —yA)p — yB) — (X0 — xa)(xp — xp)]. (2.6)
D

Analogno, tocka H pripada pravcu na kojemu lezi visina iz vrha B pa vrijedi:

Xo = xg + Bzp(yc — ya)
Yo = yg + Bzp(xa — x¢)
20 = Bl(xc = xa)yp —ya) — (xp — xa)c —ya)l, BER

Izrazimo li iz prve i1 druge jednadzbe 8 imamo:

_ X0 — XB _ Yo —YB
(e —ya)  zp(xa — xc)’

Sto uvrStavanjem u trecu jednadzbu daje:

1
%0 = 5[—(}’0 —y8)(yp —ya) — (xo — xp)(xp — x4)]1. (2.7)
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Tocka H pripada pravcu na kojemu leZi visina iz vrha C pa vrijedi:

Yo = Yc + vZp(xa — Xp)

{ Xo = Xc +Yzp(yB — ya)
20 = yl(xg = xA)(yp —ya) — (xp —xA)(y —ya)l, v €ER.

Iz prve 1 druge jednadzbe izrazimo y:

y = X0 — X¢ _ Yo — Yc
2p(yp —ya)  zZp(xa — xp)

Dobivene izraze uvrstimo u tre¢u jednadZzbu i dobivamo:

1
20 = 5[—(}’0 —ye)(yp —ya) — (xo — xc)(xp — xa)]. (2.8)

Iz ¢injenice da tocka H pripada presjeku pravaca na kojima leze visine iz vrthova A i B
slijedi da je desna strana u 2.6/ jednaka desnoj strani u[2.7| pa izjednaCavanjem ovih dvaju
izraza dobivamo:

1 1
Z—D[—(Yo —ya)p —yp) — (X0 — xa)(xp — xp)] = 5[—()’0 —yB)(p —ya) — (xo — x)(xp — x4)]
(vo = ya)p — yB) + (xo — Xa)(xp — xg) = (Yo — y8)(Yp — ya) + (xo — xp)(xp — Xa),
Sto transformiranjem daje:

Yo¥Dp — YoYB — YAYD T YAYBt+XoXp — XoXp — XpaXp + XgXp =

= YoYD — Yo¥YA — YBYD t YAYB t XoXp — XoXa — XpXp + XpaXaXp

Xo(xa — xg) — xp(x4 — xg) = Yo(yB — ya) — yp(YB — ya)

(xo — xp)(xa — xg) = (Yo — yp)(¥B — Ya), (2.9)
odnosno:
Yo = (X0 — xp)(xa — xB) . (2.10)
YB—Ya

Isto tako, to¢ka H pripada presjeku pravaca na kojima leZe visine iz vrhova B i C pa slijedi
da je desna strana u jednaka desnoj strani u [2.8] Izjednacavanjem ovih dvaju izraza
dobivamo:

1 1
5(—0’0 =y8)(yp —ya) — (X0 — xp)(Xp — X4)) = 5(—()’0 =yc)(Yp —ya) — (xo — xc)(Xp — Xa)),
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Sto se kra¢im transformiranjem svodi na oblik:

(yp = ya)(yB — yc) = (xp — xc)(x4 — Xp). (2.11)

Iz izraza2.5]za @ imamo da je:
Xo—Xa _ Yo~ Ja
(e —yp)  zp(xp—xc)’

Sto se svede na:
(xo = x4)(xg — xc) = (Yo = ya)yc — yB)- (2.12)

Oduzimanjem [2.12]od [2.1T| dobivamo:

b = ya)(¥B — yc) — (xo — xa)(xp — x¢) = (xp — xc)(xa — xp) — (Yo — ya) Ve — ¥B),
1z ¢ega primjenom kracih transformacija slijedi:
YpYB — YpYCc — YAYB t YaYc—XoXp + XoXc + XoXp — XpXc =
= XpXao — XgXp — XcXg + XcXp — YoYc + YoYB + YaYc — YaYB
xo(xc — x) + yp(ys — yc) = xp(xc — xB) + yo(yz — yc)
(Yo — yp)(yc — yB) = (xp — xc)(xo — Xp)
_ (xg — xc)(xo — Xp) +
Yc — Y8
Sada izjednacavanjem [2.10]i[2.13dobivamo redom:
(X0 — xp)(xa — XxB) _ (xp = xc)(xo — xp)
+yp = +
YB —Ya Yc =B

Yo (2.13)

(xo — xp) XA —Xp Xp— Xc -0
YB—Ya Yc—)B
(xa — xp)(yc —yB) — (xp — xc)(yp — ya) _
(xo — xp) =0
8 = ya)yc = ¥B)
(xo — xp)[xa(yc — yp) + Xp(ya — yc) + xc(yp — ya)l = 0.
U drugom faktoru dobivenog izraza prepoznajemo formulu za dvostruku povrSinu trokuta
AABC. Bududi da su tocke A, B, C nekolinearne slijedi da je P4pc # 0. To znaci da prvi
faktor dobivenog izraza mora biti jednak nuli, odnosno da vrijedi: xo = xp.
Na sli¢an se naCin pokaZe da je yo = yp, S$to znaci da su koordinate tocke H jednake
H(xp,yp, 20) iz Cega slijedi da tocka H pripada pravcu na kojemu leZi visina iz vrha D §to
smo 1 trebali pokazati. m|
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Tetraedar koji ima svojstvo da se pravci na kojima leZze njegove visine sijeku u jednoj
tocki naziva se ortocentricni tetraedar. Tocka u kojoj se sijeku njegove visine zove se
ortocentar tetraedra. Primjer takvog tetraedra je pravilna trostrana piramida. Za visine
tetraedra vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 2.4.3. Visine tetraedra sijeku se u jednoj tocki ako i samo ako su nasuprotni bridovi
tetraedra medusobno okomiti.

Ovaj ¢e nam teorem pomoci da dokazemo sljedeci primjer preuzet iz izvora [9]:

Primjer 2.4.4. Vrhovi tetraedra su: A(-2,-3,0), B(4,-3,0),C(4,9,1), D(0,0,4). PokaZite
da tetraedar nije ortocentrican.

Rjesenje primjera: Odredimo vektore smjera pravaca na kojima leze nasuprotne bridovi
AB1CD tetraedra ABCD. L
Vektor smjera pravca na kojemu leZi brid AB je:

Sap =14 -(=2),-3-(-3),0-0} = {6,0,0},
a vektor smjera pravca na kojemu leZi brid CD je:
Sep={0-2,0-2,4-0} = {-2,-2,4}.
Odredimo skalarni produkt vektora §sz i Scp:
Sap-Scp=6-(=2)+0-(-2)+0-4 =-12.

Kako su pravei okomiti ako i samo ako je njihov skalarni produkt jednak nuli, zaklju¢ujemo
da pravci na kojima leZe bridovi AB i CD nisu okomiti pa tetraedar nije ortocentricni.



Poglavlje 3

Svojstva tetraedara

U ovom ¢emo poglavlju primjenom koordinatne metode dokazati nekoliko poucaka o te-
traedru. U literaturi iz koje su preuzeti dokazi su provedeni sintetickom, a u ovom radu
koordinatnom metodom.

3.1 Teziste i teziSnice tetraedra

U ovom ¢emo potpoglavlju dokazati tri teorema vezanih uz teZiSte i teZiSnice tetraedra.
Prvi je teorem preuzet iz izvora [11]], a preostala dva iz [9]].

4
Teorem 3.1.1. U tetraedru je suma kvadrata duljina teZisnica jednaka 5 sume kvadrata

duljina bridova.

Dokaz. Neka je u pravokutnom koordinantom sustavu dan tetraedar ABCD. Neka su ko-
ordinate vrhova tetraedra A(x,, ya, 24), B(xs, y5, 28), C(x¢c, Yc, 2¢c), D(Xp, Yp, zp). Oznacimo
s Ta, T, Tc, Tp teziSta strana tetraedra nasuprot vrhovima A, B, C, D redom.

Na isti nacin kao u primjeru |1.3.1|odredimo njihove koordinate. Imamo:

T (X3+xc+XD YBt+Yc +Yp ZB+Zc+ZD)
A b b b
3 3 3
(XA-HCC"‘XD ya t+Yc +Yp ZA+ZC+ZD)
3
(XA+XB+XD yatYeptYp ZA+ZB+ZD)

Tc

3
XA+XB+XC Ya +yB+)’c ZA +ZB+ZC

Tp 3

33
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Slika 3.1: Tetracdar ABCD 1 teziSnice

Primjenom formule za udaljenost dvaju to¢aka u prostoru, odredimo kvadrate duljina teziSnica
tetraedra ABCD:

Xg+Xc+ X 2 +Yyc + 2 (p+zic+2 2
AT, = ( B+ Xc D_XA) +()’B YctYp A) +( B+ Zc D_ZA)
3 3 3
_ (xp + xc + xp — 3x4)* N (g +yc +yp — 3ya)* N (zg + zc + 2p — 324)*
9 9 9 ’
XA+ Xc+ X 2 +yc+ 2 (zat+Zc+2 2
BT, = (A c D_xB) +()’A Yct+Yp B) +( A+ 2c D_ZB)
3 3 3
_ (xA+xC+xD_3xB)2+(yA +Yye +yD_3yB)2+(ZA+ZC+ZD_3ZB)2
9 9 9 ’
|CTC|2 _ (xA+x33+xD_xC)2+(yA+y;+yD_ C)2+(ZA+Z§+ZD_ C)2

(xa + xp + xp — 3x¢)? N a + ¥ +¥p — 3yc)* N (za + 28 + 2p — 32¢)?
9 9 9 ’
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+xp + 2 +yp+ 2 +2p+ 2
DT, = (XA Xp+Xc XD) + (yA YBtYyc D) N (ZA B tzic D)
3 3 3
_ (atxp+xe - 3xp)° L Oatystye- 3yp)® N (za + 25 + 2c — 32p)’
9 9 9 '

Sa § ozna¢imo sumu kvadrata duljina teZiSnica tetraedra ABCD. Odredimo S ;:
S1 = |AT4F + BTs* +|CTc + [DTpf

1
= —[x}z9 + xé + x%) + 2(xpxc + xpXp + XcXp) — 6(xs4xXp + XaXC + XaXp) + 9)6[21 +...]

9
1 5 2 2 2
+§[xA + X¢ + xp + 2(xaXc + XaXp + XcXp) — 6(xpXs + XpXc + Xpxp) + 9xp + ...]
1 5 2 2 2
+—[x4 + x5 + xp + 2(xaxp + XaXp + XpXp) — 6(XcXa + XcXp + XcXp) + 9x; + ...]
9
+1 X3 + x5+ x% +2 6 9x?
5 Xy + Xp + X0 + 2(xaxp + XaXxc + XpxXc) — 6(XpXa + XpXp + XpXc) + 9xp + ...
1
2 2 2 2
= 5[12xA + 12XB + 12.XC + 12XD - 8(.XAXB + XpXc + XaXp + XpXc + XpXp + xch) +...]
_ 4., 2 2 2 8
= g(xA + X+ X+ xp) — §(xAxB + XgXc + XaXp + XgXc + XpXp + XcXp) + ...
U prethodnom zapisu tri tocke piSemo radi preglednosti, a oznaCavaju da se algebarski
izrazi nastavljaju analogonima napisanih izraza za y i z koordinate.

Sada primjenom formule za udaljenost dviju tocaka u prostoru odredimo kvadrate duljina
bridova tetraedra ABCD:

JABP* = (x3 — xa)* + (y8 — ya)* + (23 — 24)°

= x5 — 2XpXA + X5 + V5 — 2yBYa + Vi + 25 — 22824 + 25,

IBCP® = (xc — xp)* + (ye — yp)* + (zc — 28)°

2 2 2 ) 2
= X¢ — 2xXcXp + X + Yo — 2ycyp + Vg + 26 — 22¢28 + s

ACF = (xc = xa)* + (e = ya)* + (zc = 2a)’

= x% — 2xcxq + xfx + )% —2ycya + yf\ + Z% —2zcz4 + pr

|AD|2 = (xp — )CA)2 +Op — }’A)2 + (zp — ZA)2

2 2 2 2 2 2
= Xp — 2XpXa + X3 +yp — 2ypya + Y4 +2p — 22p2a + 24
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IBDI* = (xp — xp)* + (p — y8)* + (zp — 28)°

= X} — 2XpXp + X5+ Yp — 2ypyp + V5 + 2 — 22p2 + 25,

ICDP* = (xp — xc)* + (yp = ye)* + (zp — 2¢)°

= X% — 2XD.XC + X%« + yZD — 2yDyC + yé + ZZD — 2ZDZC + Z%.

Sa S, ozna¢imo sumu kvadrata duljina bridova tetraedra ABCD. Odredimo S ,:

S, = |AB|* +|BC +|AC + |AD + |BD* + |CD|?

= Xp — 2XpXA + X3 + V5 — 2ypYa + Vi + 25 — 22824 + 2
X2 — 2XcXp + Xo+ Yo — 2yeys + Vi + 25 — 22078 + 70
+xé —2Xcx4 + xi + y% —2ycya + yi + zé —2zcza + Zi
+x,23 —2XpXs + xi + yf) — 2ypya + yﬁ + ZZD —2zpza + 2124
+x2 — 2XpXp + X5 + Vo — 2YpYB + V3 + 25 — 22p25 + 73
+X3 — 2XpXc + Xe + V5 — 2YpYyc + Ve + 7 — 22pZc + Ze

= 3xf‘ + 3x% + 3)% + 3xf) — 2(XqXp + XpXC + XaXp + XpXc + XpXp + XcXp) + ...

Primijetimo:

4. _ 2 2 2 2 _ 9

552 = 5[3xA + 3xp + 3x; + 3xp — 2(XaXp + XaXc + XaXp + XpXc + XpXp + XcXxp) + ...]
——(2+2+2+2)—§( + + + + + Y+..=8
= 3 Xy T Xp T Xo T Xp 9 XAXB T XpaXc + XpAXp + XpXc + XpXp + XcXp e =0 1.

. Do .. o 4
Ovime smo dokazali da je u tetraedru suma kvadrata duljina teZiSnica jednaka ) sume

kvadrata duljina bridova. O

Teorem 3.1.2. Spojnica teZista dviju strana tetraedra paralelna je s bridom tetraedra koji
ne pripada niti jednoj od tih strana, a duljina spojnice jednaka je trecini duljine tog brida.

Dokaz. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu dan tetraedar ABCD i neka su ko-
ordinate njegovih vrhova: A(xa, ya,za), B(xg,Ys,28), C(xc, yc»zc), D(xp, YD, Zp)-
Neka je T¢ teziSte strane ABD, a T, teziSte strane BCD. Pokazimo da vrijedi:

AC || TcTy,

1
|TcTsl = §|AC|-
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Odredimo vektor smjera pravca AC:

51 = {xc = Xa, Yo = Ya, 2c = 2a}- (3.1)

‘z

Slika 3.2: Tetraedar ABCD

Kao u primjeru [I.3.1] odredimo koordinate teZiSta Tc i T4:

Xa+tXp+Xp Ya+tYs+Yp 2a+2Zp+ 2D
3 ’ 3 ’ 3 )’
Xp+Xc+Xp yp+Yc+yYp Zp+2Zc+p
A ( 3 3 73 )
Odredimo vektor smjera pravca T¢T 4:

e

2 _{XB+XC+XD—(XA+XB+XD) yg+yc+yYp—(a+ys+yp)
2 = ’ ’
3 3

g +2c+2p — (24 + 2+ 2p)
3 b
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> AC— X4 Y~ YA Zc— A
= b b . 3.2
"2 { 3 3 3 } G:2)
I2[3.1]i[3.2 uo¢avamo da vrijedi:
I
Sy = 551.

Vektori §7 i 5, su kolinearni pa zaklju¢ujemo da su pravci AC i TcT4 paralelni. Ovime smo
pokazali da je spojnica teziSta strana ABD i BCD tetraedra ABCD paralelna s bridom AC
(koji ne pripada niti jednoj od tih strana).

1
Pokazimo da vrijedi: |T¢Tx| = 3 |AC] .

Primjenom formule za udaljenost dviju to¢aka u ravnini odredimo duljinu brida AC i du-
ljinu spojnice T¢Ty.

IAC| = V(xc — xa)2 + (e = ya)? + (zc — 24)? (3.3)
) xXp+xc+xp— (a+xp+x0)\ (Ve +Yc+yp—Oatys+yn))
|TcTyl” = +
3 3
N (ZB +z2c+2p—(2a+ 28 +ZD))2
3 (3.4)
e =xa)* e =ya) | (zc—z2a)?
= \/ o T 9 T 9

1
=3 \/(Xc = xa)? + (Ve — ya)* + (zc — za)™.
1
Iziuoéavamo da vrijedi: |TcT4| = 3 |AC|.
Ovime smo pokazali da je spojnica teZiSta strana ABD 1 BCD tetraedra ABCD jednaka
tre¢ini duljine brida AC (koji ne pripada niti jednoj od tih strana).
Neka su T'g, T tezista strana tetraedra nasuprot vchovima B, D redom. Analogno se pokaze
da vrijedi:
1
AB || TpT, |TsT 4| = g |AB|,
1
BC || TcTg, | TcTs| = 3 |BCl,
1
AD || TpTa, |TpTal = § |AD|,

1
BD || TpTs, |TDTB| = § |BD|,
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1
CD || TpTc,|TpTcl = 3 ICDI.

O

Teorem 3.1.3. TeZista strana tetraedra vrhovi su novog tetraedra. Tako dobiveni tetraedar
i polazni tetraedar imaju zajednicko teZiste.

Dokaz. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu dan tetraedar ABCD i neka su Ty, T,
Tc, Tp teziSta strana nasuprot vrhovima A, B, C, D redom. Neka su koordinate vrhova te-

traedra: A(xs,Ya,2a), B(xg,ys,28), C(xc,Yc,2¢), D(Xp, Yp, 2p)-

‘z

Slika 3.3: Tetraedri ABCD i TATgTcTp

Zelimo pokazati da se teziSta tetraedara ABCD i1 T4TgTTp podudaraju, odnosno da vri-
jedi:
Ty =Tu,
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gdje je Ty teZiSte polaznog tetraedra, a T, teziSte tetraedra T4 TpTcTp.
U dokazu teorema [2.2.2] odredili smo teZiSta strana tetraedra ABCD i njegovo teZiSte T'y:

T (XB+)Cc+XD ¥+ Yc +Yp ZB+ZC+ZD)
A )

3 ’ 3 ’ 3
(XA+Xc+xD ya t+Yc +Yp ZA+ZC+ZD)
TB b b b
3 3 3
(XA+XB+XD Ya+¥Ys+Yp ZA+ZB+ZD)
TC b b b
3 3 3
(XA+XB+XC yatys+yYc zZa +ZB+ZC)
TD b b b
3 3 3
T (XA+XB+X6+XD yat+tyYptYct+Yp ZA+ZB+Zc+ZD)
v 4 ’ 4 ’ 4 ‘

Odredimo teZiSte tetraedra 77T Tp primjenom formula za koordinate teziSta:

Xgp+ Xc + Xp XA+ Xc+ Xp XA+ Xp+ Xp XA+ Xp + Xc

_ 3 3 3 3
Xty = 4
3x4 +3xp + 3xc + 3xp
_ 3 _XpatXp+Xc+ Xp
B 4 - 4 ’
)’B+)’c+)’D+)’A +}’c+)’D+)’A +yB+yD+yA +Yp+yc
N 3 3 3 3
4
3ya +3yp +3yc +3yp
_ 3 _yatystyc+yp
B 4 a 4 ’
ZB+Zc+ZD+ZA+ZC+ZD+ZA+ZB+ZD Za + 2 + ZC
o = 3 3 3 3
4
3ZA+3ZB+3ZC+3ZD
_ 3 _Zatiptictip
B 4 - 4 ‘

Dakle, koordinate teZiSta tetraedra T4 TgT-Tp su:

Xa+Xp+Xc+Xp Ya+Yp+Yc+Yp Z4a+3iptZctip
TM 4 b 4 b 4 b

pavrijedi Ty = T)y,.
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3.2 Polovista bridova tetraedra

U ovom potpoglavlju dokazat ¢emo tri teorema vezana za poloviSta bridova tetraedra. Sva
su tri teorema preuzeta iz izvora [9].

Teorem 3.2.1. DuZine koje spajaju polovista nasuprotnih bridova tetraedra sijeku se u
Jjednoj tocki i medusobno se raspolavljaju.

Dokaz. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu dan tetraedar ABCD ¢iji su vrhovi
A(XA’ Ya, ZA)’ B(XB’ VB> ZB)’ C(XC, Ye, ZC)9 D(xD’ VD> ZD)'

‘z

Neka su E, F,G, H, K, L redom polovista bridova AD, BC,AB, DC, BD,AC. Primjenom
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formula za koordinate djeliSne tocke u slucaju kada je ta to¢ka upravo poloviSte dobivamo:

E(xA+xD ya+yp ZA+ZD)

272

(XB"'XC yB t+Yc ZB"'ZC)
b 2 b
G(XA+XB Ya +yB ZA+ZB)
b 2 b
H(xc+xD )’C"‘)’D Zc+ZD)
b 2 b
K(XB+XD yB"'yD ZB+ZD)
b 2 b
L(xA+xc ya +yc ZA+ZC)
T2

Neka je P, poloviste duZine EF, P, poloviste duZine GH, a P5 poloviste duZine KL. Po-
novnom primjenom formula za koordinate djeliSne toc¢ke u slucaju kad je ta tocka poloviste
dobivamo:

XA+XD+Xc+XD YA+)’D+Yc+yD ZA+ZD+Zc+ZD

2 2 2 2 2 2
2 ’ 2 ’ 2 ’

Py

(XA +Xp+Xc+Xp YatYpt+)Yc +yD)

1 ) .
4 4

Analogno odredimo koordinate polovista P, 1 P3 1 dobijemo:

Xpa+Xp+Xc+Xp YA+ Y+ Yc+ YD
P2 4 b 4 b

P (XA+XB+Xc+XD YA +}’B+yc+)’1))
3 .

4 ’ 4
Vidimo da se polovista svih triju duZina Cije su krajnje tocke polovista nasuprotnih bridova
tetraedra podudaraju Sto znaci da se radi o jednoj tocki Sto smo i trebali dokazati. O

Teorem 3.2.2. Pravci odredeni polovistima dvaju nasuprotnih bridova tetraedra sijeku se
u jednoj tocki.
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A

Slika 3.5: Tetraedar ABCD i pravci odredeni poloviStima nasuprotnih bridova

Osim $to se sijeku u jednoj tocki, pravci odredeni poloviStima nasuprotnih bridova tetraedra
sijeku se upravo u tezistu tetraedra. Stoga ¢emo teorem[3.2.2]dokazati kroz dokaz sljedeceg
teorema:

Teorem 3.2.3. Poloviste spojnice polovista dvaju nasuprotnih bridova tetraedra je teZiste
tog tetraedra.

Dokaz. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu dan tetraedar ABCD Ccije su koordi-
nate vrhova: A(x4,ya,z2a), B(xs,ys,28), C(xc,yc,z2c), D(Xp, Yp, Zp).

Neka su E i F polovista dvaju nasuprotnih bridova AB i CD. Primjenom formula za koordi-
nate djeliSne tocke, u slucaju kad je ta tocka upravo poloviste duzine, odredimo koordinate
toCaka E'1 F:

(XA‘HCB YA+ YB ZA+ZB)
2 7 2 72 ’
F(Xc+xD Yc +Yp Zc+ZD)

2 2 72 '
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.

Slika 3.6: Tetraedar ABCD i poloviste spojnice EF

Ponovnom primjenom istih formula odredimo koordinate polovista P; spojnice EF:

XA+ Xp Xc+tXp yA+yB+yC+yD ia+Zp  Zct+ip
2 2 2 2 2 2
2 ’ 2 ’ 2

P,

P(.XA+XB+Xc+XD Ya+Yp+Yc+Yp yA+yB+yC+yD)
1 ) ) .
4 4 4

Neka je T teziste tetraedra ABCD. U dokazu teorema [2.2.2] odredili smo njegove koordi-
nate:

T(XA +Xgp+Xc+Xp Ya+Yp+Yc+Yp Ya+VYp+Yc +yD)

4 ’ 4 ’ 4 '
Koordinate polovista P; spojnice EF i teZista T tetraedra podudaraju se pa zaklju¢ujemo
da se radi o istoj tocki.
Neka su G, H, L, K redom polovista bridova E, AD,AC, BD redom. Analognim raunom
pokaZe se da za polovista P, i P5 spojnica GH i KL vrijedi:

XA+ Xp+ Xc+Xp Yya+Yp+Yc+Yp Ya+Yp+)Yc +)’D)
4 ’ 4 ’ 4 '

pI:p2:p3:T:(
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Ovime smo pokazali da je poloviSte spojnice dvaju nasuprotnih bridova tetraedra teZiSte
tog tetraedra. O

3.3 JoS neka svojstva tetraedra
Prvi 1 treci teorem ovog potpoglavlja preuzeti su iz izvora [9], a drugi teorem preuzet je iz
izvora [6].

Teorem 3.3.1. Zbroj kvadrata udaljenosti bilo koje tocke prostora od vrhova tetraedra jed-
nak je zbroju kvadrata udaljenosti polovista nasuprotnih bridova i Cetverostrukog kvadrata
udaljenosti te tocke od teZista tetraedra.

Dokaz. Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu dan tetraedar ABCD Ccije su koordi-
nate vrhova: A(xa,ya,za), B(xp, ys,z8), C(xc, Yc, 2c)> D(Xp, Yp, Zp)-

T teziste tetraedra, a R(x, y, z7) neka toCka prostora. PokaZzimo da vrijedi:

IRA> + |RB* + |RC|> + |[RD|? = |P,Ps|> + |Po P4 + |P3Ps|> + 4|RT).

Slika 3.7: Tetraedar ABCD, teziSte T i tocka R

Koristenjem formula za koordinate djeliSne tocke, u slucaju kad je ta tocka poloviste
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duzine, odredimo koordinate polovista bridova tetraedra. Dobivamo:

(XA +Xp YA+ YB 24 +ZB)
1 2 b 2 b 2 b

XB+XC yB"')’c ZB+ZC

p XA+XC )’A+yc ZA+Zc
3

~

4

XB"'XD yB+yD ZB"'ZD

~

P )
3 )
(XA +XD YA +YD ZA +ZD)
%3 )

5

P (Xc + Xp Yc +)’D Zc +ZD)
6 2 b 2 b 2 M
1z dokaza teorema slijedi da su koordinate teziSta danog tetraedra:

T(xA+xB+xc+xD Ya+yp+Yc+Yp ZA+ZB+ZC+ZD)
4 ’ 4 ’ 4 '
Sa S oznacimo zbroj kvadrata udaljenosti tocke R od vrhova tetraedra, a sa S, zbroj kva-

drata udaljenosti polovista nasuprotnih bridova tetraedra i Cetverostrukog kvadrata udalje-
nosti to¢ke R od teziSta tetraedra. Vrijedi:

IRAP = (x4 — X"+ (a -y + (24— 27
x5 = 2xx4 + X+ Y =29y + V' + 25 — 2224 + 2
= xi +yi +zf‘ — 2(xx7 + yya +zzA)+x2+y2+z2.

Analogno:
IRB|* = x% + y% + zé — 2(xxp + yyp + 728) + X+ y2 + 22,
IRC* = x% + yé + z% —2(xxc + yye + 220) + X + Y + 22,
IRD|* = x%) + yf) + z%, — 2(xxp + Yyp + 22p) + X> +V* + 22
Sada je:

IRA> + |RBJ* + |RC|* + |RDJ?

N I T T T I N T T N
Xpg+Va+ 2yt Xp+tYpt g+ Xc+Yec+Zc+Xp+Yp+2p

U
Il

(3.5)
—2x(xp + xp + xc + xp) = 2y(ya + yg + yc + yp) — 22(z4 + 25 + 2c + Zp)

+ 4% + 2+ 2.
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Odredimo kvadrate udaljenosti polovista nasuprotnih bridova tetraedra:

+ +xg\? + + 5\’ + +25)\?
PP = (xc Xp  Xa XB) + (yc YD YA yB) + (ZC D ZA ZB)
2 2 2 2 2 2
1
= A—L[xf1 + x% + xé + xzD + 2(xaxp + XcXp) — 2(XaXc + XaXp + XpXc + XpXp)] + ...

gdje smo s tri tocke oznacili da se algebarski izrazi nastavljaju analogonima napisanih
izraza prvo za zay, a potom za z koordinate.

Analogno:
2 1, 2 2 2

|P Py~ = Z[XA + Xp + X¢ + xp + 2(xaxp + xXpxc) — 2(xXaXxp + XaXc + XpXp + XcXp)] + ...
2 1, 2 2 2

|P3Ps|” = Z[XA + Xp + xX¢ + xp + 2(xaxc + xpxp) — 2(xXaXp + XpXc + XaXp + XcXp)] + ...

Preostaje odrediti Cetverostruki kvadrat udaljenosti tocke R od teziSta T tetraedra. Imamo:

A|RT?

XA+ X+ Xc + Xp 2 (ya+yg+Yc+yp 2 Ipa+Zpt2ct2ip 2
4- 7 -x| + 7 -y| + 7 -z

16

+ 2(XAXp + XaXC + XaXp + XX + XpXp + XcXp) + 16x7) + ]

1
4-[—-(xi+xé+xé+xé—8x(xA+xB+xc+xD)

1
= Z(xi + X5 + Xo + x5) — 2x(X4 + Xp + Xc + Xp)

+§(xAxB + XAXC + XaXp + XpXc + XpXp + XcXp) + 4x% + ...
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Sada je:
Sa = |PyPg|* + |PyPul* + |P3Ps|* + 4|RT|?

= i[xi + x% + xé + xf) + 2(xqxp + XcXp) — 2(XaXc + XaXp + XpXc + Xpxp)] + ...
+ %[xi + x% + xé + xzD + 2(x4xp + xpxc) — 2(XaXp + XaXc + XpXp + XcXxXp)] + ...
+ %[xf, + x% + xé + x%) + 2(xaXc + xXpXp) — 2(XaXp + XpXc + XaXp + XcXp)] + ...
+ %(xi + X5 + Xe + x5) — 2X(X4 + Xp + Xc + Xp)

+ E(XAXB + XgXc + XaXp + XgXc + XpXp + XcXp) + 4% + ...
2 2.2, 2.2, 2,2, 2.2, 2.2 . 2
Xt Yty Xptypt gt Xe+ Yot Ze+ Xp+Yp T )
—2x(xp + xp + xc + xp) = 2y(ya + yp + yc + yp) — 22(za + 28 + 2c + 2p)
+403F + 2+ ).
(3.6)

Usporedivanjem [3.5]i 3.6 uo¢avamo da vrijedi
S1=25>,

¢ime smo pokazali da je zbroj kvadrata udaljenosti bilo koje tocke prostora od vrhova tetra-
edra jednak je zbroju kvadrata udaljenosti polovista nasuprotnih bridova i Cetverostrukog
kvadrata udaljenosti te tocke od teziSta tetraedra. O

Teorem 3.3.2. Neka je dan tetraedar ABCD kojemu su bridovi iz vrha D medusobno oko-
miti i neka je |AD| = a,|BD| = b,|CD| = c. Tada vrijedi:

o111
ATRTETE

gdje je d udaljenost vrha D od strane ABC,

Dokaz. Smjestimo tetraedar ABCD u pravokutni koordinatni sustav tako da se tocka D
nalazi u ishodiStu koordinatnog sustava. Tada su koordinate vrhova tetraedra:
A(a,0,0), B(0,5,0),C(0,0,c¢),D(,0,0).
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Slika 3.8: Tetracdar ABCD

Odredimo jednadzbu ravnine odredene to¢kama A, B1i C:
y=-0 z-0
b-0 0-0
0-0 ¢c-0

X —
0- =0
(=

Il
(e}

|

Q

S
o O n

(x —a)bc —y(ac) +zab = 0

xbc + ybc + zab —abc = 0
1 1 1
-x+-y+-z—-1 = 0.
a b c

Kako je udaljenost tocke D od ravnine odredene tockama A, B, C jednaka d primjenom
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formule za udaljenost to¢ke od ravnine dobivamo:

1 1 1
—~O+—~O+—-0—1|
d = a C
1 I 1
2 rta
1
d =
1 1 1

Kvadriranjem posljednje jednakosti slijedi:

1 1 1 1

— =+ ==—,
at br 2 d?

Sto smo 1 trebali dokazati.

Sljededi se teorem odnosi na pravokutni tetraedar. Tetraedar je pravokutni ako su mu tri
brida sa zajednickim vrhom medusobno okomiti.

Teorem 3.3.3. Neka je dan pravokutni tetraedar ABCD s pravim kutom pri vrhu D. Neka
je tocka T tefiste strane ABC, a S srediste sfere opisane tetraedru. Tada su tocke D, T i S
kolinearne.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti, smjestimo tetraedar ABCD u pravokutni koordinatni
sustav tako da se vrh D nalazi u ishodiStu koordinatnog sustava. Tada su koordinate vrhova
tetraedra: A(a, 0,0), B(0,b,0), C(0,0, c), D(0,0,0).

KoriStenjem formula za koordinate teZiSta trokuta odredimo teZiSte strane ABC:

T a+0+0 0+b+0 0+0+c¢
3 ’ 3 ’ 3 ’

Tabc
3’3’ 3)°

Kako je tocka S (xs, ys, zs) srediSte tetraedru opisane sfere, vrijedi:

ISAl =SB =I|SC|=1|SD|.
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Slika 3.9: Tetraedar ABCD, teziSte strane ABC i srediSte opisane sfere

1z |[SA| = |S B slijjedi:

V@@= x)? + (=y5)? + (=z5)?

V(=x5)2 + (b — ys)? + (=25 )2

(a—x5)2+y_2g+zg = X§~+(b_y5)2+Z§'
a’ —2axs + x3 +yi = xi+Db*—2bys +y:
a* - 2axg = b* - 2bys. (3.7)

Analogno, iz |S B| = |S C| slijedi:
b* = 2bys = ¢* - 2czs, (3.8)

aiz |SC| = |S D| slijedi:
c? —2cz5 = 0. 3.9)

Iz posljednje jednakosti slijedi:
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2z = ¢

o

s = 5

Uvrstavanjem [3.9|u 3.8 dobivamo:

b*—2bys = 0
2bys = b?

b
Ys = 5

Dobiveni ys uvrstimo u[3.7] pa imamo:

a —2axs = b*— 2b§
a*—2axs = b*-b*
a*—2axg = 0
axs = a*
a
Xs = E

Dakle, koordinate srediSta tetraedru ABCD opisane sfere jesu:

(2.0 €.
2°2°2

Kako bismo pokazali da su tocke D,T i S kolinearne, pokazimo da su vektori smjera
pravaca DT i DS linearno zavisni.
Vektor smjera pravca DT jednak je:
a b c ab c
51 = __07__0’__0} {_’_7_}'
o {3 3773 333
Vektor smjera pravca DS jednak je:

a b c a b c
$=9=—=—0,—-0,—-0}={=, =, —¢.
52 {2 ) } { }

Uocavamo da vrijedi:
2

- _ -

S1 352,

Sto znaci da su vektori smjera pravaca DT 1 DS linearno zavisni, a kako ti pravci prolaze
istom to¢kom, to znaci da se radi o jednom pravcu, odnosno da su tocke D, T i S kolinearne.
|



Poglavlje 4

Srednjoskolski stereometrijski problemi

Na pocetku poglavlja dokazat ¢emo teorem primjeren ucenicima srednje Skole, a u nas-
tavku poglavlja prikazat éemo rjeSenja ili dokaze zadataka koji se pojavljuju u srednjoSkolskim
udzbenicima i matemati¢kim natjecanjima. Zadatke ¢emo rijesSiti koordinatnom metodom.

Paralelepiped je prizma kojoj su baze paralelogrami.
Sljedeci je teorem preuzet iz izvora [10], a prema kompleksnosti dokaza primjeren je
ucenicima na srednjoSkolskoj razini obrazovanja:

Teorem 4.0.1. Cetiri dijagonale paralelepipeda prolaze jednom tockom O, koja je po-
loviste svake od tih dijagonala. Tu tocku O zovemo sredistem paralelepipeda.

Dokaz. Neka je dan paralelepiped ABCDA;B,C,D; i neka su koordinate paralelograma
ABCD dane s: A(-an Ya, ZA)a B(xB9 YB, ZB)9 C(XC, Yc, ZC)7 D(-XD, Yp» ZD)' Tada su koordinate
paralelograma A B\C D, dane s: Aj(xs+a,ys+b,z4+c¢),Bi(xp+a,yg+b,zz+c),Ci(xc+
a,yc+b,zc +c¢),Di(xp +a,yp + b,zp + ¢), gdje su a, b, c realni brojevi.
Kako je ABCDA|B,C,D, paralelepiped, to je BCA|D,; paralelogram i vrijedi:
BCP = |ADy[*
(xc = x5 + Ga—yp) +@c— 28 = (xp—xa) +Op—ya) +(2p—24)"
Pravci BC 1 A D, su paralelni Sto znaci da su im vektori smjera kolinearni.
Vrijedi:
Xc—Xp _Yc—YB _Zc— 2B

= =k, zaneki k € R,
Xp—XA Yp—YA Ip—1Z2A

odnosno:
Xc — xp = k(xp — x4)

yc —yB = k(yp —ya)
Zc — 2 = k(zp — za).

53
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Slika 4.1: Paralelepiped ABCDAB;CD; 1 njegovo srediSte

Uvrstavanjem dobivenih jednakosti u |BCP* = |A,D,? slijedi:

K*(xp — x4)* + k*(yp — ya)* + k*(xp — x4)* = (xp — xa)* + (hp — ya)* + (2p — 24)%
(xp = x2)*(k* = 1) + (yp — ya)*(kK* = 1) + (zp — z4)*(k* = 1) = 0.

Kako su xp — x4, Yp — Va,2p — 24 # 0, zakljuCujemo da mora vrijediti: k* —1 = 0, odnosno

k=1.

Ako je k = 1 onda je:
Xc —XBp=Xp— X4g
Yc—YB =YD — YA
ic —iB=23p — 1A

Neka su 04, O,, O3, O4 polovista dijagonala AC,, CA,, BDy, DB;. Prema formulama za ko-
ordinate djeliSne toCke, gdje je djeliSna to¢ka upravo poloviste duZine, dobivamo:

0 Xa+xc+a ya+yc+a za+zc+a

1( 2 2 2 )

Xc+Xg+a yc+ya+a zc+z4ata
2 2 02 )

o
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Xp+Xp+a yp+yp+a zp+2ip+a
2 ’ 2 ’ 2 )’
O(xD+xB+a Yp +Yypt+a ZD+ZB+a)
! 2 2 2 ‘
Ocito je O, = 0, 1 O3 = 0O4. IzjednaCavanjem odgovarajucih koordinata pokazimo da
vrijedi O, = Os:

o

Xc+ X4 +a Xp+Xp+a

2 B 2
Yyct+tyat+ta yp+yp+a
2 B 2
ZC+ZA+a_ZB+ZD+a

2 B 2 ’

Xc+ X4 =X+ Xp
YctYa=YptYpD
Zc +Za = 2B t 2p»

Xc+ X4 =Xgp+ Xp
Yc+Ya=Ys+Yp
Zc +24 =7+ 2ps

odnosno:
Xc —Xp=Xp— X4g
Yc—=YB=YD — YA
Zc —ZB = Ip — A,

Sto smo pokazali da vrijedi za ABCDA,B,C, D, paralelepiped.
Ovime smo pokazali da Cetiri dijagonale paralelepipeda prolaze jednom tockom O, koja je
poloviste svake od tih dijagonala. O

Sljedeca dva primjera preuzeta su iz izvora [3l].

Primjer 4.0.2. Nacrtaj pravilnu cetverostranu piramidu s osnovkom ABCD i vrhom V. U
kakvom su odnosu ravnine ACV i BDV ? Odredi njihov presjek.

RjeSenje primjera: Smjestimo piramidu ABCDV, gdje je V vrh piramide, u pravokutni
koordinatni sustav na nacin kako je prikazano na slici.

Vrh A nalazi se u ishodiStu koordinatnog sustava pa su njegove koordinate A(0,0,0).
Koordinate preostalih vrhova baze jesu: B(b,0,0),C(b,b,0), D(0,b,0), a vrh piramide je

b b
V(E, E,V).
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Slika 4.2: Pravilna Cetverostrana piramida

Odredimo jednadzbu ravnine ACV. UvrStavanjem koordinata to¢aka A, C, V u jednadzbu
ravnine kroz tri tocke dobivamo:

-0
-0
-0

odnosno:

I
)

b b?
x(bv) — y(bv) + z(? - E)

bvx—-bvy = 0.
Analogno odredimo 1 jednadzbu ravnine BDV:

-0
-0
-0
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odnosno:

Il
(e}

-b* b?
(x=b)bv —y(=bv) + z (T + 3)

bvx +bvy —b* = 0.

Vektori normala ravnina ACV i BDV su: itacy = {bv, —bv, 0} i itgpy = {bv, bv, —b*v}.
PomnoZimo ih skalarno:

tacy - itgpy = {bv, —=bv, 0} - |bv, by, —b*v} = (bv)? — (bv)* = 0.

Skalarni umnoZzak vektora normala ravnina ACV 1 BDV jednak je nuli iz ¢ega zakljuCujemo
da su ravnine meduosbno okomite. Tada je njihov presjek pravac. Odredimo njegovu
jednadzbu:

bvx —bvy = bvx+bvy—b*v
2bvy =

y:

STRS
<

UvrStavanjem dobivenog y u jednadzbu ravnine ACV dobivamo:

b
bvx — bvi =0
b*v
b = —
VX 7
_ b
x = X

Dakle, jednadZba trazenog presjeka je:

< =
1] Il
(SRR

A\
m
7
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a to je upravo jednadzba pravca kroz tocke V i S, gdje je S srediSte osnovke piramide.

Primjer 4.0.3. Tocka M udaljena je od svakog vrha jednakostranicnog trokuta V13 cen-
timetara, a od svake stranice trokuta 2 centimetra. Koliko je tocka M udaljena od ravnine
trokuta?

RjeSenje primjera: Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu dan jednakostrani¢an
b bV3
trokut AABC s koordinatama vrhova: A(0, 0,0), B(b,0,0),C (E’ T\/_, 0).

$.

Slika 4.3: Trokut ABC i tocka M

Neka su E, F, G polovista stranica AB, BC, AC trokuta AABC redom. Koordinate traZene
tocke M oznacit ¢emo s M(xy, Yy, Zy)- Bududi da je tocka M jednako udaljena od svih
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triju stranica trokuta i od svih triju vrhova trokuta, zaklju¢ujemo da se tocka nalazi na oko-
mici na ravninu trokuta (u nasem slucaju xy—ravninu) i prolazi srediStem trokuta. SrediSte
trokuta je tocka M’ koja je ujedno i ortogonalna projekcija to¢ke M na ravninu trokuta.
Bududi da je trokut AABC jednakostranican, vrijedi: |[EM’| = 2|M'C| i |EM’| + |M'C| =
b\3

1 :
2 mamo
b3
3EM!| = T\/_
b3
E'M| = %F

: . o . == . b
Kako je pravac EM’ okomit na x—os, a poloviste E stranice AB ima koordinate £ (6’ 0, 0),

b bV3
to su koordinate tocke M’ jednake: M’ (5 T\/_ O).
Tocka M’ ortogonalna je projekcija tocke M na xy—ravninu pa ¢e koordinate tocke M biti

b bV3
iednake M| =, ——
jednake (2 6

Totka M je od svakog vrha trokuta udajena V13 centimetara pa vrijedi:

IAM| = J(g)2+(¥)2+zﬁl = Vi3

,ZM). Odredimo aplikatu trazene tocke.

v,
Z iz = 13
g T T
b2
Z[ZM = 13—?
b2
M = 13— —
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Tocka M je od svake stranice trokuta udaljena 2 centimetra pa vrijedi:

I

272 6
— +
12 "M
21
M

2
4
b2
4 — —
12
b2
12

Izjednacavanjem dobivenih z,, iz prve i druge jednadzbe dobivamo:

2 2
TP VU
3 12
2 2
13—% = 4—%
b b?
E—? = 4—13
b2
P
b = 36
b = 6

bZ
Uvrstavanjem dobivenog rezultata u zy = /13 — 3 dobivamo:

6
= B—i:VB—lzﬁ:L

3

60

Dobili smo da je udaljenost tocke M od ravnine trokuta AABC (stranice duljine 6 cm)

jednaka 1 centimetar.

Sada ¢emo dokazati tvrdnju preuzetu iz izvora [6].

Primjer 4.0.4. DokaZite da je u kocki ABCDA|B,C,D, brida duljine a udaljenost sredista

3
S strane ADD A, od ravnine BC,D jednaka %.
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RjeSenje primjera: Smjestimo kocku u pravokutni koordinatni sustav tako da su koordi-
nate vrhova kocke:

A(a,0,0), B(a,a,0),C(0,a,0),D,0,0),A(a,0,a), Bi(a,a,a), Ci(0,a,a), D,(0,0,a).
SrediSte jedne strane kocke sjeciste je dijagonala kvadrata. Bududi da se dijagonale kva-
drata raspolavljaju, srediste S strane ADD, A, poloviste je duZine A; D. Ono ima koordinate

a a
S (5’0’ 5)-

Slika 4.4: Kocka ABCDAB,CD;

Odredimo jednadZzbu ravnine BC;D. Koordinate to¢aka B, Cy, D uvrstimo u formulu za
jednadzbu ravnine odredene s tri nekolinearne tocke:

-0
-01(=0
-0

X —
0-
0-
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x-a)0+a)-(y-a)0+a*)+za*-0) = 0
ax—-a3-dy+ad+ad’z = 0
aA(x—-y+z) = 0.

Iz toga slijedi x —y + z = 0.
UvrStavanjem u formulu za udaljenost tocke od ravnine dobivamo da je udaljenost tocke S
od ravnine BCD iznosi:

a a
__0+_

3
d(S.BC,D) = —12 2l _ 4 _ “‘f.

V2+(=1)2+12 V3 3

Sljedeci zadatak preuzet je sa Skolskog (opéinskog) natjecanja iz matematike 2011. godine
za uCenike 4. razreda srednje Skole u A varijanti testa. Kao i u prethodnim primjerima, na
natjecanju je zadatak rijeSen sintetickom metodom dok ¢emo ga mi ovdje rijesiti koordi-
natnom metodom.

Primjer 4.0.5. Pravilni tetraedar ABXY smjesten je u kocku ABCDA’B'C’'D’ stranice du-
ljine 1 tako da tocka X pripada ravnini ABCD. Odredite udaljenost tocaka Y i A’.

RjeSenje primjera: Smjestimo kocku u pravokutni koordinatni sustav tako da su koordi-
nate njenih vrhova: A(0, 0, 0), B(1,0,0), C(1, 1,0), D(0,1,0),A’(0,0, 1), B’(1,0, 1), C’(1, 1, 1),
D’(0,1,1).

Da bismo izracunali udaljenost izmedu tocaka Y 1 A” potrebno je odrediti koordinate od Y.
Tocka x pripada ravnini ABCD, a trokut ABX je jednakostraniCan iz ¢ega slijedi da su ko-

1
ordinate tocke X jednake X (5’ VXs 0).

1
Kako je |AX| = 11 |AN| = 3 gdje je N noziSte okomice iz vrha X na stranicu AB trokuta
AABX (slika ) onda vrijedi:

12
2 — 12_ -
Yx )
1
2 — 1__
Yx 4
3
2 ] —
Yx = 4
V3
Yx = 5
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Slika 4.5: Tetraedar upisan kocki

Slika 4.6: Trokut ABX

63
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z?ﬂ-

1 V3
Dakle, koordinate to¢ke X jesu X (— V3
Tocka Y’ ortogonalna je projekcija vrha Y tetraedra ABXY na xy—ravninu pa su njene

1
koordinate jednake Y’ (5, ¥y, 0].

Istovremeno, jer je tetraedar pravilan, tocka Y’ teZiSte je trokuta ABX. Tada vrijedi:

1
INY| = 3 INX]|
1 V3
NY| = - —
INY| 32
V3
NY| = —,
INY| c
Sto je upravo jednako ordinati to¢ke Y’. Sada su koordinate toCke Y’ jednake SR 0]

Brid XY, visina YY” i spojnica XY” tvore pravokutan trokut s pravim kutom pri vrhu ¥’

Slika 4.7: Trokut NXY

Kako je INX| = g, a|NY'| = g, to je:
rxe B_V_¥3
2 6 3
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Sada primjenom Pitagorinog poucka za pravokutni trokut AY’XY dobivamo:

2
3 1 2 6
2 —12—(\/_) :1—§=§,OanSHOZY:T\/_.

1 V3 V6

Iz ovoga slijedi da su koordinate toCke Y jednake: Y (5, < 3/
Konacno, primjenom formule za udaljenost dviju to€aka u prostoru odredimo udaljenost

toCaka Y1 A"
= A

2-2 %
3

Sljedeci zadatak preuzet je sa Skolskog (op¢inskog) natjecanja iz matematike 2018. godine
za uCenike 3. razreda srednje Skole u A varijanti testa.

Primjer 4.0.6. Cetiri kocke Mina bridova 1,2, 3,4 nalaze se jedna do druge kao na slici.
Odredi duljinu dijela duZine XY koji se nalazi unutar brida duljine 3.

S

RjeSenje primjera: Smjestimo kocke u pravokutni koordinatni sustav kao na slici
Kocku ¢ija je duljina brida jednaka 4 postavimo tako da joj tri brida pripadaju koordinatnim
osima.
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Slika 4.8: Slika primjera

Duljinu dijela duZine XY koji se nalazi unutar kocke brida duljine 3 (kocka ABCDA,B,C,D))
odredit ¢emo tako Sto ¢emo izracunati udaljenost to¢aka koje su presjek pravca s odgova-
raju¢im stranama kocke. Tocke X i Y imaju koordinate X(4,0,4), Y(0, 10,0). Odredimo
parametarsku jednadZbu pravca koji prolazi tockama X i Y:

x=4-47
y =104

z=4-44, A€R.

Pravac XY kocku ABCDAB;C,D; sijece na strani ADD; A u tocki M, a na strani BCC B
u tocki N.
Odredimo jednadZbu ravnine odredene tockama A(3,4,0), D(0,4,0), D;(0,4, 3):

=0

W W W
oS O+

-0
-0
-0

X —
0-
0-

S O
W O N

x=3 y—-4 z
-3 0 O
-3 0 3

=0
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(x=3)-0-(=-4H(-9-0)+z-0 = 0
9y-36 = 0
y = 4

Presjek ravnine i pravca XY odredit ¢emo uvrStavanjem y = 4 u jednadzbu pravca. Iz

2
y =4 =104 sljjedi: 1 = 3 pa su koordinate sjeciSta M jednake:

2 12

—4_4.2_22

o 575

y=4

2 12

—4-4.222

¢ 55
12 12
dnosno: M| —. 4, -=
odanosno 5 5

Analogno odredimo jednadzbu ravnine koja prolazi tockama B, C, C,. JednadZba ravnine
7
je y = 7. Odredimo presjek ravnine i pravca XY. Izy = 7 = 104 slijedi: 4 = T pa su

koordinate sjecisSta N jednake:

7 6

—4-4. - ==

105

7 6

—4-4. 22

¢ 105
6 6
d cN|=,7,=]
oanosno (5 5

UvrStavanjem koordinata to¢aka M 1 N u jednadZzbu za udaljenost dvaju to¢aka u prostoru

dobivamo:

6 12\ 6 12\’ 36 36 333
AM Ny = +|[2 = =) + T =42 +[2-=) = {2494+ 2 =212
(M. N) \/( ) (7=4) ( ) 50T s

5 5 5 5
3433

Dakle, duljina dijela duZine XY koji se nalazi unutar kocke brida duljine 3 je 5

Sljedeci zadatak preuzet je iz izvora [Sl]:
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Primjer 4.0.7. Dana je kocka ABCDA,B,C\D; brida duljine a. U kojem omjeru tocka E
dijeli brid AB ako ona leZi u ravnini odredenoj sredistima strana ABCD,ABBA, i tockom
D,?

RjeSenje primjera: Smjestimo kocku ABCDA|B,C;D; u pravokutni koordinatni sustav

tako da joj bridovi iz vrha D leze na koordinatnim osima. Tada su koordinate vrhova
kocke:

A(a,0,0), (B(a,a,0),C(0,a,0),D0,0,0),A(a,0,a), B|(a,a,a),Ci0,a,a), D;0,0,a).
Neka je E srediste strane ABCD. Kako je srediSte kvadrata sjeciSte dijagonala, koordinate

sredista su £ (ﬁ g, 0).

29
Analogno, srediSte strane ABB1A; je F (a, g, %)
Odredimo jednadZbu ravnine odredene tockama E, F 1 Dy:
a a
- = - = -0
X 7 y > Z
a a a a
4=3 373 37 9|=0
a a
0-=- 0--= -0
2 2
a a
x —_— — —_— —
2 Y73 ¢
a a
bt 0 =
2 2 0
a a
2 2 ¢

—_———

=

|
NI
N—
INNES

|
—_————~

[
NI
N —
——
S,

+
NS
N —

+

Ia\|

[
IS
N —

Il

=

a? a 3a
Z(X—§—3y+7—2) =0
>
Z(x—3y—z+a) =0

2
Dijeljenjem s az # 0 dobivamo da je jednadZzba ravnine odredene tockama E, F i Dy:

x—3y—-z+a=0. 4.1)
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Slika 4.9: Slika primjera

Odredit éemo presjek te ravnine i pravca AB koji sadrZi brid AB. Jednadzba pravca AB u
parametarskom obliku glasi:

x=a-A(a—a)
{yzO—/l(a—O)
z=0-20-0), A€R,
odnosno: x=a
{yeR
z=0,

§to uvritavanjem u jednadzbu ravnine [4.1] daje:

a-3y-0+a = 0
-3y = -2a

2
y = za
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Iz dobivenog zakljuujemo da se ravnina odredena srediStima strana ABCD,ABBA; i

— 2
tockom D, 1 brid AB sijeku u toc¢ki T (a, 3% O) 1 koja taj brid dijeli u omjeru 2 : 1.
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Sazetak

U ovom smo radu opisali koordinatnu metodu kojom smo dokazali razne stereometrijske
teoreme. Na pocetku rada definiran je Kartetzijev koordinatni sustav u prostoru i nave-
dene su osnovne metri¢ke relacije koje smo koristili pri dokazivanju teorema 1 rjeSavanju
zadataka. Naveli smo razli€ite oblike jednadzbi pravaca i ravnina te opisali koordinatnu
metodu.

Koordinatnom metodom smo dokazali teoreme o tetraedru koji su analogoni odgovarajuéih
teorema za trokut kao i razne teoreme o tetraedru vezane uz teziSnice, teziSte, polovista
bridova 1 sli¢no. Na kraju rada na srednjoSkolskim problemima ilustrirana je koordinatna
metoda.



Summary

This thesis is devoted to the coordinate method in stereometry, which was used to prove
various theorems. In the first part of the thesis, we defined Cartesian coordinate system
and noted all essential metric relations which we used in theorems prooving and problems
solving. Furthermore, we stated different forms of equations of lines and plains and also
described the coordinate method.

Using the coordinate method, we proved theorems about the tetrahedron which are ana-
logous to some theorems for the triangle, as well as many other theorems for tetrahedron
itself, regarding medians, centroid, midpoints etc. At the end of the thesis, the coordinate
method was illustrated using secondary school problems.
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