Konac¢nodimenzionalne algebre s dijeljenjem

Devié, Petar

Master's thesis / Diplomski rad

2019

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:339404

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-24

W £,
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% E_;' Repository of the Faculty of Science - University of
2 & Zagreb
% &
< N
Op. o

\‘
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:339404
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:6264
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:6264
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:6264

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Petar Devic¢

KONACNODIMENZIONALNE
ALGEBRE S DIJELJENJEM

Diplomski rad

Voditelj rada:
Doc. dr. sc. llja Gogi¢

Zagreb, 2019.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Ovaj rad posvecen je mojoj obitelj i prijateljima koji su bili uz mene spremni pomoci kad
god je bilo potrebno te pokojnoj baki koja nije dala da me otpuse vjetar.
Velike zahvale mentoru doc. dr. sc. llji Gogicu, prije svega na razumijevanju i strpljenju,
ali i korisnim savjetima udjeljenim pri izradi ovog rada.



Sadrzaj

Uvod

(1 Osnovni pojmovi i tvrdnje|

2 Konacnodimenzionalne algebre s dijeljenjem|

2.1 Frobeniusovteoreml . . . . . . . . ... ...
2.2 Prostiprsteni| . . .. .. ... ... ...
2.3 Centralnealgebre| . . . . . . ... ... oo
2.4 Multuplhkacyska algebral. . . . . . ... ..o 00000

[2.5 Automorfizmi centralnih prostih algebri) . . . . . . ... ... ... ...
2.6  Maksimalna potpoljal . . . . .. ... Lo

3 Struktura konacnodimenzionalnih algebri|

(3.1 Nilpotentniideall| . . . .. ... ... ... ... ... ..........
3.2 Primipoluprimprstent) . . . . ... ... oo
3.3 Unitizacyal . . . . . . . . . ..
[3.4 Matricne jedinice] . . . . . . ... oL
(3.5 Idempotenti . . ... ... ... ... ...
(3.6  Minimalni Iyeviideald. . . . . ... ... 0000
3.7 _Wedderburnovi strukturalni teoremy) . . . . .. ..o
Bibliog

v

iv

14
15
16
18
20



Uvod

Kona¢nodimenzionalne algebre s dijeljenjem predstavljaju jednu od najstarijih tema
u nekomutativnoj algebri. Same zacetke nekomutativne teorije postavio je W. H. Hamilton
1843. godine “otkri¢em” kvaterniona, odnosno 4-dimenzionalne realne algebre s dijelje-
njem. Kasnije su, nezavisno jedan od drugoga, matematicari F. G. Frobenius (1878.godine)
1 C. S. Peirce (1881.godine) pokazali da su upravo realni brojevi, kompleksni brojevi te
kvaternioni jedini primjeri realnih kona¢nodimenzionalnih asocijativnih algebri s dijelje-
njem. Taj rezultat je danas u literaturi poznat kao Frobeniusov teorem.

U prvom dijelu rada, fokus stavljamo na polaganu izgradnju teorije koja ¢e nas do-
vesti do prvog bitnijeg teorema obradenog u radu, a to je upravo Frobeniusov teorem za
kona¢nodimenzionalne realne algebre s dijeljenjem.

Nakon $to dokazemo Frobeniusov teorem, nastavljamo s daljnjom izgradnjom teorije
u svrhu otkrivanja strukture konaénodimenzionalnih algebri. Od posebnog interesa su nam
strukturalni teoremi Skotskog matematicara J. H. M. Wedderburna koji je 1907. godine
objavio rad u kojem je dokazao da je svaka konacnodimenzionalna poluprosta algebra di-
rektni produkt matri¢nih algebri nad algebrama s dijeljenjem. Razne verzije rezultata ovog
rada dostupne su u mnogim sveuciliSnim matematickim udzbenicima te su bazirane na
konceptima modula nad algebrama. Ipak, u ovom diplomskom radu bazirali smo se na
pristup slovenskog matematicara M. BreSara koji je zbog upotrebe vrlo bazi¢nog mate-
matickog alata svakako mnogo pristupacniji. Zbog toga bi tematika ovog rada, koja se
standardno predaje na poslijediplomskim studijima, mogla bi biti prihvatljiva i studentima
preddiplomskih 1 diplomskih studija.
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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i tvrdnje

Za pocetak definirajmo neke od pojmova koje ¢emo koristiti u ovom diplomskom radu.

Alegbre

U ovom radu promatramo samo asocijativne algebre. Dakle, algebra A nad poljem F,
ili F-algebra je vektorski prostor nad poljem F na kojem je zadana operacija mnoZenja,
tj. asocijativna binarna operacija A X A — A, (a,b) — ab koja je bihomogena s obzirom
na operaciju mnoZenja skalarom i distributivna slijeva i zdesna s obzirom na operaciju
zbrajanja na A. Drugim rijeCima vrijedi:

a(bc) = (ab)c, A(ab) = (Aa)b = a(Ab), a(b+c) = ab + ac,

(a+b)c=ac+bc, zasvea,b,ceAideF.
Ako vrijedi ab = ba za sve a,b € A onda kazemo da je A komutativna algebra.
Jedinica u algebri A je element 1 € A takav da je
la=al =a zasveac€A.

Ako jedinica postoji, lako moZemo provjeriti da je ona jedinstvena. Unitalna algebra
je algebra u kojoj postoji jedinica.

Ako je A unitalna algebra, tada za element a € A kaZzemo da je invertibilan ako postoji
element a~! takav da je

ala=aa' = 1.

Element a~!, ako postoji, je jedinstven i nazivamo ga inverz od a.
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Podskup B algebre A zove se podalgebra od A ako je B algebra s obzirom na operacije
koje su definirane kao restrikcije operacija algebre A.

Za podalgebru B unitalne algebre A kazemo da je unitalna podalgebra, ako B sadrzi
jedinicu algebre A. Napomenimo da je moguce da je B unitalna algebra, ali da B nije
unitalna podalgebra od A. Naime, moguce je da B ima jedinicu, ali da ta jedinica nije
jednaka jedinici algebre A. Ako je A unitalna algebra, za A € F, element A1 € A zapisivat
¢emo jednostavno kao A. Nadalje, u tom slucaju F identificiramo s F1 te na taj nacin
smatramo da je F unitalna podalgebra od A.

Neka su A i B algebre. Za preslikavanje ¢ : A — B kaZzemo da je homomorfizam
algebri ako je ¢ linearno i multiplikativno, tj.

¢(da + ub) = Ap(a) + up(b) 1 P(ab) = ¢p(a)p(b)
zasvakil,ue Fia,b € A.

Ako su A 1 B unitalne algebre s jedinicama 14 1 15 1 ako vrijedi ¢(14) = 15 onda se ¢ zove
unitalni homomorfizam. Injektivni homomorfizam zove se monomorfizam, surjektivni
epimorfizam, a bijektivni izomorfizam. Za algebre A i B kaZzemo da su izomorfne ako
postoji izomorfizam ¢ : A — B.

Buduc¢i da su algebre ujedno i prsteni, razne pojmove vezane uz prstene ima smisla
promatrati i za algebre, uz neke male preinake. Na primjer, podalgebra je potprsten koji
je ujedno i potprostor. Sli¢no, ideali algebre, su ideali u istom smislu kao i ideali prstena,
ali su ujedno i vektorski potprostori.

S obzirom na to da su nam od posebnog interesa u ovom radu kona¢nodimenzionalne
algebre, navedimo jo$ i Sto smatramo pod kona¢nodimenzionalnom algebrom. Kazemo
da je A kona¢nodimenzionalna algebra ako je A kona¢nodimenzionalna kao vektorski
prostor. Dimenziju A nad F oznacavat ¢emo s

[A: F].
Ako je R prsten ili algebra, tada skup

Z(R) :={c € R|cx = xc zasve x € R}

nazivamo centar od R, a njegove elemente nazivamo centralnim elementima.

Algebra polinoma

Neka je R proizvoljni prsten. Definiramo polinom nad R kao beskonacnu sumu

(o]
Za,-a)’ =ay+ a0+ e+ ...,
i=0
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gdje je a; € R i konacno mnogo a; je razli¢ito od 0. Elementi a; nazivaju se koeficijenti.
Koeficijent ay naziva se slobodni ¢lan. Ako je n > O takavdaa; =0zasvei >nia, # 0,
onda prethodni polinom obi¢no piSemo kao

flw)=a)+aw+...+a,0".

Za ovaj polinom kaZemo da je stupnja n te a, nazivamo njegovim vode¢im Koeficijentom.
Ako je a; = 0 za sve i > 0, onda odgovarajuéi polinom oznacavamo s 0. Polinom koji je ili
0 ili stupnja 0 nazivamo konstantni polinom.

Zbrajanje i mnozenje dvaju polinoma definiramo sa

i a,w" + i b," = i(an + b,)w",
n=0

n=0 n=0
[i anw”) [i bnw") = i c,, gdjejec, = i ab,_;.
n=0 n=0 n=0 =0

Uz ove operacije skup svih polinoma nad R je prsten koji oznacavamo s R[w] 1 nazivamo
prsten polinoma (u jednoj varijabli). U ovom radu nas primarno zanima situacija kada je
R = F polje.

Dodatno, ako je A algebra, tada A[w] postaje algebra uz operaciju mnozenja skalarom

A (i aiw”) = i(/lan)w”.
n=0

n=0

Algebarska zatvorenost

Definicija 1.0.1. Polje F je algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom u F[w]
ima korijen u F.

Napomena 1.0.2. Ako je F algebarski zatvoreno, onda se svaki polinom f(w) € Flw]
stupnja n > 1 moZe faktorizirati u obliku

flw)=cw-a) - (w-a,),
za neke c,ay,...,a, € F.

Primjer 1.0.3. Osnovni primjer algebarski zatvorenog polja je polje kompleksnih brojeva
C. S druge strane, polje realnih brojeva R nije algebarski zatvoreno jer npr. polinom
f(w) = w?* + 1 nema korijen u R.
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Matricne algebre

Skup svih realnih n X n matrica, M,(R) je prsten (odnosno algebra) uz standardne operacija
na matrica. Zan > 2 ovaj prsten nije komutativan. Ulogu od R u M, (R) moZemo zamijeniti
drugim poljima, ali i prstenima odnosno algebrama. Uzmimo proizvoljni prsten Rin € N.
Zasvakia;j € R,1 < i, j < n,s (a;;) oznaCavamo n X n matricu

ayy adyp ... Ay
ayy dpy ... dyy
a, ap ... Qauu

Skup svih n X n matrica nad R oznacavamo s M,(R). Na M,(R) definiramo operacije
zbrajanja 1 mnoZenja na sljedeci nacin

(aij) + (bij) := (ajj + bij)

(aij)(bij) = (cij), gdjeje cij = Z aiby;.
k=1
Uz te operacije M,(R) postaje prsten. Ako R ima jedinicu, tada i M,(R) ima jedinicu
(jedini¢na matrica).
Nadalje, ako je R = A algebra, onda M, (A) postaje algebra, uz prethodno definirane
operacije i operaciju mnoZenja skalarom

/l(aij) = (/laij).

Standardne matricne jedinice

Definicija 1.0.4. Neka je M, (S ) matricni prsten, gdje je S proizvoljan unitalni prsten. Neka
Jje Eij matrica Ciji je element na (i, j) mjestu 1, a svi ostali elementi te matrice su 0. E;j,
1 < i, j £ n nazivamo standardnim matricnim jedinicama. Za a € S koristimo oznaku
aE;j kojom oznacavamo matrice &iji je element na mjestu (i, j) a € S, a ostali elementi su
0. Svaka matrica M, (S ) je suma takvih matrica. Primijetimo da za svaki A = (a;;) € M,(S)
imamo

EijAEk[ = ajkEﬂ zasve 1 < i, ],k <n. (11)



Poglavlje 2

Konacnodimenzionalne algebre s
dijeljenjem

Definicija 2.0.1. Unitalni prsten R je prsten s dijeljenjem, ako je svaki ne-nul element u R
invertibilan.

Analogno definiramo pojam algebre s dijeljenjem. Algebru s dijeljenjem u ovom radu
obi¢no é¢emo oznacavati s D.

2.1 Frobeniusov teorem

Krenimo s iskazom i dokazom pomo¢nih tvrdnji koje ¢e nas dovesti do odgovora na pitanja
postavljena u uvodnom dijelu rada.

Ako drugacije nije istaknuto, tijekom citavog ovog odjeljka pretpostavljamo da je D
realna algebra s dijeljenjem konacne dimenzije n.

Lema 2.1.1. Za svaki x € D postoji A € R takav da je x* + Ax € R.

Dokaz. Za proizvoljan x € D promotrimo elemente

1Lx, x2, 0, .., X

Bududi da je D n-dimenzionalna, ti elementi su sigurno linearno zavisni. Dakle, postoje
skalari «y, ..., @, € R koji nisu svi nula tako da vrijedi

n
Z a;x' =0.
i=0

Definirajmo polinom f(w) € Rlw] s
f(w) = Zaiwi.
i=0

8
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Tada je f(w) stupnja najviSe n i vrijedi f(x) = 0. Iz fundamentalnog teorema o algebri
slijedi da polinom f(w) moZemo faktorizirati na linearne i kvadratne faktore u R[w]. Dakle,
imamo

f)= (=B (=B + 4w+ ) (0 + 4w+ u),
zaneke B;, A;, u; € R. S obzirom na to da je f(x) = 0, vrijedi

(x =B (x =B + Aix + ) - - (8 + Ax + p) = 0,

Kako je D algebra s dijeljenjem, ona sigurno nema djelitelja nule pa jedan od gornjih
faktora mora biti jednak 0. Dakle, x je korijen linearnog ili kvadratnog polinoma u R[w] te
slijedi Zeljeni zakljucak. O

Motivirani ¢injenicom da jednodimenzionalni potprostor Ri od C mozemo opisati kao
skup svih z € C takvih da je z> nepozitivan realni broj, za kona¢nodimenzionalnu realnu
algebru s dijeljenjem definiramo sljede¢i skup:

Vi={veD|VeR, V<0

Napomena 2.1.2. Primijetimo da ako je x € D\ V takav da je x* € R, onda je x*> > 0 pa
stoga vrijedi x* = a® za neki @ € R. Dakle, (x — a)(x + @) = 0 iz fega je x = +a € R.

Lema 2.1.3. Skup V je linearni potprostor od D. Nadalje, D =R & V.

Dokaz. Za pocetak jasno je da vrijedi R NV = {0} te da je V zatvoren na mnoZenje skala-
rom. Pokazimo da je u+v € V ako su u, v € V. Pretpostavimo da su u, v linearno nezavisni.
Tvrdimo da je {1, u, v} linearno nezavisan skup. Uzmemo li a,8,y € R takve da vrijedi
au = Bv + y1, kvadriranjem obje strane slijedi da je Byv € R, stoga 8 = 01ili y = 01z Cega
slijedi da je @ = 8 = y = 0. Dakle, skup {1, u, v} je linearno nezavisan.

Kako su u,v € D iz leme [2.1.1]slijedi da za svaki u + v € D postoje 4, u € R takvi da:

(u+v)>+Au+v) eR,
(u—v)2+;1(u—v)€R.

Promotrimo li zbroj kvadratnih ¢lanova, vidimo da:

w+v)V’+w-v)=2>+2*ecRzauveV.

Dakle, za zbroj linearnih ¢lanova mora vrijediti: A(u + v) + u(u — v) € R, §to mozZzemo
zapisati kao
si=A+wu+A—-uwvekR.

Tada je
(=)l +@A+wu+A—-pv=_0.
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Kako je {1, u, v} linearno nezavisan skup zakljuCujemo da A + ¢ = 4 — u = 0, odnosno
A=u=0. Stoga je (u+v)* € R.

Pretpostavimo da u +v € D\ V, odnosno (u + v)*> > 0. Iz napomene vidimo da je
u+v € R. Neka je stoga r € R takav da je u + v = r. Tada je

O=CE=nNl+u+v,

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je {1, u, v} linearno nezavisan skup.

Dakle, (u +v)> € RA (u+v)> <0 = u+v eV, iz cega slijedi Zeljeni zakljucak da je
V <D.

Pokazimo jo§ da je D = R® V. Kako je RNV = {0}, dovoljno je pokazati da je
D\ R C R+ V, odnosno da se svaki element iz D \ R moze prikazati kao zbroj jednog
elementa iz R i jednog elementa iz V. Neka je x € D \ R. Prema lemi [2.1.1| postoji 1 € R
takav da je s := x> + Ax € R. Kako je

A
2
=x"+4 :( + —) -—,
§=x x=|x+3 2
slijedi

2 2
(x+§) :s+%eR.
Odavde vidimo da mora vrijediti x+4 € V ili (x+4)* > 0. Pretpostavimo da je (x+%)* > 0.
Iz napomenevidimo dajer:=x+% €R. Tadaje x = r—4 € R, §to je u kontradikciji
s pocetnom pretpostavkom da je x € D \ R. Dakle x + % € V i prema tome

A A
x:——+(x+—)eR+V.

2 2
O
Definicija 2.1.4. Za sve u,v € V definiramo
uov:i=uv+vu.
Napomena 2.1.5. S obzirom na to da je za u,v €'V,
uov=u+v?—u*-V
iz leme[2.1.3]slijedi da je u o v € R.
Lema 2.1.6. Ako je n > 2, tada postoje i, j,k € D takvi da je
==k =-1, 2.1)
ij=—ji=k, ki=—ik = j, jk=—-kj=1, (2.2)

te je {1,1, j, k} linearno nezavisan skup.
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Dokaz. 1z leme vidimo da V ima dimenziju n — 1 > 1. Stoga moZemo odabrati
linearno nezavisne v, w € V. Neka je

wovy

u::=w-— V.

vov
Primijetimo daje u # O iuov = 0. Iz (2.1)) vidimo da moZemo definirati i i j na sljedeci
nacin:
: 1 : 1 Lo
i:= u, j:= v, =1j.
V=2 Vo2
Lako je provjeriti da (2.1)) i (2.2)) vrijede pa iz njih dobivamo da je

(a’() + ali + a’gj + a3k)(a0 - ozli - a’zj - 6Y3k) = CL’()2 + (1’12 + CL’QZ + Q32 (23)

pozitivan realan broj za sve ag, @1, @», @3 € R koji nisu istovremeno nula. Stoga, slijedi da
su 1,1, j, k linearno nezavisni. O

Formule iz (2.1) i (2.2) lako moZemo pamtiti pomocu sljedeceg dijagrama: Idemo li u

(;: \]_ —_
/k A \__*
II ;f ?\.
\_II_,/
|08

smjeru kazaljke na satu, produkt dva uzastopna elementa je treci, a ako idemo u suprotnom
smjeru od kazaljke na satu, produkt dva uzastopna elementa daje negativan tre¢i element.

Korolar 2.1.7. Ne postoji 3-dimenzionalna realna algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Prema lemi[2.1.6] za n > 2 D sadrzi 4 linearno nezavisna elementa 1, i, j, k. Dakle
n> 3. O

Definicija 2.1.8. Ako je n = 4, {1,i, j,k} je baza od D uz mnoZenje definirano u (2.1) i
(2.2). Konjugiranu vrijednost nekog h = ag + @i + a2 j + a3k € D definiramo kao:

l’lZ:Cl’o—Cl’li—Cl’zj—CY3k.

Korolar 2.1.9. Ako je n = 4, tada je D algebra s dijeljenjem. Stovise, D je do na izomorfi-
zam jedinstvena realna 4-dimenzionalna algebra s dijeljenjem.
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Dokaz. Akoje h € D, h # 0, onda iz (2.3) slijedi da je hh = hh nenegativan skalar. Stoga
svaki nenul element 4 € D ima inverz
1 -
h_l = —_h
hh
Prema tome, D je algebra s dijeljenjem.
Sada pretpostavimo da je D’ neka druga 4-dimenzionalna algebra s dijeljenjem s pri-
padnim elementima 1’,7, j/, k¥’ koji zadovoljavaju analogne relacije (2.1) i (2.2). Tada se
lako provjeri da je preslikavanje ¢ : D — D’ definirano s

d(aol + ari + ayj + azk) == agl’ + a1i’ + @y ) + aszk’
izomorfizam algebri. O

Standardna oznaka za ovu 4-dimenzionalnu nekomutativnu realnu algebru s dijelje-
njem (koje je prema korolaru jedinstvena do na izomorfizam) je H, u Cast irskom
matemati¢aru W. R. Hamiltonu, koju je 1843. godine osmislio tijekom Setnje Dublinom.
Elementi algebre H nazivaju se kvaternioni. Citava pri¢a oko nastanka kvaterniona do-
kumentirana je u Hamiltonovim pismima te je samu formulu 2 = j* = k* = ijk = -1
moguce pronaci ugraviranu na mostu u Dublinu pod imenom “Broom bridge”, kraj kojeg
se Hamilton 1 dosjetio spomenute formule.

Teorem 2.1.10 (Frobenius). Konacnodimenzionalna realna algebra s dijeljenjem D je iz-
omorfna s R, C ili H.

Dokaz. Akojen =1, ondaje D = R. Ako je n = 2, onda je prema lemi[2.1.3]dimV = 1
(jer je dimD = dimR + dim V = 2). Stoga, D sadrZi element i takav da je i = —1 pa je
onda D = C. Iz korolara2.1.7vidimo da n # 3. Ako je n = 4 onda je D = H.
Pretpostavimo da je n > 4 i neka su i, j, k elementi iz leme[2.1.6] Kako je dimenzija od
V jednaka n — 1, postoji v € V koji ne lezi u linearnoj ljusci elemenata i, j, k. Stoga je
iov, jov, K kov

e :=v+ 1+ +
IT

k
2 2

nenul element u V. Zaista, ako bi bilo ¢ = 0, onda

iov, jov, K kov

2 ‘T /T

k.

V=

Kako su %V % '% € R, to je u kontradikciji s pretpostavkom da v ne lezi u linearnoj ljusci

elemenata i, j, k. Lako se provjeri da takav element e € V zadovoljava jednakosti

ioce=joe=koe=0. (2.4)
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PokaZimo npr. i o ¢ = 0. Stavimo ¢; := % =5 030= '% € R. Tada je

ioe:iov+io(cl-i)+iO(C2'j)+iO(C3'k)
=iov+c-(ioi)+cy-(ioj)+cz-(iok)

=jov—2-¢
v v
:iv+vi—2-(—+—)
2 2
=0.
Stoga, iz prva dva identiteta u (2.4) zakljucujemo eij = —iej = ije, ali iz treCeg iden-
titeta dobivamo kontradikciju s obzirom na to da je ij = k. Stoga, n moZe biti samo 1,2 ili
4. O

Dokazom Kklasifikacijskog Frobeniusovog teorema dokazali smo da (do na izomorfi-
zam) postoje tocno tri konaénodimenzionalne realne algebre s dijeljenjem. Spomenimo
kako jo§ postoji i neasocijativna realna algebra s dijeljenjem dimenzije 8, tzv. oktoni-
oni, koja se obi¢no oznacava s O. To je algebra koja sadrzi jedinicu 1 te sedam linearno
nezavisnih elemenata &iji je kvadrat —1. Stovise, koristeéi aparat algebarske topologije,
francuski matemati¢ar M. Kervaire i ameri¢ki matematicar J. Milnor su 1958. godine ne-
zavisno dokazali da su (do na izomorfizam) R, C, H i O jedine (ne nuZno asocijativne)

realne kona¢nodimenzionalne algebre s dijeljenjem.

Definicija 2.1.11. Za element x iz F-algebre A kaZemo da je algebarski ako postoji nenul
polinom f(w) € F[x] t.d. je f(x) = 0. Ako je svaki element algebre A algebarski, onda za
A kaZemo da je algebarska algebra.

Napomenimo kako je dosad konacna dimenzionalnost od D koriStena samo jednom,
i to na pocetku dokaza leme [2.1.1] kada smo zakljucili da je svaki x € D korijen nenul
polinoma u R[w]. Sljedeéa fundamentalna Cinjenica slijedi iz dokaza leme

Lema 2.1.12. Svaka konacnodimenzionalna algebra je algebarska algebra.
Dokaz. Skup svih potencija svakog elementa je linearno zavisan. O

Iz dokaza Frobeniusovog teorema zakljuCujemo da je svaka algebarska realna algebra
s dijeljenjem izomorfna R, C ili H te je stoga kona¢nodimenzionalna.

Nakon opisa kona¢nodimenzionalnih realnih algebri s dijeljenjem, mozemo se upitati 1
Sto je s kompleksnim? Odgovor moZemo potraziti 1 opCenitije, ako umjesto C promotrimo
bilo koje algebarski zatvoreno polje:

Propozicija 2.1.13. Ako je D konacnodimenzionalna algebra s dijeljenjem nad algebarski
zatvorenim poljem F, tada je D = F.
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Dokaz. Neka je x € D. Iz leme vidimo da postoji nenul polinom f(w) € Flw]
t.d. je f(x) = 0. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo da su vodeci koeficijenti tog
polinoma jednaki 1. Kako je F algebarski zatvoreno imamo f(w) = (w—a;) - (w—«a,) za
neke @; € F. Dakle, slijedi f(x) = (x—ay)--- (x—a,) = 0. Kako je D algebra s dijeljenjem,
x—a;=0zanekii e Npajestogax=q; €F. O

Napomena 2.1.14. 4-dimenzionalna algebra s bazom {1, 1, j, k} te mnoZenjem definiranim
u i (2.2) ne mora biti samo nad poljem R, ve¢ nad bilo kojim poljem F. No, ako je
F = C, onda to nije algebra s dijeljenjem. Iz vidimo da je algebra s dijeljenjem ako i
samo ako za sve a; € F, a/(z) + oz% + a% + 0/% = 0 povlaci ay = a1 = @, = az = 0. Ovaj uvjet
Jje dakako ispunjen u R, ali ne u algebarski zatvorenim poljima poput C.

2.2 Prosti prsteni

Definicija 2.2.1. Prsten R je prost ako je R*> # 0 te su 0 i R jedini ideali od R.

Uvjet R? # 0, odnosno xy # 0 za neke x,y € R, je potreban kako bismo isklju&ili
patoloske slucajeve (jedan takav naveden je u napomeni [2.5)).

Primjer 2.2.2. Svaki prsten s dijeljenjem D je prost. Stovise, D nema jednostranih ideala
razlicitih od 0 i D. Na primjer, neka je I nenul lijevi ideal od A i neka je a € I, a # 0. Kako
je D prsten s dijeljenjem, a je invertibilan u D pa iz Da C I slijedi 1 = a™'a € I. Stoga je
I =D.

Primjer 2.2.3. Ako je D prsten s dijeljenjem, onda je M, (D) prosti prsten za svaki n € N,
Zaista, neka je I nenul ideal od M,(D). Odaberimo 0 # (a;;) € I te j, k takve da 0 # aj €
M,(D). Kako je (a;j) € I iz (I.1) vidimo da E;j(a;;))Exy = ajEy € I za sve i,1 € N. Kako je
D prsten s dijeljenjem, aji je invertibilan u D. Posebno, moZemo pisati: (daj‘.k1 )Eii-ajkE; =
dE; €1 za sve d € D. S obzirom na to da dE;; generira M, (D) te I # 0 zakljucujemo da je
I = M, (D). Dakle, ne postoji netrivijalni ideal od M,(D) pa je stoga M,(D) prosti prsten
za svakin € N.

Napomena 2.2.4. U ovom radu fokus je na algebrama. Umjesto prostih prstena zanimaju
nas proste algebre, tj. algebre koje zadovoljavaju uvjete iz definicije[2.2.1} Znamo da ideal
neke algebre A mora biti vektorski potprostor, dok u definiciji [2.2.1] govorimo o idealima
prstena koji su ”samo” aditivne podgrupe. Pretpostavimo da je algebra A takva da su 0 i
A jedini ideali algebre A. Pretpostavimo da je I ideal prstena A takav da je I + A,I # 0.
Tada je Al ideal algebre A pa je Al = 0 ili Al = A. Kako je AI C I # A, jedino moZemo
zakljuciti da Al = 0, iz cega slijedi da je ideal algebre J = {x € A | Ax = 0} razli¢it od
nule, dakle jednak J = A. Slijedi, A*> = 0. Ova mogucnost iskljucena je u definiciji m
Stoga, algebra A je prosta kao algebra ako i samo ako je A prosta kao prsten.
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Napomena 2.2.5. Bez pretpostavke A> # 0 moguce je da A ima mnogo ideala prstena, a da
nema netrivijalnih ideala algebre. Na primjer, uzmimo I-dimenzionalnu algebru A = Ra s
trivijalnim mnoZenjem, tj. a*> = 0. Onda ocito algebra A nema ideala algebre razlicitih od
0i A, ali ima ideala prstena (npr. Za).

2.3 Centralne algebre

Definicija 2.3.1. Nenul algebra unitalna algebra A je centralna ako se centar od A sastoji
samo od skalarnih multipla jedinice, odnosno ako je Z(A) = {11 : 1 € F}.

Lema 2.3.2. Neka je A unitalna algebra te n € N. Tada je A centralna ako i samo ako je
M, (A) centralna.

Dokaz. Ako je c € Z(A), onda dijagonalna matrica Ciji su svi elementi na dijagonali jednaki
cleziu Z(M,(A)). Stoga, A je centralna ako je M,(A) centralan. Pretpostavimo da je A
centralna. Odaberimo C € Z(M,(A)). Kako C komutira sa svakim Ey;, k # [, vidimo da je
C dijagonalna matrica sa svim elementima na dijagonali koji su medusobno jednaki. Kako
C komutira sa svakim aE;;,a € A, zakljuCujemo da C leZi u centru od A te je stoga c skalar.
Dakle M,(A) je centralna. |

Primjer 2.3.3. Primjenom leme vidimo da je M, (F) centralna algebra.

Primjer 2.3.4. H je centralna R algebra.

Primjer 2.3.5. C je centralna kao C algebra, ali nije centralna kao R algebra.
Iz teorema slijedi sljedeéi korolar:

Korolar 2.3.6. Konacnodimenzionalna centralna R-algebra s dijeljenjem je izomorfna s
R ili H.

Glavni fokus idu¢ih poglavlja su konacnodimenzionalne centralne proste algebre, koje
¢ine vaznu klasu algebra. Kao Sto vidimo iz prijaSnjih primjera, M, (F) i H pripadaju toj
klasi algebri. Kasnije ¢emo vidjeti da je svaka kona¢nodimenzionalna centralna prosta
algebra izomorfna s M,(D) za neki n € N i konacnodimenzionalnu algebru s dijeljenjem
D. Kao pocetak, neke ¢injenice izvest cemo direktno iz definicije, bez oslanjanja na samu
strukturu tih algebri. U tu svrhu, krenimo s uvodenjem tzv. multiplikacijske algebre.
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2.4 Multiplikacijska algebra

Neka je A algebra. Za a,b € A definiramo preslikavanja L,,R, : A — A, koja redom
nazivamo lijevo mnozenje, odnosno desno mnozenje:

L,(x) :=ax, Ry(x):= xb.

Ova preslikavanja su ocito linearna, dakle pripadaju algebri Endg(A) svih linearnih
operatora iz A u A.

Napomena 2.4.1. Za sve a,b € A; A, u € F vrijedi:

Ly = LoLyp, Ry, = RpR,,
LaRb = RbLaa

L/la+;1b = AL, +/-1Lb, R/la+/4b = AR, + ,URb
Odavde slijedi da je

M(A) :={L,Rp, +---+L,Rp, | a;,b; € A,n € N}
podalgebra od Endg(A).

Definicija 2.4.2. Algebra M(A) naziva se multiplikacijska algebra od A.

Napomena 2.4.3. Ako je A unitalna algebra, onda L,=L,R, i R, = L\R;, leZe u M(A) i u
tom slucaju M(A) moZemo opisati kao podalgebru od Endr(A) generiranu svim lijevim i
desnim mnoZenjima.

Napomena 2.4.4. Neka je f € M(A). Onda postoje a;,b; € A takvida f = 3", Ly,Rp,, 1.

n

fx) = Z a;xb;, x € A.

i=1

Ovi elementi nisu jedinstveni, tj. f moZemo prikazati kao sumu operatora oblika LR,
na viSe nacina. Ako je f # 0, onda a;, b; moZemo odabrati tako da skup svih a; 1 skup
svih b; budu linearno nezavisni. Na primjer, ovo je ispunjeno ako zahtijevamo da je n
minimalan. Zaista, kada bi, pod ovom pretpostavkom jedan od elemenata bio linearna
kombinacija drugih, npr.

n—1
b= b
=1

=
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onda bi f bio jednak

n—1
> Lura R
i=1

Sto je u kontradikciji s minimalnoS¢u od n. Nadalje, ako je {u; | i € I} baza od A,
onda svaki R, moZemo izraziti kao linearnu kombinaciju od R,,, iz ¢ega vidimo da je
svaki f € M(A) kona¢na suma operatora oblika L, R, te linearna kombinacija operatora
L,R,;. Sli¢no, f moZzemo zapisati kao kona¢nu sumu operatora oblika L, Rj, te Stovise kao

linearnu kombinaciju operatora L,,R,;.

Lema 2.4.5. Neka je A centralna prosta algebra i neka su a;, b; € A takvi da je

an LoRy, = 0.
i=1

Ako su a; linearno nezavisni, onda je svaki b; = 0. Slicno, ako su b; linearno nezavisni,
onda je svaki a; = 0.

Dokaz. Razmotrimo sluc¢aj kada su a; linearno nezavisni; slu¢aj kada su b; linearno neza-
visni dokazujemo analogno. Pretpostavimo da je b, # 0. Kako je A prosta, ideal generiran
s b, je jednak A. Dakle postoje w, z; € A takvi da je 37, w;b;z; = 1. Stoga je

R, [Z La[Rb[) R, = Z L, {i ijbizj] = Z L.R..,
i=1 =1 i=1

i=1

0=

J=1

gdjejec; = ZT: | w;bizj, stoga ¢, = 1. Odavde slijedi da n > 1. MoZemo pretpostaviti da je

n najmanji prirodni broj za kojeg lema ne vrijedi. Kako je
n—1

0= [Z LaiRCi) R, - R, (Z La,.Rq.) = > LaRuco
i=1 i=1 i=1

za svaki x € A, slijedi da je xc; — c;x = 0 za sve x € A, odnosno ¢; € Z(A) = F. Odavde
slijedi,

n
0= E LoRe; = Leyaytscyan
i=1

Posebno
0= Lea+teya,(1) = cra; + -+ + c,ay,.

Kako je ¢, = 1 # 0, dolazimo u kontradikciju s pretpostavkom da su «; linearno nezavisni.
O
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Napomena 2.4.6. Prisjetimo se da iz [A : F] = d slijedi [Endz(A) : F] = d°.

Lema 2.4.7. Ako je A konacnodimenzionalna centralna prosta algebra, onda M(A) =
Endg(A).

Dokaz. Neka je {uy,...,u;} baza od A. Iz leme E slijedi da su operatori L,R,;,1 <

i, j < d linearno nezavisni. Ovo je jasno ako zapiSemo Zl‘f j=1 AijLyRy; Kao >4, LRy, gdje

jeb; = ‘;:1 Ajjuj. Stoga je
[M(A) : F] > d* = [Endr(A) : F],

pa iz prethodne napomene slijedi M(A) = Endg(A). O

2.5 Automorfizmi centralnih prostih algebri

U unitalnim prstenima (i algebrama) postoji kanonski naCin konstrukcije automorfizama;
svaki invertibilni element moze generirati unutarnji automorfizam:

Definicija 2.5.1. Automorfizam ¢ unitalnog prstena R nazivamo unutarnji automorfizam
ako postoji invertibilni element a € R takav da ¢(x) = axa™' za sve x € R.
Automorfizam koji nije unutarnji nazivamo vanjski automorfizam.

Navedimo nekoliko primjera takvih automorfizama.

Primjer 2.5.2. Konjugacija z — 7 je automorfizam R-algebre C. Jasno, konjugacija je
vanjski automorfizam jer je identiteta ocito jedini unutarnji automorfizam komutativnog
prstena. Spomenimo jos da je element od Endg(C), ali nije u M(C). Stoga, u lemi[2.4.7\ne
moZemo izostaviti pretpostavku da je A centralna.

Primjer 2.5.3. Za svaki @ € F \ {0}, f(w) — f(w + @) je vanjski automorfizam algebre
Flw].

Primjer 2.5.4. Neka je S prsten i neka je R = S X S direktni produkt dviju kopija od S .
Tada je (s, t) — (t, s) vanjski automorfizam od R.

Teorem 2.5.5. (Skolem-Noether) Svaki automorfizam konacnodimenzionalne centralne proste
algebre A je unutarnji.

Dokaz. Neka je ¢ automorfizam od A. Iz leme [2.4.7| vidimo da je

¢ = Z L.R,
i=1
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za neke a;, b; € A. MoZemo pretpostaviti da je a; # 0 1 da su b; linearno nezavisni (napo-
mena[2.4.4)). Kako je ¢ multiplikativan, imamo

Lyy¢ = oL,  zasvaki x € A.
Odavde slijedi

n
Z L¢(x)ai—aixRbi =0.

i=1

Iz leme 2.4.5]slijedi da

p(x)a; —a;x =0, xeA. (2.5)

Pokazimo jos da je a; invertibilan. Kako je A prosta, postoje w;, z; € A takvi da
D wiaiz; = 1. (2.6)
=1

Kako iz (2.5) slijedi xa; = a;¢~'(x) za svaki x € A, sumu u (2.6) moZemo zapisati kao:

[Z W1¢(Zj))a1 =1 i a [Z ¢_1(Wj)Zj) = 1.

J=1 j=1
Dakle, a, ima lijevi 1 desni inverz, odakle slijedi da je a; invertibilan. O
Napomena 2.5.6. Za konacnodimenzionalne unitalne algebre vrijede sljedece tvrdnje:

(a) Desni inverz elementa je automatski ujedno i lijevi inverz elementa, odnosno ab = 1
povlaci ba = 1. Ovo moZemo dokazati tako da primijenimo lemu [2.1.12] kako bismo
dobili postoji nenul polinom f(w) € Flw), takav da je f(a) = 0. Pretpostavimo da f
ima najmanyji stupanj medu svim takvim polinomima. Tada moZemo pisati f(a) = 0 kao
ag(a) = a, gdje je a negativni konstantni ¢lan od f, a g(w) € Flw] je nenul polinom
stupnja manjeg od f(w), takav da g(a) # 0. Ako je @ # 0, onda je a invertibilan,
a! = a'g(a). Ako je @ = 0, onda ag(a) = g(a)a = 0 i a nema lijevih ni desnih
inverza.

(b) Iz diskusije u (a) posebno vidimo da je svaki nenul element a € A ili invertibilan ili
djelitelj nule.

(c) Nenul podalgebra A neke konacnodimenzionalne algebre s dijeljenjem D je takoder
algebra s dijeljenjem. Zaista, uzmimo O + a € A. Onda je 1 € A jer je a algebarski i
invertibilan. Nadalje, iz (a) vidimo da a™' = a~'g(a) € A.
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2.6 Maksimalna potpolja

Ako je K podalgebra unitalne F-algebre A polje i vrijedi K 2 F (tj. K sadrzi jedinicu od
A), onda K nazivamo potpolje od A. U tom slu¢aju A mozemo promatrati kao vektorski
prostor nad K.

Napomena 2.6.1. Ako je K potpolje konacnodimenzionalne unitalne algebre A, onda vri-
Jjedi:
[A: F]=[A:K][K: F].
Ova formula je specijalni slucaj gdje je A prosirenje polja K. Zaista, ako je {k; | i =
I,...,m}baza od K nad F i{a;| j=1,...,n} je baza od A nad K, onda lako vidimo da je
{kiajli=1,....m,j=1,...,n} baza od A nad F.

Definicija 2.6.2. Potpolje koje nije strogo sadrZano ni u jednom veéem potpolju od A na-
zivamo maksimalno potpolje od A.

Primjer 2.6.3. Potpolja R®Ri, R®&Rj i R®Rk su maksimalna potpolja od H. Sva ta polja
su 2-dimenzionalna te izomorfna s C.

Napomena 2.6.4. Ako je K potpolje od A, onda je R, € Endg(A) za svaki u € A. Zaista,
R, (kx) = kxu = kR,(x) za sve k € K, x € A. Nadalje, za f € Endg(A), skalarni multipli k f,
k € K, od mogu biti interpretirani kao operator L f.

Teorem 2.6.5. Neka je D konacnodimenzionalna centralna algebra s dijeljenjem nad po-
liem F. Ako je K maksimalno potpolje od D, onda je [D : F] = [K : F]*.

Dokaz. Nekajel{u,,...,us} baza F-algebre D. Tvrdimodaje {R,,, ..., R,,} baza K-algebre
Endg(D). 1z leme slijedi da je ovaj skup linearno nezavisan pa je dovoljno pokazati
da razapinje Endg (D). Neka je f € Endg(D). Posebno, f € Endp(D) pa iz leme a

napomene [2.4.4) slijedi da
d
f = Z LaiR”i
i=1

zaneke a; € D. Kako je f K-linearan, fL; = L, f vrijedi za svaki k € K pa imamo:

Zd: Lyj—ka Ry, = 0.
i=1

Iz leme[2.4.5] vidimo da a;k — ka; = 0 za svaki i i svaki k € K, iz Cega slijedi da a; € K, jer
bi inace podalgebra generirana od a; i K bilo polje veée od K (napomena (c)). Stoga,
f je K-linearna kombinacija R,,.
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Prema tome,
[D:Fl=d=[Endg(D):K]=[D": K.

S druge strane, iz napomene [2.6.1] slijedi
[D:F]=[D:K]K:F],
pajestoga[D: F]=[K : F]. O

Korolar 2.6.6. Dimenzija konacnodimenzionalne centralne algebre s dijeljenjem je pot-
puni kvadrat.

Dokaz. Kona¢nodimenzionalna centralna prosta algebra sadrzi maksimalna potpolja. Do-
ista, to su to¢no potpolja maksimalnih dimenzija pa zaklju¢ak slijedi iz teorema i



Poglavlje 3

Struktura konacnodimenzionalnih
algebri

Ovo poglavlje, kao i proslo, u konacnici sadrzi dokaz drugog velikog teorema (odnosno
u ovom slucaju dva) koji nam opisuju strukturu tzv. poluprim kona¢nodimenzionalnih
algebri. Rije¢ je o Wedderburnovim strukturalnim teoremima. Koncept rada nastavljamo
na isti nacin, dakle s direktnom izgradnjom teorije koja nam je potrebna za dokaz Zeljenog
teorema umjesto izgradnje neke opéenite matematiCke teorije iz koje bismo izveli same
teoreme.

Napomena 3.0.1. Prisjetimo se, ako je R prsten, tada za ideale I, J 4 R definirajmo njihov
zbroj I + J kao najmanji ideal u R koji sadrZi I U J te njihov produkt 1J kao najmanji ideal
koji sadrZi sve produkte elemenata xy, gdje su x € I,y € J; tj.,

I+J:={UlJ),

1J:=<{xy|xel,yel).

Analogno, ako su I, ..., I, < R ideali, definiramo

L+...+1, ::<11U...Uln>,

Lo L= {xp x| x5 € 1),

3.1 Nilpotentni ideali

Definicija 3.1.1. Ideal I prstena R je nilpotentni ideal ako postoji n € N takav da I" = 0.

22
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Uvjet I" = 0 znacida je ujup ---u, =0 zasveu; € 1.

Definicija 3.1.2. Element a prstena R nazivamo nilpotentni element ako postoji n € N
takav da je a" = 0.

Definicija 3.1.3. Ideal I prstena R nazivamo nil ideal ako su svi elementi u I nilpotentni.
Ocito, nilpotentni ideal je nil ideal. MoZe se pokazati da obrat opéenito ne vrijedi.

Primjer 3.1.4. Uzmimo bilo koju aditivau grupu R uz trivijalni produkt xy = 0 za sve
x,y € R. Onda je R* = 0.

Primjer 3.1.5. Nilpotentni element koji lezi u centru Z(R) prstena R ocito generira nilpo-
tentni ideal. Jednostavan primjer takvog elementa moZemo dobiti tako da uzmemo direktni
produkt prstena iz primjera s bilo kojim drugim prstenom.

Primjer 3.1.6. Neka je A = T,(F) algebra svih gornje trokutastih n X n matrica nad poljem
F, tj. matrica kojima su elementi ispod glavne dijagonale nula. Neka je N skup svih strogo
gornje trokutastih matrica, tj. gornje trokutastih matrica kojima su i elementi na glavnoj
dijagonali nula. Tada je N ideal od A takav da N* = 0i N"™' # 0. MoZemo pronadi razne
ideale od A koji su sadrZani u N te su stoga nilpotentni. Na primjer, skup svih matrica I,
koje na mjestu (1,n) imaju proizvoljan element, a na svim ostalim mjestima nulu je ideal
od A koji zadovoljava I* = 0.

Napomena 3.1.7. Nilpotentni jednostrani ideali definirani su na isti nacin kao i nilpo-
tentni ideali. Ako je L nilpontetni lijevi ideal od R, onda je L sadrZan u dvostranom nilpo-
tentnom idealu L + LR. Naime, lako se vidi da L' = 0 implicira (L + LR)" = 0. Sli¢no,
svaki desni nilpotentni ideal je sadrZan u nilpotentnom idealu.

Lema 3.1.8. Suma dva nilpotentna ideala je nilpotentan ideal.

Dokaz. Nekasu 1, J ideali takvida I” = 01 J™ = 0. Tvrdimo da (/ +J)"*"~! = 0. Odnosno,
produkt n +m — 1 elemenata oblika u+v, u € I, v € J je 0. Takav produkt moZemo napisati
kao sumu produkata w = wywy - - - Wyi,-1, gdje svaki w; € I' U J. Ako je barem n ¢lanova
sume u /, onda w = 0 jer je I" = 0. Ako je broj w;-ova koji pripadaju I manji od n, onda ih
barem m leZi u J pa stogaw = 0 jer J” = 0. O

Definicija 3.1.9. Ideal koji nije potpuno sadrZan u vecem nilpotentnom idealu nazivamo
maksimalni nilpotentni ideal.

Lema 3.1.10. Ako prsten R ima maksimalan nilpotentni ideal N, onda N sadrZi sve nilpo-
tentne ideale od R.
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Dokaz. Pretpostavimo da je I neki nilpotentni ideal od R. 1z leme [3.1.8] vidimo da je I + N
takoder nilpotentni ideal. Kako je N maksimalni nilpotentni ideal od Ri N C [ + N mora
vrijediti / + N = N. Stogaje I C N. O

Napomena 3.1.11. Dakle, ako u prstenu R postoji maksimalni nilpotentni ideal, onda je on
Jjedinstven i jednak sumi svih nilpotentnih ideala. To se posebno odnosi na slucaj kada je
R = A konacnodimenzionalna algebra. Naime, u tom slucaju A sadrZi bar jedan nilpotentni
ideal (sigurno sadrZi nulideal). Stoga je skup svih nilpotentnih ideala u A neprazan te
sadrZi element maksimalne dimenzije, sto je ocito maksimalni nilpotentni ideal.

Definicija 3.1.12. Maksimalni nilpotentni ideal konacnodimenzionalne algebre A nazi-
vamo radikal od A. Ako je radikal od A jednak 0, tada za A kaZemo da je poluprosta
algebra.

Primjer 3.1.13. Radikal algebre A = T, (F) iz primjera je N, skup svih strogo gornje
trokutastih matrica. Zaista, N je nilpotentni ideal od A i bilo koji ideal od A koji strogo
sadrzi N ne moZe biti nilpotenti ideal jer mora sadrZavati nenul dijagonalnu matricu.

3.2 Prim i poluprim prsteni

Definicija 3.2.1. Prsten R nazivamo domena ako za sve a,b € R, ab = 0 povlaci a = 0 ili
b=0.

Drugim rijeCima, R je domena ako nema lijevih (ili desnih) djelitelja nule. Ekviva-
lentno, R je domena ako ima pravilo skraéivanja:
Akoje a #0,onda ab = ac i ba = ca povlaci b = c.

Lema 3.2.2. Neka je R prsten. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:
(i) Za svaki a,b € R, aRb = 0 povlacia=0ilib = 0.

(ii) Za sve lijeve ideale i J od R, 1J = 0 povlaci I =0ili J = 0.

(iii) Za sve desne ideale I i J od R, I1J = 0 povilaci I =0ili J = 0.

(iv) Za sve ideale I i J od R, IJ = 0 povlaci [ =0ili J = 0.

Dokaz.
= (i) Pretpostavimo da za sve a,b € R iz aRb = O slijedia = 0ilib = 0. Nekasu [ i
J lijevi ideali u R takvi da je IJ = 0. Tada je RJ C J pa je IRJ = 0. Prema pretpostavci,
slijedidaje/ =0ili J = 0.

= pokazuje se analogno.
= (iv), (i) = je trivijalno zadovoljeno.
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= ({i) Pretpostavimo da za svaka dva ideala I,J <R iz IJ = O slijedi / = 0ili J = 0.
Neka su a,b € R takvi da je aRb = 0. Posebno, produkt ideala je RaR i RbR je O pa
je jedan od njih 0. Ako je npr. RaR = 0, slijedi da su Ra i aR obostrani ideali takvi da
Ra-R=R-aR = 0. Prema vidimo da Ra = aR = 0. Sada, posebno, Za je ideal od R
koji zadovoljava Za - R = 0 te iz slijedi da @ = 0. Stoga (iv) povlaci (). i

Definicija 3.2.3. Prsten R je prim prsten ako zadovoljava jedan (stoga i sve) uvjete leme
3.2.2)

Lema 3.2.4. Komutativni prsten je prim ako i samo ako je domena.
Dokaz. Dovoljno je primijetiti da ab = 0 povlaci aRb = 0 ako je R komutativan. O
Lema 3.2.5. Neka je R prsten. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) Za sve a € R, aRa = 0 povlaci a = 0.
(ii) Za sve lijeve ideale 1 id R, I* = 0 povlaci I = 0.
(iii) Za sve desne ideale I od R, I’ = 0 povlaci I = 0.
(iv) Za sve ideale I od R, I’ = 0 povlaci I = 0.
(v) R nema nenul nilpotetnih ideala.

Dokaz.

= (ii): Pretpostavimo da za sve a € R, aRa povlaci a = 0 te neka je / lijevi ideal u R
takav da je I> = 0. Tada za svaki a € I vrijedi aRa C al C I> = 0 pa je prema (i) a = 0.
Dakle, I = 0. (i) = pokazuje se analogno.

= (iv), = ({iv]) je trivijalno zadovoljeno.

Pokazimo jos (iv) < (v).

= je trivijalno zadovoljen.

= (\v)) Pretpostavimo da je / ideal od R takav da vrijedi I" = 0,n > 1. Tadaje (I""')*> = 0
pa iz pretpostavke slijedi I"~! = 0. Koriste¢i induktivni argument dobivamo I = 0. |

Definicija 3.2.6. Prsten R nazivamo poluprim prstenom ako zadovoljava jedan (stoga i
sve) tvrdnje iz leme|3.2.5]

Primijetimo jedan o€iti analogon lemi [3.2.4]

Lema 3.2.7. Komutativni prsten je poluprim ako i samo ako nema nenul nilpotentnih ele-
menata.
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Napomena 3.2.8. Ako je A algebra te su I, J ideali prstena od A takvi da 1J = 0, onda
su linearne ljuske od 1 i J ideali algebre Ciji je produkt 0. Stoga, slijedi da prim algebru
moZemo definirati i kao algebru koja je prim kao prsten ili algebru u kojoj je produkt bilo
koja dva nenul ideala algebre razli¢it od nule. Slicna napomena vrijedi i za poluprim
algebre (usporediti s napomenom|2.5)).

Napomena 3.2.9. Neka je I nenul ideal prim prstena R. Ako su a,b € R takvi da alb = 0,
onda aRuRb = 0 za svaki u € 1. Koristei ({l) iz leme [3.2.2) dvaput, slijedi da a = 0 ili
b = 0. Posebno, ideal prim prstena ponovo je prim prsten. Slicno, ideal poluprim prstena
je poluprim prsten.

Korolar 3.2.10. Konacnodimenzionalna algebra A je poluprim ako i samo ako je polu-
prosta.

Dokaz. Neka je N radikal od A. Ako je A poluprim, onda prema lemi [3.2.5] A nema nil-
potentnih ideala. Stoga je N = 0, odnosno A je poluprosta. Obratno, pretpostavimo da je
N = 01 neka je I nilpotentni ideal od A. Kako je N najveci nilpotentni ideal od A, slijedi
I € N. Dakle I =0 pa je A poluprim prema lemi [3.2.5] i

Sljedece relacije izmedu dosad uvedenih klasa prstena slijede iz definicija:

prsten s dijeljenjem = prost i domena,
prost = prim,

domena = prim,

prim = poluprim.

Primjer 3.2.11. Prsten Z je domena koja nije prosti prsten.
Primjer 3.2.12. Matricni prsten M,,(F), n > 2, je prost, ali nije domena.

Primjer 3.2.13. Matricni prsten M, (Z), n > 2, je prim, ali nije niti domena niti prost
prsten. OCiti (i StoviSe jedini) primjeri njegovih ideala su M,(kZ) za k > 0.

3.3 Unitizacija

Neka je A F-algebra. Skup F X A postaje F-algebra, koju oznadavamo s A¥, uz operacije

(A4,x) + (W, y) = (A +p,x+Yy),
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H(A, x) = (ud, px),
(4, ), y) := (A, pux + Ay + xy),

gdje su A, u € F te x,y € A. Tada A postaje podalgebra od A* nakon §to ju identificiramo
sa slikom monomorfizma x — (0, x). StoviSe, A zapravo ideal od A¥. Takoder primijetimo
da je A* unitalna algebra s jedinicom (1, 0).

Definicija 3.3.1. Algebra A* naziva se unitizacija od A.
Lema 3.3.2. Ako je A neunitalna prim algebra, onda je A* takoder prim algebra.

Dokaz. Neka su (1, a), (u, b) € A* takvi da zadovoljavaju (1, a)A*(u, b) = 0. Onda je po-
sebno (4, a)(1,0)(u, b) = 0 pa stoga A = 0 ili x = 0. Promotrimo slucaj kada A = 0; slucaj
kada je u = 0 je analogan. MoZemo pretpostaviti da je a # 0. 1z (0,a)(0, x)(u,b) = 0
zakljuCujemo da pax + axb = 0 za sve x € A. Pretpostavimo takoder da je u # 0, jer je
inate aAb = 0 paonda i b = 0. Definirajmo e := —u~'h. Tada imamo ax = axe za svaki
x € A. Prema tome, a(xy)e = axy = (axe)y za sve x,y € A. Ovo mozZemo zapisati kao

ax(y —ye) = 0 = ax(y — ey).
Kako je A prim algebra, slijediday = yeiy = ey za sve y € A, Sto je u kontradikciji s
pretpostavkom da je A algebra bez jedinice. O
3.4 Matricne jedinice

Standardne matri¢ne jedinice E;; definirali smo ranije u definiciji Uvedimo 1 njihovu
apstraktnu generalizaciju:

Definicija 3.4.1. Neka je R unitalni prsten i neka je n € N. Skup {e;; € R|1 < i,j < nj
nazivamo n X n sustav matricnih jedinica ako je

€11+€22+"'+enn:1

eijen = 0 e
zasve 1 <1, j,k,1 < n, gdje je 6 jx "Kroneckerov simbol”, tj.

5o = lakoje j=k
%7 l0akoje j # k
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Matricne jedinice e;; s i # j bitno se razlikuju od matri¢nih jedinica e;. MatriCne
jedinice oblika e;;,i # j su nilpotetni elementi jer zadovoljavaju jednakost el.zj = 0, dok za
elemente oblika e;;, i € N vrijedi €2 = ¢;;.

Definicija 3.4.2. Element e prstena R je idempotentan ako je ¢* = e. Idempotenti e i f su
ortogonalni ako vrijedi ef = fe = 0.

Lema 3.4.3. Neka je A unitalna algebra. Ako A sadrZi n X n sustav matricnih jedinica
leij€ A1 <i,j<n}, ondajeA =M, S,), gdiejeS, :=e,Ae,zat=1,...,n.
Dokaz. Nekaje ¢ : A — M,(S,) funkcija definirana s:

¢(a) = (aij)»
gdje je
a,] = e”‘aejt = €,t€,ia€jt€n € Sl‘-
DokaZimo da je ¢ izomorfizam algebri.

Linearnost: Trebamo dokazati da vrijedi ¢(da + ub) = Ap(a) + ug(b), za sve a,b € A
te A, u € F. Zaista, (i, j)-ta vrijednost od ¢(da + ub) je

e;i(da + ub)ej; = Aejae;, + pebej,,

Sto je toCno (i, j)-ta vrijednost od A¢(a) + ud(b).
Multiplikativnost: Trebamo dokazati da vrijedi ¢(ab) = ¢(a)p(b), za sve a,b € A.
Zaista, (i, j)-ta vrijednost od ¢(ab) jednaka je

n n
eiabej; = ejalbej = e,,-a( E ekk] be; = e,l-a( E ek,etk] bej,
k=1 k=1
n

eiaexexbe,
k=1
Sto je tocno (i, j)-ta vrijednost od ¢(a)d(b).

Injektivnost: Dovoljno je dokazati da je jezgra od ¢ trivijalna. Pretpostavimo stoga da
je ¢(a) = 0. Tada je

€,','Cl€jj = €[,a,'j€tj =0
zasveli,j=1,...n. Kakoje X", e; = 1, slijedi a = 0. Dakle, ker ¢ = 0.

Surjektivnost: Za proizvoljana € A te k,l = 1...,n, vidimo da je ¢(e;ae;;) matrica
1z M, (S ;) koja na (k, [)-tom mjestu ima element e,ae;, a na svim ostalim mjestima nulu.
Kako se svaki element od S, moZe napisati kao konacna suma elemenata tog oblika, te kako
je ¢(A) podalgebra (posebno potprostor) od M, (S;), zakljuCujemo da je ¢(A) = M,(S,),
odnosno ¢ je surjektivna funkcija.

Dakle, A = M, (S,). m|
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3.5 Idempotenti

Neka je e idempotent u prstenu R.

Kao $to smo vidjeli u prijasSnjem dijelu rada, eRe nam je vrlo zanimljiv potprsten od R.
eRe nazivamo kutni prsten koji odgovara e. Kutni prsten eRe ima jedinicu, ¢ak i ako R
nema; jedinica mu je jednaka e. Radi jednostavnosti, u daljnjem ¢e R oznacavati unitalni
prsten, a e netrivijalni idempotent, odnosno idempotent razli¢it od Oz i 1x. Tada da je i

fi=1-e

takoder netrivijalni idempotent u R. Nadalje, e 1 f su ortogonalni i njihova suma je 1.
Primjer takvog para idempotenta su matricne jedinice e;; 1 ey u 2 X 2 matricnom prstenu
M;(R).

Pretpostavimo da je exje + ex, f + fxse + fx4f = 0 zaneke x; € R. MnoZenjem s lijeva
1 s desna s e dobivamo ex;e = 0. Ostali ¢lanovi su nula jer su e 1 f ortogonalni. S druge
strane, kako svaki x € R moZemo zapisati kao

x =exe+exf+ fxe+ fxf,
slijedi da je
R =eRe®eRf ® fRe ® fR, (3.1)

kao direktna suma Abelovih grupa.
Dekompoziciju (3.1 nazivamo Peirceova dekompozicija od R (s obzirom na e). De-
finirajmo
R]] = €R€, R]z = eRf, Rz] = fRe, R22 = fRf

Tada su Ry, i Ry, kutni prsteni koji odgovaraju e i f, a produkt svaka dva elementa u
Ry, odnosno R5; je nula. Nadalje, vrijedi
RijRu € 6 iRy

zasve l < i, j,k, [ <2.

Primijetimo da ako u prstenu imamo netrivijalni idempotent e, moZemo pomocu ele-
menta f = 1 — e dobiti strukturu koja izgleda kao 2 x 2 matrice. Opcenito, prsten R s
netrivijalnim idempotentom e nije izomorfan 2 X 2 matri¢nom prstenu. Za takvu tvrdnju
potrebne su nam dodatne pretpostavke, tj. da su jednadzbe

exfye=ei fyexf =f

rjeSive u R. Naime, u tom slu¢aju moZemo definiramti elemente

eyl i=e, e =exf, ey = fye, ey = f,
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koji ¢ine 2 X 2 sustav matri¢nih jedinica od R. Prema lemi [3.4.3| vrijedi R = M,(eRe).

Postoji mnogo primjera prstena bez netrivijalnih idempotenta, na primjer domene ili pr-
steni s dijeljenjem. Postojanje jednog netrivijalnog idempotenta povlaci postojanje “mnogo
takvih elemenata, barem u slucaju kada su sumandi eRf i fRe iz Peirceove dekompozicije
razliciti od nule. Ako je e idempotent, onda su e + exf 1 e + fxe takoder idempotenti za
svaki x € R. Takoder p~'ep je idempotent za svaki invertibilni element p € R.

Ovakva razmatranja nemaju smisla ako je e centralni idempotent, odnosno idempo-
tent iz centra Z(R) od R. U tom slucaju eRf = fRe = 0 pa se Peirceova dekompozicija
reducira na dva sumanda: I := eR = eReiJ := fR = fRf. Jasno, I i J su ideali od R,
R=1®JteR =1XxJuzizomorfizam x — (ex, fx).

Ranije smo pretpostavili da je R unitalni prsten, Sto nam je omogucilo definiranje idem-
potenta f = 1 — e. MoZemo vidjeti da nam jedinica nije nuZna u prethodno opisanoj kons-
trukciji. Naime, primijetimo da nismo radili direktno s elementom f nego s produktom
elemenata iz R s f. Ako pretpostavimo da R nema jedinicu, onda piSemo x — ex umjesto
fx, odnosno x — ex — xe + exe umjesto fxf. Tada velina Cinjenica iz ranije diskusije
itekako ima smisla. Konkretno, Peirceova dekompozicija je 1 dalje moguca, ali zbog ne-
dostatka jedinice formule koje moramo koristiti su kompliciranije. Medutim, tvrdnje koje
se ticu centralnih idempotenata trebaju samo male promjene: Ako je e centralni idempotent
uR,ondasul=eRiJ ={x—-ex|xe R}ideali od R takvi da vrijedi

R=I®J=Ix/J

””

Promatramo 1i 7 kao prsten, vidimo da je e njegova jedinica. Sami ideali su rijetko unitalni
prsteni. Zapravo, samo oni generirani centralnim idempotentima su upravo takvi prsteni.

Lema 3.5.1. Neka je I ideal prstena R. Ako je I unitalni prsten, onda je njegova jedinica
e centralni idempotent u R i I = eR. Nadalje, postoji ideal J od R takav da je R = 1 @ J.
gtoviie, R=1xJ.

Dokaz. Kako je e € I, imamo eR C [ te obratno I = el C eR. Stoga I = eR. Nadalje, kako
je ex,xe € I za svaki x € R, imamo ex = (ex)e 1 xe = e(xe). Slijedi da ex = xe pajee
centralni idempotent. Zakljucak slijedi iz prethodne diskusije, prije iskaza leme. O

Ako pretpostavimo da je R unitalni prsten, onda moZemo iskazati obrat leme [3.5.1}
Ako su /1 J ideali od R takvi da R = I & J, onda postoji centralni idempotent e € R takav
dal=eRiJ=(1-e)R(I1iJ suunitalni prsteni). Za dokaz samo moZemo uzeti elemente
eclifeJtakvedajee+ f =1 te provjeriti da e (odnosno f) ima Zeljena svojstva.

3.6 Minimalni lijevi ideali

U slucajevima kada razmatramo jednostrane ideale, u ovom radu razmatrat éemo lijeve
ideale. Situacija je analogna i za desne ideale.
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Definicija 3.6.1. Lijevi ideal L prstena R nazivamo minimalni lijevi ideal ako je L # 0 te
ako niti jedan nenul lijevi ideal nije pravi podskup od R.

Minimalni desni ideali te minimalni dvostrani ideali definirani su na analogan nacin.
Minimalni ideali za algebre definirani su na analogan nacin kao i minimalni ideali
prstena.

Primjer 3.6.2. Jedini minimalni lijevi ideal prstena s dijeljenjem D je sam D.

Primjer 3.6.3. Neka je R = M, (D) prsten s dijeljenjem i neka je L skup matrica u R koje
imaju proizvoljan element u i-tom stupcu i nule u svim ostalim stupcima. Lako se vidi da je
L minimalni lijevi ideal od R. Takoder, napomenimo da je L = RE;; gdje je E;; standardna
matricna jedinica i da je E;RE; = {dE;; | d € D} potprsten s dijeljenjem od R izomorfan s
D.

Lema 3.6.4. Ako je L minimalni lijevi ideal poluprim prstena R, onda postoji idempotent
e € R takav da L = Re i eRe je prsten s dijeljenjem.

Dokaz. Kako je R poluprim, postoje x,y € L takvi da xy # 0. Posebno, Ly # 0. Kako je
Ly lijevi ideal od R sadrzan u L iz minimalnosti od L slijedi Ly = L. Prema tome, postoji
e € L takav da ey = y, odakle slijedi da e — e pripada skupu J := {z € L | zy = 0}. Jasno,
J je ponovo lijevi ideal od R sadrZzan u L. Kako je x € L\ J, ovog puta zaklju¢ujemo da je
J = 0. Posebno, ¢? = e. Kako je e € L, imamo Re C L. Kako je 0 # e € Re iz minimalnosti
od L slijedi da je L = Re. Uzmimo sada kutni prsten eRe. Neka je a € R takav da eae # 0.
Moramo pokazati da je eae invertibilan u eRe. Imamo 0 # Reae C Re = L pa je Reae = L.
Stoga postoji b € R takav da vrijedi beae = e. Onda je i (ebe)(eae) = e. Kako je ebe nenul
element u eRe, postoji ¢ € R takav da (ece)(ebe) = e. Alj, lijevi inverz se poklapa s desnim
pa je eae = ece invertibilan u eRe s inverzom ebe.

O

Korolar 3.6.5. Ako je A nenul konacnodimenzionalna poluprim algebra, onda postoji
idempotent e € A takav da je eAe algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Kako je A kona¢nodimenzionalna, ona sadrzi minimalne lijeve ideale. Npr. uz-
mimo bilo koji lijevi ideal najmanje dimenzije. O

Korolar 3.6.6. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne za idempotent e u poluprim
prstenu R:

(i) eRe je prsten s dijeljenjem.

(ii) Re je minimalni lijevi ideal od R.
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(iii) eR je minimalni desni ideal od R.

Dokaz. Kako je (i), za razliku od (i) i simetri¢an uvjet, dovoljno je dokazati ekviva-
lenciju (i) < ().

= ({i) slijedi iz dokaza leme [3.6.4

= Pretpostavimo da je eRe prsten s dijeljenjem te uzmimo neki lijevi ideal I od R,
takav da je O # I C Re. Vidimo da je dovoljno pokazati da je e € I. Naime, u tom slucaju
je Re € I paje I = Re. Uzmimo neki 0 # u € 1. Kako je R poluprim prsten, onda postoji
r € R takav da uru # 0. Primijetimo da je u = ue jer je u € I C Re. Tada je eru = erue ne-
nul element u eRe. Kako je eRe prsten s dijeljenjem, postoji v € R takav da (eve)(eru) = e.
Dakleec Rucl=ecl. |

3.7 Wedderburnovi strukturalni teoremi

Teorem 3.7.1 (Wedderburn). Neka je A nenul konacnodimenzionalna algebra. Sljedece
tvrdnje su ekvivalentne:

(i) A je prim algebra.
(ii) A je prosta algebra.
(iii) Postoji n € N i algebra s dijeljenjem D takvi da A = M, (D).

Dokaz.

= (i) slijedi direktno iz primjera[2.2.3]

= (i) slijedi trivijalno.

= Prvo ¢emo dokaz provesti uz dodatnu pretpostavku da A ima jedinicu. Dokaz
provodimo indukcijom po dimenziji d := [A : F].

Ako je d = 1, onda uzimamo n = 1 i D = F. Stoga, neka je d > 1. Iz korolara[3.6.5]slijedi
da postoji idempotent e € A takav da je eAe algebra s dijeljenjem. Ako je e = 1,4, onda
slijedi zeljeni zakljucak (za n = 1). Pretpostavimo da je e netrivijalni idempotent. Neka je
f := 1 —e. Primijetimo da je fAf nenul prim unitalna algebra s jedinicom f. Kako e ne
pripada fAf, imamo [fAf : F] < d. 1z pretpostavke indukcije slijedi da je za neki m € NN,
fAf izomorfan algebri mXxXm matrica nad nekom algebrom s dijeljenjem. Prema tome, fA f
sadrzi m X m sustav matri¢nih jedinica e;;, i, j = 1,...,m, takve da je ey fAfe;; = ej1Aey;
algebra s dijeljenjem. Cilj nam je proSiriti matri¢ne jedinice od fA f do matri¢nih jedinica
od A. Kreéemo tako da definiramon :=m+ lie,, :=e. Ondaje ) e; =f+e=1te
emeij = ejjeqn, = 0 zasve i, j < n. Preostaje naci e;, 1 e,;,i < n— 1. Nadimo prvo e, 1 e,;.
Koristec¢i dvaput ¢injenicu da je A prim vidimo da je e ae,,a’e;; # 0 za neke a,a’ € A.
Kako je e;;Aeq; algebra s dijeljenjem Cija je jedinica ey, postoji @’ € A takav da je

(611a€nna/€11)(€1la'/€11) =e11.
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Ako definiramo ey, := ej1ae,, 1 €, = e,,a’e11a” e, imamo:
€1n€n1 = €11.

Kako je e, € e,Aer, imamo e, = e,,e,1 1€, = ey1e11 = eqere,. Usporedivanjem oba
izraza dobivamo:

(emen — emn)en = 0.
Element e, e, — e,, lezi u algebri s dijeljenjem e,,Ae,,. Ako bi on bio razli¢it od nule,
zadnji izraz moZemo pomnofZiti s lijeve strane s njegovim inverzom, $to bi nas dovelo do
kontradikcije 0 = e,,e,1 = e,1. Stoga,

€n1€in = €pp.

Konalno, za j = 2,...,n — 1 definirajmo e,; := e,1e1j1 ej, := ejiey,. Tada zasve i, j,k =
1, e Vrijedi €ij = ¢€;¢€y; i €1k = 5jkell- Dakle, Za Sve i, j, k,l = 1, . 1mamo

eijex = ejieqjexien = 0jejerien = 0jeien = 0 jej.

Stoga je e;;, i, j = 1,...,n, n X n sustav matri¢nih jedinica od A. Iz leme @ slijedi da
A = M, (D), gdje je D = ej Aeq;.

Jos preostaje dokazati implikaciju (i) = bez pretpostavke da A ima jedinicu. Pret-
postavimo da je A prim bez jedinice. Onda je A* unitalna prim algebra prema lemi m
Kako (i) povlaci (aondai ) za unitalne algebre, slijedi da je A* prosta. Kako je A
pravi nenul ideal od A*, dosli smo do kontradikcije. O

Napomenimo kako je algebra s dijeljenjem D iz Teorema kona¢nodimenzionalna
te vrijedi [A : F] = n?[D : F]. Teorem ¢eSée nalazimo u obliku koji ne ukljucuje
prim algebre; on se obi¢no iskazuje na sljedeci nacin:

Ajeprosta << A= M,D).

Korolar 3.7.2. Konacnodimenzionalna algebra A je centralno prosta algebra ako i samo
ako postoji n € N i centralna algebra s dijeljenjem D takva da je A = M, (D)

Dokaz. Primjena teorema|3.7.1|1 leme|[2.3.2 O

Korolar 3.7.3. Dimenzija konacnodimenzionalne centralno proste algebre je potpuni kva-
drat.

Dokaz. Tmamo [M,(D) : F] = n*[D : F). Zaklju&ak slijedi primjenom korolara O

Teorem 3.7.4 (Wedderburn). Neka je A nenul konacnodimenzionalna algebra. Tada su
sljedece tvrdnje ekvivalentne:
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(i) A je poluprim algebra.
(ii) A je poluprosta algebra.
(iii) Postoje ny,...,n, € Nialgebre s dijeljenjem Dy, ..., D, takve da je

A= Mnl(Dl) XX Mn,(Dr)

Dokaz.
(1) < (1)) slijedi direktno iz korolara|3.2.10
= ({i) slijedi trivijalno.
= Pretpostavimo da je A poluprim. Dokaz provodimo indukcijom pod = [A : F].
Akojed = 1,0ondaje A = Fas a*> # 0. Stoga je a*> = Aa zaneko A # 0, tako da je 17 'a
jedinica od A. Slijedi A = F. Neka je d > 1. Ako je A prim, onda iz teorema [3.7.1] slijedi
zakljucak. Dakle, moZemo pretpostaviti da postoji0 # a € Atd. je I = {x € A|aAx = 0} je
nenul skup. / je ocito ideal od A te je stoga A poluprim algebra (napomena [3.2.9). Kako je
a # I,imamo [I : F] < d. 1z pretpostavke indukcije slijedi da I = M, (D) X --- X M, (D)
za neke n; € N i algebre s dijeljenjem D;,i = 1,..., p. Kako svaki faktor M, (D;) ima
jedinicu tako je ima i /. Prema lemi [3.5.1] postoji ideal J od A takav da A = I x J. Ako
ponovo koristimo pretpostavku indukcije (ovaj puta za ideal J od A), zakljuCujemo J =
M, (Dpi1)X---X M, (D,) za neke n; € N i algebre s dijeljenjem D;,i = p+1,...,r. Time
je dokaz teorema zavrSen.

]

Napomena 3.7.5. Iz teorema posebno vidimo da su nenul konacnodimenzionalne
poluprim algebre automatski unitalne.
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Sazetak

U ovom radu prou¢avamo neka osnovna svojstva kona¢nodimenzionalnih algebri s dijelje-
njem. Najprije dokazujemo slavni Frobeniusov teorem, koji kaze da (do na izomorfizam)
postoje tocno tri realne konaénodimenzionalne algebre s dijeljenjem: Realni brojevi R,
kompleksni brojevi C te kvaternioni H. Nadalje, dokazujemo Wedderburnov strukturalni
teorem koji opisuje strukturu kona¢nodimenzionalnih poluprostih algebri; svaka takva al-
gebra je izomorfna kona¢nom direktnom produktu matri¢nih algebri nad algebrama s di-
jeljenjem. Time se velina pitanja vezana uz kona¢nodimenzionalne poluproste algebre
reducira na analogna pitanja vezana uz kona¢nodimenzionalne algebre s dijeljenjem.



Summary

In this thesis we explore some basic properties of finite dimensional division algebras.
We first present the proof of the celebrated Frobenius theorem, which states that (up
to an isomorphism) there exist precisely three real finite-dimensional division algebras:
Real numbers R, complex numbers C and quaternions H. Next, we present the proof of
the Wedderburn’s structure theorem which describes the structure of semisimple finite-
dimensional algebras; any such algebra is isomorphic to a finite direct product of matrix
algebras over some division algebras. In this way most questions concerning semisimple
finite-dimensional algebras are reduced to the analogues questions for finite-dimensional
division algebras.
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