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§ SazZetak vii

§ Sazetak

U kvantnoj mehanici, sustav je u prostoru i vremenu opisan valnom funkcijom ¥(q,t). Za
izratun svojstava sustava potrebno je rijeSiti Schrodingerovu jednadzbu. Valna funkcija
prema tome mora zadovoljavati tu jednadzbu, tj. mora biti njezino rjeSenje. Buduéi da su
vrijeme i prostorne koordinate nezavisne varijable (mozemo ih nezavisno mijenjati),
Schrédingerova jednadzba se moze rastaviti na dva faktora: vremenski neovisnu ili
stacionarnu Schrodingerovu jednadzbu koja ovisi samo o polozajnim koordinatama i
vremenski faktor. Vremenski neovisna ili stacionarna Schrodingerova jednadzba predstavlja
osnovnu jednadzbu za odredivanje energetskih stanja sustava U stacionarnim stanjima
(Hy(q) = EP(@)).

Nametanje uvjeta na valnu funkciju da mora biti kontinuirana na cijelom svom definicijskom
prostoru (Cestica u kutiji) i jednoznac¢na (Cestica na prstenu i Cestica na kugli), dovodi nas do
izbora samo malog broja mogucih rjesenja Schrodingerove jednadzbe za te sustave. To su
sustavi u kojima je kretanje Cestice prostorno ograni¢eno. Tzv. rubni uvjeti dovode do pojave
kvantnih brojeva koji jednozna¢no odreduju valne funkcije i pripadne energije. Kvantni
brojevi ograni¢avaju observable na diskretne vrijednosti. To jest, kvantizacija je posljedica
rubnih uvjeta. Najcesce govorimo o kvantizaciji energijskih razina, ali postoji i kvantizacija
kutne koli¢ine gibanja oko jedne osi (koja se uobicajeno oznacava z). To mozemo vidjeti na
primjeru Cestice u prstenu. Kod cestice u sferi se pojavljuju dva kruzna rubna uvjeta koja se
trebaju zadovoljiti. To dovodi do pojave zvane prostorna kvantizacija, koja ukazuje na to da
rotirajuce tijelo ne moze zauzeti proizvoljnu orijentaciju s obzirom na neku specifi¢nu os.

U sustavima koji imaju visok stupanj simetrije se pojavljuje degeneracija energijskih razina.
Ona ukazuje na to da se isto energijsko stanje moZe opisati sa visSe razlicitih valnih funkcija.
To je posljedica toga $to je pojedina energijska razina proporcionalna ili zbroju kvadrata
pojedinih kvantnih brojeva n (Cestica u 2D- i 3D- kutiji), pa se razli¢iti kvantni brojevi mogu
kombinirati na razli¢ite nacine da im zbroj kvadrata ostane isti, ili kvadratu kvantnog broja m;
(primjer Cestice na prstenu). Kvantni broj ¢estice u 1D-kutiji ima vrijednosti n = 1,2, ... .
Degeneracija energijskih razina kod Cestice u prstenu (za m; # 0) je posljedica toga §to
Cestica moze putovati oko prstena s jednakom kinetickom energijom u oba smjera (kvantni

broj m; = 0,+1,+2,...). Energijske razine kod Cestice u sferi su proporcionalne umnosku
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§ SazZetak viii

[(1+1) pa je svaka energijska razina (2l + 1)-struko degenerirana. To jest, za svaku
vrijednost orbitalnog kvantnog broja kutne koli¢ine gibanja, [, postoji 2I + 1 vrijednosti
kvantnog broja m; (m; = 1,1 —1,...,—1). Kod ¢estice u prstenu i Cestice U sferi ne postoji
nulta to¢ka energije, dok &estica u 1D-kutiji ima najnizu neuklonjivu energiju E; = h?/8mL2.
Gustoca vjerojatnosti za koordinate poloZaja, tj. [f|?, nam govori o najvjerojatnijoj raspodjeli
Cestice u prostoru. Kod Cestice u 1D-kutiji se ¢ini kao da Cestica izbjegava zidove pri nizim
kvantnim brojevima, dok je pri viSim kvantnim brojevima raspodjela vise jednolika po
cijelom prostoru. To je primjer naéela korespondencije u kojem se stanja klasicne mehanike
pojavljuju iz kvantne mehanike pri visim kvantnim brojevima. Kod Cestice U prstenu i Cestice
u sferi je azimutalna raspodjela jednolika: odredenost u vrijednosti kutne koli¢ine gibanja
podrazumijeva totalnu neodredenost u lokaciji Cestice. Klasi¢ni opis za ta dva sustava se
dobije kada se Cestica postavi da se vrti s neprecizno definiranom energijom. U tom slucaju,
njezina valna funkcija je valni paket oblikovan iz superpozicije ili svojstvenih valnih funkcija
kutne koli¢ine gibanja (Cestica U prstenu), ili sfernih harmonika (Cestica u sferi). Kod cestice u
prstenu valni se paket krece po prstenu kao lokacija klasi¢ne cestice. Medutim, $iri Se S
vremenom. Kod Cestice u sferi valni se paket krece u slaganju s predvidanjima klasi¢ne fizike

i putuje kroz sve kutove, ali se takoder Siri S vremenom.
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§ 1. Uvod 1

§1. UVOD

1.1. Uvod u kvantnu mehaniku

U klasi¢noj mehanici je sustav materijalna tocka ili Cestica ili sustav Cestica. Opis takvog
klasi¢nog fizikalnog sustava sastoji se u prikazu povezanosti poloZzaja Cestice s vremenom.
Medutim, mozemo zamisliti da nekad nije moguée tu povezanost koordinata i vremena
odrediti. S jedne strane klasi¢ni opis x = f(t) moZe imati svoje znacenje iako ga ne moZzemo
odrediti, no mozda funkcionalna ovisnost x = f(t) uopée ne postoji jer ne postoji
kontinuiranost gibanja u prostoru i vremenu.® Upravo je zato klasi¢ni opis pojava u svijetu
malih Cestica morao biti odbacen. Kvantna mehanika pomocu gustoca vjerojatnosti nalazenja
Cestica na nekom prostoru opisuje sustave malih Cestica na koje ne mozemo primijeniti
zakone klasi¢ne fizike.

U skladu s iskustvenim opazanjima (npr. fotoelektricki efekt, difrakcija elektrona i
neutrona, atomski spektri), u kvantnoj fizici za razliku od klasicne nema nacelne razlike
izmedu tvarnih tjelesa i valnih gibanja: tvar i valno gibanje smatraju se dvama pojavnim
oblicima jednog istog zbivanja koje se — ovisno o okolnostima (ukljuc¢ujuéi vrst i nacin
izvedbe fizikalnog pokusa)- moze ocitovati kao tvarno tijelo ili kao val.* Zbog takvoga
pristupa kvantna je fizika apstraktna, matematicka teorija, pa se mnogima njezinim
pojmovima i relacijama ne mogu naci iskustvene, zorne predodzbe.

Jedan od osnovnih principa kvantne mehanike je nacelo neodredenosti koje je 1927.
godine postavio Werner Heisenberg. Prema tome nacelu ne mozemo istodobno odrediti
koordinatu, X, i konjugiranu koli¢inu gibanja, p, = mv,, neke Cestice do proizvoljne
to¢nosti.®> Ako neodredenost polozaja ozna¢imo Ax, u smislu da polozaj ima vrijednost
x + Ax, 1 analogno neodredenost koli¢ine gibanja Ap,, onda je produkt neodredenosti tih
dviju veli¢ina reda velicine Planckove konstante

Ax - Ap, = h

Sli¢no vrijedi i za umnozak neodredenosti energije i vremena. To¢nije, relacije neodredenosti
SuU Zapravo

Ax - Ap, = h/2

AE - At > h/2
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§ 1. Uvod 2

1.1.1. Postulati kvantne mehanike

Klasi¢na se mehanika temelji na Newtonovim zakonima Kkoji nisu izvedeni iz drugih zakona
nego su postavljeni na temelju iskustva i smatraju se temeljnim iz kojih se onda izvode druge
zakonitosti. Takve logicki neizvedive i polazne tvrdnje zovu se u fizici postulati i analogni su
matematickim aksiomima. Kao i klasi¢na mehanika, kvantna mehanika se temelji na nekim
postulatima, koji medutim djeluju znatno apstraktnije jer nemamo nikakvih iskustava sa
svijetom tako malih cestica kao S§to su atomi, molekule i1 njihovi dijelovi. Medutim,
prihvacanje tih postulata omogucuje nam logi¢ko izvodenje niza zakonitosti i tumacenja
mnogobrojnih pojava u svijetu si¢usnih ¢estica. Dapace ne postoji dosad niti jedna pojava, niti
jedan eksperimentalni rezultat, koji bi se kosio s postulatima i iz njih izvedenim zakonima
kvantne fizike.®

Postulat 1 — Valna funkcija
Sustav je u prostoru i vremenu opisan valnom funkcijom ¥(q,t) gdje g predstavlja skup
prostornih koordinata (qs,a,..., qsn) PO tri koordinate (npr. x,y,z) za svaku od n Cestica, a t je
vrijeme. Odredivanjem te valne funkcije mi smo u potpunosti opisali stanje sustava pa se ta
funkcija Cesto zove funkcija stanja.3 Ne moze svaka valna funkcija opisivati stanje
proucavanog sustava. Da bi neka funkcija bila prihvatljiva kao valna funkcija, ona mora biti
konac¢na, jednoznacna i neprekinuta u cijelom definicijskom podrucju, a i njezin integral
takoder mora biti konaCan. Osim toga, i prva derivacija funkcije mora biti kontinuirana
(neprekinuta). To je manje vazan zahtjev jer postoje sustavi u kojima je taj zahtjev prestrog.
Na primjer, kada proucavamo cesticu u kutiji nai¢i ¢emo na potencijalnu energiju koja
»skace® od nule u unutrasnjosti kutije, do beskonac¢nosti u infinitezimalnom podrucju (kada
Gestica dotakne zid kutije).! U tom slucaju nije potrebno za Gesticu da ima kontinuiranu prvu
derivaciju.

Sama funkcija ¥(q,t) nema fizikalno znaCenje i ona moze biti realna, kompleksna ili
imaginarna funkcija. Stanje sustava jednozna¢no je odredeno i funkcijom ¥*(q,t), gdje nam
zvjezdica oznacava konjugirano kompleksnu funkciju od ¥(q,t).

Produkt ¥*(q,t) ¥(q,t)dg je onda realan broj koji prema Maxu Bornu ima fizikalno
znaCenje 1 predstavlja vjerojatnost da ¢e na$ sustav u vremenu t poprimiti koordinate q u
intervalu g do g+dg. Prema tome, ¥*(q,t) ¥(q,t) opisuje gustocu vjerojatnosti za koordinate
poloiaja.3 Ocito da integriranje preko cijelog prostora mora onda predstavljati sigurnost

nalazenja Cestice, tj.
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§ 1. Uvod 3

[ W (xy,2zt) ¥y zt)dedydz = 1

Funkcije za koje vrijedi tzv. uvjet normiranosti

Jwydr =1

zovemo normiranim valnim funkcijama i sve funkcije za koje vrijedi uvjet da im je integral
preko cijelog prostora konacan, se mogu normirati.

Postulat 2 — Operatori
U kvantnoj se mehanici svakoj dinamickoj varijabli, tj. svakoj mjerljivoj fizikalnoj veli¢ini
(observabli) koja opisuje stanje gibanja sustava (npr. polozajne [konfiguracijske] koordinate,
vrijeme, brzina, koli¢ina gibanja, energija,...) aksiomatski pridruzuje po jedan hermitski
linearni operator.*
Tako se, primjerice, konfiguracijskoj koordinati x pridruzuje operator {X-} (tj. mnoZenje
operanda s x), koli¢ini gibanja (,,impulsu), mv, pridruzuje se operator {-iAV}. Ukupnoj
energiji (tzv. Hamiltonovoj funkciji), tj. zbroju kineticke energije, T, i potencijalne energije,
V:

H=T+V

Pripada operator zvan hamiltonian:
hZ

H=—-——V2+ V(x,y,
V24 V(x,,2)

Postulat 3 — Mjerene vrijednosti
Rezultat jednokratnog mjerenja observable s mora biti jedna od svojstvenih vrijednosti, o,
operatora s pridruzenoga toj observabli:
S¥(q,t) = d¥(q,t)

No, u pravilu, nije moguce pretkazati koja ¢e se od svojstvenih vrijednosti dobiti kao rezultat
jednokratnog mjerenja. Budu¢i da je valna funkcija (koja jednozna¢no i potpuno odreduje
stanje sustava) ujedno i svojstvena funkcija operatora s, ona se ¢esto poistovjecuje sa stanjem;
stoga se za stanje opisano svojstvenom valnom funkcijom Cesto rabi naziv svojstveno stanje.
Statisticko ocekivanje prosjeéne vrijednosti viSekratno ponovljenih mjerenja observable s

(kojoj je pridruzen operator S) jest:

Hrvoje Vrgo¢ Zavr$ni rad



§ 1. Uvod 4

Ei) = [¥ - sydr

Time su u kvantnu mehaniku uvedeni pojmovi sluCajnosti 1 vjerojatnosti, posve strani
klasi¢noj mehanici koja je dosljedno deterministicka.
Postulat 4 — Vremenska ovisnost

Funkcija stanja se razvija u vremenu prema Schrodingerovoj valnoj jednadzbi

_ 0
H%(q,t) = iha Y(q,t)

gdje je H operator ukupne energije zvan hamiltonijan (vidi gore u tekstu). Valna funkcija
mora zadovoljavati tu jednadzbu, tj. mora biti njeno rjeSenje. Ako se sustav nalazi u
konzervativhom polju sile, tj. takovomu koje potjeée od potencijalne energije koja ne ovisi
eksplicitno o vremenu ve¢ samo o polozajnim koordinatama, mogucée je rastaviti valnu

funkciju u dva faktora:
Y(q,t) = ¥(q) e E/"

od kojih je jedan, ¥(q), neovisan o vremenu; na taj su nain konfiguracijske koordinate

separirane od vremena.* Funkcija 1(q) svojstvena je funkcija hamiltonijana pa se mozZe pisati:

Hy(q) = Ey(q)

Ta relacija, zvana vremenski neovisnom ili stacionarnom Schrédingerovom jednadZzbom,
opisuje stacionarna stanja sustava, a svojstvene vrijednosti hamiltonijana, E;, ukupne su
energije sustava u stacionarnim stanjima.

Budu¢i da pretpostavka o konzervativnosti polja sila vrijedi za izoliran sustav, ona u
zbilji nikada ne mozZe biti strogo ispunjena. Ipak, stacionarna Schrodingerova jednadZba u
zadovoljavajuéem priblizenju opisuje stanja ,,razrijedenih® slozenih sustava u kojima su

podsustavi uzajamno gotovo neovisni.*

1.1.2. Neke opcenite opaske na Schrédingerovu jednadzbu
Prema kvantnoj mehanici, za izracun svojstava sustava potrebno je rijesiti Schrodingerovu
jednadzbu. Vremenski neovisna Schrodingerova jednadzba je jednadzba za “zakrivljenost”

valne funkcije." Prihvativi tu ideju, moguée je pretpostaviti oblik njenih rjesenja ak i kada je
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§ 1. Uvod 5

oblik potencijalne energije kompliciran. lako pomalo neprecizno, zakrivljenost funkcije se
moze definirati njezinom drugom derivacijom. Funkcija sa pozitivnom zakrivljenos¢u ima
minimum, a ona s negativnom zakrivljeno$¢u ima maksimum. Jednodimenzionalna
Schrodingerova jednadzba izrazava zakrivljenost valne funkcije kao

d*y  2m
az - VB

Zbog toga, ako znamo vrijednost od V - E i od ¥ kod pojedine tocke, mozemo objasniti
zakrivljenost funkcije ondje. Tako kvalitativne pojave jednadzbe nam pokazuju kako
razotkriti kvalitativne pojave rjeSenja bez nepotrebnog ulaska u detalje.

Zakrivljenost funkcije 1 je proporcionalna amplitudi od funkcije 1. Zbog toga za danu
vrijednost V — E, kada je funkcija i velika, zakrivljenost je velika. Gdje i pada prema nuli,
njezina zakrivljenost se smanjuje. Gdje je ¥ nula, zakrivljenost je nula. Gdje je vrijednost E
veca od vrijednosti V, faktor V - E je negativan i tako je predznak zakrivljenosti funkcije i
suprotan predznaku same funkcije . To jest, ako je E >V i y > 0, tada funkcija i ima
negativnu zakrivljenost. U drugom slucaju, gdje je vrijednost E manja od vrijednosti V, V - E
je pozitivna vrijednost i zakrivljenost funkcije 1 ima isti predznak kao i njezina amplituda.
Valna funkcija sa pozitivhom amplitudom bi tada imala pozitivnu zakrivljenost. Kona¢no,
zakrivljenost je proporcionalna razlici apsolutne vrijednosti VV - E. Ako ukupna energija dosta
prekoraguje potencijalnu energiju, tada je zakrivljenost velika.® Ti podaci nam pruZaju sve
informacije koje trebamo za kvalitativno rjesenje Schrodingerove jednadzbe za jednocesti¢ni,

jednodimenzijski sustav.
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§ 2. Prikaz odabrane teme 6

§ 2. PRIKAZ ODABRANE TEME

2.1. Uvjeti za kvantizaciju energije

Razmotrimo sustav u kojem potencijalna energija ovisi o polozaju kako je prikazano na slici
1.

Energija, E

Potencijalna energija, V

Valna funkcija, ¥

Slika 1. Prihvatljivost valne funkcije je odredena amplitudom i nagibom u
pojedinoj tocki 1 posljedi¢nim implikacijama na ponaSanje valne funkcije pri
rubu. Preuzeto i prilagodeno iz P.W. Atkins, R.S. Friedman, Molecular Quantum
Mehanics, 3rd edition, Oxford, 1997., str. 45.

Pretpostavimo da kod x™ valna funkcija ima amplitudu i nagib kako je prikazano za A i da je
energija Cestice E. Treba obratiti paznju da je E <V za polozaje desno od X' ali E >V za
poloZaje lijevo od X': predznak E - V se zbog toga mijenja kod x'. Zakrivljenost valne
funkcije Y je negativna kod X" jer je ¥a pozitivna i V < E. Valna funkcija ostaje pozitivna i

pri X', ali desno od te to¢ke V > E. Njezina zakrivljenost zbog toga postaje pozitivna i valna
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§ 2. Prikaz odabrane teme 7

se funkcija savija od x-osi te raste u beskonacnost kako se X povecava. Zbog toga je pa
nedopustiva valna funkcija (prema Bornovoj interpretaciji)." Uzmimo sada, na primjer,
funkciju Yg koja ima druk¢iji nagib pri X" ali istu amplitudu. Ta funkcija takoder ima
negativnu zakrivljenost jer je E > V. Njezina zakrivljenost postaje pozitivna desno od x' zato
Sto joj je amplituda pozitivna ali je sada V > E. Promjena u zakrivljenosti je nedovoljna da
sprijeci ,,padanje” g kroz nulu u negativnu vrijednost i jednako tako i zakrivljenost opet
mijenja predznak. Negativna zakrivljenost prisiljava g prema negativnoj beskonacnosti kako
se X povecava 1 zato je i to nedopustiva valna funkcija. S tim neuspjesima u mislima, uzmimo
sada, na primjer, funkciju ¢ koja ima neki srednji nagib izmedu onih od ¥a I Y. Njezina
zakrivljenost mijenja predznak kod x', ali radi to na takav naéin da se ¢ asimptotski
priblizava nuli kako x raste. Radi to tako da se njezina zakrivljenost smanjuje (jer je
zakrivljenost proporcionalna amplitudi) i ne savija se ni prema pozitivnoj niti prema
negativnoj beskonacnosti. Takva valna funkcija je prihvatljiva. Treba obratiti paznju da za
potencijal prikazan na slici 1., dobra valna funkcija moze biti nadena za svaku vrijednost
energije E jednostavno prilagodavajuc¢i amplitudu i nagib funkcije kod X". Zbog toga energija
takvog sustava nije kvantizirana.

Sada kada smo vidjeli osjetljivost valne funkcije na potencijal koji raste do velikih
vrijednosti samo s jedne strane, trebalo bi biti lako procijeniti poteSko¢u podesavanja funkcije
sustavu u kojem potencijal ograni¢ava Cesticu na obje strane (slika 2.).

Funkcija yc koja je bila prihvatljiva u sustavu prikazanom na slici 1 nacrtana je lijevo od x"
gdje V raste ponovno iznad E. Vidimo da ponasanje pri granici znaci da je ¢ neprihvatljiva
funkcija. U stvari, opéenito je nemoguce naci prihvatljivo rjeSenje za proizvoljnu vrijednost
od E. Samo za neke odredene vrijednosti E je moguce konstruirati dobru valnu funkciju.1
Jedna takva funkcija je ¥p na slici 2. Drugim rije¢ima, energija je kvantizirana u sustavu sa

granicom na obje strane.
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Slika 2. Kada treba zadovoljiti dva rubna uvjeta (u smislu da je Cestica ograni¢ena),
moguce je naci prihvatljiva rjeSenja samo za odredene vrijednosti E. To jest,
potreba za zadovoljiti rubne uvjete podrazumijeva kvantizaciju energije sustava.
Preuzeto iz P.W. Atkins, R.S. Friedman, Molecular Quantum Mehanics, 3rd

edition, Oxford, 1997., str. 45.

Schrédingerova jednadzba, kao diferencijalna jednadzba, ima beskonacno mnogo
rjeSenja. Ima matematicki prihvatljiva rjeSenja za bilo koju vrijednost E. Medutim, Bornova
interpretacija namece ograni¢enja na rjeSenja. Kada sustav ima granice koje ograniavaju
Cesticu na ograni¢en prostor, skoro sva rjeSenja su neprihvatljiva: prihvatljiva rjeSenja se
javljaju samo za odredene vijednosti od E. To jest, kvantizacija energije je posljedica
rubnih uvjeta.’

Dijagram na slici 3 oslikava efekte granica na kvantizaciju energije Cestice. Kvantizacija se
pojavljuje samo kada je Cestica ogranic¢ena na kona¢no podrucje prostora. Kada njena energija

prekoracuje E', Cestica moze izi¢i prema pozitivnim vrijednostima X, a kada njezina energija
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prekoracuje E", cCestica moze putovati neodredeno prema pozitivnim ili negativnim

vrijednostima x.

EH
Nekvantizirane energije
E o
l”
7
ll
W
© \ /
g
Q
C
(NN}
Potencijalna
energija, VvV
0 X

Slika 3. Opcenit sazetak funkcije granica: sustav je kvantiziran samo ako je
ogranicen na kona¢no podrucje prostora. Jedna granica ne namece kvantizaciju.
Preuzeto i prilagodeno iz P.W. Atkins, R.S. Friedman, Molecular Quantum
Mehanics, 3rd edition, Oxford, 1997., str. 46.

Osim toga, kada potencijal postaje manje ograniavajuci (to jest, kada podrucje za koje je
E >V postaje vece), razdvojenost izmedu susjednih kvantiziranih nivoa je smanjena jer
postaje progresivno lakse naci energiju koja daje dobre valne funkcije.l Podrucje kvantizirane
energije se opcéenito uzima za naznacivanje da se bavimo granicnim okolnostima sustava u
kojem je valna funkcija ograni¢ena na ograni¢eno podrucje (kao npr. elektron u atomu
vodika). Podrucje nekvantizirane energije se slikovito dovodi u vezu s problemima rasprsenja
u kojima se projektili (bilo kakve Cestice ili sli¢no) sudare i tada otputuju u beskonacnost.
Pogledamo li bolje sliku 2 uocit ¢emo jo$ jedno vazno svojstvo: valna funkcija moze biti

razli¢ita od nule ¢ak i gdje je E < V: to jest, ¥ ne mora i$Cezavati gdje je kineticka energija
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negativna. Negativna kineticka energija je klasicno zabranjena i ¢injenica da ¢estica moze biti
nadena u podru¢ju gdje je kinetiC¢ka energija negativna je primjer kvantno-mehanickog
,,prodiranja“.1 Prodiranje Cestice u podrucje gdje je kineticka energija negativna nije poseban
uzrok za uzbunu. Znamo da su, u stvari, opazene energije ocekivane vrijednosti operatora a
oc¢ekivana vrijednost operatora kineticke energije je uvijek pozitivna (proporcionalna kvadratu
hermiteovog operatora, p,). Kao drugo, zbog toga $to su svojstvene vrijednosti kvadrata
hermiteovih operatora uvijek pozitivne, svako individualno utvrdivanje kineticke energije ¢e
imati pozitivan rezultat. Konac¢no, svaki pokusaj ograni¢avanja Cestice unutar neklasi¢nog
podrucja i tada mjerenja njezine kineticke energije bit ¢e osuden na propast principom
neodredenosti. Ogranicenje bi moralo biti na tako malo podrucje da bi odgovarajuca
neodredenost u koli¢ini gibanja, a time i kineti¢koj energiji, bila toliko velika da ne bi mogli

zakljuciti da je kineti¢ka energija uistinu bila negativna.

2.2. Cestica u Kutiji

2.2.1. Jednodimenzijski sustav

Pod cCesticom u kutiji razumijevamo fizikalni sustav koji se sastoji od Cestice (strogo receno,
materijalne tocke) mase m ograni¢ene unutar odredenog prostora nepropusnim stjenkama.3 Na
tu Cesticu ne djeluju nikakve sile tako da je potencijal konstantan i mozemo odabrati da je
jednak nuli, V' = 0. Ogranicenost prostora zadaje se takoder potencijalom koji na stjenkama i
izvan stjenki ima beskona¢nu vrijednost, §to znaci da bi Cestica trebala imati beskonaénu
energiju da izade izvan ograni¢enog prostora. Gledano izvana (s beskona¢nog potencijala)
Cestica se nalazi u dubokoj jami i taj se sustav katkad zato zove ,,Cestica u potencijalnoj jami‘
(slika 4). Zbog toga $to je Cestica ograniCena, njezina energija je kvantizirana i rubni uvjeti
odreduju koje energije su dopuﬁtene.1

Hamiltonijan za sustav je

_ h? d? 00 0<x<lL
H = —% @ + V(X) V(x) = {00, inate

Zbog toga Sto je potencijalna energija Cestice koja dodiruje zidove beskonacCna, Cestica ne
moze prodirati u njih. Slijedi da je vremenski neovisna Schrédingerova jednadzba, Hi(x) =
EY(x), za podrucje gdje potencijal nije beskonacan i zato samo za podrucje gdje je valna

funkecija razlicita od nule
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h* d*y(x)
2m dx?

Ovaj izraz je jednak jednadzbi za slobodno translacijsko gibanje i opcenita rjeSenja ove

= EY(x)

jednadzbe su

1
, : 2mE\2
P(x) = Aelk® + Be~lkx k =( Z; )

Zbog toga jer je et** = cos kx =+ i sin kx, alternativni oblik tog rjeSenja je
Y(x) = Ccos kx + Dsin kx

() !

Slika 4. Cestica u beskonatno dubokoj potencijalnoj jami. Preuzeto s
http://adria.fesb.hr/~zmiletic/Fizika 2/13. Atomska jezgra. Valovi materije. Osnove kvantne
mehanike/F2-950_Vjezbe 14.pdf, (datum pristupa 16.05.2019.).

U oba oblika, rjeSenja koeficijenata A, B, C i D se nadu razmatranjem rubnih uvjeta.l
Medutim, vazna poanta je da produkt funkcije e*** i njene kompleksno konjugirane funkcije
nije integrabilan i zato njihova interpretacija treba biti uzeta s oprezom. Uistinu, zato jer se
podudaraju sa jednolikom vjerojatno$¢u raspodjele preko cijelog prostora, ne mogu biti prikaz
realnih fizikalnih sustava.! Zato je jedino prihvatljivo rjesenje

Y(x) = Ccos kx + Dsin kx
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Valne funkcije su nula izvan kutije gdje je x <0 ili x > L. Valne funkcije su svugdje
kontinuirane i zato moraju biti nula na rubovima (zidovima). Uvjeti su zato y(0) =0 i

Y(L) = 0. Mi sada trebamo primijeniti svaki uvjet naizmjence u opéenitom rjeSenju oblika

1
. 2mE\2
Y(x) = C coskx + D sinkx k:( = )

Prvo, kod x = 0 je cosO = 1 i sin0 = 0 te /(0) = C. Zato, da bi zadovoljili uvjet 1(0) =0
zahtijevamo da je C = 0. Sljedece, pri x = L
Y(L) = DsinkL =0

Jedan nacin za ispuniti taj uvjet je postaviti D = 0, ali bi tada valna funkcija bila nula svugdje
1 Cestica ne bi bila nigdje nadena. Alternativno je zahtijevati da sama sinusna funkcija
iSCezava. To se dogada ako je izraz KL cjelobrojni visekratnik od m. To jest, moramo

zahtijevati da k poprimi vrijednosti

Vrijednost n = 0 je iskljucena jer bi dala sin kx = 0 za sve X, i Cestica ne bi bila nigdje
nadena.’ Negativna vrijednost od n samo mijenja predznak od sin kL (jer je sin(—x) =
—sin x) i ne pojavljuje se nova valna funkcija.? Broj n je primjer kvantnog broja, broja koji
oznacuje stanje sustava i koji se moze iskoristiti (ako se upotrijebi prikladna formula) za
radunanje vrijednosti znacajke sustava.' Na primjer, zbog toga §to je E = k?h?/2m slijedi da
je energija povezana s brojem n preko

n?h?m?  n?h?

E. = —
n 2ml? 8ml2

n=12,..

Prvi zaklju€ak ovog racuna je da je energija Cestice kvantizirana: to jest, ograni¢ena serijom
diskretnih vrijednosti. Ta kvantizacija se pojavljuje zbog rubnih uvjeta koje valna funkcija
Y (x) mora zadovoljavati da bi mogla biti prihvatljiva valna funkcija. Opcéenito: potreba za
zadovoljenjem rubnih uvjeta podrazumijeva da su samo odredene valne funkcije
prihvatljive i zbog toga ogranitava observable na diskretne vrijednosti.” Osim energije, i

druge fizikalne observable mogu biti kvantizirane (npr. kutna koli¢ina gibanja).
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Drugi zakljudak je da je najniZa energija koju &estica u kutiji moze imati E; = h?/8mlL?. Ova
neuklonjiva energija se zove nulta tocka energije. To je isto kvantno — mehanicko svojstvo i
u nekom hipotetskom svemiru u kojem bi bilo h = 0, ne bi bilo nulte tocke energije.’ Nacelo
neodredenosti nam daje nekakav uvid u njezino porijeklo zbog toga Sto je neodredenost u
polozaju Cestice kona¢na (negdje je izmedu 0 1 L), pa neodredenost u koli¢ini gibanja ne moze
biti nula. Zbog toga §to je Ap # 0, slijedi da je < p? ># 0 i posljedi¢no prosjek kineticke
energije, koja je proporcionalna < p? >, takoder ne moZe biti nula. Za jednostavniji na¢in
shvacanja porijekla nulte to¢ke energije treba primijetiti da je valna funkcija nuzno savijena
ako je nula na svakom rubu a razli¢ita od nule svuda unutar kutije. Zakrivljenost valne
funkcije oznacuje posjedovanje kineticke energije pa Cestica nuzno posjeduje kineticku
energiju razli¢itu od nule ako je unutar kutije."

Treba primijetiti 1 da se smanjuje razlika u energiji izmedu susjednih stanja kako se povecava

razmak izmedu rubova i tako ¢estica ima vise slobode:
2 hZ

h
Epi1 — En = {(n+1)% - n2}8mL2 = (2n+1) -~

Kako se duljina kutije priblizava beskona¢nosti ($to odgovara kutiji makroskopskih
dimenzija), razlika susjednih nivoa se priblizava nuli i efekti kvantizacije postaju posve
nevazni. U stvari, Cestica postaje neograni¢ena i slobodna.’

Vratimo se sada malo na valnu funkciju. Preostaje nam jo$ samo odrediti konstantu D da
bi rjeSenje bilo potpuno. Vjerojatnost nalaska Cestice unutar kutije mora biti jednaka 1 pa
integral od ¥? (x) preko prostora izmedu x = 0 i x = L mora biti jednak 1:

nnx 1

L L
1= f()w(x)*¢(x)dx= D2 fo sin? (T) dx = - LD

Zato, D = (2/L)/2. Potpuno rjesenje je
1

v = (B sn 2

n?h?

n = - n=12,..
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Vidimo da postoji jedan kvantni broj koji odreduje i funkcije i energije. Valne funkcije Cestice
prisiljene na gibanje (kretanje) u jednodimenzionalnoj kutiji su uzajamno ortogonalne sinusne
funkcije sa istom amplitudom ali razli¢itom valnom duljinom (slika 5).

Svaka valna funkcija na slici 5 je stojni val i svaki val jedan za drugim posjeduje jednu vise
polovicu vala i time prikladno kraéu valnu duljinu.’ Skraéivanje valne funkcije rezultira u
prosjecno ostrijoj zakrivljenosti valne funkcije 1 zato u povecanju kineticke energije Cestice.
Broj ¢vorova (toc¢ki gdje valna funkcija prolazi kroz nulu) se povec¢ava kako se n povecava i
valna funkcija ¥, ima n — 1 ¢vor. Poveéan broj ¢vorova izmedu rubova dane razdvojenosti

povecava ucestalost zakrivljenosti valne funkcije i zbog toga povecava kineticku energiju

« .2
cestice.

e
o

T B

e oy

Energija, E

Y S T

w

= vy

‘.~S’~; ;ﬁ’:

R TGS TRt T WIS S =T

lo It x

Slika 5. Prvih Sest energijskih razina i prikladne valne funkcije za Cesticu u kutiji. Vidi se da
su razine $ire razdvojene kako se energija povecava. Preuzeto i prilagodeno iz P.W. Atkins,

R.S. Friedman, Molecular Quantum Mehanics, 3rd edition, Oxford, 1997., str. 56.

Kvadrati valnih funkcija su prikazani na slici 6. Oni predstavljaju gustocu vjerojatnosti za
nalazak Cestice u svakom stanju. Na slici 6 vidimo primjer principa korespondencije u kojem

se stanja klasi¢éne mehanike pojavljuju iz kvantne mehanike pri vis§im kvantnim brojevima.
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Energija, E
S

ot S 1iir ¢ RN
Slika 6. Gusto¢a vjerojatnosti pronalazenja Cestice u kutiji. Linije pokazuju vrijednost
od 1/)2(X), a vrpce oslikavaju gusto¢u vjerojatnosti zasjenjenjem. Raspodjela postaje vise
jednolika kako se energija povecava. Preuzeto i prilagodeno iz P.W. Atkins, R.S. Friedman,
Molecular Quantum Mehanics, 3rd edition, Oxford, 1997., str. 56.

Koli¢ina gibanja cestice u kutiji nije dobro definirana zato jer valna funkcija sin kx
(jednako kao i cos kx) nije svojstvena funkcija operatora koli¢ine gibanja. Medutim, svaka

valna funkcija je superpozicija svojstvenih funkcija koli¢ine gibanja

1 1
2 nmwx 1 /2

Yn(x) = (z>2 sin (T) = (z)z (eifx — gikx) K = nL_ﬂ

Slijedi da ¢e mjerenje koli¢ine gibanja dati vrijednost +kh za pola mjerenja a —kh za drugu
polovicu mjerenja. Ovo opazanje suprotnih smjerova putovanja sa jednolikom vjerojatnoscéu
je kvantno-mehanicka inacica klasi¢ne slike da Cestica u kutiji ,,zvecka* od zida do zida i u
svakom danom periodu provodi pola vremena putujuci na lijevo, a pola putujuc¢i na desno.?
Model Cestice u kutiji je idealizacija potencijalne energije molekula u plinskoj fazi koje
se slobodno kre¢u u jednodimenzijskoj posudi ili kuglice ograni¢ene Zicom. To je takoder

osnova tretmana elektronske strukture metala i jednostavnog tretmana konjugiranih
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molekula.? Model cestice u kutiji takoder sluZi u statistidkoj termodinamici u odredivanju

doprinosa translacijskog gibanja molekula njihovim termodinamickim svojstvima.

2.2.2. Dvodimenzijski sustav

Nove zanimljive osobine se pojavljuju kada razmatramo Cesticu ograni¢enu na pravokutnu
planarnu plohu sa dimenzijama L; u Xx-smjeru i L, u y-smjeru. Bas kao i za Cesticu u jednoj
dimenziji gdje valne funkcije izgledaju kao vibriraju¢e vrpce sa pritegnutim krajevima, tako
se 1 u problemu cestice u dvodimenzionalnoj potencijalnoj jami za valne funkcije ocekuje da
se podudaraju s vibracijama ploce koja je kruto pritegnuta na rubovima.’

Hamiltonijan za dvodimenzionalnu beskona¢no duboku jamu je

q = i ( 0 + 0 ) +V
2m\0x? 0dy? )

V(x)={0' 0<?c<vL1 0<y<lL,
o, inace

Schrédingerova jednadzba za Cesticu unutar zidova (jedino podrucje gdje je valna funkcija

razlicita od nule) je zbog toga

*Y(x,y)  0*Y(x,y) 2mE
oz T2 T T YY)

Rubni uvjeti su da valna funkcija mora iS¢ezavati kod svih Cetiriju zidova. Da bismo rijesili
jednadzbu sa dvije varijable trebamo je rastaviti (separirati) na dvije jednadzbe od kojih svaka
ovisi samo o jednoj varijabli. Na primjer, supstitucijom ¥ (x,y) = XY gdje je X funkcija samo
od x a Y funkcija samo od y. UvrStenjem ovakvog rjeSenja u Schrodingerovu jednadzbu i
dijeljenjem s XY dobivamo

X" v 2mE

—t— ==

X Y h?

gdje je X" = d2X/dx? i Y’ = d?Y /dy?. Ta jednadzba pokazuje da je zbroj dvaju ¢lanova od
kojih jedan ovisi samo o varijabli x, a drugi samo o varijabli y, stalan. Kako su x i y nezavisne
varijable, moZemo ih nezavisno mijenjati ili ne mijenjati. Uzmimo da y drzimo stalnim, tada
je drugi ¢lan konstantan i dok mijenjamo X nista izvan prvog ¢lana se ne mijenja. To znaci da i
prvi ¢lan mora biti konstantan makar mijenjali X, jer inace ne bi vrijedila jednakost. Sli¢no

mozemo zakljuciti da je i drugi ¢lan konstantan i opcenito vrijedi da ako je zbroj dvaju
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¢lanova, koji su zasebno funkcije svaki od po jedne nezavisne varijable, konstantan, mora i
svaki ¢lan za sebe biti konstantan.>

Ti ¢lanovi u nasem sluc¢aju moraju imati dimenziju energije pa mozemo pisati
h? (X" h? (Y"
—|— | =EX i - |— | =EY
2m\ X 2m\Y

i tako da vrijedi EX + EY = E. Obje jednadzbe imaju isti oblik kao jednadzba za
jednodimenzionalni sustav, i rubni uvjeti su isti. Zbog toga mozemo rjeSenja odmah napisati

(koriste¢i P (x,y) = XY):

2 o (MTX\ | [N,y
Ynon, X, Y) = L) sm( L )sm( L )
h? <n% ns

8m\L2 I3

) n=12,..;n, =12,..

Enlnz =

Da bismo definirali stanje Cestice u dvodimenzionalnom sustavu, trebamo poblize odrediti
vrijednosti dva kvantna broja; n; i n, mogu poprimiti bilo koju cjelobrojnu vrijednost u svom
nizu, neovisno jedan od drugoga.

Mnoge osobine Cestice u jednodimenzionalnom prostoru se ponavljaju u viSim dimenzijama.
Tu je nulta tocka energije (E11) 1 razdvajanje energije se smanjuje kako se zidovi razmicu i
postaju manje ogranicavajuéi. Energija je kvantizirana kao posljedica rubnih uvjeta. Kao i u
jednodimenzionalnom slucaju, Cestica je vise jednoliko rasporedena po cijelom prostoru kutije
pri viS§im energijama nego pri nizim.

Jedna osobina koja postoji u dvodimenzionalnom sluaju (za razliku od
jednodimenzionalnog sustava) postaje o¢ita kada je kutija geometrijski gledano kvadrat. Tada
je Ly = L, = L ienergije su dane s

2
Enyny = gors ( +1)
Ovaj izraz podrazumijeva da stanje s kvantnim brojevima n; = a i n, = b ima istu energiju
kao stanje s kvantnim brojevima n; =b i n, =a ¢ak i kada je a # b. To je primjer
degeneracije razina. Na primjer, oba stanja, |1,2) i |2,1), imaju istu energiju 5h?/8mlL? ali

njihove dvije funkcije su razlicite:
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P12(x,y) = (%) sin (HTX) sin <2LLy> ;o Pa(xy) = (%) sin (Z%x) sin (ﬂTy)

Porijeklo degeneracije u navedenom slucaju je u tome da se valna funkcija moze
transformirati u drugu rotacijom kutije za 90°. Na slici 7 se jasno vide degenerirani nivoi za

nekoliko prvih energijskih razina.

e

E
1T 9 (4,2)
. (3,3)
T 19 4,1)
I
4 (2,3) (3,2)
I 13 (3,1)
+ — 22
W el
:: (1,1)
0—..—

Slika 7. Nekoliko prvih energijskih razina za Cesticu u 2-D Kutiji za sluc¢aj Ly=L,=L. Preuzeto

1 prilagodeno iz T. Cvitas, Fizikalna kemija, nedovrSen rukopis, 1997., poglavlje 2, str. 23.

Opcenito, uvijek se o¢ekuje degeneracija u sustavu koji ima visok stupanj simetrije.

U sluc¢aju pravokutne (ali ne kvadratne) kutije, nema takve simetrije i degeneracije. Medutim,
katkad se degeneracija pojavljuje gdje nema rotacije koja transformira jednu valnu funkciju u
drugu; tada se to zove slucajna degeneracija. U odredenim se sluCajevima slucajna
degeneracija zna pojaviti kada nije prepoznata cijela simetrija sustava i kada dublja analiza
pokazuje prisutnost skrivene simetrije koja medusobno degenerira funkcije.! Na primjer,
jedan primjer sluCajne degeneracije je pravokutna kutija sa duljinama bridova L; =L |
L, = 2L i stanjima |1,4) i |2,2). U oba slu¢aja je energija E = 5h?/8mlL2. Jedna polovica
kutije se moze zarotirati relativno prema drugoj i kao rezultat su valne funkcije medusobno

. e e e . . e . . . . . 1
pretvorene, Sto ukljucuje i njihovo ponaSanje pri ¢vorovima i rubovima (zidovima).

2.2.3. Trodimenzijski sustav
Na primjeru Cestice u dvodimenzionalnom prostoru upoznali smo najbitnije karakteristike

rjeSavanja Schrodingerove jednadzbe u viSe dimenzija i samih njezinih rjeSenja. Kada se
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jednadzba moze rastaviti na zbroj ¢lanova od kojih svaki ovisi o jednoj koordinati, moze se
uvodenjem produkta valnih funkcija jednadZba rastaviti na viSe jednadZbi u po jednoj
koordinati.® Ukupna energija dana je tada zbrojem energija za svaki pojedini stupanj slobode.

Tako se to €ini i za trodimenzijski sustav. Schrodingerova jednadzba je

*Y(x,y,z) 0*Y(x,v,z) 0*YP(x,y,2) 2mE
axz dy? T Y Yy 2)

A rjeSenja su

242 . (MqTXx\ | (nymy\ . (N3nZ
lpnlnan (x, Y, z) = W sin (—> sSin ( ) sin < )

Ly L, Ly

E :h_2<n_% n_% n_%) n=12,..;n=12..;n3=12

mns =g\t 1 2, e s Ny 2, 3 N3 2, .
Sve znacajke sustava su iste kao i kod dvodimenzionalnog sustava samo $to sada imamo tri
kvantna broja. Moze se uociti da se za L; = L, = L3 = L ve¢ kod nizih energija pojavljuju
trostruke i Sesterostruke degeneracije energijskih razina (slika 8).
Ova struktura Cestice u 3-D prostoru odgovara energijama translacije molekula plina u
zatvorenom prostoru.3

Poo—.

E
B (1,3,3) (3,1,3) (3,3,1)
T (1,1,4) (1,4.1) (4.1,1)
T (2,2,3) (2,3,2) (3,2,2)
BE (1,3,2 (2,3.1) (3,2,1)
— _——
A (1,2,3) (2,1,3) (3.1,2)
alks ——— (2,22
T (1,1,3) (1,3,1) (3,1,1)
= (1.2,2) (2,1,2) (2,2,1)
T (1,1,2) (1,2,1) (2,1,1)
T (1,1,1)
=T

0___.

Slika 8. Energijske razine za Cesticu u 3-D kutiji za slucaj Lj=L,=Lz=L. Preuzeto i

prilagodeno iz T. Cvitas, Fizikalna kemija, nedovr$en rukopis, 1997., poglavlje 2, str. 24.
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2.3. Cestica u prstenu

Kao prvi korak, razmatramo kvantno- mehanicki opis Cestice koja se vrti U kruznom prstenu.
Ovaj se model takoder upotrjebljava za opis vrtnje bilo ¢ega u ravnini. Ta opcéenitost proizlazi
iz Cinjenice da je svako takvo tijelo opisano vrtnjom tocke mase m u kruznici radijusa T,
njezinim radijusom vrtnje oko centra mase.® Svojstvo koje odreduje karakteristike kruznog
gibanja tijela je moment inercije, I = mr2, i nije vazno da li je vrijednost | za stvarnu &esticu
koja se vrti u prstenu radijusa r ili za tijelo mase m i radijusa vrtnje koje se vrti oko svojega
centra mase.

Cestica mase m se vrti u kruznici radijusa r u xy-ravnini. Njezina potencijalna energija je

konstantna, 1 moze se uzeti da bude nula. Hamiltonijan je zato
_ h? [ 02 02
H=—-——|—5+=
2m <0x2 6y2>

Zato S$to je kretanje ograniceno na kruznicu izabiremo cilindricne koordinate, x = rcos¢ |
y = rsing. Laplasijan u dvije dimenzije je

02 02 2 19 1 92

a2 oz "o Trar

tror Tr2ag?

Posto je r konstantan, mogu se odbaciti derivacije s obzirom na r i hamiltonijan postaje
~ h? d? h? d2

T T 2mr2dg? | 21d¢?

Valna funkcija ovisi samo o kutu ¢ i zato je obiljezavamo s @. Schrodingerova jednadzba je

zato
d?o _2IE
dg?z k2
Opc¢enita rjeSenja su
2IE 2
. . 2
® = Aei™? 4 Be~imud m; = <?)

Veli¢ina m; je bezdimenzijski broj i na ovom stupnju je neograni¢ena u vrijednosti; smisao

subskripta | ¢e postati o€ita kasnije (kada budemo razmatrali ¢esticu u sferi).
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Sada uvodimo rubne uvjete. Ne postoje zapreke za Cesti¢no gibanje sve dok je Cestica U
prstenu i zato ne postoji zahtjev da valna funkcija mora iS€ezavati u bilo kojoj tocki.
Medutim, valna funkcija mora biti jednoznacna i iz toga slijedi @(¢ + 2m) = @(¢). Ovaj
zahtjev je primjer cikli¢kih (kruznih) rubnih uvjeta. Slijedi da je

Aeimld)eZniml + Be—iml¢e—2ﬂiml — Aeimlcp + Be_iml¢

Ta je relacija zadovoljena samo ako je m, cijeli broj jer je tada e>™™ = 1. Rubni uvjeti zato
podrazumijevaju da je
m; =0,+1,+2, ...

Slijedi da su dopustene energije

m?h?
Em, = 51 s m; =0,£1,%2, ...

Do istog izraza za energiju moZemo do¢i i na drugi nafin. Razmotrimo ¢esticu mase m
prisiljenu na kretanje u kruznoj stazi radijusa r u xy-ravnini. Ukupna energija je jednaka
kineti¢koj energiji jer je svugdje V = 0. Zato mozemo pisati E = p?/2m. Prema klasi¢noj
mehanici, kutna koli¢ina gibanja, J;, 0ko z-osi (koja lezi okomito na xy-ravninu) je J, = +pr

pa se energija moze izraziti kao J2/2mr? (slika 9).

Slika 9. Kutna koli¢ina gibanja Cestice mase m U kruznoj stazi radijusa r u Xxy-ravnini je
predstavljena vektorom J sa jednom komponentom razli¢itom od nule, J;, iznosa pr okomitom
na xy-ravninu. Preuzeto iz P. Atkins, J. de Paula, Atkins' Physical Chemistry, 9th edition,
Oxford 2010., str. 306.
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Zato §to je mr’> moment inercije, 1, slijedi

JZ
E==
21
Sada ¢emo vidjeti da nisu dopuStene sve vrijednosti kutne koli¢ine gibanja u kvantnoj
mehanici 1 da su i kutna koli¢ina gibanja i rotacijska energija kvantizirane.
Zato jer je J, = +pr i od prije de Broglie-va relacija daje p = h/A, kutna koli¢ina gibanja

oko z-osi je

J. ==

>~ F

Suprotni predznaci odgovaraju suprotnim smjerovima kretanja. Ova jednadZba pokazuje da
Sto je kraca valna duljina Cestice U kruZznoj stazi danog radijusa, to je veca kutna koli¢ina
gibanja. Slijedi da ako mozemo shvatiti zasto je valna funkcija ograni¢ena na diskretne
vrijednosti, tada moZzemo shvatiti zasto je kutna koli¢ina gibanja kvantizirana.

Pretpostavimo na trenutak da A moze poprimiti proizvoljnu vrijednost. U tom slucaju, valna

funkcija ovisi 0 azimutalnom kutu kako je prikazano na slici 10a.

0
Prvi
~ Drugi krug
krug

AVIRN
|

(@
—Drugi \ Prvi ;
krug krug ‘

(b)

Slika 10. Dva rjeSenja Schrodingerove jednadzbe za Cesticu U prstenu. Opseg kruznice se

moze razviti u ravnu liniju; to¢ke kod ¢ =0 i 2w su identi¢ne. RjeSenje pod (a) je
neprihvatljivo jer nije jednoznac¢no. RjeSenje pod (b) je prihvatljivo. Preuzeto i prilagodeno iz

P. Atkins, J. de Paula, Atkins' Physical Chemistry, 9th edition, Oxford 2010., str. 307.
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Kada se ¢ povecava iznad 2w, valna funkcija se nastavlja mijenjati, ali za proizvoljnu valnu
duljinu se pojavljuje u razli¢itoj toc¢ki kod svake tocke, $to je neprihvatljivo. Osim toga, u
uzastopnim krugovima destruktivno interferira sa samom sobom i ne prezivljava. Prihvatljivo
rjeSenje se postize samo ako se valna funkcija ponavlja u uzastopnim krugovima, kao na slici
10b.

Zato §to samo neke valne funkcije imaju to svojstvo, slijedi da su samo neke kutne koliine
gibanja prihvatljive i zbog toga samo neke rotacijske energije postoje.? Zbog toga, energija
Cestice je kvantizirana.

Sasvim izvjesno, dopustene su samo valne duljine

_ 2mr

m,;

sa m,, prihvacenim oznaCavanjem za ovaj kvantni broj, uzimajuéi cjelovite vrijednosti
ukljuéujuci 0. Vrijednost m; = 0 odgovara A = oo; ,val“ beskonacne valne duljine ima
konstantnu visinu kod svih vrijednosti od ¢. Kutna koli¢ina gibanja je zato limitirana na

vrijednosti

J,=t—=——=mh m; =0,+1,42, ...

gdje smo dozvolili m; da ima pozitivne ili negativne vrijednosti. Pozitivne vrijednosti od m,
odgovaraju vrtnji u smjeru kazaljke na satu oko z-osi a negativne vrijednosti m; odgovaraju
vrtnji u smjeru suprotnom od kazaljke na satu (gledano od ispod-pravilo desne ruke). Slijedi

da je energija ograni¢ena na vrijednosti

21 21

E_]iz m?h?

Letimi¢an pogled na izraz za energiju pokazuje da su svi nivoi osim najnizeg (m; = 0)
dvostruko degenerirani: zato to je E,,, o< mf, stanja s +|my| i —|my| imaju istu energiju.t
Ova degeneracija proizlazi iz ¢injenice da Cestica moZe putovati u oba smjera oko prstena sa
istim iznosom kutne koliCine gibanja i zbog toga s istom kinetickom energijom. Osnovno
stanje nije degenerirano zato $to je Cestica nepomicna za m; = 0 i ne pojavljuje se pitanje
suprotnih smjerova putovanja. Takoder smo vidjeli da je kutna koli¢ina gibanja kvantizirana i

ograni¢ena na vrijednosti J, = m;h. Povecavajuca kutna koli¢ina gibanja se dovodi u svezu sa
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povecavaju¢im brojem ¢vorova u realnom i imaginarnom dijelu valne funkcije: valna duljina
se smanjuje korak po korak kako se |m;| povecava, pa se koli¢ina gibanja sa kojom Cestica
putuje oko prstena pove(’:ava.2

Moze se pokazati da su valne funkcije cestice u prstenu svojstvene funkcije operatora
orbitalne kutne koli¢ine gibanja oko z-osi. Naime, u klasi¢noj se mehanici z-komponenta

orbitalne kutne koliine gibanja izrazava kao

l, = xpy — YD«

U ovoj tocki izrazimo klasi¢ne observable kao operator u polozajnoj reprezentaciji
i (h) 0 (h) 0
ﬁ — — — — —
z 7 *\7 dy i/ox

Supstitucijom polarnim koordinatama izraz gore postaje
I = h 0
27 i ¢

Razmotrimo utjecaj ovog operatora na valnu funkcijus B = 0:

. ho . .
L, P, = T%Ae‘ml"5 = m;hde™? = mhdyy,

To je jednadzba svojstvenih vrijednosti 1 vidimo da se valna funkcija podudara sa orbitalnom
kutnom koli¢inom gibanja. Ako je m; > 0, tada je kutna koli¢ina gibanja pozitivna, a ako je
m; < 0, tada je kutna koli¢ina gibanja negativna.

Preostali zadatak je normirati valne funkcije. Za funkciju s B = 0 moZemo pisati

2r 2m 2m
f > *ddg = |A|2j e” M eimddgp = |A|2j d¢ = 2m|Al? =1
0 0 0

Slijedi da je |A| = 1/(2m)*/? i A je konvencionalno izabran da bude realan (tako da se
apsolutne vrijednosti mogu ispustiti iz te relacije). Moze se pokazati da su valne funkcije sa
razli¢itim vrijednostima od m; medusobno ortogonalne.

Valna funkcija koja odgovara stanju odredene kutne koli¢ine gibanja m;h je
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N[
N[

Dy, = <i> elmé = <i> {cosm;¢p + isinm;¢p}

2T 2T
Valna funkcija je kompleksna (za m; # 0).
Postoji nekoliko nacina crtanja valnih funkcija. Najjednostavniji postupak je nacrtati realni
dio od @ na opseg prstena (slika 11). Opéenito, valna funkcija je kompleksna pa sadrzi realnu
i imaginarnu komponentu medusobno pomaknutu za 90° (realna komponenta izgleda kao da

,lovi‘ imaginarnu).

m,=0
Slika 11. Realni dijelovi valnih funkcija Cestice u prstenu. Kako se postize kraca valna

duljina, tako iznos kutne koli¢ine gibanja oko z-0si raste u koracima od h. Preuzeto iz P.
Atkins, J. de Paula, Atkins' Physical Chemistry, 9th edition, Oxford 2010., str. 309.

Valna funkcija ima sljedeca simetrijska svojstva:

1
1\2 .
Dy (P + ) = (g)Z M+ = (—1)mep, ()
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To jest, to¢ke razdvojene sa 180° preko promjera prstena imaju istu amplitudu ali se razlikuju
u predznaku ako je m; neparan.

Da bismo locirali nasu Cesticu, oblikujemo gustocu vjerojatnosti (Slika 12):

ot (e ene] -2
vy
i
0 2|7t
[
/ Y,

Slika 12. Gustoca vjerojatnosti za ¢esticu U prstenu s odredenom kutnom koli¢inom gibanja je
jednolika, pa je jednaka vjerojatnost pronalaska cCestice bilo gdje u prstenu. Preuzeto i
prilagodeno iz P. Atkins, J. de Paula, Atkins' Physical Chemistry, 9th edition, Oxford 2010.,
str. 310.

U stanju s odredenom kutnom koli¢inom gibanja, Cestica je jednoliko rasporedena oko
prstena: odredenost u vrijednosti kutne koli¢ine gibanja podrazumijeva totalnu neodredenost u
lokaciji Sestice.” To je jos jedan primjer nacela neodredenosti. Medutim, nacelo neodredenosti
za periodicke varijable treba uzimati s oprezom. U takvom slucaju je prikladno koristiti

potpunije oblike observabli nego jednostavno samo ¢ i tada vrijedi

1
Al,Asin ¢p > 5 h|{cos ¢)|
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Kada se cCestica pripremi sa energijom koja je neprecizna u usporedbi s razlikama u
energijskim nivoima, kao kada je npr. makroskopski disk postavljen da se vrti, tocan opis
sustava je superpozicija svojstvenih funkcija kutne koli¢ine gibanja. Superpozicija rezultira u
valnom paketu.! Amplituda valnog paketa moze predstavljati poloZaj stvarne Eestice ili todku

predstavljajuce mase vrtec¢eg diska. Zato jer svaka komponenta ima oblik

1
2 im?ht

1\2 .
Y, (@, 1) = (%) elMué——37

tocka maksimuma interferencije se vrti oko prstena. Medutim, valni paket se takoder $iri s

vremenom.

2.3.1. Usporedba cestice u 1D-kutiji i Cestice U prstenu

Valna funkcija i energijske razine Cestice ograni¢ene na kretanje u 1D-kutiji su dani s

1

1= (B sn 2

n?h?

E. =
T 8ml?

n=12,..

Valna funkcija Cestice U prstenu odredene kutne koli¢ine gibanja m;A i njezine energijske

razine su dani s

1\2 172
Dy, = (ﬂ) elm® — <%> {cosm;¢p + isinm;¢p}
m?h?
Eml = o1 s m=0=x1,%2,..

Vidimo da postoji jedan kvantni broj koji odreduje i1 funkcije i1 energije, kako kod Cestice u
1D-kutiji, tako i kod cCestice u prstenu. On proizlazi iz zahtjeva ili da valna funkcija mora
svugdje biti kontinuirana (Cestica u 1D-kutiji) ili da valna funkcija mora biti jednoznacna
(Cestica U prstenu). Valne funkcije Cestice prisiljene na gibanje (kretanje) u
jednodimenzionalnoj kutiji su uzajamno ortogonalne sinusne funkcije sa istom amplitudom ali
razli¢itom valnom duljinom dok su valne funkcije Cestice ograniCene na Kretanje u prstenu

odredene kutne koli¢ine gibanja m;h uzajamno ortogonalne kompleksne funkcije (osim za
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m; = 0), takoder jednakih amplituda ali razli¢itih valnih duljina. Letimi¢an pogled na izraze
za energiju pokazuje da Cestica u prstenu nema nultu tocku energije (E, = 0), tj. u stanju s
m; = 0 kineti¢ka je energija Cestice nula, dok je najniZa energija koju Cestica u 1D-Kkultiji
moze posjedovati (nulta tocka energije) jednaka E; = h?/8mL?. Takoder, energijske razine
Cestice u 1D-kutiji su nedegenerirane, dok su kod Eestice U prstenu svi nivoi, osim najnizeg
(m; = 0), dvostruko degenerirani: zato §to je Ej, & m?, stanja s +|m;| i —|m,;| imaju istu
energiju. Ova degeneracija proizlazi iz ¢injenice da Cestica na prstenu moze putovati u oba
smjera oko prstena sa istim iznosom kutne koli¢ine gibanja i zbog toga s istom kinetiCkom
energijom. Osnovno stanje nije degenerirano zato $to je Cestica nepomicna za m; = 0 i ne
pojavljuje se pitanje suprotnih smjerova putovanja.
Gustoca vjerojatnosti za Cesticu u 1D-kutiji je jednaka
Y2(x) = %sin2 nLﬂ

I mijenja se s polozajem. Pri niskim valnim brojevima n ¢ini se kao da Cestica izbjegava
zidove kutije, dok je pri visokim kvantnim brojevima n cestica jednoliko rasporedena po
cijeloj kutiji. To odgovara klasi¢noj slici da ¢estica provodi, u prosjeku, jednako vremena u
svakoj tocci.
Gustoca vjerojatnosti za Cesticu U prstenu je jednaka

2 1

|(pm1| = o

Vidimo da je dCestica jednoliko rasporedena oko prstena, S§to podrazumijeva totalnu

neodredenost u lokaciji Cestice.

2.4. Cestica u sferi

Razmatramo slucaj Cestice koja se slobodno kreée u sferi. Tocka mase m moze biti stvarna
Cestica ili toCka na Cvrstom tijelu koja predstavlja kretanje cijelog tijela. Na primjer, ¢vrsta
jednolika kugla mase m i radijusa R se moze prikazati kretanjem jedne tocke mase m na
udaljenosti r = (2/5)/2R (radijus vrtnje) od centra kugle.

Zahtjev da se valna funkcija treba poklapati sa stazom nacrtanom preko polova, bas kao i

onom oko ekvatora sfere okolne sredi$njoj tocki (primjer Cestice u prstenu), predstavlja drugi
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kruzni rubni uvjet (slika 13). On se pojavljuje iz potrebe da se valna funkcija ,,poklapa‘“ kod

6 = 0i 2m (sjeverni pol) te rezultira pojavom drugog kvantnog broja, |.

6
.
y =N
\ ' 0

Slika 13. Valna funkcija Cestice u sferi mora zadovoljavati dva kruzna rubna uvjeta; ovaj
zahtjev vodi do dva kvantna broja za njezino stanje kutne koli¢ine gibanja. Preuzeto iz P.

Atkins, J. de Paula, Atkins' Physical Chemistry, 9th edition, Oxford 2010., str. 310.

Potencijalna energija Cestice u sferi je konstantna, i moze se uzeti da bude nula, tako da je
hamiltonijan za ovaj problem jednostavno

h? 02 02 92
g__"" 2 2_
H= 2mV v 0x? * dy? * 0z2

Prikladnije je koristiti kruzne polarne koordinate umjesto Descartesovih da istaknemo kruznu
simetriju. Zato piSemo

X =1rsinf cos ¢ y =rsinfsin ¢ Z=r1cos0

Standardne manipulacije diferencijala daju sljedeci izraz za operator laplasijan:
Voo 02 N 20 1
Cor2  ror  r2

gdje je legendrijan, A2, definiran kao

1 02 1 0 . a
—sin 0 —

2 +
sin?0 d¢?  sin0 06 00
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Legendrijan je kutni dio laplasijana. S obzirom da je radijus konstantan, mozemo odbaciti sve

radijalne derivacije te zadrzati samo legendrijanov dio laplasijana. Hamiltonijan je zato

H=- A2

Valne funkcije za Cesticu u sferi su rjeSenja jednadzbe

21E
s

Postoji par nadina rjeSavanja ove parcijalne diferencijalne jednadzbe drugog reda. Jedan od

njih je uvidjeti da funkcije trebaju nalikovati rjeSenjima koje smo ve¢ nasli za Cesticu U

prstenu, a sfera se tada moze smatrati gomilom paralelnih prstenova. Razlika je da u slucaju

sfere Gestica moZe putovati iz prstena u prsten.! Ovaj pogled sugerira da valna funkcija treba

biti odjeljiva i na oblik ¥ (6, ) = O(0)P(¢), a posljednji faktor ima oblik

1

P, = (L) eimo =0,11,+2
ml(d)) Zn_ e ml , L4, 1T 4, ...

Nas zadatak je odrediti rjeSenja od @(6), koja zadovoljavaju

1 d_ 4o mfo
sinodo """ 49~ sinZe

+ k0 =0

Da bismo rijesili jednadzbu, uvodimo z = cos 8, sa —1 < z < 1 i od sada oznacavamo 60 (60)

sa funkcijom P(z). Zbog toga §to je sin? = 1 — cos?8 =1 —z?% i

do _dpdz __dp_
0 dzdo  az ™

jednadzba koju trebamo rijesiti je

dz

Supstitucija oblika
P(2) = (1 — z»)Iml/2G(2)

L (ORI Lid BN PRSI P
{ dz}
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vodi do sljedeée jednadzbe za G:
(1-25)G6" - 2(Jmy| + D)zG' + {k — |my|(jm| + 1)}G =0

saG' =dG/dz i G" = d?G/dz?. Pokusajmo polinomno rjesenje oblika

G = Zanzn
n

i nakon supstitucije u diferencijalnoj jednadzbi, izvodimo koeficijente od z™. Za opcenitu
vrijednost od n,
(n+ D+ 2)any, + {[k — Imy[(Imy| + D] - 2n(lmy| + 1) —n(n — D}a, =0

Sto podrazumijeva sljedecu rekurzivnu formulu:

B {(n + mD(n+ |my| +1) — k}a
ne (n+ D+ 2) n

Beskonacna serija temeljena na ovoj relaciji izmedu koeficijenata divergira za z = +1, tako
da mora postojati ograni¢enje koje osigurava da serija prestaje nakon odredenog broja
¢lanova.! Ovo ograni¢enje podrazumijeva da mora postojati vrijednost od n =0,1,2, ... za
koju vrijedi

k=m+mDm+|ml+1)

Sada uvodimo orbitalni kvantni broj kutne kolicine gibanja, | =n + |my|, i piSemo to
ogranicenje kao

k=I1(l+1) s l=Imyl, |Im| +1,..

Orbitalni kvantni broj kutne koli¢ine gibanja, |, je ne-negativan broj i za danu vrijednost od |
postoji 21 + 1 dopustenih vrijednosti magnetskog kvantnog broja my;, tj. m; =1 -1, ...,—L
Vidi se da je niz prihvatljivih vrijednosti od m; ogranic¢en vrijednostima [.

Prvotnu jednadZzbu za ¢esticu u sferi sada moZzemo pisati kao

A6, ¢) = -1+ DyY(6,9)
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i znamo koeficijente u razvoju od G(z), koji poistovjeéuju P(z) kao pridruzene Legendreove

funkcije. Odnos izmedu normiranih funkcija @ (0) i pridruzenih Legendreovih funkcija je
1

204 1\ (L= D2
@(9)={( 3 )(l+lz§|)!} P™!(cos 0)

Umnosci funkcija @(0) i @(¢) se zovu sferni harmonici i oznacavaju Yy, (6, ¢):

Ylml(er ¢) = @lml (0)(pml(¢)

Ove vazne funkcije zadovoljavaju jednadzbu

A2Y (0, ¢) = =1L + 1)Y,;, (6, ¢)
Prvih nekoliko sfernih harmonika je navedeno u tablici 1.

Tablica 1. Sferni harmonici.

I m Ylm,(e, )
0 0 2nlm
L0 4 st
= F1(2)singetie
2 0 %(%)1/2(3 cos? 0 — 1)
+ 71 (4)"cos Bsin 0 e*i4
2 ) 0o
30 e ssing)coss
=l F1 (%) l/2(5 cos? 0 — 1)sinfe*®
= 1 () Y2 cos B sin? f e=2i¢
= F 1) sin’ g et

*Preuzeto iz P.W. Atkins, R.S. Friedman, Molecular Quantum Mehanics, 3rd edition, Oxford,

1997., str. 78.
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Sferni harmonici su ortogonalni i normirani u sljede¢em smislu:

T 2T
f f Yyt (6, ) Vi, (6, ¢) sin 0 dOdD = 6,8 1.y,
0 YO0

Sferni harmonici su kompleksne funkcije za m; # 0. Slika 14 pokazuje raspodjelu Cestice
dane kutne koli¢ine gibanja za | = 0,1,2 i 3. Vidi se da se raspodjela pomice prema ekvatoru
kako se |m,| priblizava [. Ta promjena odgovara umanjenom nagibu u ravnini klasi¢ne

rotacije.

im| 0 1 2 3

Slika 14. Reprezentacija valnih funkcija Cestice u sferi za [ = 0,1,2 i 3. Udaljenost toc¢ke na
povrsini od pocetka je proporcionalna kvadratu apsolutne vrijednosti amplitude valne funkcije
u toj tocci. Preuzeto iz P. Atkins, J. de Paula, Atkins' Physical Chemistry, 9th edition, Oxford
2010., str. 313.
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Vazan ,trostruki integral je

21T
f f Y, ,,(9 d)Y, 1(6, ®) Yim,(0,¢) sinfdod¢p = 0 osimzam; =m; +m,

i moZemo oblikovati trokut sa stranicama duljine I', 'il(kao 1,2i3ilil,1ilalinel, 2i
4)?
Schrodingerove jednadzbe sa funkcijama Y;,, (6, ) i (6, ) imaju isti oblik. Iz toga

slijedi da su energije Cestice U sferi ograni¢ene na vrijednosti

hZ
Epm, =1L+ 1) <21>

Vidimo da je energija kvantizirana i da je neovisnha o vrijednosti m;. Zbog toga jer za danu
vrijednost od [ ima 21+ 1 vrijednosti od m;, zakljuCujemo da je svaka energijska razina
(21 + 1)-struko degenerirana. Treba primijetiti da ne postoji nulta tocka energije (Eyq = 0)
zato §to valna funkcija ne treba biti savijena (relativno prema sferi).

Energija rotirajuce Cestice je klasicno povezana s kutnom koli¢inom gibanja | s E =
J?/21. Usporedujuéi vrijednosti klasi¢nog i kvantno-mehanic¢kog izraza za energiju, mozemo
zakljuciti da je iznos kutne koli¢ine gibanja takoder kvantiziran i da je ograni¢en na
vrijednosti

{Qa+0¥2n  1=012,..

Cinjenica da se broj ¢vorova u Y, (8,¢) povecava s | odrazava Cinjenicu da visa kutna
koli¢ina gibanja podrazumijeva visu kineticku energiju, i zato ostrije savijenu valnu funkciju.?

Takoder, sferni harmonici su svojstvene funkcije od I,:

. h 0 elmi®
12Yim, = 190 <lel ﬁ) = mhYym,

Iz tog izraza se vidi da m; poblize odreduje komponentu kutne koli¢ine gibanja oko z-0si,
prinos ukupnoj koli€ini gibanja koji se moze pripisati rotaciji oko te osi.

Mozemo vidjeti i da su stanja koja odgovaraju velikoj kutnoj koli¢ini gibanja oko z-0si ona u
kojima ekvator sijeku linije koje imaju najviSe Cvorova: velika kineticka energija se sada

pojavljuje iz kretanja paralelnog ekvatoru zato $to je zakrivljenost najveca u tom smjeru.
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Posljedica da je kvantni broj m; ograni¢en na vrijednosti [,l —1,...,—[, za danu
vrijednost [ znac¢i da komponenta kutne koli¢ine gibanja oko z-osi moZze poprimiti samo
2l + 1 wvrijednosti. Ako je kutna koli¢ina gibanja predstavljena vektorom duljine
proporcionalne njegovom iznosu (to jest, jedinica duljine {I(I + 1)}/?), tada, da bi se
korektno predstavila vrijednost kutne koli¢ine gibanja, vektor mora biti orijentiran tako da je
njegova projekcija na z-os duljine m; jedinica (slika 15a). U klasi¢nim terminima, ovo
ograni¢enje znac¢i da ravnina rotacije Cestice moze zauzeti samo diskretan niz orijentacija.
Neobic¢na implikacija je da je orijentacija rotirajuceg tijela kvantizirana.

Kvantno-mehanicka posljedica da rotiraju¢e tijelo ne moZe zauzeti proizvoljnu
orijentaciju s obzirom na neku specificnu os (na primjer, os definiranu smjerom vanjski
primijenjenog elektri¢nog ili magnetskog polja) se zove prostorna kvantizacija. Osobina je
prostorne kvantizacije da vektor kutne koli¢ine gibanja ne moze lezati tocno paralelno
proizvoljno definiranoj z-osi. Njegov maksimum je lA, $to je, u opCenitom slucaju, manje od
njegovog iznosa, {I(I + 1)}*/?A. Samo za vrlo velike vrijednosti od | (u klasi¢nim granicama)
je {{(1 + 1)}'/? =~ [ i tada rotacija moZe zauzeti mjesto oko jedne osi.

Za vrijeme prethodne diskusije smo ukazivali na z-komponentu kutne koli¢ine gibanja
(komponentu oko proizvoljne osi, koja se uobic¢ajeno oznacuje z), i nismo se osvrtali na x- i y-
komponentu (komponente oko dvije osi okomite na z). Razlog za ispustanje je u ispitivanju
operatora za te tri komponente. Ta tri operatora medusobno ne komutiraju. Zbog toga, ne
mozemo poblize odrediti vise od jedne komponente (osim ako je [ = 0). Drugim rije¢ima,
Ly, 1, i1, su komplementarne observable. Slijedi da sljedeca slika 15a daje pogreSan utisak na
stanje sustava, zato Sto sugerira odredena stanja za X- i y-komponentu. Precizniji je zato
prikaz na slici 15b. Vektor koji predstavlja kutnu koli¢inu gibanja moZe biti smatran kao da
lezi u svakoj tocki na vrhu otvora stosca.

Klasi¢ni opis rotirajuce Cestice se postize kada je Cestica postavljena da se vrti s
neprecizno definiranom energijom. U tom slucaju, njezina valna funkcija je valni paket
oblikovan iz superpozicije sfernih harmonika. Taj valni paket se kree u slaganju s

predvidanjima klasi¢ne fizike i1 putuje kroz sve kutove, ali se Siri S vremenom.
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(b)

Slika 15. a) Dopustene orijentacije kutne koli¢ine gibanja. Medutim, bolji prikaz je pod b) jer
je azimutalni kut vektora oko z-osi neodreden. Preuzeto iz P. Atkins, J. de Paula, Atkins'
Physical Chemistry, 9th edition, Oxford 2010., str. 315.
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