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Uvod

Matrica je striktno totalno pozitivna ako su sve njene minore pozitivni realni brojevi, te to-
talno pozitivna ako su sve njene minore nenegativni realni brojevi. Sustavno proucavanje
matrica ovih tipova zapocelo je tridesetih godina proSlog stolje¢a u radovima F. R. Gant-
machera 1 M. G. Kreina. Oni su otkrili mnoga svojstva ovih matrica, izmedu ostalog 1 to
da svaka striktno totalno pozitivha matrica reda n ima n razliitih pozitivnih svojstvenih
vrijednosti.

Striktno totalno pozitivne i totalno pozitivne matrice se pojavljuju u raznim podrucjima
matematike, kao Sto su, na primjer, teorija grafova, stohasti¢ki procesi, teorija igara, di-
ferencijalne jednadZzbe, teorija reprezentacija, bazni okviri za Hilbertove prostore, teorija
aproksimacija. Takoder, svoju primjenu nalaze i izvan matematike - u kemiji, elektroteh-
nici, ekonomiji, raCunarstvu...

U ovom radu proucavat ¢emo neka osnovna svojstva striktno totalno pozitivnih i to-
talno pozitivnih matrica. Primjerice, proucavat ¢emo operacije koje Cuvaju striktnu totalnu
pozitivnost odnosno totalnu pozitivnost matrica Sto ¢e nam omoguciti da iz postojecih pri-
mjera matrica ovih tipova konstruiramo nove primjere unutar istih klasa. Takoder su vazni
dovoljni uvjeti za striktnu totalnu pozitivnost te totalnu pozitivnost matrica kojima se redu-
cira broj minora koje trebamo provjeriti. U posljednjem poglavlju navodimo razne primjere
striktno totalno pozitivnih i totalno pozitivnih matrica.



Poglavlje 1

Definicija i osnovna svojstva (striktno)
totalno pozitivnih matrica

1.1 Definicija i jedan primjer

U ovoj tocki uvest cemo pojam totalno pozitivnih 1 striktno totalno pozitivnih matrica.
Za pocetak ¢emo uvesti oznake i1 jednakosti za determinante koje ¢emo Kkoristiti tijekom
cijelograda. Zan e Nizap € {l,...,n} definiramo

[ ={i=(,....0) 1 <ip <+~ <i, <n} CN".

S M,,, ¢emo oznaCavati prostor svih matrica tipa (n,m) s realnim koeficijentima. Ako je
n = m oznaku M,,, ¢emo kratiti u M,. Ako je A = (a;;) € M,,, matrica, tada je za svaki

iellijely

- i iyennsi
A[I’J]:Alj ] =A[ jl,...,]{jq ] = (ai ;) € Mg

oznaka za podmatricu od A odredenu retcima iy, ..., i, 1 stupcima ji, ..., j,. Kadaje p = ¢
tada moZemo promatrati i determinantu matrice A, tj. minoru reda p matrice A[i, j] koju
¢emo oznacavati kao

.. i iyeensl .
AGj)=Al. |=A[ . Pl :=detAli, j].
®.J) (J) (.]1’---’.]17) L]
Navedimo sada Sylvestrovu jednakost o determinantama. Neka je A € M,,, te
(a'l,...,ozp)elz i (,81,...,,8,,)61;’.
Zasvakiie{l,...,n}\{ay,...,a,}1j€{l,...,m]\{Bi,...,B,} definiramo
ki,... kpe
bij:A( / r ),

oeees Ly

2
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gdje su {ky,...,kpi1}, {li,. .., 1,41} skupovi cijelih brojeva {a, . .., ap, i}, {Bi, ..., By, J} PO-
redani u prirodnom redoslijedu. Sylvestrova jednakost o determinantama kaze da mi-
nore matrice B = (b;;) € M,,_,, ,»—, zadovoljavaju

. . r—1 . .
yeoosly d1y...,A Alyee ey Apylyyee.yly
B| . . |=1A P A P C.
(]1""7]}‘) [ (ﬁl?"'?ﬁp ):| (ﬁ]’-"aﬁph]l’-""]r
Podmatrica

BBy

zove se pivotni blok. (Pritom podrazumijevamo da su indeksi redaka i stupaca u prirodnom
redoslijedu).

Sljedecu jednakost o determinantama ¢emo koristiti u nekim dokazima. Neka je A €
My,1<i<:--<i<nil<j <-+<j, <m Tadazasvakik € {1,...,r}1i
lef{2,...,r} vrijedi

A[ al,...,ap]

A( ity ')A(hﬁ”ﬁpvjj:
]l9~--9]la"~a_]r+l JZa'“aJr
A(jb”.gr)A(@p.wgpn,5)+A(@“.q§)A(jb”.i;”.@,)' (L1)
J2s e Jrel JlsevesJlseensJr Jlseoos Jr J2seees Jls oo Jrel
Sada uvedimo definiciju glavnog objekta proucavanja u ovom diplomskom radu.

Definicija 1.1.1. Matrica A € M, je totalno pozitivna ako su sve njene minore nenegativne,
odnosno, ako vrijedi

A@p:A(ﬁ““”P)zo (1.2)
Jiseoes Jp
za sveli € I;,j €l izasvep = 1,...,min{n,m}. Matrica A € M, je striktno totalno

pozitivna ako su sve njene minore pozitivne.

Odmah uoc¢avamo da su elementi (striktno) totalno pozitivne matrice nenegativni (po-
zitivni) brojevi, jer su to minore prvog reda. Iz definicije je ocito da je svaka podmatrica
(striktno) totalno pozitivne matrice opet (striktno) totalno pozitivna matrica. Pogledajmo
primjer jedne totalno pozitivne matrice. Neka je

111
A=|1 2 3| (1.3)
136

Provjerimo je li A (striktno) totalno pozitivna matrica.
Minore prvog reda su sami elementi matrice, a oni su ocito pozitivni.
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Direktno provjerimo da su minore drugog reda takoder pozitivni brojevi:

A(B2)[ Jezmrmis0 a(12)] g -amim2so
A é:? :é 31):3—2:1>0, A i’g):} ;:3—1:2>0,
A i:g :i éz6—1z5>0, A ;:g):; é:6—3:3>0,
A ?:3 :} §:3—2:1>0, A ?:g):} 2:6—3:3>0,
A(23)R Y030

Imamo samo jednu minoru treeg reda i to je determinanta matrice A:

23
3 6

1 3
1 6

I 2

—1.(_1\1+1
=1-(-1) 1 3

1 11
1 2 3
1 36

' +1- (_1)1+2

' +1- (_1)1+3

‘:1>0.

Dakle, matrica A je striktno totalno pozitivna matrica. Ovu matricu nazivamo Pas-
calovom matricom tre¢eg reda. Pascalove matrice n-tog reda ¢emo definirati u treCem
poglavlju.

1.2 Operacije koje cuvaju klasu (striktno) totalno
pozitivnih matrica

Jedna od operacija koje Cuvaju (striktnu) totalnu pozitivnost matrice je transponiranje, Sto
¢emo dokazati u narednoj propoziciji. Transponiranu matricu matrice A oznacavat ¢emo
s A". Napomenimo da dokaze u ovoj tocki neéemo provoditi u punoj opcenitosti zbog
njihove kompleksnosti.

Propozicija 1.2.1. Pretpostavimo da je A (striktno) totalno pozitivna matrica. Tada je AT
(striktno) totalno pozitivna matrica.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz dobro poznate Cinjenice kako za svaku matricu A € M,, vrijedi
det A" = det A [2, propozicija 3.2.13]. O

Propozicija 1.2.2. Pretpostavimo da je A = (a;j) € M,, (striktno) totalno pozitivna ma-
trica. Neka je bij = anci—imr1-jyi = 1,...,n,j = 1,...,m. Tada je B = (b;j) € M,y
(striktno) totalno pozitivna matrica.
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Dokaz. Zbog jednostavnosti zapisa dokaz provodimo za n = m = 3. Tada je b;; =
as—ia—j, l’] = {1,2a 3}a t_]

apip dip a3 aszz dszp djz)
A=lay ay ax|, B=|ax an ay]|.
aszy dzp asj a3 dp dn

Matrica B se iz A moZe dobiti zamjenom redaka ili stupaca. Zamjenom dva retka ili dva
stupca determinanta mijenja predznak. Ukupan broj zamjena u svakoj minori od B bit ée
paran, jer svaku zamjenu izvodimo i nad retcima i nad stupcima. Zaklju¢ujemo da je onda
i B (striktno) totalno pozitivna matrica. O

Dokaz sljedeée propozicije slijedi iz Binet-Cauchyjevog teorema koji kaze da za
svake dvije matrice A, B € M, vrijedi det(AB) = detA - det B, tj. determinanta produkta
matrica jednaka je produktu determinanata pojedinih matrica.

Propozicija 1.2.3. Nekaje A e M,,,i B€ M,,.

(i) Ako su A i B totalno pozitivne matrice, onda je AB totalno pozitivna matrica. Posebno,
ako je A totalno pozitivna matrica, onda je A* totalno pozitivna za svaki k € N.

(ii) Ako je A striktno totalno pozitivna matrica i B totalno pozitivna matrica ranga 1, tada
Jje AB striktno totalno pozitivna matrica.

(iii) Analogno, ako je A totalno pozitivna matrica ranga n i B striktno totalno pozitivna
matrica, tada je AB striktno totalno pozitivna matrica.
Propozicija 1.2.4. Sljedece operacije cuvaju klasu (striktno) totalno pozitivnih matrica:

(i) MnoZenje retka (stupca) pozitivnim skalarom. Posebno, ako je A (striktno) totalno pozi-
tivna matrica i A > 0, onda je AA takoder (striktno) totalno pozitivna matrica.

(ii) Dodavanje pozitivnog visekratnika retka (stupca) susjednom retku (stupcu).
(iii) Dodavanje pozitivne vrijednosti elementu matrice na mjestu (1,1).
(iv) Dodavanje pozitivne vrijednosti elementu matrice na mjestu (n,m), pri cemu je matrica

tipa (n,m).

Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi jer za determinantu matrice B, koju smo dobili mnoZenjem ne-
kog retka (stupca) matrice A skalarom A, vrijedi det B = Adet A [2, propozicija 3.2.15].
(i1) Dokaz provodimo na primjeru m = 2 i n = 4. Neka je
A= ajp ap a3 di
dz) dx dzz 4
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(striktno) totalno pozitivna matrica. PomnoZimo li drugi stupac s pozitivnim skalarom A 1
dodamo treéem, imamo

B |4 an a3+ Adap  ap
ay axp axp+Adaxp axy

Provjerimo je li matrica B takoder (striktno) totalno pozitivna. Minore prvog reda su pozi-
tivne, jer je A (striktno) totalno pozitivna matrica i A > 0. Imamo nekoliko minora drugog
reda:

1,2 ap anp 1,2 app dig
= > = >
B 1,2 a; axp 20, B 1,4 a; a4z 20,
1,2 ayp  dg 1,2 ay a3+ Adap
= > =
B 2,4 ay ay| 0. B 1,3 ax;  ax + Aaxn|’
B 1,2 |ain a3+ Adap B 1,2\ a3 +Ada;n, au
2,3 N ayy dy; + /16122 ’ 3,4 - ary + /lazz any )

B 1,2 _ |41 a;s + dap _|an a3 ayp Aap
1,3 ax ax + Adaxp dzy dzs ay Aaxp
a aps ap ap
= +A > 0.
az; a; az a4y

Prema tome, minore drugog reda matrice B se podudaraju s minorama matrice A pa su sve
. L o . 1,2
nenegativne. Analogno napravimo i s preostale dvije minore drugog reda, kaoi s B( 1.3 )

te zakljucujemo kako je i B (striktno) totalno pozitivna matrica.
(iii) Neka je A € M,,, (striktno) totalno pozitivna matrica.

ay dap ot Ay
azy dyp - Ay
A=
apl Ap2 °° Uum
te neka je

apn+A4 ap - ap

az az -+ Ay
B = ,
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gdje je A pozitivan skalar. Treba dokazati da je B (striktno) totalno pozitivna matrica. To
slijedi iz sljedeceg:

an+A4 app o | |an an o Q| |4 ap o aim
az ay -+ Ay az dxp - Ay 0 axn - amy
=1. . T
any gy Upy Ay A2 - Upy O ayy - Apm
ap dp ot Ay az dz - Ay
dzy Az - Ay dz dzz -t A3y
=1|. ) Dl ta). ) s
gl Ap2 - Apy g Apz - dpy

jer suminore u donjem retku jednakosti pozitivne i A je pozitivan skalar. Na analogan nacin
provjeravamo slucaj kada je A dodana na (n, m)-tu poziciju. O

Napomena 1.2.5. Tvrdnja (ii) kaZe da se (striktno) totalna pozitivnost cuva ako dodamo
pozitivni viSekratnik retka (stupca) susjednom retku (stupcu). Hoce li (striktna) totalna
pozitivnost matrice biti saCuvana i ako dodajemo nesusjednom retku (stupcu)? Pogledajmo
na sljedecem primjeru. Neka je

A= a dp aiz di
azy dyp dxz dg

striktno totalno pozitivna matrica. Pomnozimo li prvi stupac s pozitivnim skalarom A i
dodamo trec¢em, imamo:

B= ayp app apt+Ada;; ay
axy a4y axy +Adax ay

Minore prvog reda matrice B su pozitivne, jer je A striktno totalno pozitivna matrica 1
A > 0. Medutim, imamo

B 1,2 _ 912 a3 + Adayy _ |12 a3 app Aap
2,3 ax ax + Aay dy dxs ax Aar
dajip ap ) a d
azy dax; azy daxp

Sto je razlika dva pozitivna broja. Za dovoljno velik A ova razlika je negativna te za-
kljucujemo kako matrica B nije striktno totalno pozitivna.
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Provjerimo na primjeru Cuva li invertiranje (striktnu) totalnu pozitivnost matrice. Ma-

trica A = [; 2] je striktno totalno pozitivna, jer su sve minore strogo pozitivne. Njena
inverzna matrica je A™! = 1 . [ > _2} = [ >
detA |-2 1 -2 1
totalno pozitivna matrica. Dakle, ako je A (striktno) totalno pozitivna matrica, A~' ne
mora biti (striktno) totalno pozitivna matrica. U sljedecoj propoziciji pokazujemo kako
mnoZenjem matrice A~! slijeva i zdesna dijagonalnom matricom s naizmjeni¢nim elemen-
tima 1 i —1 dobijemo matricu koja je (striktno) totalno pozitivna.
U sljedecoj propoziciji raCunamo i inverz pomocu adjunktne matrice. Neka je A = (a;;)
i A7 = (¢;j). Tada vrijedi

]. Primije¢ujemo kako ona nije

(—1)"+J'A(1""’/]_\’""n)

C,'j =

Kako je

(DA™'D);; = (=1)"¢;; = (1.4)

iz striktne totalne pozitivnost od A slijedi da su svi elementi od DA~!D pozitivni.

Propozicija 1.2.6. Pretpostavimo da je A striktno totalno pozitivna kvadratna matrica reda
n. Tada je DA™'D striktno totalno pozitivna matrica pri ¢emu je D dijagonalna matrica
s naizmjenicnim dijagonalnim elementima 1 i —1. Ako je A invertibilna totalno pozitivna
matrica, tada je DA™'D invertibilna totalno pozitivna matrica.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti samo za slu¢aj n = m = 2. Neka je

ayy an
A= e M,
azy ax

_ c c
Al = 11 12 e M,
1

njena inverzna matrica. Tada je

_ 1 0 Ci1 C12 1 0 C11 —C12
DA™'D = = )
[0 —1] [021 022] [0 —1] [—021 (&) ]
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Prema (T.4) znamo kako su sve minore prvog reda matrice DA™ D pozitivne, a prema Binet
Cauchyjevom teoremu slijedi

det D)?
det(DA D) = det A~V (det DY = LD o,
detA

Ovim smo dokazali kako su sve minore DA~'D pozitivne. O

Pogledajmo na primjeru prethodnu propoziciju. Izraunajmo DS3'D gdje je

3 -3 1
s;t=1-3 5 -2
1 -2 1
inverz Pascalove matrice treCeg reda. Tada je
331
DS;'D=|3 5 2.
1 21

Kako je §; striktno totalno pozitivna matrica, tada izravno po propoziciji slijedi da je
DS ;' D takoder striktno totalno pozitivna matrica.

Propozicija 1.2.7. Pretpostavimo da je A € M,,, (striktno) totalno pozitivna matrica. Fik-
sirajmo 1 <iy <---<ip <n, 1 < jy <--- < jix < mte neka je

pyea it
Jlreeos Jko J
zai € {l,....,n}\ {ir,....ix} te j € {1,...,m} \ {Ji1,...,Jjx}. (Indeksi redaka i stupaca

su posloZeni u prirodnom redoslijedu.) Tada je B = (b;j) € M, i, (striktno) totalno
pozitivna matrica.

Ovu propoziciju neCemo dokazivati ve¢ ¢emo na Pascalovoj matrici reda 3 ilustrirati
kako formirati novu matricu B. Odmah na pocetku primijetimo kako je k < min {n, m}.

Neka je k = 1. Fiksiraymo i; = 3, j; = 2. Tadaje i € {1,2} te j € {1,3}. Elementi
matrice B su zadani kao:

) s I R
ST T
T I [ e E
= Al a )R e 20ms
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B:[z 3]€M2

Dobili smo matricu

1 3

koja je ocito striktno totalno pozitivna.
Neka je k = 2. Fiksirajmo iy = 2,i =3,j; =11 j, =2. Tadajei=1,j = 3. Paje

B::[l]e M,
a ovo je ocito takoder striktno totalno pozitivna matrica.

Propozicija 1.2.8. Pretpostavimo da je A € M,,, (striktno) totalno pozitivna matrica. Neka
za l < r < nvrijedi

Tada je C, = (c;j) € M, u—1 (striktno) totalno pozitivha matrica.

Dokaz. Promotrimo slucaj n = 2, m = 3. Neka je

ay dpp agss
A=
daz; dz a4z

striktno totalno pozitivna matrica. UoCimo kako je r = 1 i1li r = 2.
Ako je r = 1 tada
Ci2 = dp2, €13 = ai3,

1,2 1,2
C22=A( 1.2 ), €23 :A( 1.3 )

C. = Ci2 Ci13| _ |42 3| _ ap as
1= = = .
Cxn €23 Cn €23 apdsy — dipdpy dp1azz — 413ds)
Kako je A striktno totalno pozitivna matrica, tada su sve minore prvog reda matrice C,
pozitivne. Pogledajmo minoru drugog reda

pa je

apn as

det C1 =
apdy — dppdyr  drdzs — djzdsg
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PomnoZimo prvi redak s a,; 1 dodajmo drugom retku. Sada imamo

detc, =| 42 98
apdzy apa;
_ app daps
=darn
az a3

1,2
=anjA > 0.

2,3

Ako je r = 2 tada

Cip =4ayp, C3=413, Cxpn=4dxp, (3 =043

C, = Ci2 Ci13| _ |42 a3
2= = .
€ (23 ax dx3
Kako je A striktno totalno pozitivna matrica, tada je i C, striktno totalno pozitivna matrica.
Analogno bi dokazali u slucaju da je A totalno pozitivna matrica. O

pa je

Teorem 1.2.9. Neka je A € M,,,, n < m i pretpostavimo da je

A( 1,...,n )9&0.
1,...,n

Definiramo matricu B = (b;;) € M, ,,—, na sljedeci nacin:

bij:A( ~ " ,), i=1,...,n,j=1,....m—n.
L...,i,...,n,n+j

Za ovako definirane A i B vrijedi:

r—1
] 'r =l 1,..., 1,...,
B( l‘l, ,l. ): (_1) (21) [A( n )] A( ; , .n ‘ )
Jlsennsjr 1,...,n Lyevisdy ¥ ji,.o,nt

gdje je {ill, .. .,i;,_r} el{l,...,n}\{i1,...,i,}). Neka je C = (c;j) € M, ,_, pri Cemu je
Cij:bn—i+1,j, i:I,...,n,j:I,...,m—n.

Ako je A (striktno) totalno pozitivna matrica, tada je i C (striktno) totalno pozitivna ma-
trica.
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Dokaz. Zbog jednostavnosti, dokaz provodimo za n = 2, m = 4. Neka je

ayp dp apz apg
A:[

€ Moy
dzy dzy dzz A4

striktno totalno pozitivna matrica i

1,2
A( 1’2);&0.

Matricu B € M, konstruirajmo pomocu A. Imamo

1,2 1,2 1,2 1,2
511=A(2,3), b12:A(2’4), b21=A( 1’3), bzz=A( 1,4),

bll b12
B = .
[bZI b22
Nadaljeje Ci1 = bz],Clz = bzg,Cz] = b]], Cy = b]z paje matrica
c= | ol by by
€ Cx by b’

Primijetimo kako je matrica C nastala iz B preokretom redaka. Po propoziciji[I.2.2]jedna
od njih nije totalno pozitivna matrica. Po teoremu [1.2.9] matrica C je striktno totalno
pozitivna pa to 1 dokazimo. Znamo da je

b1 = apax — aizaxn, b = apax — ajan,
byy = anjax — apzaz;, by = ajaxy — anay.
Tada je

b21 b22
b]l b12

aldpzs —apsdy;  Apd4 — Ag4dz)

detC =

ajppdss — agzdyy  Appdzs — Ar4dnn

a11a12023024 — A12013021024 — A11A 14022023 T A130 14421022
— 411012023024 T Q12014021023 T 411413022024 — 13014021022
= apari(asa — aj3axn) + ajjan(azas — ajsdss)

= (appax — ajaxn)(a4as — aj3ay)

aip an

apy ap||diz ais

azs A4

diy ap
dyq A3

> 0.

az  Adj azy ax

Time smo dokazali teorem. O
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Pogledajmo na primjeru teorem Neka je

I 11 1 1
A=|1 2 3 4 5 € Mss
1 3 6 10 15
striktno totalno pozitivna matrica. Tada je
I 1 1 I 1 1
b=a( 223)h 3 alon bama(123)h s s|es
o 3 6 10 T 3 6 15
1 1 1 1 1 1
by =A }’g’i =|1 3 4|=3, by =A }’i’g =1 3 5|=8,
o 1 6 10 T 1 6 15
I 1 1 I 1 1
b31:A }’i’i =1 2 4 :3, b32:A }’g’g =1 2 5|=6
o 1 3 10 T 1 3 15
paje
13
B=|3 §f.
3 6
Primjetimo kako matrica B nije totalno pozitivna jer su joj minore drugog stupnja nega-
tivne. Nadalje je ¢iy = b3j,ci2 = b3, co1 = by, c0 = byp,c31 = byyicn = by paje
matrica
C=1by bp|=|3 8.
b1 by I3

Minore prvog reda matrice C su elementi matrice i pozitivni su. Provjerimo minore drugog
reda:

36 1,
)—‘ 8|—24—18—6>0, C(1 1 3

B

3):|3 6‘:9—6:3>0,
2

3 8
)—‘1 3|—9—8—1>O.

Uyvjerili smo se kako je C striktno totalno pozitivna matrica. Analogno bi napravili u
slucaju da je A totalno pozitivna matrica.
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1.3 JoS neke konstrukcije (striktno) totalno pozitivnih
matrica

Jo§ su 1930. godine F. R. Gantmacher i M. G. Krein proucavali operacije koje Cuvaju
klasu (striktno) totalno pozitivnih matrica te otkrili ako je A (striktno) totalno pozitivna
matrica, tada postoje druge (striktno) totalno pozitivnhe matrice povezane s A i izvedene
1z A. U prosloj sekciji vidjeli smo poveznice izmedu (striktno) totalno pozitivnih matrica,
proucili neka osnovna svojstva (striktno) totalno pozitivnih matrica i dokazali ih. Postoje
1 neke druge operacije koje Cine svojstva (striktno) totalno pozitivnih matrica te Cuvaju
svojstvo (striktne) totalne pozitivnosti, ali one nisu toliko ocigledne kao navedene pa ¢emo
ih navesti u ovoj tocki bez dokaza.

Teorem 1.3.1. Pretpostavimo da je A = (a;;) € M, totalno pozitivna matrica. Za zadani

k, neka je
1,....k 1,..., ki
bl’f"“ifA( L.k )‘A( L.k )
zai=k+1,...,n,j=k+1,...,m. Tada je B = (b;j) € M,,_i u—i totalno pozitivna matrica.

Primijetimo da je

a
L....k 1,....k :
bi,-:A(, .,k) 0 —A(l,...,k)
0 ajj a1,
aji .. .4 j-1 aijj

Propozicija 1.3.2. Pretpostavimo da je A = (a;;) € M, (strikino) totalno pozitivna ma-
trica. Za p < min {m, n} definiramo

i peim i
C"’_A( L....,p,J )

zai=p+1,...,n,j=p+1,....m Tada je C = (c;j) € M,_pnup (striktno) totalno
pozitivna matrica.

Teorem 1.3.3. Neka je A = (a;;) € M, te B = (b;j) € M, definirana na sljedeci nacin:
bij=ay, j=1,...,n,
izai>?2
bij = Z bi_1 yay;, j=1,...,n.
k=1

Ako je A (striktno) totalno pozitivna matrica, tada je i B (striktno) totalno pozitivna ma-
trica.



Poglavlje 2

Kriteriji za provjeru (striktne) totalne
pozitivnosti matrica

2.1 Kiriteriji za striktno totalno pozitivne matrice

U ovom poglavlju susrest ¢emo se s kriterijima za provjeru totalne pozitivnosti 1 striktne
totalne pozitivnosti matrica. Krenut ¢emo s kriterijima za provjeru minora striktno totalno
pozitivnih matrica jer kod kriterija za totalno pozitivne matrice nemamo jednako elegantne
metode.

Broj provjera minora za A € M,,, bi trebao biti:

2 0R-0)

p=1

Za n = m, taj broj je reda 4'n~'/2. Na sreéu, nije potrebno provjeravati sve ove uvjete,

vecina provjera u definiciji striktne totalne pozitivnosti su suviSne. U ovom poglavlju
Zelimo broj minora, koje trebamo racunati, svesti na minimum.

Lema 2.1.1. (Feketeova lema). Pretpostavimo da je A € M,,, matrica (n > m) kod koje
su sve minore (m — 1)-og reda sa stupcima 1,...,m — 1 te sve minore m-tog reda koje su
sacinjene od uzastopnih redaka takoder strogo pozitivne. Tada su sve minore m-tog reda
matrice A pozitivne.

Primijetimo kako bi, u Feketeovoj lemi, za n < m imali isti broj provjera minora kao 1
za n > m. Tada bi provjeravali minore (n — 1)-og reda s retcima 1,...,n — 1 te sve minore
n-tog reda uzastopnih stupaca. Ako su provjerene minore pozitivne, tada su sve minore
n-tog reda matrice A pozitivne.

15
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Na primjer, kod matrice reda (5,3) prema Feketeovoj lemi je dovoljno provjeriti pozi-
tivnost sljede¢ih minora:

1,2 1,3 1,4 1,5 2,3 2,4 2,5
o(iz) eliz) eliz) eiz) o) e(iz) <(iz)

3,4 3,5 4,5 1,2,3 2,3,4 3,4,5
C(I,Z)’ C(l,z)’ C(l,z)’ C(1,2,3)’ C(1,2,3)’ C(1,2,3)

11z toga moZemo zakljuciti da su i minore

1,2,4 1,2,5
C( 1,2,3 ) C( 1,2,3

pozitivne.

Dokaz. Za odredeni strogo rastu¢i niz i = (iy,...,4) u skupu {1,...,n}, §j. zai € I}
definiramo disperziju od i kao broj cijelih brojeva izmedu iy, . . ., i, Sto formulom moZemo
zapisati kao

k
d(i) := Z(iz —iga =D =@GG-i)-(k-1)=0.
=2

Tako je d(i) = 0 ako i samo ako je niz i saCinjen od uzastopnih cijelih brojeva. Ovu ¢emo
lemu dokazati indukcijom po d(-). Neka jei = (i, ..., i,) € I),. Zelimo dokazati da je

i]’---’im
C( 1,...,m)>0' (2.1)

Prema nasoj pretpostavci, (2.1)) vrijedi kada je d(i) = 0.

U sluc¢aju n = m nemamo S$to dokazivati pa pretpostavljamo kako je n > m. Neka je
i=(i,...,i,) pri ¢emu je d(i) = r > 0 te pretpostavimo da rezultat vrijedi za sve i za koje
je d(i) < r. Kako se niz i ne sastoji od uzastopnih cijelih brojeva, tom nizu moZemo dodati
neki cijeli broj izmedu #; i i,,. Nekaje 1 < j; < --- < j,+1 < n proSireni niz te neka je j
dodani indeks. Primjenom jednakosti (L.I)) vrijedi

jl,---,jm jl’---’/,]?9---9jm+l
C( 1,...,m—1)c( 1,....m )

’

:C( jla"'?ﬁ""’jm )C( j2»---»jm+1 )+C( jZa-l--a’.]i,~~-,jm+l )C( jl""’jm )

1,....m—1 1,....m | 1,...,m
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U gore navedenoj jednakosti sve tri minore (m — 1)-og reda su pozitivne prema pretpos-
tavci, s obzirom da se temelje na stupcima 1,...,m— 1. Sadaje d(i) = (i,, —i1)) —(m—1) =
(mer = j1) = (m = 1) = r, dok su (js1 = j2) = (m = 1) te (i — j1) — (m — 1) striktno manji
od r. Stoga, prema pretpostavci indukcije, imamo

C(]Z,--"Jm+l)>0 l C(.]l»-'-9,]m)>0.

1,....,m 1,....,m

MoZemo zakljuciti da je

C( jla'~~1a};5~"’jm+l ):C( il""$im )>0’
e, M ..

Direktna posljedica Feketeove leme je sljedeci teorem.

Teorem 2.1.2. Neka je A € M,,,. Pretpostavimo da su sve minore k-tog reda matrice A
sacinjene od uzastopnih redaka i uzastopnih stupaca strogo pozitivne zak = 1, ..., min {n, m}.
Tada je A striktno totalno pozitivna matrica.

Neka je A € Ms3. InaCe bi provjeravali 54 minore za minore k-tog reda. Ovaj teorem
nam kaZe da je dovoljno provjeriti pozitivnost samo 26 minora, $to nam uvelike olakSava
posao. Ako je A € M, morali bi provjeriti 69 minora. Iz teorema [2.1.2]slijedi da je do-
voljno provjeriti samo 29 minora kako bi mogli zakljuciti da je A striktno totalno pozitivna
matrica.

Prethodnim teoremom smo broj provjera pozitivnosti minora sveli na manji broj, a
sljede¢im dokazujemo da moZemo i bolje.

Teorem 2.1.3. (Gasca-Penna teorem). Neka je A € M,,,. Pretpostavimo da su sve minore
k-tog reda matrice A sacinjene od prvih k redaka i od uzastopnih k stupaca te da su sve
minore k-tog reda matrice A sacinjene od prvih k stupaca i uzastopnih k redaka strogo
pozitivne za k = 1,...,min{n, m}. Tada je A striktno totalno pozitivna matrica.

Pretpostavimo da je A € Ms;. KoristeCi prethodni teorem, broj provjera minora k-tog
reda se s 54, odnosno 26, smanji na 15.

Dokaz. Trebamo dokazati da je

i+1,...,i+k
A(j+1,...,j+k)>0
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zai=1,....n—-k, j=0,....m—kik =1,...,min{n, m} te onda primijeniti prethodni
teorem. Nasa je pretpostavka kako taj rezultat vrijedi kada je i = 01 j = 0. DokaZimo za
j=1,t.daje
i+1,...,i+k
A( 2. k+1 )>0' (2.2)

To ¢emo dokazati indukcijom po i i po k. Pretpostavimo da je i = 1. Za k = 1 moramo
dokazati da je

2
A(2)26122>0.

To slijedi iz pretpostavki ayy, ax,a;p > 0 te

1,2
A( 1.2 ) = ayaxn — ayap > 0.

Stoga je ax, > 0. Pretpostavimo nadalje kako (2.2)) vrijedi i za k— 1. Primjenom Sylvestrove
jednakosti imamo

I,....k 2, k+1 L,....k 2, k+1
A(L“.j)A(z”wk+1)‘A(z“”k+1)A( L.k )
2,...,k I....,k+1
_A( 2,...,k )A( I....,k+1 )
Sve determinante koje sadrze polazne uzastopne retke ili stupce su pozitivne prema pret-
postavci teorema, a iz pretpostavke indukcije slijedi

2,k
A(Z””k)>0

2, k+1
A(L””k+1)>0

Sada razmotrimo slucaj kada je i = 2. Za k = 1 moramo dokazati da je as;, > 0. Iz
pretpostavki

Stoga je

2,3
A( 1.2 ) = aiaz — azdx >0

1 ayy, a3 > 0 te prethodne analize slijedi da je a;; > 0 pa je 1 as; > 0. Pretpostavimo da taj
rezultat vrijedi i za k — 1. Iz Sylvestrove jednakosti slijedi

2o k41 (B k42 Do kA1) (B k2
A( L.k )A(Z”wk+1)_A(Z“”k+l)A( L.k )

Beok 41\ (2. k42
:A( 2.k )A(lp.”k+1)'



POGLAVLIJE 2. KRITERIJI ZA PROVJERU (STRIKTNE) TOTALNE POZITIVNOSTI
MATRICA 19

Sve determinante koje sadrZe pocetne uzastopne retke ili stupce su pozitivne, a prema gore
navedenom slucaju gdje je i = 1 vrijedi i

2,...,k+1
A(z“”k+1)>0

1z pretpostavke indukcije slijedi

3,...,k+1
A( 2,... .k )>Q

Stoga je

3.0 k42
A(z“”k+1)>0

Ovaj proces nastavljamo za sve moguce i. Isto radimoizai = 1 te za sve j i k. Tada po-
novno prolazimo kroz pretpostavku indukcije za j = 2, zatim za i = 2, itd ili pak, obzirom
da gore navedeni rezultat vrijedi zai = 1 te za j = 1, moZemo primijeniti pretpostavku
indukcije na matricu iz M, ,,—; dobivenu iz A brisanjem njenog prvog retka i stupca. O

Kada imamo striktno totalno pozitivne matrice, prema propoziciji mozemo pre-
okrenuti redoslijed redaka i stupaca, a da pritom ne promijenimo iznos determinante, pa za
posljedicu imamo sljedeci korolar.

Korolar 2.1.4. Neka je A € M,,,. Pretpostavimo da su sve minore k-tog reda matrice A
sacinjene od posljednjih k redaka i uzastopnih k stupaca te da su sve minore k-tog tog
reda matrice A sacinjene od posljednjih k stupaca i uzastopnih k redaka strogo pozitivne
zak=1,...,min{n,m}. Tada je A striktno totalno pozitivna.

Do sada smo u teoremima imali poCetne uzastopne retke i stupce, a sada imamo po-
sljednje. Iskoristit ¢emo propoziciju kako bi mogli primijeniti Feketeovu lemu.
Primjenom [2.1.1] nisu samo minore k-tog reda matrice A saCinjene od posljednjih k re-
daka/stupaca 1 uzastopnih k stupaca/redaka strogo pozitivne ve¢ sve minore k-tog reda.
Zakljucujemo kako je matrica A striktno totalno pozitivna.

Propozicija 2.1.5. Neka je A € M, totalno pozitivna matrica. A je striktno totalno pozi-
tivna ako vrijedi

zak=1,...,n.
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Iz definicije [1.1.1] slijedi da su sve minore od A nenegativne. Treba provjeriti da niti
jedna nije jednaka 0. Neka je npr. A € Ms. 1z ove propozicije zaklju¢ujemo, ako provjerom
ustanovimo kako sljede¢e minore nisu 0:

1 5 1,2 4,5 1,3
A(s) ) als) A(3) a35)

3,5 1,4 2,5 1,5 1,5
(i3] ala5) a(33) a0i5) 05)

tada ni preostale nece moci biti jednake O.

2.2 Konstrukcija striktno totalno pozitivnih matrica

U ovoj sekciji prikazat ¢emo konstrukciju striktno totalno pozitivnih matrica koristeci pret-
hodne rezultate.

Teorem 2.2.1. Neka su (a,), i (b,), nizovi pozitivnih brojeva takvi da je a; = by. Tada
postoji beskonacno mnogo striktno totalno pozitivnih matrica A = (a;;) € M, za koje
vrijedi a,y = a,iay, = b, za sve n € N. Ako je a, = b, za sve n € N, tada moZemo odabrati
a;j tako da A bude simetricna.

Dokaz. Za pocetak odaberimo x takav da je

1, 2 _ |4 b2
A(I,Z) Clay x > 0.
Kako je a; > 0 ovo vrijedi ako i samo ako je
Clzbz
x> —-.
a;

Dakle, takav x postoji pa neka je a», = x. Analogno napravimo za ostale elemente. Dakle,
za svaki element drugog retka ili drugog stupca uzmemo onu minoru reda 2 kojoj je taj
element u donjem desnom kutu te uz uvjet pozitivnosti te minore nalazimo taj element.
Tocnije, ako smo odabrali ay,, as, . . ., ax, onda a;.; , odaberemo tako da je

a1 ai2
Ar+1,1 Ai+1,2

> 0. (2.3)

Konstrukcija je provedena tako da su ispunjene pretpostavke. Nakon toga, ponavljamo
isto za elemente drugog stupca, treeg retka, treCeg stupca i tako dalje dok ne popunimo
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matricu.

a b2 b3 b4 b5 e bn

ay daxy a3 Qx4 dys ... A4y

as az a4z dz4 dss ... 43y

A =144 AQap Q43 Q44 Q45 ... Q4|
as dsy ds3 ds4 dss ... dsp
A App Ap3 QAp4 dps ... Qpyl
O

Sada ¢emo navesti beskonacnu familiju totalno pozitivnih matrica koju smo konstruirali
koristeci teorem

Teorem 2.2.2. Neka je T(d) = [t,- j(d)] | matrica s koeficijentima

o0
L,j=

tij(d):(1+(i—1)d)(1+(j—1)d)+(i+,j_12)—1, Vi, j €N

za sve nenegativne realne brojeve d.
Napomena 2.2.3. Napomenimo kako za svaki d > 0 imamo

1 1+d 1+2d
l+d (+dd+d)+1 (+d)+2d)+2
T=|1424 Q+2D)0+d)+2 (1+2d)(1+2d)+5

Ako je d = 0, tada je 1;;(0) = (’J;Sz) pa je matrica

I 11
1 2 3
1 36

Pascalova. To je striktno totalno pozitivna matrica jer je konstruirana koristeci teorem[2.2.1]
i uvjet (2.3). Primijetimo jo$ kako sve minore Pascalove matrice reda veceg ili jednakog
2, koje sadrze prve retke ili prve stupce, a retci 1 stupci su im uzastopni, iznose 1. Takve
minore se nazivaju inicijalne minore. Dokazat ¢emo u treCem poglavlju kako je iznos svake
inicijalne minore u Pascalovoj matrici jednak 1. Nadalje, u prvom retku (i stupcu) nalaze
se elementi aritmetickog niza t1,(d) = 1 + (n — 1)d.
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2.3 Kiriteriji za totalno pozitivnhe matrice

Za utvrdivanje je li matrica totalno pozitivha nemamo jednostavne kriterije kao kod striktne
totalne pozitivnosti.

Teorem 2.3.1. Matrica A = (a;;) € M, ranga r je totalno pozitivna ako je

AFSSIEL
Jis--os Jk

za sve i = (iy,...,I) koji zadovoljavaju uvjet d@i) < n—r, za svej = (ji,..., Jx), kK =
1,...,r.

Ponovimo $to je d(i). Za odredeni strogo rastuci niz i = (iy,...,i) € I} definiramo
disperziju od i kao skup cijelih brojeva izmedu i, . . ., iy Sto zapisujemo kao

k

d@) = ) (i =iy = 1) = (i = i) = (k= 1) 2 0.

l

Primijetimo kako je d(i) = 0 ako i samo ako se nizi = (iy,..., i) sastoji od uzastopnih
brojeva.

Neka je A € M43. Ako je rang maksimalan, r = 3, brojevi u danoj matrici A su uzas-
topni. Tada je broj minora koje provjeravamo jednak 19. Znaci, za maksimalan rang,
nemamo smanjeni broj provjera. Pogledajmo koliki broj minora imamo ako r nije maksi-
malan, npr. r = 2. Tada moramo provjeriti sve minore prvog reda (elementi matrice, ima
7
Jt )
nam uvelike olakSava posao. A ako je r = 1, provjeravamo samo prvi element matrice, tj.
ap 2 0.

ih 9) 1 jednu minoru drugog reda, npr. (A ( > O) . Ukupan broj provjera je 10, Sto

Teorem 2.3.2. Neka je A = (a;;) € M, regularna gornjetrokutasta matrica koja zadovo-

ljava
Jiseoos Jk
zasvel < j1 <--- < jy <nk=1,...,ntada je A totalno pozitivna matrica. Analogno,

ako je A = (a;j) € M, regularna donjetrokutasta matrica koja zadovoljava

ity i
A( L.,k )ZO

zasvel <iy <---<ip<nk=1,...,ntada je A totalno pozitivna matrica.



POGLAVLIJE 2. KRITERIJI ZA PROVJERU (STRIKTNE) TOTALNE POZITIVNOSTI
MATRICA 23

Prije dokaza, prokomentirajmo teorem. Neka je A € M; gornjetrokutasta matrica.
Teorem nam kaze da moramo provjeriti manji broj minora kako bi dokazali totalnu pozi-
tivnost od A. Pogledajmo koje su to minore.

A( 1 ),A( 1 ),A( 1 ),A( .1’2. ),A( .1’2. ),A( .1’2. ),A( .1’2’3. )20
J1 J2 J3 J1s J2 J15J3 J25 J3 J1sJ25 J3

Gornjetrokutasta matrica A je totalno pozitivna ako su joj gornje minore pozitivne. Mo-
ramo provjeriti 7 minora, a kod matrice tre¢eg reda inace provjeravamo 19 minora. Na ana-
logan nacin bi provjerili za donjetrokutastu matricu. Primijetimo kako trokutaste matrice
ne mogu biti striktno totalno pozitivne zbog nula koje sadrZe iznad ili ispod dijagonale.

Dokaz. Dokazat ¢emo za gornjetrokutastu matricu, a na analogan nacin se dokaze za do-
njetrokutastu (ili primijenimo dokazano na A7). Kako je A regularna gornjetrokutasta ma-
trica nuzno je a,,, > 0 zam = 1,...,n. Prema teoremu dovoljno je dokazati da

je
A( l+'1,...,l.+k )20
Jses Jk
za sve odgovarajuce i,1 < j; < --- < ji < n 1k (odnosno moramo provjeriti slucaj
d(i) = 0). Dovoljno je razmotriti samo one minore gdje je i + m < j,,m = 1,...,k s

obzirom da svi ostali minori nestaju zbog gornjetrokutaste strukture matrice A. Sukladno
pretpostavci slijedi

OSA( 1"”’1’1.4_.1"”’l.+k)=an:161mmz4( l+'1,...,l.+k).
Loy by Jiseees i Jlsennsjk
Kako je a,,,, > 0 za sve m, dokazali smo teorem. m|

Za dokaz sljedece propozicije, treba nam LDU faktorizacija matrica pa ju zapiSimo.
Pretpostavimo da je A = (a;;) € M, striktno totalno pozitivna matrica. Kako je

I,....,k
A( 1,...,k )>0
zak = 1,...,n, tada matrica A ima jedinstvenu LDU faktorizaciju gdje je L = (/;;) do-

njetrokutasta matrica s jedinicama na dijagonali, D = (d;;) je dijagonalna matrica, dok je
U = (u;;) gornjetrokutasta matrica s jedinicama na dijagonali. Vrijednost elemenata L, D i
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U nikada nije nula, a eksplicitno se dobivaju na sljedeci nacin:

A( 1,...,]"—1,1")
....,j—1,j
lij — i > ],
A 17 7_]_17]
15 aj_l’j
1,...,i—1,i
A( I,...,1 l,j) o
Ujj = ) 1< ],
/ A Leim L /
1,...,i—1,i
1,...,i—1,i
A( 1,...,1 l,i)
d”_ l:l, ,l’l

Propozicija 2.3.3. Neka je A = (a;j) € M, regularna matrica. Tada je A totalno pozitivna
ako i samo ako A zadovoljava sljedece:

, ...,k ~
(i) A(L“”k)>Q k=1,...,n

(ii) A(T””Z)za l<ij<---<i,<nmk=1,....n

(iii) A( lk )20, I<ji<- <j<mk=1,...,n

Jis s Jk

Dokaz. Ako je A totalno pozitivna tada (ii) 1 (iii) vrijede, a kako je A ujedno i regularna,
tada vrijedi i (i).

Pretpostavimo da (i)-(iii) vrijede. Kako (i) vrijedi, LDU faktorizacija od A dobro je de-
finirana. 1z (i), (i1) te (ii1) vidimo kako je D dijagonalna matrica €iji su dijagonalni elementi
striktno pozitivni, L donjetrokutasta matrica s jedinicama na dijagonali te U gornjetroku-
tasta matrica s jedinicama na dijagonali. Sada imamo:

i\ fneevie oo Dol N o Dl
SRR R Y Bt | s L el
1<l <-<lx<n
i\ o f Lk
=o(hd)e( ) 24

1,....,k 1,...,k 1,....,k
A .’ ,' :D 9 9 U .’ 7' . 2.5
(]1,...,]k) (1,...,k) (]1,...,]k) (2.5)

te
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Kako je
L,....k
D(L qk)>0

za posljedicu imamo

ST /% L,....k

L UL . . ]1=0.
( 1,...,k) (]l,---’]k)

Tovrijedizasve | <i;<---<ip<n 1< ji<---<jr<ntek=1,...,n Stoga slijedi

da je L donjetrokutasta totalno pozitivna matrica i U gornjetrokutasta totalno pozitivna
matrica pa nam (2.4) i (2.5) ukazuju kako je

A=LDU

totalno pozitivna. O



Poglavlje 3

Primjeri (striktno) totalno pozitivnih
matrica

U ovom poglavlju proucit ¢emo razne primjere totalno pozitivnih matrica. Neke od poz-
natih primjera su Pascalova, Cauchyjeva i Vandermondeova matrica. Najpoznatija striktno
totalno pozitivna matrica je Pascalova matrica. Drugi primjeri su primjeri opCenite klase
matrica gdje predstavljamo uvjete za utvrdivanje totalne pozitivnosti unutar klase, kao Ja-
cobijeva, Hankelova te Toeplitzova matrica.

3.1 Pascalova, Cauchyjeva i Vandermondeova matrica

Pascalova matrica

Pascalova matrica je matrica koja sadrZi binomne koeficijente kao svoje elemente. Opci
Clan Pascalove matrice 7'(0) reda n je

+j—2
tij:(l .J ), iLhj=1,...,n.
j—1

Znamo da vrijedi (’;) = (nfk), paje

o i+j-2\ i+j-2 i+ )2 _ .
-1 ) e+ i--G-n) L= )T

26
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tj. 7(0) je simetricna matrica.

6 6 6 60 @ - ()]
W O 6 6 @ -
G 66 6 6 -
ro=|6 6 6 6 @ - (%)
G 66 6 6 -
(5) () (3) () () - G2

Pogledajmo na sljedecoj slici Pascalovu matricu koja se vidi unutar Pascalovog trokuta.

Slika 3.1: Pascalov trokut i Pascalova matrica

Inicijalne minore matrice su sve minore koje sadrze prve retke ili prve stupce, a retci
1 stupci su im uzastopni. Primijetili smo joS u tocki 2.2 kako sve takve minore Pascalove
matrice reda vecéeg ili jednakog od dva iznose 1. Sada ¢emo to i dokazati.

Lema 3.1.1. Sve inicijalne minore Pascalove matrice T(0) su jednake 1.
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Dokaz. Koeficijenti Pascalove matrice su

i+ -2
tl.j:(’ I ) Lj=1,...n. G.1)
J

Podsjetimo se na dobro poznati identitet

i+ j—1 [+ =2 [+ j—2
(l g )=(l 7 )+(l / ) i>2,j>1, (3.2)
J =1 J
.
fijo1 = Lij+lioje, 122,21 (3.3)

Sve inicijalne minore prvog reda (to su svi koeficijenti u prvom retku i prvom stupcu)
iznose 1.

Pretpostavimo da su sve inicijalne minore k-tog reda jednake 1. Moramo dokazati da to
vrijedi i za sve minore (k+ 1)-og reda. Kako je Pascalova matrica 7'(0) simetricna, dovoljno
je izraCunati inicijalne minore prvih k + 1 stupaca od 7'(0).

Neka jen > k + 1. Tada je

Tn—k,1 k2 oo In—kke+l
Ink+1,1 In-k+12 -+ Tn—kt+lk+l
T(O)n—k,n—k+1,...,n " " "
1,2,...,k+1
tn,l tn,2 R tn,k+l

Determinanta matrice T(0) se nece promijeniti ako od svakog retka matrice oduzmemo
njemu prethodni redak, pocevsi od dna. Na taj nacin, koriste¢i (3.3), determinanta matrice
T(0) je

ikl k2 -+ Dn—kk+l

0 1, R
T(O)n—k,n—k+1,...,n 3 b ik
1,2,...k+1 B
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Laplaceovim razvojem po prvom stupcu dobivamo

kil Tn—kv12 oo+ Du—k+lik
k2,1 In-kv22 -++ In—k2k
T(O)n—k,n—k+1,...,n A A e
=lyk1-
1,2,...,k+1 o
i ) tn,k
n—kn—-k+1,...,n

= n—k,l‘T(O)( L2 I

Po formuli (3.1) je

n—k-1
Tnk) = ( 0 ) =1,

noknkt . ”) = 1 pa je naSa tvrdnja dokazana, odnosno

a po pretpostavci T(O)( 120k

n—k,n—k+1,...,n):T(O)(n—k,n—k+l,...,n):1.

T(O)( 1,2, k+1 1,2,....k

Cauchyjeva matrica

29

NekasuO < x; <---<x,,0<y <---<y,. Cauchyjeva matrica je matrica reda n Ciji je

op¢i ¢lan zadan s

1
ai; = ’
Toxity;
i=1,...,n,j=1,...,n,t. matrica
1 1 1
XiHyL XAy XY,
1 1 1
N+Y Xty Y,
1 1 1
»xn+y1 Xn"‘)’z xn"'ynA
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Teorem 3.1.2. Cauchyjeva matrica je striktno totalno pozitivna.

Dokaz. Dokazimo da vrijedi sljede¢a formula

(3.4)

d ( 1 )n _ Migakan O = X0 rcken Yk = 1)
et - .

n
Xi+Yili =1 Hi:jzl(xi +))

Dokaz provodimo matematickom indukcijom. OCito je da (3.4) vrijedi za n = 1. Pretpos-
tavimo da vrijediizan — 1.

1 1 1 Xp+yr x1+y» X1+
X1+y1 Xi+y: X+, Xi+y X1 +y2 X+
1 1 1 1 1 1
X2+y1 Xty: X+ | N4y Xt+y: Xty
B X1ty
1 1 1 1 1 1
xn+y1 xn+y2 xn+yn x'l+y1 xn+y2 xn+yn

Pomnozimo prvi redak s " te oduzmimo od i-tog retka za sve i = 2,...,n, pa imamo
Xi ™1
) X1+ X1t )1
X1t y2 X1+ Yn
(x2 = x1)(2 = 1) (x2 = x)n = 1)
1 (2 +y)(x1 +y)x2+y1) 0 (+ )X+ y)(x + 1)
- X1+
(X, = x1)(2 = 1) (X = X)) —21)
(X +y2) (X1 + )X +y1) T (F Y (X1 + Y (X + 1)
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1 X1+ )1 X1+ 1
Xi+y: X+ Y
1 1
3 1L, (o — x0)k — y1) X+y: Xty
G+ YOI, (i + y)I, ( +y)) |
1 1
0 ...
Xp + Y2 Xp + Yn
1 1 1
Xo+y: Xo4Yys | Xa+ Y
3 IT_, G — x0)k — y1)
(e + YOI, (g + yDIT, (x1 + y))
1 1 1
xn+y2 xn+y3 xn+yn
_ IT;_, O = x1) vk — y1) M gakene = X0 <pckeen (Vi = Y1)
(o1 + YOI, (g + yOIT_, (x1 + ;) I} X+ y;

_ Thaasna = x) i <iaeen Ok — y1)
Hl’.fj: Xi Y

¢ime smo dokazali (3.4)). Iz ove formule direktno slijedi striktna totalna pozitivnost Cauc-
hyjeve matrice, buduci da je svaka kvadratna podmatrica Cauchyjeve matrice opet Cauc-
hyjeva matrica. O

Vandermondeova matrica

Neka je 0 < xp < x1 < -+ < x,,.Vandermondeova matrica je matrica zadana s

1 x x5 ... 1

2 n

B I xp x; ... x|
Vixo,.onx)=1{. . . . | (3.5)

1 x, x2 ... x

Teorem 3.1.3. Vandermondeova matrica je striktno totalno pozitivna matrica.
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Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti sljedecu formulu
detV (xo, ..., x,) = ILis j(xi — x;) (3.6)

pa najprije pogledajmo kako do¢i do nje.
Ako od drugog retka oduzmemo prvi redak, ne mijenjamo determinantu matrice V pa

je
1 X x> X! X!
0 0 . 0 0
_ 2 _ 42 n—-1 _ ,n—1 4
0 x1—x Xp—Xx5 ... X Xy x| —Xx;
_ 2,2 n—1 n—1 o
0 x—-x x5-x x5 X0 X5 — X
V, =
_ 2 _ .2 n-1 _ ,n-1 no _ N
0 Xpor—x0 X, —X5 .. X0 =Xy Xi_ —X;
2 2 n—1 n—1 n
0 xp—x x,—x5 ... X7 —Xx, X, — X

Sli¢no, bez da promijenimo iznos determinante matrice V pomnoZimo (n — 1)-i stupac s
Xo 1 oduzmimo ga od n-tog stupca, (n — 2)-i stupac pomnoZzimo s xy i oduzmemo ga od
(n — 1)-og stupca, itd. Primijetimo da je tada

j—2 j—2
aij = Xj—1 — Xj-1 — xo(x{ - X(J) )
= x{_l - xé_l - xox{_2 + xé_l
ji—2
= x"(x; — x0),
.
1 0 0 0 e 0 0
0 x1—x x1(x1 — xo) X —x9)  cee X7 —x) XX — xp)
0 xa—x0  X2(x2— Xo) X —x0) o X700 -x) K70 - x)
vV, =
0 Xyt — X0 Xpo1(Xpog —X0) X2 (ot — X0) -+ XT3 (et — Xo) XM 1(Xam1 — Xo)
0 X,—xo  Xu(Xy— Xo) Xo(xy —X0) e XX, —X0) XX, — Xo)
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Uocimo kako k-ti redak ima zajednicki faktor (x; — xo) pa ga izlu¢imo. Tada je

Vi = I, (i — xo)

Laplaceovim razvojem po prvom retku dobivamo

V, =T (X — x0) |

1

0

0

0

0 O
1 X1
1 X2
1 Xn-1
1 x,

1 X1
1 X2
1 Xn—1
1 x,

0

2
X

2
X5

2
X,

2
'xl’l

2
X1

1

0

0

33

pa se V, moZe zapisati kao V,, = II_ (x; — xo)V,-; odakle slijedi (3.6). S obzirom da je

0<x <---<x,imamo

det V()C(), ..

s Xn) = s j(x; — x;) > 0.

Kako bismo dokazali da je V striktno totalno pozitivna matrica, dovoljno je dokazati kako

su determinante matrice V oblika

Vijk =

i i i+1
x X
l l
Jj Jj+l
Xiv1 Xin
j i+l
i+k X

X

1

Jjtk

xi+l

Jjt+k

J+kT

i+k

(3.7)
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pozitivne za sve i, j,k > 0 takve da je i + k, j + k < n. Izlu¢imo li zajednicke faktore iz
redaka, imamo

det Vi jx = (x; - xpex)’ det V (xi, . - ., Xigr)
= (- X)) - T j(x; = x) > 0.

Znamo da je
detV (X,‘, ey xi+k) = Hi§r<s§i+k (xs - xr) > 0,

a umnozak (x; - - - x;11)’ je uvijek nenegativan. Time smo dokazali nasu tvrdnju. |

3.2 Jos neki primjeri matrica

Jacobijeva matrica

Jacobijeva matrica je naziv koji se Koristi za kvadratne trodijagonalne matrice, odnosno
matrice A = (a;;) € M, pri ¢emu je a;; = 0 ako je [ — j| > 2. Drugim rijeCima, to je matrica
reda n oblika

a bl 0o ... 0 0
Cc1 bz Cen 0 0
0 Cr adsz ... 0 0
A= . : . (3.8)
0 0 0o ... a,—1 bn—l
0O 0 0 ... ¢-1 a,
gdje smooznaCilia; = a;,i=1,...,nte a;;y1 =b;, a1, =c,zai=1,...,n—1.

Teorem 3.2.1. Jacobijeva matrica A je totalno pozitivna ako i samo ako su svi njeni van-
dijagonalni elementi b;, c; te sve njene glavne minore koje sadrZe uzastopne retke i stupce
nenegativne.

Dokaz. Odmah mozemo provijeriti iz (3.8)) kako je

A( ):0

J1soos Jr

ako je |iy — jix| = 2 za bilo koji k € {1,...,r}. Takoder, ako je |i; — j)| = 1 za svaki
[={1,...,r}tadaje

A( 111,...,1", ):A( gl,...,i{_l )A( i‘l )A( z:,+1,...,i., )
Jis-oos Jr Jlseeos Ji-1 Ji Ji+ls o5 Jr
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Iz ovih formula moZemo izracunati svaku minoru matrice A. To jest, ako je
= Jlseeeslty = Jhs byl F Jlgtls -5 by F Jhos

lk2+1 = .]k2+17 . "lk3 = .]k37 e

o a B Ya{ o Yo e )
Jlseoes Jr J19"'9]k1 ]k1+l ]k2 ]k2+l’-"’,]k3

Prilikom racunanja glavne minore

vidimo da, ako je i; + 1 < ij;; zaneke j € {1,...,r — 1}, tada je
A 1:1,~--,l:r _ A 1:1,‘--,1:]' A l:j+1’--~’l:r .
Ulyeoesly Iyeooslj Livl, -5 1y

Hankelova matrica

Neka je by, by, . . ., by, niz. Matrica

B = (bi: j)z =0

odnosno
by b ... b,
by by ... b,
B=| . . X
bn bn+1 s b2n

naziva se Hankelova matrica. Za ovako definiranu matricu B vrijedi sljedeci teorem.

Prisjetimo se najprije definicije striktno pozitivne matrice.

35

Definicija 3.2.2. Matrica B € M, je striktno pozitivna ako je x'Bx > 0 za svaki x # 0 €

M., tj. ako je

n
Z bi+jxl~xj > O,

ij=1
za sve (x1,...,x,) € R"\ {0}.
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Teorem 3.2.3. Hankelova matrica B je striktno totalno pozitivna ako i samo ako za sve

(x1,...,x,) € R"\ {0} vrijedi

n
Z bi+inXj > O,

i,j=0

odnosno ako su simetricne matrice

striktno pozitivne.

Neka je

n—1

Z b,-+j+1x,-xj >0

i,j=0

bn+1

b2n

bn+l

b2n—1

1 1 4
1 4 17
4 17 97

Hankelova matrica pridruzena nizu by = by = 1,b, = 4,b; = 17,b4 = 97. Provjerimo
prema teoremu je i ta matrica striktno totalno pozitivna. Tada je

1 1 4][x
[xo X xz] ll 4 17} lxw = x(z) + 4x% + 97x§ + 2x0x1 + 8x0x2 + 34x1x,

4 17 97||x2

13 2 74
= (XO + X1 + 4X2)2 + (?xl + 9)62) + —X% >0

za sve (xg, x1, x2) # (0,0,0) 1

81

[Xo X]] |:41|. 1‘?‘7] [XO] = X(2) + 8xox; + 17.X%

X1

= (x0+4x1)2+x% >0
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za sve (xg, x1) # (0,0). Prema tome, matrica

1 1 4
1 4 17
4 17 97

je jedna Hankelova striktno totalno pozitivna matrica.

Toeplitzova matrica

AKko je zadani niz (a,),cz tada definiramo beskonacnu Toeplitzovu matricu A = (a;;) tako
daje a; = aj. Dakle,
(a0 a1 ax a3

a_y ap ay ay

a, d-—q ap aq
A=

a3 ad-p, ad-1 Qo

a4, a3 ad_—p da_—y

Ako je zadani niz (a,),ey onda stavimo a_, = 0,n € N 1 primijenimo gornju definiciju pa
imamo

0 0 apg dap
A=10 0 0 a
0 0 0 0

Mi ¢emo promatrati konacne matrice, tj. takve daje gy =0zak <01k > n.
Teorem 3.2.4. Neka jeay >0, a, #0tea, =0zak <0ik > n. Tada je

A=(a j—i)n+1

i.j=1
totalno pozitivna matrica ako i samo ako

n

p(x) = Z akxk

k=0

ima n negativnih nultocaka. Nadalje, ako je A totalno pozitivna tada je

Al et )0
Jises Jr
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ako i samo ako je
aj—i, >0, k=1,...,r

odnosno0 < jy—ix<nm k=1,...,r.

Na primjer, Toeplitzova matrica pridruzena nizu ag = 1,a; = 2,a, = 3,a; = 8tea;, =0
zak #0,1,2,3 je matrica

1 2 4 8
0124
0 0 1 2
0 001

Primijetimo da je matrici pridruZen polinom p(x) = 1 + 2x + 4x? + 8x> = 2x + 1)%, a

nultocke su x5 = ~5 Prema tome, ova matrica je totalno pozitivna.
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se totalno pozitivnim i striktno totalno pozitivnim matricama.
U prvom poglavlju uvodimo osnovne pojmove, navodimo primjere te proucavamo ope-
racije koje Cuvaju promatrane klase matrica kao 1 metode kako iz postojecih (striktno)
totalno pozitivnih matrica konstruirati nove matrice iz iste klase. Izmedu ostalog, diskuti-
ramo kako elementarne transformacije nad retcima 1 stupcima matrice utjecu na (striktnu)
totalnu pozitivnost matrice, dokazujemo da transponiranje cuva (striktnu) totalnu pozitiv-
nost, kako inverz (striktno) totalno pozitivne matrice, koji ne mora biti striktno totalno
pozitivna matrica, modificirati do matrice s ovim svojstom i sli¢no. S obzirom da defini-
cija (striktno) totalne pozitivnosti zahtijeva provjeru pozitivnosti odnosno nenegativnosti
svih minora zadane matrice, poZeljno je na¢i dovoljne uvjete kojima bi se broj tih provjera
smanjio. Neki od rezultata ovog tipa su Feketeova lema te Gasca-Penna teorem. U pos-
ljednjem poglavlju naveli smo primjere poznatih matrica koje pripadaju promatranoj klasi
matrica. Najpoznatiji primjer je Pascalova matrica, Ciji su elementi binomni koeficijenti.
Nadalje, Cauchyjeva te Vandermondeva matrica su, uz pogodno izabrane nizove brojeva
koji ih definiraju, takoder (striktno) totalno pozitivne. U posljednjoj sekciji se proucavaju
Jacobijeva, Hankelova i Toeplitzova matrica.



Summary

In this paper we studied totally positive and strictly totally positive matrices. In the first
chapter we introduced basic concepts, examples, discussed some operations that preserve
the considered classes of matrices as well as the methods for constructing new matrices of
the same class from the existing ones. In particular, we discuss how elementary transfor-
mations over rows and columns of a matrix effect the (strict) total positivity of matrices,
we prove that transposition preserves (strict) total positivity, and show how to modify the
inverse of a (strictly) totally positive matrix, which does not have to be a (strictly) totally
positive matrix, to a matrix with this property, etc. Since the definition of (strict) total po-
sitivitness requires verification of the positivity or nonnegativity of all minors of a given
matrix, it is desirable to find sufficient conditions which reduce the number of these verifi-
cations. Some of the results of this type are Fekete’s lemma and the Gasca-Penna theorem.
In the last chapter we have provided examples of known matrices belonging to the consi-
dered class of matrices. The best known example is the Pascal matrix, whose elements are
binomial coefficients. Further, the Cauchy and the Vandermonde matrix, with the suitably
chosen entries, are also (strictly) totally positive matrices. In the last section, we studied
Jacobi, Hankel and Toeplitz matrices.
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