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Necjelobrojni kvantni Hallov efekt i
Nobelova nagrada za fiziku 1998. g.
Denis Karl Sunko,” Fizicki odsjek PMF-a

Hallov efekt se javlja u vodi€u, kojim teCe struja u magnetskom polju. Ukoliko je vodi¢
oblika plocice, kako je prikazano na slici 1, pojavit ¢e se napon Vg u smjeru popre¢nom na
struju i magnetsko polje.

B

I %

Slika 1. Shematski prikaz pokusa, u kojem se javlja Hallov efekt.
Ovaj je efekt uocio Edwin Hall 1879. godine. Do njega dolazi zato, §to na naboj koji se
kreée u magnetskom polju djeluje Lorentzova sila,
F ~gv x B, (1)
§to u geometriji slike 1 gura naboje u poprecnom smjeru. Lako se uvjeriti, da je za naboje
suprotnog predznaka i predznak napona Vjy suprotan. Time je Hall ustanovio, da su nosioci
struje u metalima negativnog predznaka, prije nego se iSta znalo o njihovoj prirodi. Buduéi da
je poprecni napon to jaci, §to su struja i polje ja€i, uobiCajeno je karakterizirati Hallov efekt
njihovim omjerom, koji se zove Hallov koeficijent:
Vi
Ry = —. 2
o= 2)
Poprecni ¢e se napon ustaliti, kad sila koja potjece od njegovog elektri¢nog polja, Ey = qVy,
bude jednaka Lorentzovoj sili (1):

1

qZVH = qvxB; ~ IB; = Ry = E: (3)

jer je struja I = nqvx, te ofekujemo, da Hallov otpor Vy /I bude proporcionalan magnetskom

polju: konstanta proporcionalnosti Ry ovisi samo o gustoci nosilaca naboja n i njihovom naboju
q.

Ovakvo bi objasnjenje vrijedilo, i kad bi se nosioci naboja ponafali poput staticki nabijene

prasine, koja se kreée po zraku, pod utjecajem elektrickih i magnetskih polja. Zanimljivo je,

da je Hallov efekt ¢ak tri puta u ovom stolje¢u priredio iznenadenja, koja sva potje€u od toga,

* Autor je docent na Fizickom odsjeku Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta SveuciliSta u Zagrebu. Proucava
elektrone u blizini prijelaza izmedu metala i izolatora, koji se u nekim metalnim oksidima pojavljuje zbog
elektrostatskog odbijanja.
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Sto su elektroni, koji nose slobodni naboj u metalima, vrlo razli¢iti od obi¢ne praSine. Za njih
vrijede zakoni gibanja u mikrosvijetu, razli¢iti od onih, kojima se pokoravaju Cestice, dostupne
svakodnevnom iskustvu.

Prvo je iznenadenje objasnio Rudolf Peierls 1929. godine. Ustanovilo se, naime, da kod nekih
metala Hallov efekt ima suprotan predznak, tj. ponasa se kao da su nosioci pozitivno nabijeni. U
to se vrijeme ve¢ znalo za elektrone, pa nije bilo jasno, kako se to oni mogu ubrzavati u ‘krivom’
smjeru, kao da uz svoj negativni naboj imaju i negativhu masu! Peierls je prvi shvatio, da je to
posljedica valne prirode elektrona u periodi¢kom potencijalu kristalne reSetke. Naime, promjena
impulsa elektrona odgovara faznom pomaku vala, koji ga opisuje. U periodi¢kom potencijalu,
faza ima fizikalno znacenje samo na ¢vorovima kristalne reSetke, a ne i izmedu njih; to je slicno
kao §to filmska kamera snima gibanje samo u odredenim trenucima vremena, a ne i izmedu njih.
Faza je periodi¢ka varijabla, raspona od nula do punog kuta (27 ), nakon Gega se ponavlja.

Za elektrone vrijedi Paulijev princip iskljuCenja: ne mogu biti dva u istom stanju. Zbog toga
samo mali dio elektrona sudjeluje u vodljivosti, jer ostali ne mogu promijeniti stanje gibanja
pod utjecajem vanjskog polja: stanja u koja bi trebali prijeéi su veé zauzeta drugim elektronima.
Ako je elektron, koji sudjeluje u vodljivosti takav da mu se faza od ¢vora do ¢vora pomakne
‘skoro za puni kut’, 2w — x, to je isto kao da mu se pomakla ‘malo unatrag’, za —x, te kad
ga ubrzavamo, izgledat ¢e kao da se ubrzava u suprotnom smjeru! Ako filmskom kamerom
snimamo kruzno gibanje, recimo kotaca, vidjet éemo to€no isti efekt, samo u vremenu, umjesto
u prostoru. Slike su razmaknute u vremenu za 1/24 sekunde, te ako se za to vrijeme kota¢
zavrti tocno za viSekratnik od 2, izgledat ¢e kao da stoji; ako se zavrti za malo manje od toga,
izgledat ¢e kao da se sporo okreée natraske.

ket i=2

Slika 2. Rezultat von Klitzingova pokusa: RyB nije pravac.

Drugo je iznenadenje doSlo 1980. godine, kad je Klaus von Klitzing mjerio Hallov efekt na
niskoj, temperaturi (oko 2 K), u jakom magnetskom polju, do 7 T, te u tako tankoj plocici
galijeVog arsenida, da je gibanje elektrona bilo prakticki dvodimenzionalno, ogranieno na
ravninu.

Opéenito, energija koja odgovara ciklotronskoj frekvenciji elektrona,

ﬁ(l)c :EeB/mE, (4)
je za polje B =1 T jednaka toplinskoj energiji kT na temperaturi od = 4 K. Medutim, u
von Klitzingovom uzorku, elektroni su bili tako pokretljivi, kao da im je masa petnaestak puta

manja od slobodne. Dakle, imamo % > kT, te e se ustaliti kruZne putanje elektrona u
magnetskom polju, neometane od toplinskog nereda. Iznenadenje se vidi na slici 2: umjesto
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pravca oCekivanog iz jednadzbe (3), Hallov otpor u ovisnosti 0 magnetskom polju je stepenasta
krivulja! (Primijetite kako stepenice ‘izranjaju’ iz pravca, kako polje postaje jate od 1 T.)
Istovremeno, nesto se Cudno dogodi i s ‘obinim’ Ohmovim otporom uzorka R, tj. padom
napona u smjeru struje, podijeljenom sa strujom: on is¢ezava upravo za one vrijednosti polja,
za koje Vp /I ostaje konstantan na pojedinoj stepenici. To prikazuje druga krivulja na slici 2.
Dakle, za te vrijednosti polja, galijev arsenid vodi struju bez otpora.

ObjasSnjenje se sastoji od dva dijela. Prvo, zaSto skokovi? Energije elektrona su kvantizirane,
mogu poprimati samo diskretne vrijednosti E = ifiwe, i prirodni broj. Kako polje raste, ove
stepenice, zvane Landauovi nivoi, postaju sve vi§e razmaknute, i elektroni, ¢ija je energija
konac¢na, moraju se sve viSe ‘naguravati’ u one niZe stepenice, koje im preostaju. Do skokovitih
porasta Hallovog napona dolazi, kako jedna po jedna stepenica postaje nedostupna elektronima.
Ovo je kao da imamo vertikalno postavljenu harmoniku, te stavimo prst na jedan nabor mijeha
(energija elektrona). Ako sad razvlatimo harmoniku prema gore (pojaavamo polje), broj nabora
mijeha (stepenica) ispod prsta ée se smanjivati. Svaki put kad jedan nabor prijede preko
prsta, izgubili smo jednu stepenicu za elektrone; skok napona je odraz poveéane ‘guzve’ medu

elektronima.
// //

A, (hle?)

30

Magnetic field (T)

Slika 3. Rezultat pokusa Stormera i Tsuia: RyB ima
stepenice i kad su Landauovi nivoi djelomice popunjeni.

Drugo, za$to je izmedu skokova poprecni napon konstantan, a pad napona duZ uzorka
iS¢ezava? Na jednu stepenicu stane mnostvo elektrona; zasto se oni ne bi pokoravali klasi¢noj
formuli (3)? Paradoksalno, to je zato §to se veéina elektrona uopce ne mice, zbog mehani¢kih
necistoéa u uzorku. Stvarno tek malen dio elektrona sudjeluje u vodljivosti; ravne stepenice, tj.
nepromjenjivost poprecnog napona s poljem, je upravo ono $to bismo ocekivali od izolatora! S
druge strane, oni elektroni koji se ipak micu, ne mogu se rasprsiti ni na emu, jer bi to znacilo
promjénu stanja, a sva su ostala stanja bilo zauzeta elektronima koji su ‘ogradeni’ neisto¢ama,
bilo energetski nedostupna. Tako im nema §to davati otpor, pa nema pada napona duZ uzorka:
uzduzni otpor i§Cezava.

Na kraju, moZe se pokazati da je iznos otpora na stepenicama jednak
R
R= TK Rk = h/e® (cgs) = 25812.8056(12) Q (SI), (5)

gdje je i prirodni broj, i odgovara broju popunjenih Landauovih nivoa. Zbog velike preciznosti
kojom se moZe mjeriti otpor na stepenici, vrijednost Rk je prihvacena kao novi medunarodni
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standard za elektri¢ni otpor, i zove se I klitzing. Za svoje je otkri¢e von Klitzing dobio Nobelovu
nagradu 1985. godine.

Treée su iznenadenje prvi vidjeli Horst Stérmer i Daniel Tsui 1982. godine kad su vrlo Gisti
temperaturi (oko 05 K), i stavili u jaca magnetska polja, do 30 T. Na shc1 3 se lijepo vide
stare von Klitzingove stepenice u rasponu do 10 T, oznadene cijelim brojevima i, kao na slici 2.
(Primijetimo, usput, da se $irina tih stepenica smanjila, kako se pokretljivost poveéala, a izmedu
njih elektroni slijede klasi¢ni pravac (3): necistoée u uzorku su bitne za Siroke stepenice na slici
2!) No na jatim poljima, kao i izmedu starih stepenica, pojavljuju se nove, koje odgovaraju
djelomicno popunjenim Landauovim nivoima. Posebno, blizu 30 T se pojavljuje stepenica na
otporu 3Rk = 75 kQ, dakle kao da treba staviti i = 1/3 u jednadzbu (5). Pojavljuju se i druge
stepenice, na vrijednostima i = 2/5,3/7,4/9, i tako dalje. Ovaj se efekt zato zove necjelobrojni
kvantni Hallov efekt, za razliku od prethodnog, cjelobrojnog. Objasnio ga je Robert Laughlm
1983. godine, za §to su sva trojica 1998. godine podijelili Nobelovu nagradu.

Bitna je razlika izmedu cjelobrojnog i necjelobrojnog efekta $to je onaj prvi kinematicki,
a drugi dinamicki. Jasnije reCeno, prvi ovisi samo o ponaSanju jednog elektrona u vanjskom
magnetskom polju; postojanje mnostva elektrona omoguduje da se efekt vidi, no ne mijenja
mu bit. Necjelobrojni efekt, medutim, znacajno ovisi o tome da elektrona ima mnogo, te
da oni medudjeluju elektrostatskom silom: to je efekt dinamike mnoStva Cestica. Naime, dok
su Landauovi nivoi (4) efekt kvantizacije kineticke energije pojedinog elektrona, elektrostatska
potencijalna energija dovodi do stvaranja novih kolektivnih stanja elektronskog sistema, koja
su takoder kvantizirana, tj. imaju svoje vlastito energetsko stepeniSte. Za njih je Laughlin
pokazao, da popunjavaju svoje stepenice kad su Landauovi nivoi djelomice popunjeni, i to za
popunjenost, koja odgovara razlomku s neparnim nazivnikom. Najjednostavniji je takav slucaj
i =1/3, i pripadno se stanje javlja ve¢ kad imamo samo tri elektrona. MoZemo zamisliti, da
oni kruZe po istoj ciklotronskoj putanji, postavljeni u vrhove istostrani¢nog trokuta, da bi bili Sto
je moguée dalje jedan od drugoga, zbog elektrostatskog odbijanja. Kad su elektroni pritisnuti,
da se moraju kretati u ravnini, ovakvo ¢e stanje biti posebno ‘otporno’ na dodavanje novih
elektrona. Tako elektrostatsko odbijanje u mnoStvu moZe napraviti energetsku stepenicu i tamo,
gdje je ne oCekujemo u samoj kineti¢koj energiji. Nastali elektronski kolektiv predstavlja novo
stanje materije, a opis njegovih svojstava je jo§ jedna potvrda, da razumijemo zakone fizike u
mikrosvijetu.

* k%

Matematika je najzahtjevnije zanimanje za um, ali znam da je tako nedjelotvorna ako Cinim
malu razliku izmedu Covjeka koji je samo geometri¢ar i izmedu umjetni¢kog zanata. Izabrao
sam je kao najljepSi zanat na svijetu; no na kraju krajeva to je ipak samo zanat. Dobra je zato
da bismo njegovali moc¢, no ne zato da tu silu primijenimo.

Blaise Pascal (1623. — 1662.),
francuski filozof, matematicar i fizicar

Ideja kocke postojala je ve¢ prije u duhu svakog od nas. Jednom rijec¢i: matematicki objekti
nisu materijalni predmeti, nego idealni, koji su se razvili u ljudskom duhu prema unutarnjim
zakonima strukture tog duha. Pravo znalenje matematike je u tome da studira bi¢a o kojima
saznajemo u Platonovu smislu.

Federigo Enriques (1871. — 1946.), talijanski matematicar



