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Sazetak

Unato¢ predvidanju da valovi gusto¢e naboja (eng. charge density waves
- CDWs) nastaju iskljucivo u jednodimenzionalnim ili kvazidimenzionalnim
sustavima kao posljedica nestabilnosti uzrokovane periodickim potencijalom
nametnutim na reSetku, zapazeni su i u dvodimenzionalnim materijalima
zatvorenih Fermijevih povr§ina. U takvim sustavima objasnjenje nastanka
CDW-a nije uvijek moguce dati uvjetom ugnjezdenja Fermijeve povrsine, tj.
jednoznacnim preslikavanjem jednog dijela Fermijeve povrSine na drugi dio,
stoga je 2018. godine Kadigrobov sa suradnicima [4] predstavio mehanizam
topoloske rekonstrukcije elektronske vrpce za paraboli¢nu disperziju pod-
vrgnutu periodickom potencijalu kojim se Fermijeva povrSine transformira iz
niza zatvorenih kontura u otvorenu.

Po uzoru na njihovo istrazivanje u ovom diplomskom radu razmotren
je dvodimenzionalni plin slobodnih elektrona dirakovske linearne disper-
zije. Nametnuti periodicki potencijal vrsi topolosku rekonstrukciju Fermijeve
povrsSine kojom se ona mijenja iz prvotno zatvorene u otvorenu. Posljedi¢no
tome mijenja se i jednoelektronski spektar u kojem se javljaju Lifshitzove
tocke izmedu kojih dolazi do otvaranja pseudoprocijepa. Da bi se ustano-
vilo postojanje stabilnosti ovakvog dvodimenzionalnog elektronskog konden-
zata, izraCunana je gustoca stanja koja slijedi nastalu promjenu. Nadalje,
odredena je energija rekonstruirane vrpce ¢ija je optimizacija dala uvjete na
funkcije Fermijeve energije prije i nakon topoloske rekonstrukcije. Pomocu
njihovih optimalnih vrijednosti, zahvaljuju¢i definiranom skaliranju para-
metara i varijabli, odredena je i optimalna vrijednost valnog vektora vala
gustoCe naboja, tj. parametra uredenja. Naposljetku, dan je prikaz ener-
gije vrpce nakon procesa topoloske rekonstrukcije za rezultirajuce optimalne

parametre u ovisnosti o parametru Sirine procijepa.

Kljucne rijec¢i: valovi gustote naboja / grafen / topoloska rekonstrukcija Fermijeve

povrsine



Stability of two-dimensional electron condensate
with topologically reconstructed Dirac band in
the vicinity of the Lifshitz point

Abstract

Despite the prediction that charge density waves arise solely in
one-dimensional and quasi-one-dimensional systems as a consequence of an
instability caused by a periodic potential which is imposed onto the lattice,
they are observed in two-dimensional materials with closed Fermi surfaces.
Explanation for emergence of charge density waves in these systems cannot
always be given by the Fermi surface nesting, that is, unambiguously map-
ping one part of the Fermi surface onto another. Therefore, in 2018 Kadigro-
bov et al. [4] proposed a mechanism based on a topological reconstruction
of the electron band with parabolic dispersion which is subjected to periodic
potential causing transformation of the Fermi surface from series of closed
contours into the open one.

Pursuing their research in this master’s thesis the two-dimensional free elec-
tron gas with the Dirac linear dispersion is investigated. Imposed periodic
potential causes a topological reconstruction of the Fermi surface and alters
it from the initially closed into an open one. Consequently, single-electron
spectrum also changes and Lifshitz points emerge. Between them a pse-
udogap opens. In order to ascertain the existence of stability of this two-
dimensional electron condensate, density of states, which follows the resul-
ting transformation, is calculated. Furthermore, the energy of the reconstruc-
ted band is determined. Its optimisation gives conditions on Fermi energy
functions before and after topological reconstruction. By means of their opti-
mal values, due to defined scaling of parameters and variables, optimal value
for the wave vector of the density wave (order parameter) is calculated. Fi-
nally, the band energy after the process of topological reconstruction is given

for resulting optimal parameters as a function of a gap-width parameter.

Keywords: charge density waves / graphene / topological reconstruction of the Fermi

surface
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1 Uvod

Za razliku od vecine metala i dopiranih poluvodica ¢ija su pobudenja na niskim ener-
gijama dobro opisana priblizno slobodnim kvazicesticama koje slijede Schrodinge-
rovu jednadzbu s hamiltonijanom Hg = %, gdje je p operator elektronskog im-
pulsa, a m* efektivna masa, Diracovi materijali su sustavi kondenzirane materije u
kojima niskoenergijska fermionska pobudenja ili kvazicestice prate Diracov hamilto-
nijan Hp = co - p + mc®o., u kojem je efektivna ,brzina svjetlosti” ¢ dana Fermije-
vom brzinom vp, a o,, 0, 1 0, su Paulijeve matrice. Interesantna je cinjenica da je
kvazicesti¢na disperzija linearna u limesu iS¢ezavaju¢e mase m — 0, Sto sa sobom
nosi kvalitativne razlike s konvencionalnim materijalima. [1]

Najpoznatiji Diracov materijal zasigurno je grafen, alotropska modifikacija ugljika,
¢iji nosioci naboja u oklini Fermijeve energije oponasaju relativisticke bezmasene
Cestice svojstava karakterisiticnih za dvodimenzionalne Diracove fermione. [2]

Ugljik, Sesti kemijski element periodnog sustava elemenata (5C), jedan je od te-
meljnih sastavnica svakog oblika zivota. Kao i ve¢ina elemenata laksih od Co stvoren
je u procesima zvjezdane nukleosinteze i ima klju¢nu ulogu u kemijskoj evoluciji
svemira. Zahvaljujuéi svojoj znacajnoj kemijskoj reaktivnosti s atomima drugih ke-
mijskih elemenata i povezivanju atoma medusobno, uvelike je zastupljen u prirodi,
krenuvsi od znatne koli¢ine ugljikova dioksida u atmosferi, preko minerala i gorskih
lanaca pa sve do zivih organizama. Svoju rasprostranjenost moze zahvaliti jedins-
tvenoj elektronskoj konfiguraciji [He] 2s* 2p? koju ¢ine dva elektrona u zatvorenoj 1s?
(helij) ljusci i Cetiri valentna elektrona rasporedena u jednu 2s i tri 2p orbitale. Bududi
da valentni elektroni mogu hibridizirati u sp, sp* i sp® hibridizaciji, ugljik ima veliku
raznovrsnost alotropskih modifikacija od kojih su neke: karbonske nanocjevcice, gra-
fit, dijamant, fuleren, amorfni ugljik...

Posebno je interesantan slucaj sp? hibridizacije - grafit. Ova hibridizacija kombi-
nira jednu s i dvije p atomske orbitale ¢ime nastaju tri ekvivalentne sp? orbitale tri-
gonske planarne geometrije, kuta medu vezama 120°. Stoga, u ravnini se stvara sloj
heksagonske strukture s tri jake kovalentne kemijske o veze dok preostala p orbitala
usmjerena okomito na ravninu tvori slabu 7 vezu sa susjednim atomima, daje deloka-
lizirani elektron i time ¢ini ovu alotropsku modifikaciju ugljika planarno vodljivom. U

grafitu slojevi su medusobno vezani slabim Van der Waalsovim vezama na udaljenosti



0.335 nm S$to dozvoljava klizanje i lako odvajanje slojeva.

Individualni sloj grafita, u kojemu se atomi ugljika nalaze u resetki oblika pcelinjeg
saca, naziva se grafen. Budu¢i da ima linearnu disperzijsku relaciju na niskim energi-
jama oko tocaka doticanja valentne i vodljive vrpce, grafen pripada skupini Diracovih
materijala. Kao takav ima neuobicajena fizikalna svojstva. Debljina od samo jednog
atoma Cini grafen jako tankim, Sto se pri usporedbi s preostalim dvjema dimenzijama
grafenskog lista prihvaca kao kriterij dvodimenzionalosti. Kako je spomenuto ranije,
veze izmedu ugljikovih atoma grafitnog jednosloja iznimno su jake pa je grafen jedan
od najc¢vrscih poznatih dvodimenzionalnih materijala. Karakteriziraju ga i izrazita sa-
vitljivost, visoka prozirnost te velika efikasnost termalne i elektri¢ne vodljivosti.

Pozeljna svojstva i potencijalna iskoristivost ¢ine grafen interesantnim za daljnja

istrazivanja. Rahnejat et al. promatrali su kemijski dopirani grafit s interkaliranim
kalcijem izmedu slojeva (CaCg). Skeniraju¢im tuneliraju¢im mikroskopom (STM) i
spektroskopijom zapazili su stvaranje kalcijeve superresetke u materijalu i uocili su
elektronske nabojne pruge (eng. stripes). Pojavu stripes-a asocirali su s valovima
gustoce naboja (eng. charge density waves - CDWs), o kojima ce biti nesSto viSe rijeci
u nastavku, uz napomenu da moduliranje polozaja kalcijevih interkalata ne uzrokuje
nikakvu deformaciju ugljikove resetke, do na eksperimentalnu razlucivost instru-
menata. [3] Dosad su valovi gusto¢e naboja bili povezivani iskljuc¢ivo s moguénosti
ugnjezdenja Fermijeve povrsine jednodimenzionalnih i dvodimenzionalnih materija-
la, tj. da je moguce jedan dio Fermijeve plohe jedinstvenim valnim vektorom pre-
slikati u drugi. Stoga, detekcija CDW-a u dvodimenzionalnim materijalima zatvo-
renih Fermijevih povrSina, koji zbog svoje izotropnosti ne mogu zadovoljiti uvjete
gnijezdenja, zahtijeva razvoj novog modela.
Ideja modela koji su predstavili Kadigrobov et al., a koji se temelji na mehanizmu
topoloske rekonstrukcije elektronske vrpce u dvodimenzionalnom elektronskom kon-
denzatu parabolicke disperzije [4] primijenjena je u ovom radu na dvodimenzionalne
materijale izotropne Fermijeve povrsine s dirakovskom disperzijom.

U sljede¢em poglavlju dan je povijesni napredak na podrudju istrazivanja gra-
fena kao i neki njegovi interesantni fenomeni. U poglavlju 3 promotren je gra-
fen u aproksimaciji ¢vrste veze ukljucujuéi strukturu grafenske kristalne resetke i
strukturu elektronskih vrpci uz pridavanje pozornosti energijama oko tocaka rubova

1. Brillouineove zone u kojima se dodiruju vodljiva i valentna vrpca. Nadalje, u



4. poglavlju razmotrena je topoloska rekonstrukcija dvodimenzionalne dirakovske
vrpce. Uz izracun elektronske gustoce stanja nakon topoloskog prijelaza, odredena

je i energija rekonstruirane vrpce i ustanovljeni su optimalni parametri stabilnosti

sustava nakon procesa topoloske rekonstrukcije.



2 Grafen: povijest i fenomeni

Prije daljnjeg opisa metode novopredstavljenog modela u ovom poglavlju ukratko
je dan saZetak interesa znanstvenih istrazivanja nad grafenom kroz povijest. Po-
tom, prodiskutirani su neki od zanimljivih fenomena u grafenu uoceni u modernim

istrazivanjima.

2.1 Povijest grafena

Ve¢ 1859. godine britanski kemicar Benjamin Brodie izlozio je grafit jakim kiseli-
nama produkt Cega je nazvao ugljicnom kiselinom. [8] Vjerovao je da je otkrio novi
oblik ugljika molekulske mase 33, no kasnije je ustanovljeno da je zapravo opazio
grafenske slojeve gusto prekrivene hidroksilnim i epoksidnim skupinama - grafitni
oksid. U nastavku istrazivanja grafitova oksida, klju¢no je bilo opisivanje njegove
listaste strukture. 1948. godine G. Ruess i F. Vogt uocili su u suspenziji grafitnog
oksida pod transmisijskim elektronskim mikroskopom (TEM) ,naborane pahuljice”
debljine svega nekoliko nm. [9] Daljnji rad Ulricha Hofmanna i Hannsa-Petera Bo-
ehma 1962. temeljio se na potrazi za najmanjim ostvarivim fragmentima reducira-
nog grafitova oksida od kojih su neke identificirali kao jednoslojeve. [10] 40 godina
kasnije znanstvenim radom Hiroshija Shioyame nedvojbeno su u TEM-u prepoznani
grafenski jednoslojevi. [11] U meduvremenu, Boehm je sa suradnicima 1986. godine
uveo nomenklaturu i terminologiju za grafitne interkalatne spojeve, medu ostalima
i za grafen kombinirajudi rijec ,grafit” sa sufiksom -en koji se odnosi na policikli¢ne
aromatske ugljikovodike. [12] Nastojanja da se mehanickom eksfolijacijom izoliraju
tanki filmovi grafita zapocela su 1990. godine kada je grupa Heinricha Kurza izvijes-
tila o odvajanju opticki tankih slojeva grafita prozirnom ljepljivom trakom, no prije
2004. godine nisu dobiveni uzorci tanji od cca. 50 slojeva.

Tada se dogodio veliki pomak na eksperimentalnom podrucju istrazivanja grafena.
Andre Geim i Konstantin Novoselov sa svojim suradnicima uspjeli su ,,metodom lje-
pljive trake” izolirati grafenski monosloj iz ,,bulk” grafita tako $to su odljepljivali gor-
nje slojeve s uzorka i prenosili ih na tanki supstrat silicijeva dioksida (SiO,) koji je
tek slabo interagirao s grafenom i elektri¢no ga izolirao. Time je osigurano dobiva-
nje nabojno neutralnih grafenskih slojeva. Takoder, proucavajudi fizikalna svojstva

jednosloja, demonstrirali su veliku mobilnost elektrona u grafenu sto je odvelo do

4



poimanja potencijalnog napretka elektronike njegovom implementacijom. 2010. go-
dine Geim i Novoselov su osvojiili Nobelovu nagradu za ,prijelomne eksperimente
glede dvodimenzionalnog materijala grafena”. [13]

S teorijske strane, grafen kao monosloj grafita proucavan je ve¢ 1947. godine.
Tada je Phil Wallace proveo prve racune za strukturu elektronske vrpce i Brillouino-
vih zona jednog sloja grafita u aproksimaciji ¢vrste veze (eng. tight binding approxi-
mation - TBA). Uz to, izracunao je i broj slobodnih elektrona, te grafensku elektri¢nu
vodljivost ¢ime je udario dobre temelje za razumijevanje elektri¢nih svojstava ,,bulk”
grafita. [14] Nadalje, Gordon Semenoff (1984.) [15] i Duncan Haldane (1988.) [16]
uvidjeli su iskoristivost grafena kao dobrog analogona za (2+1)-dimenzionalne sus-
tave u okviru kvantne elektrodinamike (eng. quantum electrodynamics - QED) na
temelju Cega su razvijali teorijske modele anomalnih fenomena zapazenih u QED
sustavima. U najaktualnijim istrazivanjima isti¢u se radovi Tsuneya Anda i Mildred

Dresselhaus, te njihovih suradnika. [18]

2.2 Fenomeni u grafenu

Bududi da grafenska disperzijska relacija ima specifican linearni oblik, elektroni i
Supljine imaju iS¢ezavajucu efektivnu masu pa grafenski nosioci naboja u sustini imi-
tiraju relativisticke Cestice. Njihov opis prirodnije je dati Diracovom jednadzbom
umjesto Schrédingerove. Upravo to ¢ini svojevrsnu sponu fizike kondenzirane mate-
rije i QED-a. Takoder, direktna posljedica karakteristicnog oblika energijske vrpce je
i niz svojstava koja izdvajaju grafen od ostalih materijala. [21]

Ambipolarni efekt polja: Izmjereno je da na ulaznom prednaponu V, (eng. gate
voltage), na kojem otpornost p poprima maksimalnu vrijednost, Hallov koeficijent
Ry o$tro mijenja predznak. Odnosno, promjenom predznaka napona primijenje-
nog na grafen dolazi do prijelaza izmedu tipa njegovih nosioca naboja (elektroni u
Supljine, i obrnuto). OpaZena pojava podsjetila je autore na ambipolarni efekt polja
u poluvodic¢ima uz naglasak da nema podrucja iznosa vodljivosti nula povezanog sa
smjeStanjem Fermijeve energije unutar zabranjenog pojasa vrpce. [13]

Vodljivost na polju nula: Teoretski predviden ,minimum metalne vodljivosti” (eng.
minimum metallic conductivity) eksperimentalno je potvrden za grafen. Izmjereno

je da vodljivost ne pada ispod najnize vrijednosti 4e*/h odredene kvantom vodlji-



vosti ¢ak ni na temperaturama nizima od 4 K ni onda kada koncentracije elektrona i
supljina teze u nulu. [2]

Kvantni Hallov efekt: Hallov efekt je pojava stvaranja transverzalnog elektricnog po-
lja £, zbog djelovanja okomitog magnetskog polja B, na vodljivi materijal kojim tece
elektricna struja gustoce j, tako da vektori spomenutih triju veli¢ina tvore desni ko-
ordinatni sustav. Naime, kada se uzorak kojim tece struja izlozi magnetskom polju
smjera okomitog na gibanje Cestica, Lorentzova sila djeluje na nosioce naboja i uz-
rokuje zakretanje njihovih putanja te nakupljanje na jednoj strani materijala ¢ime se
stvara transverzalno elektricno polje. Kvantni Hallov efekt uocava se u dvodimenzi-
onalnim elektronskim sustavima visoke mobilnosti na niskim temperaturama i jakim
magnetskim poljima. U takvim uvjetima vodljivost materijala ostvarena rubnim sta-
njima (eng. edge states) poprima kvantizirane vrijednosti. Grafen je zasad jedini
poznat materijal koji ispoljava ovaj efekt ve¢ na sobnoj temperaturi. Stovise, eks-
perimentalno istrazivanje magnetotransporta u grafenskom sloju visoke mobilnosti
pokazalo je da je kvantizacija vodljivosti za elektrone i Supljine opisana polucjelo-
brojnim faktorima popunjenja (eng. filling factor). [17]

Transparentnost i apsorpcija: Koeficijent apsorpcije lista grafena iznosi 2.3 % Sto daje
do znanja da je grafen poprilicno transparentan. [19] Vazno je napomenuti da je ovo
ipak znacajna vrijednost jer govori o vise od 2 % apsorpcije po samo jednom atom-
skom sloju, odnosno da postoji dosta jaka interakcija Diracovih elektrona (elektroni
koji zadovoljavaju Diracovu jednadzbu - jednadzba kvantnih Cestica spina 1/2 u re-
lativistickom rezimu) s fotonima. Grafen je, stoga, vidljiv i kada se promatra golim
okom jednostavnim optickim mikroskopom, kako je prvi put i bio detektiran. [13]
Podesivi energijski procijep: Eksperimentalno istrazivanje pokazalo je da se energij-
ski procijep grafena konacne Sirine moze podesavati u ovisnosti o vrijednosti Sirine
proizvedene grafenske trake. Mjerenjem vodljivosti u rezimu nelinearnog odziva na
niskim temperaturama dobiven je rezultat da energijski procijep raste inverzno Sirini
trake $to vodi na zakljucak da je moguce litografskim procesima konstruirati grafen-

ske nanostrukture Zeljene velicine energijskog procijepa. [20]



3 Grafen u aproksimaciji ¢vrste veze

Nakon kratkog opisa elektronskih vrpci u grafenu i njegove kristalne resetke u re-
alnom i reciprotnom prostoru dan je izvod strukture elektronskih vrpci u aproksi-
maciji ¢vrste veze (eng. tight binding approximation - TBA). Takoder, raspisan je i
niskoenergijski limes Diracove jednadzbe za elektrone u grafenu zajedno s pripadnim

rjeSenjima.

3.1 Struktura grafenske kristalne resetke

Elektronska konfiguracija [He] 2s? 2p* daje do znanja da je ugljik tetravalentan pri
¢emu ima jedan elektron u 2s i tri u 2p orbitali. Trigonska simetrija grafena odredena
je hibridizacijom jedne s i dviju p orbitala u tri sp? atomske orbitale planarne ge-
ometrije. Tako stvorene kemijske veze izmedu jednog atoma ugljika s trima susjed-
nim identi¢nim atomima isklju¢ivo su jake kovalentne o-veze s kutom 120° medu
njima Sto grafenskoj strukturi daje dvodimenzionalnost i karakteristican Sesterokutni

sacasti izgled.

3.1.1 Realna resetka

Bravaisova reSetka grafena je heksagonalna s dva atoma ugljika u bazi koii su prika-

zani dvjema 1

Slika 3.1: Prikaz dvodimenzionalne jedinicne grafenske celije s distinkcijom dvaju
atoma ugljika u bazi heksagonalne Bravaisove reSetke. Ucrtani su i jedini¢ni vektori
a; i as, te vektori najblizih susjeda 71 i 7. Od dva moguca smjera (,zig-zag” i
sarmchair”) z-smjer je ovdje izabran u pravcu ,zig-zag” smjera reSetke.



Oznaceni su i odabrani jedini¢ni vektori Celije

a; =a(1,0);
az = a 777 )

gdje konstanta resetke a predstavlja udaljenost izmedu dvaju atoma iste podresetke i

iznosi a = 0.25 nm. Na slici su prikazani i vektori koji povezuju prve susjedne atome

1
m=al|0,—];
' <¢§)

1

T =a _—, — | (3.2)
: 2723
+1 -1
s=a|—,——
° 2723
Bududi da ocrtavaju pravilni Sesterokut, rijec je o vektorima jednakih duljina
7| =a/Vv/3 =0.14nm, [ = 1,2, 3.
3.1.2 Reciprocna resetka
Reciproc¢na resSetka razapeta je jedinicnim vektorima
2T 1 1
CL = — =1 !
a V3
om (2 (3.3)
Cy = — y T e o
2 a \/3—

Slika 3.2: Grafenska recipro¢na reSetka (iscrtkano) s prikazanim jedini¢nim vekto-
rima ¢; i ¢,. Puna crta obiljezava 1. Brillouineovu zonu s rubovima K i K’ dok je I'
standardna oznaka sredista Brillouineove zone.



Vrhovi 1. Brillouineove zone (skr. 1BZ) su

27‘(’ (1 1 )
3’
C‘% ( f) 3.4)
K' = _70 )
a \3

a do preostala Cetiri vrha dolazi se translacijom K i K’ linearnom kombinacijom
jedini¢nih vektora reciprocne resetke nic; + noca; ny,ne € Z, Sto ih ¢ini ekvivalent-
nima. Rubovi 1BZ predstavljaju tocke visoke simetrije u kojima su niskoenergijska

pobudenja nosioca naboja opisana Diracovom jednadzZbom za bezmasene Cestice.

3.2 Struktura elektronskih vrpci

Ukoliko definiramo operator stvaranja elektrona u slobodnoj p. orbitali u tocki reSetke
R kao |p.(R)) = ck|0) i integral preskoka izmedu susjednih p, orbitala —v, koji iz-
nosi vy ~ 2.8 €V [14], moZemo u aproksimaciji prvih susjeda i ¢vrste veze zapisati

hamiltonijan

H = —70 Z CJ;%AfflCRA — 70 Z CJ;{B+7-ZCRB- (35)

Ra,m Rp,7
Hamiltonijan je rastavljen u dva dijela od kojih prvi ¢lan sumira po atomima A baze
R, = niay + ngas + 1, a drugi po B bazi Rg = nia; + nsas, ny,ny € Z. Degeneri-
rana spinska stanja kao dodatni stupanj slobode nisu zapisana jer nemaju relevantnu
ulogu u nastavku racuna. Takoder, zanemarena su preklapanja dviju susjednih p, or-
bitala i pretpostavljeno je da nula energije odgovara p, orbitalnoj energiji £ (p,) = 0.
Svojstvena stanja hamiltonijana moraju biti linearna kombinacija p, orbitala koja is-
punjava Blochov teorem. On nalaZe da elektronske valne funkcije u kristalu imaju
bazu koja se sastoji isklju¢ivo od energijskih svojstvenih stanja Blochovih valova.

Stoga, biramo linearnu kombinaciju koja zadovoljava Blochov uvjet:

ol = \/_ Z ek RACRAfA Z e’k RBCEB (k) Z. (3.6)
¢} oznatava operator stvaranja Blochova stanja |k) = F > g e®E|R) ureciprotnom
prostoru tako da cf|0) = |k), dok je Z (]Z|> = 1) faza uvedena odmah sada kako bi

se kasnije pojednostavili analiticki izrazi.



Uvodimo Fourierove transformate operatora c;{ 1 CL i pripadne inverze:
A B
1
t_ Z ik-Ra .1 _ —ik-Ra AT .
4= VN e e T \/— E e AL (3.7)

\/_Z e kR pl (3.8)

pa Blochovo svojstveno stanje koje mora dijagonalizirati hamiltonijan (3.5) tada po-

prima oblik
e} = fa (k)AL + f5 (k) B (3.9)

KoriStenjem izraza (3.9) dijagonalizirani hamiltonijan u bazi Blochovih stanja moguce

je zapisati kao

H = ZE ckck—

=2 Bk ) (4 B]) 2?2 (r30) 75 ) 2:

(3.10)

Vratimo se sada na izraz za hamiltonijan (3.5) i raspiSimo njegov prvi ¢lan u sumi
pomocu novouvedenih inverznih Fourierovih transformata (3.7) i (3.8), s tim da

odmah primje¢ujemo da je svaki od vektora R, — 7; jedan od Rp vektora:

e 3 (g ()
Kk’ k

Ra,T; Ra,m
- N

= Z A TLB;;/Ak:Zﬁe (k—k')-Ra _

k, k!, T Ra
=Y Z°e* T BLA,

k,

(3.11)
pri ¢emu je u posljednjoj jednakosti kori$tena relacija " 1" ®F)Ra = G .
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1€z(k k')

Uz primjenu izraza ), Re = ¢, 1+ analogno raspisujemo i drugi ¢lan

hamiltonijana:

1 o, 7 ‘
Z CJ}%B+TzCRB = Z <\/_ﬁ;em '(RBJrTl)AJIrc') <—N;€Zk.RBBk:> =

Rp, T Rp,7
_ Z Z—zk’TLAT Bkz i(k—k')-
kK,
=Y Ze Al B,
k, 7
(3.12)
pa on postaje
H=-%)_ (Z Z*e* Bl A, + Ze—ikﬂALBk> . (3.13)
k !
Ukoliko iz prethodne relacije izvu¢emo i definiramo ¢lan
k)=—7» Ze*m (3.14)
I
hamiltonijan H moguce je zapisati u matricnom obliku
0 T (k A
H=Y" (4, B]) AN (3.15)
. T*(k) 0 By,

Konac¢no, usporedbom dvaju izraza za isti hamiltonijan (3.10) i (3.15), dobivamo

svojstveni problem

=1F (k) : (3.16)

(k) 0O /5 (k) /5 (k)
koji ima netrivijalno rjesenje ako i samo ako je matrica linearnog sustava singularna,
odnosno nema inverznu matricu obzirom na matricno mnoZenje, $to se provjerava
racunanjem njene determinante. Postavljaju¢i uvjet za neisCezavajuce rjesenje da

determinanta nuzno iznosi nula,

—E(k) T(k)
T (k) —E(k)

0, (3.17)
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odreduju se svojstvena stanja - energije - naseg elektronskog sustava:

= +\/T (k)T (k) = £|T (k (3.18)

Sto uz jednakost (3.14) i uvrstavanje koordinata 7; dovodi do rjeSenja

E (k) = £v4| 1+ 4cos (k:;%) cos <ky%§> + 4 cos? (kmg) : (3.19)

Ovim izrazom odredena je struktura elektronske vrpce ¢iji se vizualni prikaz nalazi

na Slici 3.3.

Slika 3.3: Elektronski spektar dirakovske sacaste resetke grafena. Na desnom dijelu
slike uvec¢ane su energijske vrpce blizu jedne od Sest Diracovih to¢aka. Preuzeto
iz [23].

Kratki racun pokazuje da u tockama K i K’ (i u preostale Cetiri ekvivalentne tocke)

funkcija energije i$¢ezava, odnosno da su Fg ( &z, a}) =01 FEx: (5,0) =0, iz
cega slijedi da je F (k) = 0 u rubovima 1BZ. Budu¢i da su energijske vrpce valentna
(negativna) i vodljiva (pozitivna) simetricne preko nultocaka energije u Diracovim
tockama, slijedi da je za to¢no pola popunjenja vrpce gustoc¢a stanja na Fermijevoj
energiji nula. Kako jedini¢na ¢elija sadrzi sveukupno dva atoma od kojih svaki daje
po jedan slobodni elektron, uzimajuéi spin u obzir, vrpca je to¢no popunjena do pola.
Dakle, grafen je poluvodi¢ energije procijepa nula (eng. zero gap semiconductor) ko-
jem je Fermijeva energija takva da je donja vrpca potpuno popunjena dok je gornja

potpuno prazna, Er = Fg = Exr = 0.

12



3.3 Razvoj energije oko K-toCke

Stanja nosioca naboja oko Fermijeve energije odreduju niskoenergijska svojstva pa se
u ovom odlomku koncentriramo na podrucje oko tocaka K i K’ koje se nalaze to¢no
na Fermijevom nivou.

Jednakost (3.16) nije nista drugo doli svojstvena jednadzba Hpiy, = Exi kojoj je

hamiltonijan dan sa

P
k= , (3.20)
T (k) 0

dok svojstveno stanje odreduju f4 (k) i f (k) kao

k

/5 (k)

Prebacujemo se u okolinu tocke K translacijom po vektoru recipro¢nog prostora
k— k+ K; |k| < |K]|. Sada promatramo Taylorov razvoj funkcije hamiltonijana

T (k) razvijajuéi eksponencijalni ¢lan e~#7:
T(k)=—vY Ze "M n qZ N e KM fingZk. - Y e K r. (3.22)
I 1 I

Uvrstavajudi poznate vrijednosti K-tocke i tocaka vektore prvih susjednih atoma 7,

izvrjednjujemo sume obaju ¢lanova.

L. Ze‘ZK’T‘ =0
l
(3.23)
| 2 ay/3
L3 e mm = e 3 (ia+ 4).

Uz odabir faze Z = =3, kako bi analiti¢ki izrazi poprimili $to jednostavniji izraz,

funkcija 7' (k) od (3.22) postaje

T (k) = \/TETCWO (ky —iky), (3.24)
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pa je efektivni hamiltonijan Hj, razvijen oko tocke K

0 T(k 0 ky—ik
Hy, = (k) _ ‘/—?Ta% 1. (3.25)
T* (k) 0 2 ke +ik, 0

Uvodimo novu varijablu Avy = ‘@a%, gdje je Fermijevu brzinu grafena vy ~ 1092
prvi odredio Wallace 1947. godine. [14] Raspisujuc¢i dalje hamiltonijan po novouve-

denoj varijabli i Paulijevim matricama o, = (9§) io, = (9 7') , slijedi da je:

0 1 0 —
Hk = hUF k’x + k’y = FL’UF (Jxk’x -+ O'y]{?y) . (326)
1 0 1 0
Ukoliko obuhvatimo Paulijeve matrice u dvodimenzionalni Paulijev vektor

o = 0,& + 0,9, kona¢no dobivamo linearni Diracov hamiltonijan
Hy, = hvpo - k. (3.27)

Ovaj rezultat govori da se elektroni u grafenu oko tocke K, u kojoj se dodiruju va-
lentna i vodljiva vrpca, ponasaju kao Diracove bezmasene Cestice.

Nadalje, moguce je odrediti i svojstvene energije, te svojstvene vektore u okolini Dira-
cove tocke iz matri¢ne jednadzbe Hypiyp = Eri. 1z uvjeta za netrivijalnim rjeSenjem,
koje zahtijeva da determinanta sustava bude nula, izlaze rjeSenja za svojstvene vrije-
dnosti:

pomocu kojih se dalje trivijalnim postupkom odreduju i svojstvena stanja:

1 n

ik-r
- e, (3.29)
L2\ pittk)

Uni (1) = (r|n, k)
Novodefinirani ¢lan »n objedinjuje valentnu (n = —1) i vodljivu (n = +1) vrpcu dok
je L? povrSina lista grafena. Apsolutna vrijednost |k| i kut 0(r) dolaze iz Eulerove
notacije kompleksnog broja k, + ik, = |k[e®®); |k| = \/E2+ k2, 0(k) = arctg:—z.
Analogan postupak provodi se za podrucje tocke K’ u Ciju se okolinu translatiramo
sak — k+ K’; |k| < |K’|. Uz odabir faze Z = 1 hamiltonijan (3.20) nakon

Taylorova razvoja funkcije 7'(k) prelazi u H; = hvpo™ - k. o* je kompleksni Paulijev
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vektor o* = 02 + 0;9, gdje su o} = (94) i0; = (% §) . Svojstvena stanja dana su
say), (1) = 75 (<" e ., asvojstvene energije £, ;, = n-hvr|k| degenerirane suss
energijama iz razvoja oko tocke K, sto upucuje na zakljucak da tocka K’ predstavlja
samo dodatni stupanj slobode. Dakle, bez narusenja opéenitosti mozemo promatrati
ponasanja sustava isklju¢ivo u okolini od K ukoliko ne zaboravimo u obzir uzeti
degeneracije - faktor dva koji dolazi od spina i jos jedan faktor dva od degeneracije

energija takozvanih dolina (eng. valleys) K i K.
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4 Topoloska rekonstrukcija vrpce

Valovi gustote naboja (CDWs) isprva su bili predvideni tek u jednodimenzional-
nim metalima vezanima uz reSetku (sustavi elektron-fononske interakcije) kao po-
java koja izlazi iz nestabilnosti metala spram samosuglasne periodicke modulacije
reSetke. [24] Otvaranjem procijepa u osnovnom stanju jednocesticnog spektra na
Fermijevoj energiji elektronske vrpce, te spustanjem totalne energije elektronskog
kondenzata, kompenzira se porast u ukupnoj energiji uzrokovan deformacijom kri-
stalne reSetke. Pokazano je da je mogu¢ nastanak valova gusto¢e naboja i u dvo-
dimenzionalnim materijalima velike anizotropije Fermijeve povrSine koja po svojim
dijelovima ima dovoljno visok stupanj ugnjezdenja, tj. da se jedan dio Fermijeve
plohe moze jedinstvenim valnim vektorom preslikati u drugi, ¢ime postize stabilnost
CDW:-a (eksperimentalno i teorijski objasnjeno). [25]

Medutim, valovi gusto¢e naboja detektirani su i u dvodimenzionalnim materijalima
zatvorenih Fermijevih povrsina koji zbog svojih izotropnosti ne mogu zadovoljiti uvjet
gnijezdenja Fermijeve povrSine. Kako su pokazali Rahnejat et al. [3], jedan od ta-
kvih materijala je kemijski dopirani grafit s interkaliranim kalcijem izmedu slojeva
(CaCg). U njemu dolazi do stvaranja kalcijeve superreSetke i elektronskih nabojnih
pruga (eng. stripes). Opazanje da moduliranje poloZzaja kalcijevih interkalata ne uz-
rokuje pomake u ugljikovoj resetki autore je odvelo na vazan zakljucak da grafenski
listovi nose idealne CDW-ove. Odavde se prirodno nametnulo pitanje modela koji bi
mogao opisati nastanak valova gusto¢e naboja i u dvodimenzionalnim materijalima
izotropne Fermijeve povrSine dirakovske disperzije.

2018. godine Kadigrobov et al. [4] predstavili su metodu koja ne ukljutuje stan-
dardno kvalitativho objasnjenje mehanizmom ugnjezdenja Fermijeve plohe, a ipak
dovodi do strukturalne nestabilnosti u dvodimenzionalnim izotropnim vodi¢ima pa-
raboli¢ne elektronske disperzije mehanizmom topoloske rekonstrukcije elektronske
vrpce kojom se prvobitno zatvorena Fermijeva povrsSina transformira u otvorenu. Po-
kazali su uz to i da na ovaj nacin sustav spontano stabilizira CDW za dvodimenzi-
onalne paraboli¢ne elektronske disperzije.

U ovom poglavlju i u nastavku rada njihova metoda primijenjena je na dvodimenzi-
onalni elektronski kondenzat dirakovske linearne disperzije. Najprije su pojasnjena

glavna razmatranja ovakvog pristupa problemu i uvedene su pocetne pretpostavke.
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Zatim je provedena topoloska rekonstrukcija Fermijeve povrsSine do koje dolazi zbog
zadane periodicke modulacije gusto¢e naboja Sto omogucava numericko izvrjednja-
vanje gustoCe stanja elektrona. Promotrena je energija rekonstruirane vrpce i eg-
zaktno su izracunani uvjeti na funkciju Fermijeve energije s namjerom odredivanja
stabilnosti sustava nakon topoloske rekonstrukcije. Prikazom promjene ukupne ener-
gije vrpce ustanovljena je njena ovisnost o veli¢ini amplitude na sustav nametnutog

periodickog potencijala u optimalnim parametrima.

4.1 Analiza i topoloska rekonstrukcija elektronske vrpce

Kako bi problem ostao dovoljno jednostavan, promotreno je sto se dogada s osnovnim
stanjem grafenske linearne disperzije ¢ (p.,p,) = nvp|p| = nvp./p2 + p2 u okolini
K -tocke u Brillouineovoj zoni (3.28), gdje je p = hk impuls elektrona. Pretpostav-
ljamo da je grafen dopiran elektronima, bilo kemijski, bilo primjenom napona vrata

(eng. gate voltage), tj. da ima Fermijevu povrSinu kona¢ne dimenzije, energije cp,

PFy

2. Na postojeci sustav uveden je periodicki potencijal

i Fermijevog valnog vektora
koji ga modulira. Takav jednostavni sinusoidalni potencijal V(x) = Acos (%x + ),
gdje je pod pretpostavkom Q) ~ 2 pp, = 2 %, uz promjenu koordinata u recipro¢nom
prostoru u skladu s novom Brillouineovom zonom tako da p, € [—Q/2,Q/2] dok
p, ostaje isti, dovoljan je da dovede do topoloskog prijelaza Fermijeve povrsine iz

pocetne zatvorene u otvorenu topologiju perioda () kao Sto je prikazano na Slici 4.1.
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Slika 4.1: Prikaz promjene topologije Fermijeve povrSine dvodimenzionalne dira-
kovske disperzije uzrokovane periodickom modulacijom impulsa @) = 2pp, u reci-
pro¢nom prostoru iz zatvorene (a) u otvorenu topologiju (b) periodi¢nosti () nakon
otvaranja procijepa u tockama degeneracije. Slika uz dozvolu nacrtana po uzoru
na [4].

Promatrani vezani elektron-fononski sustav opisan je Frohlichovim hamiltonija-

nom [26],

H=> e(p)ahap+ Y _ hw(q)bbg + \/%g > abqap (b*_q + b,,) , (4.1)
P q pP:q

gdje su ¢(p) i p = p,& + p,y energija i impuls elektrona ¢iji su operatori stvara-
nja i ponistenja ai, i ap. Fononska su stanja odredena energijom hw(q) i impulsom
q = ¢.& + ¢,§ dok su njihovi operatori stvaranja i ponistenja redom b} i b,. A pred-
stavlja povrsinu dvodimenzionalnog sustava, a radi jednostavnosti pretpostavljeno
je da elektron-fononska konstanta vezanja ¢ nema eksplicitne ovisnosti o impulsima
elektrona i fonona.
Hamiltonijan u aproksimaciji srednjeg polja prelazi u novi oblik,

Al

207 A?, (4.2)

Hyp = Z {s(p)ai,ap + AemaLQaP + Ae_@aLQap} +
P

pri ¢emu je

VAR = g ({ba) + (o)) 4.3)

parametar uredenja, a (bg) = (bT_Q> ocekivana vrijednost makroskopski zaposjed-
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nutog fononskog stanja valnog vektora (). Energije elektrona sustava s uklju¢enom
modulacijom odreduju se iz dijagonalizacije hamiltonijana (4.2) po elektronskim sta-

njima uz zanemarivanje posljednjeg ¢lana. To vodi na izraz:

) = 2P T2, \/ (2t ;52(’”)2 i (4.4

gdje je A Sirina novonastalog procijepa.

U pomaknutim impulsima nove Brillouineove zone energije £, (p) i €2(p) dane su sa

5 \
51,2(1)) =€ (px + %J)y) = nUF\/(px + %) +p12/ . (45)

Ovakav pomak ishodista za % omogucava uvid u pojave u centru novonastale BZ.

U ovom trenutku prikladno je odabrati n = +1 ¢ime se svi daljnji rezultati odnose
samo na elektrone obzirom da je za Supljine rezultat potpuno analogan do na zrca-
ljenje po p, — p, ravnini.

Kona¢no, nakon otvaranja procijepa i topoloske rekonstrukcije elektronski spektar

odreden jednadzbama (4.4) i (4.5) ima oblik

1 2 4 |
ex(p) = SUF VYT +/Yo £ \/[\/T+ — \/T_] + v_2A2 , (4.6)
F
uz definiranu pokratu
2
Ti(pes py) = <px + %) + 1. (4.7)

Slika 4.2 prikazuje ovisnost novih energija (4.6) o p, i p,. Donja vrpca ima sedlenu
tocku na (p.,py) = (0,0) u e, = g9 — A, gdje je g = UF%, dok gornja vrpca ima
dno na (p,,p,) = (0,0) u e, = ¢ + A. Tocke ¢, == A uobicajeno se jednim imenom
nazivaju Lifshitzovim to¢kama. Ime dolazi zbog sli¢nosti s Lifshitzovim takozvanim
,,2% prijelazom” uzrokovanim pomjenom topologije Fermijeve plohe. U ovom faz-
nom prijelazu termodinami¢ki potencijal na 7' = 0 K ima singularno pona$anje ~ 22
u drugoj derivaciji, a ~ Z 2 u tre¢oj derivaciji (Z je varijabla koja sadrzi kriti¢ni para-
metar prijelaza, npr. tlak). [27] Na drugom dijelu slike nalaze se sheme ekvienergij-
skih ploha za razli¢ite iznose ¢, (p) = ¢ iz Cijeg je pregleda odmah vidljivo dogadanje

topoloske promjene Fermijeve plohe porastom vrijednosti energije. Kako bi se is-
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pitalo formiranje pseudoprocijepa, u nastavku odredujemo gustocu stanja elektrona

rekonstruiranog spektra.

@

e(p,.p,)

edp,.p,)

e(p.p,)

(b)

U -
> M

Dx

3 py
\./
/ \

ML,
/1N

Dx

Slika 4.2: (a) Prikaz topoloske rekonstrukcije elektronske vrpce dvodimenzionalne
prvotno linearne disperzije dane izrazom (4.6). Energijska vrijednost na p, = p, =0
uee, = g9—A predstavlja sedlenu tocku donje vrpcee, a e, = £9+A dno gornje vrpce.
Tocke ¢, ie¢, nazivaju se Lifshitzovim tockama. (b) Shematski prikaz transformacije
ploha konstantne energije za energiju (1) ispod i (2) na vrijednosti ¢¢,, (3) izmedu
energije sedlene tocke i dna gornje vrpce ¢, < € < ¢, te (4) iznad ¢¢,. Slika uz
dozvolu nacrtana po uzoru na [4].

4.2 Elektronska gustoda stanja

Gustoca stanja elektrona u dvije dimenzije opcenito je dana izrazom

4 dpy
(27h)? / ( e )2 K <£)27 4.8)
Opa Ipy

gdje dodatni faktor Cetiri dolazi od degeneracije po spinovima i po dolinama (eng.

g(e) =

valleys), tj. K i K’. dp, predstavlja linijski diferencijal dp, = \/ (dp.)? + (dp,)?
odakle je vidljivo da dp, i dp, nisu medusobno nezavisni. Tada se energija moze

izraziti kao funkcijska ovisnost £ (p,, p,) = € [p,(ps)], Sto zajedno dovodi do, za izra¢un
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elegantnije, relacije za dvodimenzionalnu elektronsku gustoc¢u stanja:

4 dp,
1) = o | B (4.9

Opy

Budu¢i da problem od interesa ima dvije vrpce, ukupna gustoca stanja elektrona bit
Ce odredena zbrojem gustoce stanja gornje i donje vrpce g (¢) = g_ (¢) + g4 (&).
Prije nastavka odredivanja ukupne gustoce stanja moduliranog grafenskog sustava

uvodimo skaliranje varijabli i parametara:

_ Da py _&¢ A Q
= = = — 5 = — = - -10
x Q/27y Q/2 c 8750 UF27 (4 )
pa je u duhu ovih definicija prigodno redefinirati pokratu Y, u
To(z, y) = (x+1)° +92 (4.11)
Doprinosti dviju vrpci bit ¢e
o deg a1 Oy_(w,e)
9-() = Tmpg L~ e 0
(4.12)
2 Oys(z, €)
g+<€> = th 2 fO +—d$,

gdje su x(clz i a:(gi granice integracije odredene uvjetom postojanja vrpce na zadanoj

energiji e (vidi Sliku 4.4 i daljnji tekst).

Sada spektar energija moze biti zapisan kao

2 1
ey VT T+ \/[\/n . \/T_} + 462 (4.13)
Odavde kvadriranjem izlazi jo$ jedna korisna jednakost,
(¢ = 8%) —e [V + VT | + VT YT =0, (4.14)

Kako bismo najjednostavnije odredili g—g, koji nam je potreban za izracunavanje
gustoce stanja, parcijalno deriviramo jednadzbu (4.14) po e. Nakon dotjerivanja do-

bivene relacije, uz manipuliranje izrazima (4.13) i (4.14), vracamo se u (4.9) odakle
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Slika 4.3: Izgled 1. Brillouineove zone u skaliranju (4.10) pri transformaciji Fermi-
jeve povrSine uz proizvoljan odabir parametra Sirine procijepa 6 = 0.1. Sredina pro-
cijepa nalazi se na e = 1.0, donja Lifshitzova tocka je na e = 0.9, a gornjana e = 1.1.
Funkcijska ovisnost y(x,e): (1) ispod donje Lifshitzove tocke, na vrijednosti parame-
tra energije e = 0.5; (2) na energiji donje Lifshitzove tocke e = 1 — § = 0.9 u kojoj se
dodiruju Fermijeve povrsine; (3) na gornjoj Lifshitzovoj tocki e = 1 + § = 1.1 u kojoj
se vidi ukljuc¢ivanje gornje vrpce i otvaranje Fermijeve povrSine (tocka u ishodistu);
(4) na energiji e = 1.13 iznad gornje Lifshitzove tocke, na kojoj su formirane i donja
(otvorena Fermijeva povrSina) i gornja vrpca (zatvorena Fermijeva povrsina).

se trazena elektronska gustoca stanja dopiranog grafena moze zapisati kao:
460 1
€)= ———>—5 [ dr-—

e (1 + ﬁ—i) — %mv T (4-19)
(1+25) - AVTVI- + 8 (1= 5) ot

Odmah je uocljivo da se pod integralom u okviru integranda nalazi i funkcija y (z, e).
Na Slici 4.3 dan je prikaz 1. Brillouineove zone u danom skaliranju y(z, ¢) na razli¢itim
vrijednostima parametra e u skladu s transformacijom topologije Fermijeve povrSine,
uz odabir § = 0.1. Bududi da se (4.14) svodi na jednadzbu osmog stupnja po v,
odlucili smo problemu pristupiti numerickim metodama. Koristec¢i programski sustav

Wolfram Mathematica, dobiveno je svih osam analitickih rjeSenja za y (z,e). Medu
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. X . . . .. ’ [, ey,
Slika 4.4: (a) Krivulje podintegralne funkcije gustoce stanja 5, Za razli¢ite odnose

parametara e i ). Donja granica integracije za donju vrpcu odredena je nultockom
Ode_

a_y‘ a =0zae < 1-—94, aiznosi x(cl) = 0zae > 1+ . Gornja granica je u oba
IJC_ —
slucaja x(gz = 1. (b) Krivulje podintegralne funkcije 35;, koja ima fizikalna rjeSenja

samo za e > 1 + 9. Donja granica integracije gornje vrpce je :r;(cli = 0 dok je gornja

2 . . v
22 definirana nultotkom aﬁ] @ = 0.
Ct y 2N

njima izdvojena su dva fizikalna rjesenja koja odreduju donju i gornju vrpcu. Nji-
hovim uvrsStavanjem u (4.15) i daljnjom integracijom moguce je izvrijedniti g, (e) i
g—(e). Da bi se odredile granice integracije, potrebno je pobliZze analizirati podin-
tegralnu funkciju. Na Slici 4.4 nacrtana je funkcija %, gdje e_ odreduje energiju
donje, a e, energiju gornje vrpce.

Iz vidne simetrije dovoljno je integrirati samo po prvom kvadrantu pa doprinos o-
stalih dodati mnozeci faktorom cetiri. Granice integrala odreduju se iz varirajuceg

odnosa parametara energije i procijepa. Za donju vrpcu krivulja mijenja svoju do-
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nju granicu tako da je za e < 1 — § odredena onim x(clz koji je rjesenje jednadzbe

%L:Si = 0, a u slucaju e > 1+ ¢ granica je x(c}z = 0. Gornja granica je za obje
situacije jednaka i iznosi xg?j = 1. Podintegralna funkcija gornje vrpce ima realna

rjeSenja jedino za ispunjen uvjet e > 1+ ¢ tako da pri integraciji njene granice idu od
xgl = 0 do nultocke x(gi odredene jednadzbom %*bg) = 0.

Konac¢no, numerickom integracijom relacije (4.15) po+ definiranim granicama dobi-
vena je gustoca stanja elektrona. Kao Sto je odmah vidljivo na Slici 4.5, doista se
oko energije e = 1 + ¢ otvara pseudoprocijep koji postaje sve Siri za veci parametar

d, a potpuno iscezava u limesu 6 — 0 u kojem daje potpuno slaganje s gusto¢om

alal-+rancl-ikh ctania arafana nAarnata linanarna Aicnarwiia 7a 1adni11 niacnyrns Aalina |e|

(a) Agle) (b) Aole)
06 06
05 05
04 0.4
03 ) 03 \
" .
0.2 " 0.2 P
" P
" T
01 " 0. v
18118 151 148
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn A - A -
0.5 10 15 g 0.5 10 15 e
() pote) (d) 4t
06 06
05 05
0.4 0.4
03 ! 03 .
. .
0.2 ' . 02 : :
' . , .
01 . ! 01 ' .
181 1+ -8, 48
L A A - L 1 1 A -
0.5 10 15 e 05 10 15 e

Slika 4.5: Elektronska gustoca stanja g (e) za razlicite vrijednosti parametra Sirine
procijepa: (a) 6 = 0.01, (b) 6 = 0.05, (¢) 6 =0.11i (d) § = 0.2. Lako je uocljivo formi-
ranje sve veceg pseudoprocijepa s porastom ¢§. Funkcija g(e) na slikama skalirana je

2e0
faktorom — 27
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4.3 Komentar

Promatrajuc¢i dvodimenzionalni dirakovski sustav, koji nema zadovoljen uvjet do-
brog ugnjezdenja Fermijeve povrSine, pokazano je da uvodenje strukturalne nesta-
bilnosti na njega u obliku periodickog potencijala vodi na rekonstrukciju elektron-
skih vrpci sustava. Takoder, pojavljuje se i topoloski prijelaz kojim prvotno zatvorena
Fermijeva povr$ina prelazi u otvorenu (Slika 4.1) u prosirenom recipro¢nom prosto-
ru. Odredivanjem funkcije za gustoc¢u stanja elektrona sustava rekonstruiranih vrpci
zamijetili smo formiranje pseudoprocijepa na energijskom intervalu oko Fermijeve
energije Cija je Sirina dana parametrom A slijeva i zdesna od ¢ = ¢, kao Sto je vidlji-
vo na Slici 4.5. Kako je i o¢ekivano, pseudoprocijep nestaje uklanjanjem periodicke

modulacije iz sustava.

4.4 Energija rekonstruirane vrpce

Kako bi se ustanovila stabilnost stanja u kojem se sustav nalazi nakon topoloske
rekonstrukcije elektronske vrpce, potrebno je promotriti Sto se dogada s njegovom
energijom prije i poslije topoloske transformacije. Ukoliko sa F,.. obiljezimo ener-
giju nakon rekonstrukcije vrpce, a oznaku F, pridruzimo energiji vrpce potetnog
sustava, njihova razlika odreduje ukupnu promjenu energije vrpce uzrokovanu ovim
procesom:

AFE = FE,.. — Ey. (4.16)

Velicina AF nosi ovisnost o Fermijevim energijama prije i poslije topoloske rekon-
strukcije, redom e, i e, 0 impulsu vala gustoce () i o amplitudi parametra uredenja,
odnosno $irini procijepa A, stoga se A E moze zapisati kao funkcija AF (eg,, er, @, A).
Optimizaciju AE (minimizaciju izraza) valja provesti po svim parametrima: ¢z, cp,
() i A. U okviru ovog rada promatran je samo utjecaj rekonstrukcije elektronske vrpce
na promjenu energije, tj. tretiramo A kao zadani vanjski parametar. Optimizacija po
A bit ¢e predmet daljnjeg istrazivanja.

Promjenu energije moguce je dobiti izravnim racunom integrirajuci elektronsku gu-

stocu stanja:

AE:/ g(s)eds—/ Ogo(e)eds, (4.17)
0 0
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gdje je g(¢) gustoca stanja nakon rekonstrukcije, a gy (¢) gustoca elektrona u poc¢etnom
stanju sustava. Kako bi se ustanovila stabilnost sustava i uvjeti kojima se ona postize
nakon rekonstrukcije, promatramo derivaciju promjene energije po Fermijevoj ener-
giji poslije topoloske rekonstrukcije vrpce i trazimo njezin ekstrem, to jest namecemo
joj iScezavajucu vrijednost. Korisna relacija (Bronstein: (8.93) [29]) koja daje pravilo
deriviranja funkcije ¢iji se argument derivacije nalazi i pod integralom i u njegovim

granicama glasi:

B(y) of (z, )

. 4.1
Jy dzr. (4.18)

B(y)
3%/&@) fla, y)de = B'(y) f[By), y] — ' (y) f [a(y), y] +/

a(y)

Primjena (4.18) pri deriviranju promjene energije sustava odredene relacijom (4.17)

vodi na izraz

OAFE 0
=g(er)er — —;FO 9o(Em ) ERy- (4.19)
€F

Oe F
U ovom trenutku referiramo se na ¢injenicu da broj elektrona u susutavu mora ostati
nepromijenjen neovisno o procesu topoloske rekonstrukcije elektronske vrpce pa iz

oCuvanja broja elektrona N,,;j. = Nposije slijedi:

/aF g(e)de = /SFO go(e)de. (4.20)
0 0

Derivacija ove jednakosti po ¢ uz pomo¢ izraza (4.18) daje vezu gustoca stanja prije
i poslije topoloske promjene

)
g(ep) = %;0 9o(er,). (4.21)

Vratimo li se sada natrag u racun derivacije promjene energije po Fermijevoj energiji
nakon topoloskog prijelaza (4.19) i primijenimo li izraz dobiven iz zakona oCuvanja

broja elektrona (4.21), dobivamo:

OAE  Oep,
8€F N 85F

g()(SFO) (EF — EFO) ; 0, (422)

gdje je nametnuto izjednacavanje s nulom radi odredivanja ekstremalne vrijednosti
Fermijeve energije za funkciju promjene energije sustava. Budud¢i da niti derivacija
Fermijeve energije prije prijelaza po Fermijevoj energiji nakon prijelaza niti inicijalna

gustoca stanja elektrona na pocetnoj Fermijevoj energiji nisu jednake nuli, slijedi da
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zagrada (¢ — €p,) mora iSCezavati kako bi uvjet ekstrema funkcije bio zadovoljen.
To vodi na zakljucak da je Fermijeva energija nakon topoloske rekonstrukcije elek-
tronske vrpce na kojoj je promjena energije sustava ekstremalna jednaka prvotnoj

Fermijevoj energiji prije prijelaza, odnosno

EF = €Fy- (423)

Da bi se sustav stabilizirao nakon topoloske promjene, treba se smanjiti ukupna ener-
gija elektronske vrpce. Drugim rije¢ima, funkciji promjene energije AE namece se
postojanje minimuma. Druga derivacija funkcije AE mora biti pozitivna u izvrijed-
njenoj ekstremalnoj vrijednosti Fermijeve energije (4.23). Derivirajudi (4.22) primje-

nom relacije (4.18), dobiva se:

82AE 85F0 (6 )
De2, N Fo

Oe !
1- ) >0 (4.24)
EF=ER,
Bududi da je ovisnost inicijalne Fermijeve energije o Fermijevoj energiji nakon pro-
cesa topoloske rekonstrukcije (5, ) rastu¢a funkcija, njena derivacija je nuzno po-
zitivna. Takoder je pozitivan i ¢clan pocetne gustoce stanja na Fermijevoj energiji prije

topoloskog prijelaza, sto dovodi do zakljucka da i zagrada (1 - %i?

) mora biti veca
od nule. Odavde slijedi uvjet na postojanje minimuma u vrijednosti e = cp, za

funkciju promjene energije sustava:

Oe F
Oe Fo

> 1, (4.25)

$to znaci da ¢e dio funkcije er(cf, ) na dijelu koji zadovoljava uvjet (4.25) dati stabi-
lizaciju sustava posto sustav promijeni topologiju i rekonstruira nove vrpce.

Funkciju er(ep,) moguce je odrediti iz zakona oCuvanja broja elektrona (4.20) kada
se u jednakost uvrsti gustoca stanja Diracove raspodjele prije topoloske rekonstrucije

go(¢) = =27 - €. Ovaj postupak dovodi do integralne jednadzbe za e (ep,)
F

/ o) de= — .2 (4.26)
0

2 12
Tl
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koju je moguce rijesSiti numerickim metodama.

Numerickim i preliminarnim analitickim uvidom [30] dobiva se da je

er, ~1+0. (4.27)

Time je temeljem odabranog skaliranja (4.10) odredena i optimalna vrijednost Q).
Bududi da je

€r _ UFPF
€o vpQ/ 2’

transponiranjem ¢lanova jednadZbe i uvrStavanjem preliminarne vrijednosti za ep,

(4.27) direktno slijedi

(4.28)

GFO =

2pF0

Q=115

(4.29)

Ukoliko ovaj izraz razvijemo u Taylorov red za mali parametar ¢ i zadrzimo se na

prvom ¢lanu, optimalna vrijednost impulsa () prelazi u

-0.001
-0.002-
-0.003

-0.004

Slika 4.6: Ovisnost ukupne promjene energije elektronske vrpce AE (4.31) uzroko-
vane topoloskom rekonstrukcijom o parametru Sirine procijepa 6. Funkcija AE(0)

. . 3
skalirana je faktorom —

2752,2 °
mhvg,
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Nadalje, eg, (4.23) odreduje obje granice integracije u izrazu (4.17) pa on, u izabra-

nom skaliranju po ¢,, postaje

146 146
AE = 53/ eg(e)de — 53/ ego(e)de. (4.31)
0 0

Na Slici 4.6 prikazana je funkcijska ovisnost ukupne promjene energije vrpce (4.31)
o Sirini procijepa §. Odmah se uocava da je dobivena funkcija negativna i monotono
padajuca. To vodi na potresan zakljucak da predlozena topoloska rekonstrukcija elek-
tronske vrpce rezultira u snizavanju energije vrpce u odnosu na nerekonstruiranu, $to
moze voditi na nastanak valova gusto¢e naboja u dvodimenzionalnim materijalima

dirakovske disperzije.
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5 Zakljucak

Uocavanjem elektronskih nabojnih pruga (eng. stripes) u kemijski dopiranom gra-
fenu Rahnejat et al. njihovu su pojavu asocirali s valovima gusto¢e naboja. Bududi
da u dosadasnjoj literaturi prisutni mehanizmi nastanka CDW-a, koji se oslanjaju na
fenomen ugnjezdenja jako anizotropnih Fermijevih povrsina, ne mogu objasniti ovaj
fenomen, tema ovog rada temelji se na primjeni modela koji su za slobodni dvodi-
menzionalni elektronski plin predlozili Kadigrobov et al.. [4] U nasem primjeru na
dvodimenzionalni elektronski kondenzat dirakovske disperzije nametnuli smo peri-
odicki potencijal pod ¢ijim je utjecajem doslo do topoloske rekonstrukcije elektronske
vrpce.

Na samom pocetku, nakon definiranja kristalne strukture grafena i promatranja struk-
ture njegove elektronske vrpce uz linearizaciju u okolini K-toc¢aka, u aproksimaciji
¢vrste veze dirakovska disperzija podvrgnuta je periodickom potencijalu. Slika 4.3
daje prikaz transformacije 1. Brillouineove zone u skladu s topoloskom promjenom
Fermijeve povrsSine. Za novonastali sustav egzaktno je dobivena gustoca stanja elek-
trona u kojoj se uocava formiranje pseudoprocijepa koji ovisi o parametru amplitude
sinusoidalnog potencijala nametnutog na sustav (Slika 4.5) koji je u nasem slucaju
parametar uredenja. Kako nam je glavni cilj odredivanje stabilnosti ovakvog susta-
va, u nastavku je utvrdena energija rekonstruirane elektronske vrpce i promatrani
su uvjeti koji odreduju minimum energije novonastalog kondenzata. Dobiven je re-
zultat da ukupna promjena energije vrpce ima minimalnu (maksimalno negativnu)
vrijednost za slucaj kada su Fermijeve energije prije i poslije topoloskog prijelaza je-
dnake (4.23). Iz ocuvanja broja elektrona numerickim i preliminarnim analitickim
uvidom dobivena je aproksimativna vrijednost Fermijeve energije koja stabilizira su-
stav (4.27). U skladu s tim, direktno je izvrijednjena i optimalna vrijednost valnog
vektora vala gustoce (4.29). U dobivenim optimalnim vrijednostima koje stabiliziraju
sustav na Slici 4.6 prikazana je funkcijska ovisnost ukupne promjene energije vrpce o
Sirini procijepa (parametra uredenja). Bududi da je rezultirajuca funkcija negativna
i monotono padajuca, to ukazuje da ovakva struktura rekonstruirane elektronske
vrpce moze dovesti do stabilizacije valova gustoce za dvodimenzionalnu dirakovsku

elektronsku vrpcu.
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