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Sazetak

Tema rada su renormalizacijske grupne jednadzbe za kvantnu elektrodinamiku i
kvantnu kromodinamiku na razini dvije petlje. Pokazano je da je za izracun istih
potrebno iz racuna amplituda dijagrama izdvajati samo divergentne ¢lanove uz 1/¢
i da to vrijedi za svaki red racuna smetnje. Izracun divergentnih doprinosa za obje
teorije je napravljen Kkoriste¢i dimezionalnu regularizaciju koja ¢uva bazdarnu inva-
rijantnost. Racun se za razinu jedne petlje proveo rucno, a kasnije je provjeren i
racunalno, dok se za razinu dvije petlje proveo racunalno koriste¢i pakete Wolfram
Mathematice: FeynArts, FeynCalc, FeynRules, PaX i TARCER. Pri racunu korekcije
vrha za kvantnu elektrodinamiku na razini jedne petlje su zadrzani i konacni do-
prinosi te se izracunao i anomalni magnetski moment. Pri rac¢unu beta funkcije za
kvantnu kromodinamiku je pokazano da je jednostavnije koristiti metodu pozadin-
skog polja. Dobivene su beta funkcije za obje teorije te je dobivena ovisnost konstanti

vezanja o energiji.

Klju¢ne rije¢i: renormalizacija, regularizacija, jednocesti¢ni ireducibini dijagrami,

kvantna elektrodinamika, kvantna kromodinamika, Wardov identitet



Renormalization group equations and
amplitudes at two loop level

Abstract

The subject of this thesis is calculation of renormalization group equations for qu-
antum electrodynamics and quantum chromodynamics at two loop level. To obtain
that, it was proven that it is necessary to extract only terms proportional to 1/e from
amplitude calculation and that it can be applied to any loop order. The calculation
of divergent contributions was done using dimensional regularization which preser-
ves gauge invariance. One loop corrections calculation was done by hand and later
checked with Wolfram Mathematica packages: FeynArts, FeynCalc, FeynRules and
PaX. For two loop level, the calculation was done with the same Wolfram Mathe-
matica packages including another one: TARCER. While calculating the one loop
vertex correction in quantum electrodynamics, the finite parts were also kept and
the anomalous magnetic moment was calculated. It has been shown that it is much
simpler to use the background field method for obtaining beta function in quantum
chromodynamics. Beta functions for both theories were calculated and the coupling

constant energy dependence was obtained.

Keywords: renormalization, regularization, one particle irreducible diagram, quan-

tum electrodynamics, quantum chromodynamics, Ward identity
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1 Uvod

Metoda renormalizacijske grupe je uvedena kako bi se rijesio problem ogranic¢enosti
perturbacijske teorije za visoke energije. Pri racunima amplituda nekog procesa se
javljaju divergencije (IR- infracrvene i UV- ultraljubicaste) koje se zatim moraju tre-
tirati posebnim metodama. IR divergencije se javljaju kao posljedica emisije nisko-
energetskih fotona koji se ne mogu opaziti detektorima. Usporedba eksperimenta i
teorijski dobivenog izraza se ipak moze napraviti ako se sve amplitude koje opisuju
emisiju niskoenergetskog fotona dodaju osnovnoj drvastoj amplitudi [1]. Medutim,
u ovom radu su od interesa bile UV divergencije koje nastaju pri velikim prijenosima
impulsa. One se otklanjaju tako da se divergencije ukljucuju u redefiniciju fizikalnih
veli¢ina.

Svaka teorija je opisana svojim lagranzijanom iz kojeg se is¢itavaju Feynmanova pra-
vila. Od interesa je prouciti kako se konstante vezanja (koje se nalaze u svakom vrhu,
npr. za QED je to elektricni naboj) ponasaju na razli¢itim skalama energije. Takva
veza ima i eksperimentalnu provjeru, no njena vaznost se ocituje u ¢injenici da daje
rezultate za energije koje eksperimentalno jo$ nisu postignute.

Problem koji je motivirao uvodenje renormalizacijske grupe je pojava divergentnih
¢lanova pri racunima amplituda dijagrama. Tad se koristi takva perturbacijska teorija
u kojoj su konstante vezanja zapravo funkcije klizne skale p. p ne ovisi o masama
Cestica i potpuno je proizvoljna. Ako se definira renormalizirana konstanta vezanja
na skali p: g,, parametri teorije se mogu prikazati kao funkcije od i g, [2]. Veza
skale energije i parametara je opisana renormalizacijskom grupom.

Cilj ovog diplomskog rada je prouciti kako se pri promjeni skale energije proma-
tranog procesa mijenjaju parametri dviju teorija: kvantne elektrodinamike (QED) i
kvantne kromodinamike (QCD). Definicijom kontrac¢lanova je uvedena veza izmedu
renormaliziranih i golih parametara. Koriste¢i minimalnu suptrakciju, odstranjeni su
divergentni clanovi u amplitudama procesa. Takoder, pokazano je da za svaki red
racuna smetnje vrijedi da je beta funkcija definirana polom prvog reda. To je uvelike
olaksalo racun i izdvajani su ¢lanovi samo uz njih.

Prva proucavana i renormalizirana teorija u sklopu ovog rada je QED. Renormaliza-
cijom fotonskog i fermionskog propagatora (odnosno vlastitih energija) te razdvaja-

njem lagranzijana na fizikalni i dio koji sadrzi divergencije definirani su renormali-



zacijski faktori te je definiran fizikalni naboj. U racunu je koriSten Wardov identitet
koji vrijedi u svakom redu racuna smetnje. Ta Cinjenica je potvrdena na nivou jedne
i dvije petlje. Nakon racuna amplituda svih dijagrama koji se pojavljuju u prva dva
reda racuna smetnje u QED, izracunati su renormalizacijski faktori te je dobivena
beta funkcija na razini dvije petlje. Integracijom iste se dobila ovisnost inverza kons-
tante fine strukture o energiji.

Renormalizacija QCD je napravljena malo specificnije. Prvi dio cetvrtog poglavlja
se bavi renormalizacijom QCD na jednoj petlji koja se provodi analogno kao i za
QED. Medutim, QCD je teorija koja dozvoljava vise razli¢itih vezanja i vrhova pa
posljedi¢no, dobiveno je puno vise dijagrama: na razini jedne petlje njih 7, na razini
dvije petlje njih cak 66, a s umetcima kontrac¢lanova 29. Kako bi se izbjegao racun
velikog broja amplituda na nivou dvije petlje, u drugom dijelu Cetvrtog poglavlja je
uvedena metoda pozadinskog polja uvodenjem kojeg se smanjio broj dijagrama kojih
je bilo potrebno racunati kako bi se dobila to¢na beta funkcija na razini dvije petlje

za QCD.



2 Uvod u renormalizacijsku grupu

2.1 Uvodenje klizne skale

Kako bi se rijeSio problem pojave divergentih ¢lanova pri racunima amplituda dija-
grama, koriste se tehnike renormalizacijske grupe. Naime, ve¢ u prvom redu racuna
smetnje se pojavljuju ¢lanovi koji u sebi sadrze UV divergencije (gornja granica inte-
gracije po impulsu nije ograni¢ena, a impuls se javlja u brojniku). Tad se koristi takva
perturbacijska teorija u kojoj su konstante vezanja zapravo funkcije klizne skale mase
p: g,. U tom slucaju se parametri teorije mogu prikazati kao funkcije od i g, [2].

Na primjer, infracrveno konac¢ne funkcije (oznacene su s [') imaju ponasanje:

I (Ea'rag,uamal’b) = EDF (vag;m %7 > ’ (213)

[[] = [m]". (2.1b)

&=

Dakle, I' je funkcija ukupne energije u sustavu centra mase E, bezdimenzionalnih
veli¢ina kao Sto su to prostorni kutevi z, konstante g,, mase i klizne skale ;.. Dimen-
zionalnom analizom se dobije (2.1b). Obzirom da je p proizvoljna, bez smanjenja
opcenitosti se bira ;4 = E i primjenom toga se dobije:

F(E,l’,g,u,,ﬂ%ﬂ) :EDF <1axng7%71)' (22)

gg viSe nije funkcija mase i na taj nacin su se izbjegle divergencije zbog malih masa.
Dakle, u bilo kojem kona¢nom redu perturbacijske teorije, I ima asimptotsko ponasanje.

Za E > m vrijedi:
I'(E,z,gu,m,p) — EPT (1,2,95,0,1). (2.3)

Ono Sto preostaje je izracunati gz. Racun se provodi u koracima koji su i shematski
prikazani na slici 2.1.

a) g, se moze izracunati preko pocetne vrijednosti konstate veze gp uz uvjet da je
omjer skale klizanja i mase blizu jedinice: x/m = 1,

b) g, se moZe izracunati preko g, uz uvjet da je omjer skala klizanja : p//p = 1,...

Ovaj postupak se ponavlja sve do konacne vrijednosti gp. Takoder, racun se moze
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Slika 2.1: Shematski prikaz diskretnih koraka u racunu gg.

obaviti kontinuirano tako da se diskretni koraci puste u nulu. Dimenzionalnom ana-

lizom se dobije odnos izmedu g, i g,» kao:

G = G (g, ' /11, m/ 1) - (2.4

Gornji izraz za kliznu konstantu vezanja se u idu¢em koraku derivira po ;/, a zatim i

namece uvjet 1/ = p. Tim se postupkom dobije:

d m
p=—g, =3 (g ,—> , (2.5)
d/l, 14 13 /L

m\ | O w
5 (gm;) = [a—%G (gu, Eam//ft)] : (2.6)

=1

gdje je

w5

Primjecuje se da za m = 0 nema singulariteta pa je limes m — 0 mogu¢ te jednadzba
poprima oblik [2]:

d
M@gu - /6 (gua O) = 6 (gu) . (27)

Jednadzba (2.7) dobivena u ovom limesu je karakteristicna jednadzba Callan - Syman-
zikovih jednadzbi za Greenove funkcije koje ovise o konstanti veze g,. Beta funkcija
ovisi samo o g,. U teorijama s viSe polja i konstanti vezanja, za svako vezanje postoji
B(g) [3]. Jednadzba (2.7) se integrira i dobije se:
E 9E dg

In— =

— . 2.8
M/, B(g) 8

2.2 Regularizacija

Regularizacija je postupak pretvaranja beskonacnog integrala u konacni. Postoje

razni nacini na koji se to moze napraviti kao na primjer:

4



a) cutoff: integracija se "odreZe” tako da se postavi kona¢na gornja granica,odnosno:

1 0 (|k? < A?)
2.
m?—k?>—i0  m?—k*—i0’ (2.9
gdje je fizikalna granica A — oo [4].
b) Pauli Villars regularizacija: doda se dodatni ¢lan
1 1 1
(2.10)

(k—p)2+i6—> (k—p)2+ie (k—p)2—A2+ie

gdje A predstavlja veliku masu. Obzirom da je A velik, integrand se ne mijenja ako je
k malen, no tezi k nuli za £ = A. Drugi ¢lan (dodani dio) se moze interpretirati kao
propagator fiktivnog masivnog fotona ¢iji se doprinos oduzme od doprinosa stvarnog
fotona [3].

¢) dimenzionalna regularizacija: ova vrsta regularizacije je koriStena pri racunima
amplituda u ovom diplomskom radu obzirom da ¢uva bazdarnu invarijantnost i daje

alternativnu definiciju za kliznu skalu. [2].

2.2.1 Dimenzionalna regularizacija

Pri ratunima Feynmanovih dijagrama mjera integracije po impulsu, 4 je D-dimenzionala
(1 vremenska i D —1 prostornih dimenzija). Konacan izraz nakon provedenog racuna
mora biti dobro definiran u limesu D — 4 [3]. Obzirom da je interval integracije
paran (—oo, 00), za sluc¢aj parne potencije i u nazivniku, prezivljavaju samo oni in-
tegrali koji imaju parnu potenciju impulsa po kojem se integrira u brojniku. Vrijede
relacije [5]:

1
/ dPll,l, = / dDZEZQgW, (2.11)

{7v*. 4"} = 29", (2.12)

[ L LT (1) 219)

COP (Z+A)"  am? Th) \A

D
2

/ lp 1y 1 DI(n-1-%) (l)nl | (2.14)
@mP (B +A)"  4m32  T(n) A




Slovo FE u indeksu impulsa znaci da je prethodno provedena Wickova rotacija o kojoj

je nesto vise receno u trecem poglavlju.

2.3 Minimalna suptrakcija

Minimalna suptrakcija odstranjuje divergentne ¢lanove u amplitudama procesa na
nacin da se u takozvane kontraclanove stave divergentni ¢lanovi amplituda pomnoZzeni
s —1. Koristena je konvencija D = 4 — 2¢ preuzeta iz ¢lanka [6].

Amplitude imaju polove za D = 4. Problem se rjeSava na nacin da se ti polovi poniste
s polovima koje gole (bare) konstante vezanja takoder moraju imati [2]. Gole kons-
tante vezanja opc¢enito imaju neku dimenziju A,(D) koja ovisi o dimenziji prostor-
vremena D. Od koristi je proutavati bezdimenzionalnu veli¢inu g4 (D) ~21P), gdje je
u klizna skala dimenzije mase. Nova bezdimenzionalna veli¢ina je reskalirana kons-
tanta vezanja i moze se prikazati kao suma ¢lanova proporcionalnih potencijama r od
divergentnih faktora = s koeficijentima b, koji su fiksirani kra¢enjem singulariteta

za limes D — 4 i ostatka koji ostaje konacan za isti limes [2]:
gu(DYp= 8P = g, D) + Z (D —4)78 (g(p, D)). (2.15)

Gola konstanta moze imati bilo kakvu ovisnost o D sve dok se singulariteti za D = 4
u fizikalnoj amplitudi dokidaju. Ta proizvoljnost se narusava zahtjevom da ¢'(u, D)
bude analiticka, ne samo u D = 4, ve¢ za svaki D. Da bi se izracunale renormaliza-
cijske grupne jednadzbe, na jednadzbu (2.15) se djeluje operatorom ,u— S$to vodi na

jednadzbu:

— AY(D) ¢+ > (D —4)"b,(g)| = B'(g, D +Zzb 9)8™(g, D)(D —4)™

v=1 v=1 m

(2.16)

U dobivenom izrazu, (g, D) ne ovisi o y jer su sve veli¢ine osim p uéinjene bezdi-

menzonalnima. Vrijede izrazi :

b, (9) = =—b,(9), (2.17)



d
u@gl(u, D) = B'(g(u, D), D). (2.18)

Obzirom da su dimenzionalnosti A,(D) uvijek linearne funkcije dimenzije, mogu se
zapisati kao:
Pri razmatranju lijeve strane jednadzbe (2.16), dobije se:

—pg' (D —4) — [Aig' + i (9)p'] = D (D =47 [l 41 (9) + Aibl(9)] . (2.20)

v=1

Najveca potencija dimenzije D u analitickom dijelu ovdje je jedan. To znaci da isto

mora vrijediti i s desne strane jednadzbe. Zbog toga (g, D) mora biti linearna u D:

B'(g, D) = B'(g) + (D — 4)d(g). (2.21)

Koriste¢i to, mogu se samo is¢itati relacije za nulti i prvi red iz (2.16):

a'(g) = —pig, (2.22)
B(2) = =Dug' = b9+ DD Bn(9)omg™ (2.23)
v=1l m

Jednakost (2.23) je od izuzetne vaznosti jer pokazuje da beta funkcija ovisi samo o
koeficijentima uz pol prvog reda u ¢ u svim redovima racuna smetnje [2]. Ta Cinjenica
je uvelike olaksala racun kod dobivanja renormalizacijskih grupnih jednadzbi za QED

i QCD gdje su promatrane beta funkcije dviju teorija na nivou dvije petlje.



3 Kvantna elektrodinamika (QED)

3.1 Lagrangijan QED-ja
Lagranzijan kvantne elektrodinamike je dan s:
Lorp = Lpirac + ﬁMaxwell + LinT (3.1)

P(id —m)y — WF“” — ey A,
E(lm - m>¢ - ZF;WF/W

gdje je e = —|e| naboj elektrona, a D, = 9, + ieA, uvedena kovarijantna derivacija

[1]. (3.1) je invarijantan na U(1) lokalnu bazdarnu transformaciju polja:

P(x) = ¢ (x) = eCy(a), (3.2a)
B(w) = ¥ (x) = Pla)e @), (3.2b)
Au(r) = Al (v) = Ay(z) — é(f)“a(x). (3.20)

To se moze jednostavno dokazati polaze¢i od samog lagranzijana i promatrajudi tran-

sformaciju svakog ¢lana posebno:

Lopp = E'(ia —m)) — iFl’WFW' 65/7“1//1%» (3.3)
1) §' (@) (iif = m)¢ (x) = $(x)e ™ (i — m)e™ D) = (3.4)
= B(a)e @ (i) Goo(a) — ) (Jale)) ¢(x) - me* () =

= Y(@)(if = m)¢(z) = Y (x)(Pa(z))i(z),
2) I, = 0,A, — ,Al = (3.5)

=0, (A,, — %6,,04(1’)) -0, (Au — é@ua(x)) =
=0,A, —0,A, — é@uaya(x) + layaya(m) =F.,
3) = (o0 (@) 4, = ~Bla)e ) (4, -~ 0000 ) = GO

= — (@) P (x) Ay + (@) () du0(x) =
= — e@(m)y“@/}(x)A“ + E(x) (aa(x)) Y(z).



Sumiranjem 1), 2) i 3) dijela, zakljucuje se da lagranzijan QED-a zaista ostaje nepro-

mjenjen pri danoj transformaciji polja:
Posebno, )1 se transformira isto kao i ¢ na bazdarne transformacije:

oy . ’ / . 1 —ta(x
Dy’ = (8# + zeAu) Y = (8# +ied, — zegﬁua(:v)) e~i@)y) = (3.8)

= @) (9, +ieA,) Y 4+ i (Qua(x)) €@ — i (D,a(x)) @) = O D .

Koriste¢i (3.8) dokaz invarijantnosti lagranzijana (3.1) postaje jo$ jednostavniji. Za-
nimljivo je primjetiti da Diracova teorija za slobodno polje nije bazdarno simetri¢na
(3.4). Taj se problem rijesio tako da je dodano medudjelovanje s elektromagnet-
skim poljem A,,. Oblik ¢lana medudjelovanja i transformacija polja (3.2c) su potpuno
fiksirani zahtjevom simetrije. Dakle, Diracova Cestica mora medudjelovati. Tenzor

elektromagnetskog polja F),, je bazdarno invarijantan (3.5).

3.2 QED u okviru renormalizirane perturbacijske teorije

Pri racunu amplitude procesa u visim redovima racuna smetnje se javljaju diver-
gencije. Naime, integracije po impulsu petlje nisu ogranicene odozgo Sto znaci da
amplituda ima UV divergenciju. Renormalizirana perturbacijska teorija je takva re-
formulacija polazne teorije da su u njoj polja i parametri konacni. Polazi se od, jos

jednom napisanog, lagranzijana QED-a:
1 — _
Loep = —ZFWFW + ¢ (i —mp) Y — eppy" YA, (3.9

gdje su mp i eg nerenormalizirana masa i naboj. Oni su neopservabilni parametri
teorije. Cilj je razdvojiti lagranzijan na dva dijela: fizikalni dio i dio koji sadrzi diver-
gencije. To se moZe napraviti tako da se prvo renormaliziraju fotonski i fermionski
propagator.

Jednocesticni ireducibilni dijagrami (1PI) su dijagrami koji se prekidanjem jedne li-
nije ne mogu razdijeliti na dva odvojena dijagrama. Na slici 3.1 je prikazan dijagram

koji predstavlja sumu 1PI umetaka u fotonski propagator. Iz Wardovog identiteta



1 1%
q

Slika 3.1: Op¢i dijagram koji predstavlja sumu svih 1PI umetaka u fotonski propaga-
tor. Preuzeto iz [1].

g, 11" (q) = 0, (3.10)

gdje 11""(q) oznacava sumu svih 1PI umetaka u fotonski propagator, slijedi proporci-

onalnost:

11" (q) = (g“”q2<—-q“q”)II(q2). (3.11)

Uzme 1i se potpuni fotonski propagator i prikaze li ga se kao beskona¢nu sumu

n I}=W+W\4@\/—+‘“

Slika 3.2: Prikaz ukupnog fotonskog propagatora kao beskonacne sume 1PI dija-
grama. Preuzeto iz [1].

jednocesti¢nih ireducibilnih dijagrama kao na slici 3.2, dobiva se izraz [1]:

_Zg v _Zg . o - —igcw
P= 3+ (@7 - ) ()] 7 + (3.122)
—igu |t ( qqu) O(¢*)
- T\ 9w — = (3.12b)
q* @\ @) 1-1(¢?)
_ T g (6 (3.120)

¢ (1-1(¢%) ¢ 1-T0(¢%)

U (3.12a) je prepoznat geometrijski red, u (3.12b) je (nakon kraceg sredivanja izraza)
dan izraz nakon sumacije, a u (3.12¢) su grupirani ¢lanovi uz g,, i ¢,q,. Zbog toga
Sto se fotonski propagator veze na sacuvanu struju, zbog Wardovog identiteta se ¢lan

uz ¢,q, moze zanemariti. To vodi na izraz:

_Zg;“/

BEEa @)y

(3.13)

Promotri li se (3.13) moze se uo¢iti da potpuni propagator uvijek ima pol u ¢> = 0. To
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znaci da je masa fotona jednaka nuli u svim redovima racuna smetnje [1]. Reziduum

pola ¢> = 0 se definira kao:

1
J3 = ——r, 3.14
5= T T0) (3.14)
pa se fotonski propagator za niskoenergetski proces moze napisati kao:
—i 750,
P, = qugﬂ 4 (3.15)

Slika 3.3: Op¢i dijagram koji predstavlja sumu svih 1PI umetaka u fermionski propa-
gator. Preuzeto iz [1].

Q = + @ + 1Pl @ + ..

Slika 3.4: Prikaz ukupnog fermionskog propagatora kao beskonac¢ne sume 1PI dija-
grama. Preuzeto iz [1].

Sli¢nim postupkom se potpuni fermionski propagator prikazuje kao beskona¢na suma

1PI dijagrama kao na slici 3.4, te se dobiva:

_i(pmp) i@+n@)_i i(p+mp) N
Py = P T o ( E(p))—p2 —z + (3.16a)
%p—mB—HW’ (3.16b)

gdje je X(p) suma svih 1PI umetaka u fermionski propagator. U (3.16a) je zapis
dijagramatskog prikaza slike 3.4 prepoznat kao geometrijski red, a u (3.16b) je dan

sumiran izraz [1]. Polozaj pola, odnosno fizikalna masa je definirana s :

p—ms -2, =0 (3.17)
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U blizini pola, nazivnik izaza (3.160) se razvije pa se Py moze zapisati kao:

i )| )
Py = e (1 - d—pL:m) . (3.18)

Uvede li se definicija renormalizacije:

d>y
p }é:m
potpuni fermionski propagator se zapisuje kao:
Y4
Pr=—22 4 (3.20)
p—m
gdje je m sad fizikalna masa.
Iz (3.15) i (3.20) slijedi da se polja mogu izraziti preko renormaliziranih polja:
v = 2,4, (3.21)
Al = 732 Ar (3.22)
Zamjenama (3.21) i (3.22) u jednadZbi (3.9) dobije se novi lagranZijan:
C= Yz, 2y 2,0, 2, A (3.23)
= =12 (B) + 2o, (10 — ) ¥ — ep 2o 25",y AT :
Fizikalni elektri¢ni naboj definira se kao:
e =77 2,73 e, (3.24)

gdje je Z, renormalizacijski faktor koji poniStava divergencije vrha opisane sa Z;*
koje se javljaju u visim redovima racuna smetnje (vidi sliku 3.8). Sad se pocetni
lagranzijan moze razdvojiti u dva dijela- na opservabilni dio i na dio koji sadrzi di-

vergentne ¢lanove - kontraclanove:

L= =5 (B + 0,0 = m)d, — e, Al (3.25)
(

5 (F)2 43, (10 25D — 6n) by — €0 2000,y AP
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Renormalizacijske konstante se izraze kao:

6§72, =27, —1 (3.26)
67y = Zy — 1 (3.27)
823 =Zs5—1 (3.28)
Om = Zompg —m (3.29)

Svaki kontraclan je odreden svojim renormalizacijskim uvjetom [3]:

S(p=m)=0 (3.30)
d
d—pz (p)\p:m =0 (3.31)
II(¢*=0)=0 (3.32)
—iel™ (p' —p=0) = —iexy" (3.33)

3.3 Radijativne korekcije za QED na nivou jedne petlje

3.3.1 Dijagram vakuumske polarizacije

k+q

k

Slika 3.5: Dijagram vakuumske polarizacije. Preuzeto iz [3].

Amplituda dijagrama sa slike 3.5 glasi:

Y yHtm) , (K+d+m)
il (q) = —e /(27T)D tr {7 el o —m| (3.34)

S ciljem pojednostavljenja racuna, koristeno je pravilo Feynmanove parametrizacije

[5]:
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1 (n—1)! / / P Sl Gt e . Sl (3.35)

A $1A1 + .t xR A"

Nakon primjene Feynmanove parametrizacije, u kojoj se uvela supstitucija | = k — gz,

dobije se jednostavniji izraz za nazivnik:

1 ! 1
(k2 —m?) ((k +q)? —m?) /0 (k2 + 2xk - g + z¢2 — m?)?
1

N (3.36)
= / dx 5
o (2+zx(1—x)¢> —m?)

Za brojnik se jo$ uzimala u obzir i ¢injenica da ¢lanovi linearni u / ne prezivljavaju:
Brojnik = 200" — ¢" (> = 2z(1 — z)¢"¢” + g™ (m® + z(1 — z)¢°) . (3.37)

Ono $to je jos bilo potrebno uvesti kako bi se integral izvrijednio je Wickova rotacija.
Naime, zbog toga Sto podintegralni izraz u prostoru Minkowskog nema simetriju
nulte i ostalih komponenti impulsa, integracija se provodi u euklidskom prostoru sto

vodi na zamjene [5]:

=12,
N (3.38)
d*l = id*lg.
Nakon Wickove rotacije amplituda izgleda ovako:
D
illh" (q) = —4ie® / da:/d b |
(3.39)

(1= 3)g"ly — 2x(1 — 2)¢"q” + ¢" (m* + 2(1 — 2)¢*)
(2 + A)?

Y

gdjeje A =m? — z(1 — x)q¢*.
Zbog UV divergencija koje se javljaju, iduci korak u racunu je dimenzionalna regula-

rizacija. Na gornji integral se primjene relacije (2.11) - (2.14) te se dobije integral:

e —i8e? . , 1 r(2-2
illh” (q) = W (qu“ — q"q ) ./0 drx(l — x)ﬁ (3.40)

Ovaj integral je rijeSen dalje na nacin da je razvijena I'(¢) i zadrZani su samo ¢lanovi
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proporcionalni s ¢! zato $to ¢e jedino oni ulaziti u ra¢un za RGE (renormalizacijske

grupne jednadzbe). Koristena je konvencija D = 4 — 2¢ [6] te je dobiven izraz:

;52

v —1€ v v
") 2 55 (9" — ¢"¢"), (3.41)

iz kojeg se moze is¢itati 6 Z3" = — =, odnosno Z3":

62

ZF=1- : 3.42
3 12em? (3.42)
3.3.2 Dijagram vlastite energije elektrona
o =t o —--
4 k p
Slika 3.6: Dijagram vlastite energije elektrona. Preuzeto iz [3].
Amplituda dijagrama sa slike 3.6 glasi:
d’k i (fF+m) —i
— % = (—ie)?- 3.43
1 2(p> ( ZG) / (271') 7 ]{32 mg ’)/H (p /{Z) 9 ( )

gdje je uvedena masa fotona p kao IR regulator. Feynmanova parametrizacija prove-
dena je kao i za dijagram vakuumske polarizacije:

1 1 /1d 1
— T .
k2—m?(p—k?—p® Jo T [k2 =2k p+ap®— a2 — (1 —2)m?)?

(3.44)

Uvodenjem supstitucije [ = k — pz i sredivanjem brojnika dobije se integral:

D —
S :—e/ /d ¢ 2 x;’ZTQDm (3.45)

Potpuno analognim postupkom kao i za dijagram vakuumske polarizacije koristeci

tehnike Wickove rotacije, dimenzionalne regularizacije i razvoja I'(¢) te zadrzavajuéi
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samo C¢lanove koji uz sebe imaju faktor ¢!, dobije se izraz:

2

, e
— ZEQ 2 Wﬁ, (3.46)
iz kojeg se moze iscitati §Z;% = —%%, odnosno Z1*
2
1L _ e’ 1
7 =1- (3.47)

3.3.3 Dijagram korekcije vrha

Slika 3.7: Dijagram korekcije vrha. Preuzeto iz [3].

Racun amplitude ovog dijagrama je proveden zadrzavajudi i divergentne i konac¢ne
¢lanove zato $to se izracunavao i anomalni magnetski moment. Amplituda dijagrama

prikazanog na slici 3.7 je:

— e (p') oT* (p', p) u(p) =

_ / dPk ig,,u(p') (iey) i (lé/ + m) (iev") i(f + m) (ien?) u(p)
@m)P (k—p)?+ic k?2—m?+ic k*—m?+ie

(3.48)

Potpuno analognim postupkom, no s nesto viSe racuna (zato Sto sad u nazivniku

postoje tri faktora koja se ureduju Feynmanovom parametrizacijom) te zadrzavanjem
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¢lanova samo uz ¢!, dobije se rezultat:

1
— ¥, D=

€ (4m)?

v (3.49)

Iz njega se iS¢itava (Z1%)~* (vidi sliku 3.8) kao koeficijent strukture —iey*:

Slika 3.8: Renormalizacija QED vrha koja vrijedi u limesu kad ¢ — 0. Preuzeto iz [5].

(Zi =141 (3.50)
! B (4m)2 e '
Dobiveni rezultat je jako vazan jer se njime potvrduje Wardov identitet [3]:
77 2, = 1. (3.51)

Wardov identitet vrijedi u svakom redu racuna smetnje. Ta Cinjenica je kasnije
koristena pri racunanju RGE na nivou dvije petlje. Svi rezultati na nivou jedne petlje
dobiveni ru¢no su takoder izracunati i time provjereni programskim sustavom Wol-

fram Mathematica, odnosno paketima FeynArts, FeynCalc, FeynRules i PaX.
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3.3.4 Anomalni magnetski moment

Pri racunu ukupnog doprinosa vrhu na nivou jedne petlje dobiven je sljededi izraz:

—ieu (p') ST (p/, p) u(p) =

_D

t oo ot (B L 0 - B -0 ) - D) +

(4m)P/2 T(3) A A
+m® ((D —2)2* 4+ (12— 2D)z + (10 — 3D)))]+
L= TB=3) (1P (@ 0" m P2 - D)+ 2(=6+2D) — (4 - D)
(4m)P/2 T'(3) A A '
(3.52)
Primjenom Gordonovog identiteta:
(' +p) = 2mA* —ioc"yq,, (3.53)
na izraz (3.52) i definicije " preko form faktora:
s — (] W s (] m 2 Z.o-quV 2
— iew (p) O (¢, p) u(p) = —iew (¢) [y OF1 (¢°) + ——Fo(@)ulp),  (3.54)

mogu se is¢itati form faktori 6F; (¢*) i F» (¢*) na nivou jedne petlje. Oni sadrze
kompletnu informaciju kako elektromagnetsko polje utjece na elektron, a to znaci da
sadrze cjelokupna elektricna i magnetska vezanja elektrona. U najnizem redu racuna
smetnje dobije se ['*(q) = ~*. 1z toga se moZe iSc¢itati da su ukupni form faktori u

najnizem - nultom redu racuna smetnje, obzirom na izraz u uglatoj zagradi, jednaki:
Fl - 1, F2 - 0 (3.55)

Zbog toga sto postoji relacija koja ga povezuje s anomalnim magnetskim momentom,
od interesa je izratunati F»(¢?). Do spomenute relacije se dolazi analizom izraza za

stati¢ni vektorski potencijal [3], [1]:

Al(z) = (o,,afd(f)) , (3.56)
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odnosno:

A(g) = 28 (0" = ")) (0. 4%(@) (3.57)
Nakon odredenih aproksimacija nad izrazom:

10" q,

- Fg) u(p)} A, (3.58)

iM =ie {E (») (’yiFl +

i upotrebom Fourierovog transformata klasi¢nog staticnog vektorskog polja te pri-

padnih izraza za magnetsko polje u x i p prostoru:

B(@) = V x A%(&), (3.59)

dobije se amplituda izraZzena preko magnetskog polja:
-1 -
iM = —i(2m)ef’t (%Jk [F1(0) + Fz(O)}) EBM(Q). (3.60)

Izluc¢ivanjem faktora —i2m i Fourierovom transformacijom ¢ zavisnih dijelova, dolazi

se do amplitudi pridruzene potencijalne energije:
©
m 2 (3.61)

Usporedbom s klasi¢nim izrazom za potencijal medudjelovanja magnetskog polja s
magnetskim momentom /i i uvodenjem izraza za spin S = 5”%5 dobije se izraz za

ocekivanu vrijednost operatora magnetskog momenta:
—> 6 ~
(i) = - [F1(0) + F5(0)] S, (3.62)
kojeg se moze napisati u standardnom obliku za magnetski moment:

S, (3.63)
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gdje je giromagnetski faktor dan s:
g =2[F1(0) + F»(0)] = 2+ 2F5(0). (3.64)

Na taj se nacin dobila trazena veza izmedu form faktora i magnetskog momenta. U
drugoj jednakosti u relaciji (3.64) upotrebljena je ¢injenica da je F3(0) = 1 u svakom
redu racuna smetnje, Sto slijedi iz Wardovog identiteta i iz definicije I, u limesu kada

g — 0. U nultom redu racuna smetnje vrijedi:
g=2+0(a), (3.65)

a doprinosi viSeg reda su mali i tvore anomalni magnetski moment. F,(¢?) se iS¢itava
iz izraza (3.53) i (3.54). MoZe se primjetiti da je izraz za taj form faktor konacan pa
nema potrebe ni za UV ni za IR regularizacijom, ve¢ se samo izracuna integral. Ono

$to je od interesa je slucaj ¢> = 0. Integral je vrlo lako rjesiv i dobiva se:
F0)=—=a="—7. (3.66)

Za sad se magnetski moment elektrona izracunao na nivou 5 petlji i veli¢ina je koja

se jako dobro slaze s eksperimentalnim provjerama.

3.4 Renormalizacija u visim redovima racuna smetnje
3.4.1 Prividni stupanj divergencije

Divergencije dijagama se mogu naci na osnovi prebrojavanja potencija impulsa u

petljama. Na primjeru QED-a se za prebrojavanje koristi notacija [3], [1] :

N, = broj vanjskih e~ linija ,
N, = broj vanjskih v linija ,
P, = broj e~ propagatora ,
(3.67)
P, = broj v propagatora ,

V' = broj vrhova ,

L = broj petlji .
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Logika ove metode je sljedeca: svaka petlja ima 4-dimenzionalnu integraciju po bilo
kojem impulsu petlji p i zato uvecava divergenciju dijagrama za 4. Svaki bozonski
propagator smanjuje divergenciju unutar petlje za 2 jer se pojavljuje s kvadratom
impulsa u nazivniku, dok je fermionski, iz istih razloga, smanjuje za 1. Definicija

prividne divergencije dijagrama:

d = ( potencija p u brojniku ) — ( potencija p u nazivniku) (3.68)
—4L— P, —2P,.

Tri su slucaja na koja se moze nai¢i primjenjuju¢i ovu metodu: d > 0 i postoji di-
vergencija, d = 0 i divergencija dijagrama je logaritamskog oblika, d < 0 i nema
divergencije. Takvo predvidanje divergencija je najpesimisti¢nije. U ovakvoj analizi
su zanemarene simetrije teorije i ¢injenica da su u definiciji d ukljuceni 4-impulsi koji
nisu u petljama, ¢injenica da drvasti dijagrami nisu divergentni te ¢injenica da diver-
gencije mogu doci od poddijagrama danog dijagrama. Za promatranje divergencija
preko vanjskih linija je potrebno uzeti u obzir to da je broj petlji definiran brojem pro-
pagatora i vrhova. Za svaki propagator vrijedi da je potencijalno dio petlje (sadrzi
d*p), no svaki vrh ima jednu 6™ (p), ali jedna odlazi na sa¢uvanje impulsa. Uzimajuéi

sve ovo u obzir, relacija glasi

L=P,+P, —V+1. (3.69)

Za QED vrijedi da svaki vrh ¢ine dva fermiona i jedan bozon pa je izraz za vrh dan
kao
1

V=2P,+N, =2 (2P +N,). (3.70)

Kombiniraju¢i dobiveno, dobija se rezultat takav da d ne ovisi o propagatorima i broju

vrhova, nego ovisi samo o broju vanjskih linija

d=4— N, — ;Ne. (3.71)
Poopc¢enje na D dimenzija glasi
d=DL—P,—2P,=D(P,+P,—V +1)— P, —2P,. (3.72)
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3.4.2 Divergentni dijagrami

U visim redovima racuna smetnje se javljaju i divergentni poddijagrami koji se moraju
uzeti u obzir. Primjerice, kod prividne divergencije je to bio jedan od nedostataka
metode prebrojavanja divergencija u dijagramu. Divergentni poddijagrami se mogu
javiti u nekim konac¢nim dijagramima. Na slici 3.9 je prikazan jedan takav primjer.

Takvu divergenciju nije tesko tretirati jer je suma ovakva dva dijagrama konacna.

ANALINN

AVAVAVAVANY AVAVAVAVANY

Slika 3.9: Prikaz tretiranja divergencije konacnog dijagrama s divergentnim poddija-
gramom. Preuzeto iz [3].

Medutim komplikacija se javlja kad se pojave preklopne divergencije: kad dvije di-
vergentne petlje dijele propagator. Primjerice u QED je jedna od takvih prikazana na

slici 3.10.

Slika 3.10: Jedan od dijagrama polarizacije vakuuma na nivou dvije petlje. Preuzeto
iz [1].

Jedan doprinos ovom dijagramu je u slu¢aju kad je k, jako velik. Prostorno to znaci
da su x,y i z blizu dok je to¢ka w dalje. Podrucje u kojem su x, y i z blizu se moze

razmotriti kao obi¢nu korekciju vrha u tocki x. Medutim, korekcija vrha na nivou
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jedne petlje je logaritamski divergentna, odnosno ima divergenciju oblika —iey* -
alnA? za A — oo. Taj izraz se zatim umetne u ostatak dijagrama i integrira se po
manjem impulsu koji je u ovom konkretnom slucaju k;. Takav dijagram bi izgledao

kao na slici 3.11 i bio bi proporcionalan s:

~a (¢ = ¢"¢") 2 (¢°) (InA” +Ing?) - aln AZ. (3.73)

Slika 3.11: Jedan od dijagrama polarizacije vakuuma na nivou dvije petlje u slucaju
kad je jedan impuls veci od drugog. Preuzeto iz [3].

Clan (In A)? se pojavljuje kad su oba impulsa (i k; i k) veliki. Clan In g% In A? se javlja
kad je ko velik i k£; malen. Drugi takav ¢lan bi se dobio kad je k; velik i k, malen. Tu
se virtualni foton koji se izmjenjuje izmedu y i z moze uzeti kao korekcija vrha u w.
Na ovom primjeru se vidi kako je metoda prividne divergencije ogranicena. Naime,
pokazano je da divergentni ¢lanovi Feynmanovih dijagrama nisu uvijek jednostavni
polinomi u ¢?. Takve divergencije koje se javljaju uz funkcije koje nisu polinomi u
q* (ITy (¢%) In A%) se zovu nelokalne divergencije. One divergencije koje stoje uz poli-
nome u ¢° se nazivaju lokalne [3]. Ono $to se vidi iz ove diskusije jest da nelokalne
divergencije u fizikalnom smislu imaju znacenje lokalnih divergencija okruzenih s
nedivergentnim procesima u QED. Nelokalne divergencije bi se trebale ponistiti u
racunu s dijagramima s kontraclanovima prikazanima kao «) dio slike 3.12, dok b)
dio na istoj slici prikazuje ¢lan kojim se rjeSavaju preostale lokalne divergencije.
Bogoliubov, Parasiuk, Hepp i Zimmermann (BPHZ teorem) su pokazali da se na taj
nacin otklanjaju sve nelokalne divergencije, a preostale lokalne se otklanjaju kon-
traclanovima polinomijalnog oblika. Time se postize konacnost sveukupnih am-

plituda. BPHZ teorem daje vaznu tvrdnju: za svaku renormalizabilnu teoriju po-
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_I_

(a) Kontraclanovi koji dokidaju nelokalne divergencije.

W\/\J

(b) Kontraclanovi koji dokidaju lokalne divergencije.

Slika 3.12: Kontraclanovi. Preuzeto iz [3].

lja divergencije se uklanjaju za svaki red perturbacijskog racuna vrhovima- kon-
traclanovima koji odgovaraju "prividno” divergentnim amplitudama. Dakle, svaka
prividno divergentna teorija se moze napraviti kona¢nom s kona¢nim skupom kon-

traclanova [1].

3.5 Radijativne korekcije za QED na nivou dvije petlje

Racuni amplituda na dvije petlje su obavljeni pomocu programskog sustava Wolfram
Mathematica, odnosno pomocu paketa FeynArts, FeynCalc, FeynRules i TARCER.
3.5.1 Dijagrami vakuumske polarizacije

Na nivou dvije petlje se javljaju tri dijagrama vakuumske polarizacije dana na slici
3.13.

Drugi i tre¢i dijagram na slici 3.13 jednako doprinose ukupnoj amplitudi, a amplituda
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Si Si .
P P osi
T1P1 N1 T2P1 N2

psi

psi
T2P2N3

Slika 3.13: Svi dijagrami vakuumske polarizacije na nivou dvije petlje. Slika je dobi-
vena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

prvog dijagrama se razlikuje. Amplitude su redom:

i(D —2)(D*— 17D + 16) e* (k"k” — k%g") (BE,OMLO})Q
12878(D — 4)(D — 1) a
i(D — 2)e* (3D3K2g" — 2D3kMk” — 19D2k2g" + 10D2kHK” + 68 Dk2gH
19275(D — 42(D — 1)k2 -
44 DkMKY — 112k%g" + 96k k)
- 192n8(D —4)2(D -1k
i(D —2)e* ((8 = 3D)k*¢" +4(D — 3)k"k") IF gy ojp1.0)
384m8(D — 4)k2 ’
i(D —2)e* ((8 = 3D)K*¢" +4(D — 3)k"k") IF g ojpn.0)
384m8(D — 4)k2 '

i = — (3.74)

T —
oIl =

(3.75)

I = (3.76)

D

Oznake TT{"”; u ovom slucaju oznacavaju redni broj dijagrama sa slike 3.13. Bl oo

predstavlja integral tipa vlastite energije na jednoj petlji koji ima dvije vanjske linije
u D dimenzija dok J []?,0][1,0][1,0} predstavlja integral na dvije petlje s tri vanjske linije u

D dimenzija.
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Suma doprinosa tri amplitude se razvije (isto kao i u slucaju jedne petlje) do ¢lana
uz ¢! i dobije se:
iet (kFkY — k2gH)
12874e

(3.77)

Moze se primjetiti da se pojavila struktura (k*k” — k*¢g"”) $to ukazuje na to da je
zadovoljen Wardov identitet. No, primjecuje se joS jedna zanimljivost: nisu se pojavili
¢lanovi koji sadrze logaritme - nelokalne divergencije. Je li se dobio to¢an rezultat se
moze provjeriti ako se pogledaju amplitude koje u sebi imaju kontraclanove. Njih je

za slucaj vakuumske polarizacije na nivou 2 petlje Cetiri i prikazani su na slici 3.14.

a —» a

psi psi

psi psi psi psi
T1P1N1 T1P2N2
psi psi
a a
a a
pSi pSi
T2P1N3 T3P1 N4

Slika 3.14: Svi dijagrami vakuumske polarizacije s kontraclanovima na nivou dvije
petlje. Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

Amplitude dijagrama vakuumske polarizacije s umetnutim kontraclanovima su re-

dom:
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(D —2)0Zo€? (kK" — k2" ) Bl o1

Z.H'LCL’VT,I = 87T2(D _ 1) ) (378)
v N R(D)
. (D = 2)6Zs€* (KK = K2g") By g g (3.79)
arz 8w (D — 1) ’ '
v N RD)
e (D —2)6Z1e* (KK = K2g") By g (3.80)
ors 8m2(D — 1) ’ '
v N RD)
e (D = 2)6Zye? (kK = K2g") Bl g (3.81)
oTA 8m2(D — 1) ' '

Nakon ubacivanja kontra¢lanova i sumiranja te Cetiri amplitude se kao rezultat dobije
0. To sugerira da je dobiveni izraz (3.75) tocan i da zbilja nema nelokalnih divergen-

cija. Preostaje i$¢itati 6 Z3":

et 1

5§72 = — -
3 12874 ¢

(3.82)

koji ¢e se kasnije koristiti pri racunu beta funkcije.

3.5.2 Dijagrami vlastite energije elektrona

Na nivou dvije petlje se javljaju tri dijagrama vlastite energije elektrona koji su pri-
kazani na slici 3.15.
Napravljen ra¢un za svaku amplitudu koje su zatim zbrojene. Amplitude prije razvoja

su za ova tri dijagrama redom:

— ¥ = — 3.83
e 205D — d)kz (3.83)
i Ded D ;4 D
iy, = iDey - k- J[1,01[1,0][1,0} e k- J[1,0][1,0}[1,0] (3.84)
32m8(D — 6)k? 1678(D — 6)k? ’ )
i(D —3)ety k- JP
)y ( ) [1,0)(1,0][1,0] (3.85)

6478(D — 4)k2

Amplitude su zbrojene, napravljen je razvoj i kao rezultat se uzeo ¢lan uz e! te se

dobio rezultat:

ety -k (4log (k%) + (4y — 1))

¥ D
== 102474

. (3.86)

MozZe se primjetiti da se u rezultatu ukupnog doprinosa vlastitoj energiji fermiona na
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psi - psi

a psi
psi
psi
Si a :
P psi
T1P1 N1 T2P1N2
psi

a
T2P1 N3

Slika 3.15: Svi dijagrami vlastite energije elektrona na nivou dvije petlje.Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

dvije petlje pojavio clan: \ ,
- %% (3.87)
Ako se unutar amplitude pojavi nelokalni ¢lan proporcionalan log (—k?), oekuje
se da suma amplituda s kontraclanovima u nece iS€ezavati, odnosno da ¢e imati
do na predznak isti ¢lan proporcionalan logaritmu. Dijagrami s umetnutim kon-
traclanovima su dani na slici 3.16, a rezultat potvrduje gornje predvidanje i nelokalni

¢lanovi se dokidaju.
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psi - psi

a pSi
psi pSi
pSi pSi a a
T1P1N1 T1P1N2
a a
psi pSi
pSi pSi
psi psi
T2P1N3 T3P1N4

Slika 3.16: Svi dijagrami vlastite energije elektrona s kontrac¢lanovima na nivou dvije
petlje.Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

Amplitude dijagrama s umetnutim kontrac¢lanovima su redom:

§Z2¢%y -k - BP)
NCT _ [1,0][1,0]
—iXy = 62 , (3.88)
_ iEQCT =0, (3.89)
0Zqey - k- B
o FZCT _ [1,0][1,0] 3.90
"o 1672 ’ (3.90)
0Z1ey -k -BP
o >ECT _ (1,0][1,0] ] 3.91
24 1672 (3.91)

U ovom slucaju indeksi ;4 oznacavaju redni broj dijagrama na slici 3.16. Nakon
umetanja 67, Z,, rjeSavanja, razvoja i zadrzavanja clanova proporcionalnih samo
uz ¢!, kao suma se dobije:

iet (log (=k?) +~v—2)7-k

_Z-ECT _
25674

(3.92)
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Suma amplituda sa i bez kontraclanova daje:

—Tietk
102474e’
iz Cega se iScCitava
7et 1
§Z3" = -
210247t e

3.5.3 Dijagrami korekcije vrha

(3.93)

(3.94)

Zbog cCinjenice da Wardov identitet vrijedi uvijek i za sve redove ra¢una smetnje,

jednom kad se dobije izraz za §Z2¢, odmah se zna rezultat i za 6 Z2L.

Zbog toga

racun korekcija vrha ni nije potreban, no ipak je napravljen zbog kompletnosti i

provjere. Amplitude su dane na slici 3.17 i ima ih devet. Medutim, pri racunu ovih

psi > a psi

psi

psi

psi

. a psi
T3P2N4 PS!
a
Si
P psi
psi
psi o 1_ ) psi
QSi a8 psi psi psi
5P1N7 T6P1N8 T7P1N9

T2P1N2 PS! T3p1N3 PS!

T4P1 N6

psi psi

Slika 3.17: Svi dijagrami korekcije vrha na nivou dvije petlje. Slika je dobivena

kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

amplituda su se javile komplikacije zbog ograni¢enosti programskog paketa. Morale

su se napraviti neke pretpostavke kojima su se one uspjele zaobici. Pretpostavka koja
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je odabrana je ta da se jedan od izlaznih impulsa izjednaci s nulom. Amplitude za

slucaj iScezavajuceg impulsa izlaznog fotona su redom:

i(D —2)e®

— i, = =i, = .
LT T2 T 51905(D — 6)(D — 4)2(D — 1)K

(3.95)

2
: (kay“ ((31)4 — 48D% + 280D* — 712D + 672) k* (Bffgmo]) +
4 (D)
+2(D° — 21D* + 172D* — 662D* + 1196D — 816) '][1,0][1,0][1,0]> +

2
F kP k <( D® — 22D 4+ 194D* — 864D° + 1984D” — 2064D + 576) k* (Bgfgw) -

— 2D (D° — 15D + 96D* — 340D + 656D — 528) Jgfgm,w)) :

. . —i(D — 2)2%¢°
N, = —i%, = : 3.96
28T T 19805(D — 8)(D — 6)(D — 4)(D — Dk (5:96)
(D)
- ((D* = 9D* = 8D + 64) k*y" + 2D (D° = 13D* + 52D — 64) K"y - k) Jjy gy gy
, i(D — 2)%°
. = — . 3.
5T T 056m5(D — 6)(D — )k ©27
(D)
- ((-2D* 4+ 15D — 26) k4" + 2 (D* — 9D* + 26D — 24) k" - k) J ool
. i(D —2)ed
— N = . 3.
"6 = 51275(D — 6)(D — 4)2(D — 1)K (5:98)
, (D) 2
. (( D — )k ((04 —22D° +168D* — 528D + 576) k* (B 1))
(D)
—4(D* = 20D° + 140D — 376D +320) (1) 0 ) —
2
okt -k <(D5 —20D* + 160D — 640D? + 1264D — 960) k> (Bffg”l’o]) -
—2(D° — 11D° + 24D* + 152D* — 920D* + 1776D — 1152) Jffg][w”w]» :
i(D — 2)% (2(D — 4)kby - k + k2#) JP)
S ( )7e” (2( )kt 1) Ipojo) (3.99)

12878(D — 6)k* ’
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= vy = (3.100)
i(D —2)%5 (—=3D? + 24D — 44) k>y# + 8 (D? — 7D + 12) ki*y - k) J ffém,om,m
51278(D — 6)(D — 4)k* '

Nakon sumacije i razvoja,u sumi amplituda ponovno se pojavio nelokalan ¢lan:

12ie’y* log (—k?)

3.101
3072me ( )
psi > a psi
a a
psi psi
psi psi
psi psi
a 0 a .
T1P1N1 PS! T2p1N2 PS!
- 9 psi @
ps| psi
) psi ) psi
psi . psi 5
T3p1N3 P! Tap1N4 P!
a
psi
psi
psi 4
a . .
5P 1N5 P! T6P1N6 P!

Slika 3.18: Svi dijagrami korekcije vrha s kontraclanovima na nivou dvije petlje. Slika
je dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

Racun za amplitude s kontrac¢lanovima danim na slici 3.18 je ponovljen s istom pret-

postavkom. Amplitude su redom:

§716% (D — 4)ky - k + k24#) B{P)

. . . 1,0)(1,0)
—in{T = —ix§T = —ixgT = F ( . (3.102)
67563 (D — 4)kty - k + k2y#) B{P)
CT . ~CT _ (1,0)(1,0)
—in¢T = —ixlT = = , (3.103)
—ix¢T = 0. (3.104)
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Amplitude su zbrojene i napravljen je razvoj te je dobiven do na predznak isti ¢lan
koji ponistava nelokalni ¢lan u sumi amplituda na razini dvije petlje bez umetanja
kontac¢lanova.

Sume amplituda sa i bez kontraclanova su zbrojene $to je dalo rezultat:

Tie®f
10247 (3:105)
iz Cega se iScCitava
4
1
522 — ¢ 1 (3.106)

b7 1024nt e
Rezultat dobiven za §Z3% je isti kao §Z3% §to je u skladu s Wardovim identitetom.
To je indikacija da je racun proveden za korekciju vrha na dvije petlje s uvedenim
pretpostavkama koje olaksavaju racun, tocan. Takoder, proveden je i racun s pret-
postavkom da je impuls druge izlazne Cestice (fermiona) jednak nuli te je dobiven

isti rezultat.

3.6 Renormalizacijske grupne jednadzbe za QED na nivou dvije
petlje

Korigira li se izraz (3.25) dimenzionalnom analizom u D = 4 — 2¢ [6], dobije se:
e= 77" 2,23 epu, (3.107)
odnosno primjenom Wardovog identiteta se gore dani izraz svodi na:
e=ZPepu . (3.108)

Zj3 je izracunat na nivou dvije petlje i glasi:

e? 1 et 1
Zy=1——"n"— - 3.10
3 1272 1287l ¢ (3.109)
UvrStavanjem u (3.84) se dobije:
e (1 e 1 e 1) ~3
epl =e - D) - 4_
1272 ¢ 12874 ¢ (3.110)

- ez 1 N et 1
~ e - - ).
24m2 ¢ = 2567t ¢
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Da bi se dobila beta funkcija, izracunati izraz je potrebno derivirati po . i pomnoziti

s u. Relacije koje ¢e biti od koristi u tom racunu su:

49 00
dp— Op Opde (3.111)
de =p—ce

Derivacijom i mnoZenjem s p se dobije:

4
ﬁ:—ee( 20 1 e 1). (3.112)

C247%e 256mie
Konacno, izraz za beta funkciju za QED na nivou dvije petlje glasi:

e ed

= om2 T gane

B (3.113)

Dobiveni izraz se slaze s literaturom [2]. Da bi se dobila ovisnost konstante ve-
zanja (elektricnog naboja) o energiji, potrebno je integrirati beta funkciju. Obzirom
da je dobivena samosuglasna jednadzba, integracija je provedena numericki i dobila

se ovisnost koja je dana na slici 3.19. Uzete su energije od mase elektrona do mase

137}

136

135

134 1,7
D S T, ol

Slika 3.19: Ovisnost o' o energiji. Dobiveno pomo¢u koda napravljenog u sklopu
diplomskog rada.

Z bozona, a ukljuCene su sve Cestice koje se javljaju u teoriji. Uklju¢ivanjem svake
Cestice pojedinacno se mijenja nagib pravca- na svakom energijskom pragu se graf
“lomi”. Zbog toga Sto je skala logaritamska, promjene nagiba pravca su vise ili manje

uocljive u ovisnosti koliko su razli¢ite mase dvije "susjedne” Cestice.
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4 Kvantna kromodinamika (QCD)

4.1 SU(3) boje

Kvarkovi su elementarne Cestice koje nisu nikad opazene u slobodnom, ve¢ se uvijek
nalaze u vezanim stanjima: hadronima (npr. protoni i neutroni). Teorija koja opisuje
medudjelovanje kojim se kvarkovi vezu u hadrone se zove kvantna kromodinamika
(QCD). Podjela medu kvarkovima se vr$i obzirom na generacije i obzirom na naboj.
Na slici 3.1 je dan popis gdje prva dva retka predstavljaju prvu generaciju, treci
i Cetvrti predstavljaju drugu te peti i Sesti predstavljaju trecu generaciju kvarkova.
Obzirom na naboj, dijele se na gornje tipove () = +2/3) i donje tipove (Q) = —1/3).

Takoder, kvarkovi nose dodatni kvantni broj - boju: crvena (r), zelena (g), plava

Cestica | Naboj Masa
(GeV)

Down -1/3 0.003

(d)

Up +2/3 0.005

(u)

Strange | -1/3 0.1

(s)

Charm +2/3 1.3

(c)

Bottom | -1/3 4.5

(b)

Top +2/3 174

(t)

Slika 4.1: Tablica svih kvarkova. Podaci su preuzeti iz [7].

(b). Boja u QCD je kao i elektri¢ni naboj u QED sto vodi na uvodenje bezmasenog
polja analognom fotonu: gluona. Kao $to elektron i elektron medudjeluju izmjenom
fotona, tako kvarkovi medudjeluju izmjenom gluona. Razlika izmedu ta dva slucaja
je u tome Sto su fotoni nenabijeni bojom, a gluoni nose boju. Grupa kojom je opisan
QCD je SU(3).

Dakle, rijec je o simetrijskoj transformaciji u 3D prostoru razapetom s:
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SU(3) grupa ima 8 generatora - 3x3 hermitskih matrica traga nula. Opceniti grupni
element je dan kao:

U = et Zhm10aTa (4.2)

gdje su a4 realni parametri, a T4 = \4/2 generatori zapisani preko Gell-Mannovih

matrica danih u (4.3) [8].

010 0 — 0 1 0 0
M=|100], =i 0 0, =10 —-10 [,
0 00 0 0 0 0 0 O
0 01 0 0 —i 000
M=1000 |, =100 0 [, =[001], (43
1 00 1 0 0 010
00 O 1 0 0
1
M=[00 —i [, Ad=—72=101 0
7 1 8 \/g
0 i O 0 0 —2
Koeficijenti koji mnoze matrice su dani tako da vrijedi [8]:
1
Tr (TaTp) = 55/45. (4.4)
Algebra grupe je:
[Ta, Tg] = ifapcTc, (4.5)

gdje su fapc (potpuno antisimetri¢ne) strukturne konstante grupe.

Obzirom da je grupna operacija mnoZenje matrica, za razliku od U(1) kojom je opisan
QED, SU(3) je ne-Abelova grupa.

U ovom diplomskom radu je koristena poopcena SU(N) grupa koja je detljnjije opi-

sana u Dodatku A.

36



4.2 Lagrangijan QCD-ja

Lagranzijan QCD-ja se moze konstruirati prilagodavajuci lagranzijan QED-ja [5]. Ko-

varijantna derivacija u QCD-ju tako postaje:
{F.,=0,A —0,A,} — {ij = 0,A; — 0,A7, — gf“bCAfLA,f} : (4.6)
a gluonsko polje se dobije zamjenom:
{F,=0,A —0A,} — {ij = 0,4, — 0,AT, — gf“bCAZAﬁ} . 4.7)
Zbog toga Sto se u lagranzijanu pojavljuje umnozak
PPt = (0, AL — oA, — g f“bCAfLA,ﬁ) (OFAYE — JVAME — g [P AP AYY) | (4.8)

javljaju se ¢lanovi proporcionalni s A? odgovorni za gluonski propagator, no javljaju
se i oni proporcionalni s A% i A* koji oznac¢avaju pojavu trogluonskog i ¢etverogluonskog
vrha u teoriji. Upravo zbog toga se javljaju dodatne "komplikacije” u odnosu na QED
gdje su nefizikalni stupnjevi slobode unutar petlje bili poniSteni Wardovim identite-
tom. Da bi se ponistili nefizikalni stupnjevi slobode za gluonsku petlju u dijagramu
vlastite energije gluona (primjer u kojem se javlja trogluonski vrh) se uvodi novi
dijagram u kojem petlju ¢ine nefizikalne cestice "duhovi”.

U QED-ju je infinitezimalna baZdarna transformacija izgledala kao (3.2¢):
, 1
A“(l’) — A“(l’) = A#(I) - ga'uOé(ZE),

no u QCD-ju ona sadrzi joS jedan, ne-Abelovski doprinos [5], [3]:

1
(A%)), = A} — Eﬁuoﬂ + f“bCAZaC. (4.9)
Uvede li se
DI = 0,0 — gf "™ A, (4.10)
dobije se:
1
(A), — A, — EDZCC“C' (4.11)
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Potpuni lagranzijan QCD-ja s uvedenim poljima koja predstavljaju duhove izgleda
[9], [5]:
1 1

EQCD = —— [ [Hne

1w 2€ (8#142)2 4+ (—5ab|j) Cb o gfabcaaa,u (AZCb) +q(2m . m)q

(4.12)
¢*(z) i ¢*(x) su Grassmanovi brojevi sa svojstvima:
a) antikomutirajuce su strukture: postuju Fermi-Diracovu statisiku - {c;, ¢;} = {¢;, ¢;} =
{ci,g} =0
b) zadovoljavaju Klein-Gordonovu jednadZbu kao i skalarna polja (bozoni)
c) vrijedi [de;e; =1, [de; =0
Ta uvedena antikomutirajuca kompleksna skalarna polja se zovu Faddeev Popov du-
hovi. Zbog toga sto istovremeno vrijediia) i b) se ta polja javljaju samo kao unutarnje

linije u Feynmanovim dijagramima, tj. virtualne su Cestice.

4.3 QCD u okviru renormalizirane perturbacijske teorije

Krece se, jo$ jednom, od lagranzijana (4.12), razdvoji ga se na dva dijela: opservabilni
dio te dio koji sadrzi divergencije. Definiraju se odnosi izmedu renormaliziranih i

nerenormaliziranih polja:

¢ = (Z5"? cp, (4.13)
q=7Z""qn, (4.14)
Are = 7317 Al (4.15)

a) Prvi ¢lan lagranzijana predstavlja jakost gluonskog polja:

1 a v,a
_ ZFWF” — (4.16)

(auAZ . aI/AZ . ngabcAZAzi) (a,uAu,a — VAR _ ngadeAu,dAu,e) —

!
T4

1 1
:—ﬂ@m—@%f——

4
. ngabcAZAi (a,qu/,a . al/A,u,a> + g%fabCfadeAZAiAu,dAu,e] —

[~g5f™ (8, AL — 9,A%) AP A~

1

4
1

+ fabcAZAlcjauAu,a . fabcAIleZauAu,a} o Z_1:g%fabc.}cacd‘AZ14lc/14,u,d‘/4l/,e —

1
(045 — 0uAL)" + JgBlS " OLALAMT AV — [0, AYAW AR
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1 a a 2 aoc a v,c 1 aoc raae Cc v,e
= =7 (0uA] = 0,A%)" + g f O ATAMT A — 2 f10 f g AL AT AIATE,

Uvrste li se sad veze s renornaliziranim poljima dane s (4.15) i dobije se:

1 2 v,c
— =17 (0, A% — 0, A% 1) + gp s F¢0, A% R AP A%~ (4.17)
1 abe pade c ,d qv.e
- Zzggéf bepede AD R A R ARCATS,

Drugi ¢lan predstavlja renormalizaciju trogluonskog vrha, a tre¢i renormalizaciju
cetverogluonskog vrha.

b) Drugi ¢lan lagranZijana je bazdarni ¢lan i za njega vrijedi:

L ran)? o —%zg (42 ). (4.18)

¢) Za tredi i Cetvrti ¢lan lagranZzijana - dio s duhovima vrijedi:

@ (=670) & — gfear (As) — (4.19)

— 258 (—0°0) ¢y — 25232 g [ 0" (Ayrch) .
d) Zadnji ¢lan lagranzijana je kvarkovski i za njega se dobije:

Qi) —m)q = {D,, = 8, +igA T} — ZoGp(id — m)ar — 23> Zogp@nART qr-.
(4.20)

Kao sto je ve¢ napomenuto, a i vidljivo iz gornje analize lagranzijana,u QCD postoji
vise vrhova nego u QED zbog postojanja duhova i zbog ¢injenice da su dozvoljeni
trogluonski i ¢etverogluonski vrhovi. Obzirom da se konstanta vezanja nalazi u sva-
kom vrhu, iz ovakve analize se mogu dobiti odnosi izmedu renormalizirane i gole
konstante vezanja :

a) trogluonski i cetverogluonski vrh:

999 : 73 g5 = Z¥g, (4.21)

9999 Z393 = Z,°¢, (4.22)
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¢) antiduh-gluon-duh vezanje:

— . rrerr1/2 c

cgc: 257 g = Zig, (4.23)
d) antikvark-gluon-kvark vezanje:

_ 1/2

499 : %223’ "gp = Z1g. (4.24)

Da bi se dobile renormalizacijske grupne jednadzbe, trebaju se pronadi renor-
malizacijski faktori 7, Z, i Z3. Za to je potrebno racunati divergentne doprinose

amplituda dijagrama, analogno kao za QED.

4.4 Radijativne korekcije za QCD na razini jedne petlje

Svi rezultati su dobiveni ru¢nim racunom, a zatim i racunalno provjereni koristeci
pakete Wolfram Mathematice: FeynCalc, FeynArts, FeynRules, PaX, a za racun na
dvije petlje je koriSten i TARCER.

4.4.1 Dijagram vlastite energije kvarka

psi = psi

psi

psi
psi
T1P1N1

Slika 4.2: Dijagram vlastite energije kvarka. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada.
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Amplituda dijagrama na slici 4.2 je:

de 4-D 42 Ta MTa
_42:/‘ p g Ta(k +m)y (4.25)

(@0)P (B —m?) (k= p)? —m3)

gdje je k impuls petlje.
Provodec¢i istu proceduru kao i za QED - Feynmanova parametrizacija, Wickova rota-
cija, dimenzionalna regularizacija te uz zadrzavanje ¢lanova proporcionalnih samo s

1/€, dobiveno je:
9°Cr %
(4m)% €’

) (4.26)

gdje je p ulazni/izlazni impuls. Clan kojim se ova amplituda razlikuje od vlastite
energije elektrona u QED-ju je Cr = T, T, o kojem se detaljnije moze naci u Dodatku

A.

4.4.2 Dijagrami vlastite energije gluona

g > g

g :
psi
/\/\/\/\Q\/\/\/\/ g
g g g :j::
psi

T1P1N1 T2P1N2
uG g
PR
M './\/\/\/
uG g
T2P1N3 T2P1N4

Slika 4.3: Dijagrami vlastite energije gluona. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada.

Na slici 4.3 su dani dijagrami koji predstavljaju korekciju vlastite energije gluona u
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prvom redu racuna smetnje. Analiza ¢e se provesti za svaki zasebno, redom kako su

numerirani na slici.

1. dijagram - punoglavac Prvi dijagram je primjer Cetverogluonskog vrha. Ob-
zirom da ima samo jedan propagator, njegov doprinos u dimenzijski regulariziranoj

teoriji jednak je nuli.

2. dijagram - fermionska petlja Amplituda drugog dijagrama je:

D=0 —g2 Tr (TPT) Tr (v (F + m)y*(k — p +
maf;:/d kP —g? T (T°T°) T (7" (K + my(f — p +m)) 4.27)
. (2m)P (k* = m?) ((k — p)* = m?)

gdje je k opet impuls u petlji, a p ulazni/izlazni impuls.

Doprinos ovog dijagrama je:
_ 4Sp6 ig? 1
1 G — (p g™ — p'p¥) . .28
iy, 2 —— (4@26(1?9 p'pY) (4.28)

S Spd® je oznaten trag Tr (T°T) o ¢emu se moZe viSe protitati u Dodatku A.

3. dijagram - doprinos duhova Amplituda treceg dijagrama se zapisuje preko

Feynmanovih pravila kao:

de 4—D 2 prcbd dacku k
ZHZbV:/ :u g f f ( +p)# (429)

(2m)P (K —mg) (k +p)* —m3)
Ponovno je k impuls petlje, a p ulazni/izlazni impuls. Ovaj dijagram daje doprinos:

b o 19°Ca0" (P°g" + 20'p")

M= (4r)%e 12 ’ (4.30)

gdje je C 46’ umnnozak strukturnih konstanti o ¢emu se viSe moZe na¢i u Dodatku A.
Ono $to se odmah moze primjetiti je nepostojanje o¢ekivane strukutre (p*g"* — p*p¥),
no to je u redu obzirom da su duhovi i uvedeni u teroiju kako bi ponistili nefizikalne
doprinose dijagrama vlastite energije gluona s gluonskom petljom. Ocekuje se da ¢e
suma doprinosa treceg i cetvrtog dijagrama slike 4.3 dati izraz proporcionalan bas toj

”pozeljnoj” strukturi.
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4. dijagram - gluonska petlja Amplituda cetvrtog dijagrama je:
D 4—D acd £bed
et — ——/d b A - (4.31)
m?) ((k +p)? —m?)
: [(Qup(p - k)cr + gpcr(zk +p)u + gm,(—k: - 2p>p) :

(gL (=p + )7 + g*7(=2k — ), + g (k + 2p)”)].

Nakon provodenja standardne procedure, dobije se doprinos Cetvrtog dijagrama kao:

(4.32)

b > 97 100 19¢™p? — 22p"p”
W= (4m)2 e 12 '

Zaista, sumiranjem izraza (4.31) i (4.33) se dobije izraz proporcionalan strukturi

(P*g"™ = p"p"):

ig2C 6% p? g + 2ptp¥ N ig2C A6 19gHvp? — 22pHp¥ B

.33
(4)2e 12 (4r)2e 12 (4.33)
< 2 ab
1g°C 40" 5 y Y
= Wg (p2g“ —ph'p )

4.4.3 Dijagrami korekcije vrhova

1. dijagram - samo ggq vezanja Prvi dijagram korekcije vrha je u potpunosti analo-
gan vrhu diskutiranom u prethodnom poglavlju kad se promatrao QED, do na struk-
ture koje dolaze zbog SU(3) grupe koja opisuje QCD.

Amplituda prvog dijagrama je:

» / dPkp' =P —g*T" T Ty (k + ¢ +m) v (k +p +m)y” (4.34)
—i¥ = , .
2m)P (k2 —m2) (k+p)2 —m?2) ((k +p)* —m?)
gdje je k impuls petlje, p i p’ impulsi ulaznog i izlaznog kvarka.
Doprinos ovog dijagrama je, nakon standardne procedure, dobiven kao:
) 9—2 (—igy"T*) | Cr — 10 (4.35)
~ (47m)%e 97 EToA)s )
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psi > g psi

. g g
psi
pSi
psi .
g . psi .
psi psi
T1P1N1 T1P1N2

Slika 4.4: Dijagrami korekcije vrha na razini jedne petlje. Slika je dobivena kodom
napravljenim u sklopu diplomskog rada.

2. dijagram - ggq i ggg vezanja Amplituda drugog dijagrama je:

(4.36)

e / dP k=P ig® fT Ty (F + m)y” .
(2m)P (k2 = m?) ((k — p)> —m?) ((k — p/)* — m?)

gl (k+p—20),+ gup (—2k +p+ )" + g (k—2p+p),].

Njegov doprinos je dobiven kao:

2
g i 3CA
(in)e (—igy"T*) — (4.37)

S

4.4.4 Renormalizacijski faktori na razini jedne petlje

Sad je moguce is¢itati 7, Z, i Z3 na razini jedne petlje.

Vlastita energija kvarka daje faktor Z,:

-. (4.38)



Vlastita energija gluona daje faktor Z3:

Zy—1+ L (gm0 (4.39)
5 (47)2e g7 T gA '
gdje je Ny broj okusa kvarkova.
Korekcija vrha daje faktor 7;:
92
Z1=1-— (dm)e (Cr+Cy). (4.40)

Idudi korak je izracunati doprinose na razini dvije petlje.

4.5 Radijativne korekcije za QCD na razini dvije petlje

Kako bi se dobila beta funkcija na razini dvije petlje, provodi se ista procedura kao i
za QED: sumiraju se dijagrami na dvije petlje i dijagrami na jednoj petlji s umetnutim
kontrac¢lanovima. Time se poniste nelokalne divergencije i tek onda se mogu dobiti
renormalizacijski faktori.

Ovom metodom je dobiveno puno dijagrama, a slike istih su dane ispod.

Dakle, racun ovolikog broja dijagrama bi bio dug i kompliciran uzimajuéi u obzir
ogranicenosti paketa TARCER koji racuna samo vlastite energije. Zbog toga bi za vrh
ponovno morale biti uklju¢ene neke pretpostavke koje kompliciraju racun. Sre¢om,
postoji puno elegantnija metoda izracuna beta funkcije za QCD, a opisana je u idu¢em

potpoglavlju.
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psi - psi

g psi g g .
. psi i % j psi
psi ‘@ psi

_ psi g psi psi
T1BYINA T2P1N2 T2P1N3
psi psi u
g5 =9
-\ uG .
psi psi
psi
T3P1N6

psi
T3P1N7
Slika 4.5: Dijagrami vlastite energije kvarka na razini dvije petlje. Slika je dobivena
kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

psi - psi

psi
psi psi
g g
T1P1N1 T1P1N2
g g
psi psi
psi psi
psi psi
T2P1N3 T3P1N4

Slika 4.6: Dijagrami vlastite energije kvarka s umetnutim kontra¢lanovima. Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.
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W sty

718 N1 Tng 1 N2 Tng 1N3
psi psi uG o, uG psi g
g LS sw g g
g _ g 4.7 g
psi psi uG uG psi g
T4 P1N4 T4P1N5 T4P1N6

Slika 4.7: Dijagrami vlastite energije gluona. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 1-6 od 23.

g > g
g psi uG . g g o UuG
m éu ‘UG/\/\/\,
¢} ) g . ¢} o.”
g psi uG g g uG
T4P1 N7 T4P1 N8 T4P1 N9

psi psi

psi psi
T4P1N10 T5P1N11 T5P2 N12

Slika 4.8: Dijagrami vlastite energije gluona. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 7-12 od 23.
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g->9

uG uG psi
UG/U\UG qu,u_‘luG g ‘ g
g .. g g <79 g H g
uG uG g
T5P1N13 T5P2 N14 T5P1N15
uG g g
g s a9 g g
g g g g
g g g g
T5P1N16 T5P1N17 T6P1N18

Slika 4.9: Dijagrami vlastite energije gluona. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 13-18 od 23.

g->9

psi uG
g g ﬂ ub
g e
g g g g g g

T7P1 N19 T8 P1 N20 T8 P1 N21
g
R :
W@A/g\/‘
g g
g
T8 P1 N22 TO9P1 N23

Slika 4.10: Dijagrami vlastite energije gluona. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 18-23 od 23.
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T1P1N1 T1P2N2 T1P1N3
uG g g
> g g9
uG * uG g g
T1P2N4 T1P1N5 T2P1N6
psi uG g
g g e g
psi G g
T3P1N7 T3P1N8 T3P1N9

Slika 4.11: Dijagrami vlastite energije gluona s umetnutim kontrac¢lanovima. Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 1-9
od 13.

g > g
MMQM W’Qm -9
'\/V\/)( e~
psi
T4P1N10 T5P1N11 T5P1N12

e

g
T5P1N13

Slika 4.12: Dijagrami vlastite energije gluona s umetnutim kontrac¢lanovima. Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 10-13
od 13.
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psi > g psi

psipsi

psi . . si .
T1PINT PS! T2P1ﬁ2 psi T2PF1)N3 psi
g9 g g
psi ™ v psi :
. psi

. psi . .
psi g psi psi * psi g : g9
. Si . psI .
T2P1ﬁ4 psi TZPENS psi T3P1N6 PS!
g g g

psi

psipsi

. . Si .

Tspﬁw psi T3P1gNB psi T3Pp1 r|\19 psi

Slika 4.13: Dijagrami korekcije vrha. Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu
diplomskog rada i prikazuje dijagrame 1-9 od 36.

psi > g psi

TaP1N10 PS! T4P2N11 PS! T4p1N12 PS!

T4P1N13 PS! T4p2N14 PS! T4P1N15 PS!

T4P1N16 PS! T5P1N17 PS! TeP1N18 PS!

Slika 4.14: Dijagrami korekcije vrha. Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu
diplomskog rada i prikazuje dijagrame 10-18 od 36.
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psi > g psi

T8P1N20

psi

T10P1N22 PS!

g

psi
: psi
Pstg i

Si ; uG ; Si ;
Ti5p1 s PSi Ti2p1 s PSi T15p N2z PSi

Slika 4.15: Dijagrami korekcije vrha. Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu
diplomskog rada i prikazuje dijagrame 19-27 od 36.

psi > g psi
. g g
psi
: psi ‘ psi
(O8] g :
psi ]
T15p1 bg PSi T13P1N29 PS! T13P1N30 PS!
psi psi 9
psi
psi
psi
g
T13P1N31 PS! T13P1N32 PS! T14P1N33 PS!
g 9.9

psi
T14P1N34 PS! T14P1N35 PS! T14P1N36 PS!

Slika 4.16: Dijagrami korekcije vrha. Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu
diplomskog rada i prikazuje dijagrame 28-36 od 36.
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psi > g psi

: g g : g g
psi g psi g
psi psi
psi psi . psi psi
9 . psi _ g9 _ psi _
T1P1N1PSI T1P1N2PSI T2P1N3PSI T2P1N4 Psi
: g g g g
si
psi g psip 9
psi psi
Si i Si si .
p g . p osi . p g . p psi .
T3P1N5 PSI T3P1N6 PSI T4P1N7 PSI T4P1Ng PSI
. g . g g
psi psi g
Si
psi P . g
. , psi : g
psi psi psi .
I g . psi . g . psi .
T5P1N9 PSI T5P1N10PSI T6 P1N11PSI T6 P1N12PSI

Slika 4.17: Dijagrami korekcije vrha s umetnutim kontra¢lanovima. Slika je dobivena
kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.
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4.6 Metoda pozadinskog polja (BFM)

Metoda pozadinskog polja je tehnika kvantizacije bazdarnih polja pri kojoj se ne gubi
bazdarna invarijantnost. Nju je uveo DeWitt u formalizmu primjenjivom na procese
s jednom petljom. Na procese s vise petlji su metodu ”prosirili” 't Hooft, DeWitt,
Boulware i Abbott, a ona je upravo koristena u ovom radu kako bi olaksala racun i
smanjila broj dijagrama koje je potrebno izracunati kako bi se dobila beta funkcija na
razini dvije petlje za kvantnu kromodinamiku.

Bilo koja formulacija bazdarne teorije polja pocinje s bazdarno invarijantnim la-
granzijanom. Medutim, kako bi se teorija kvantizirala, mora se odabrati bazdarenje.
U konvencionalnoj formulaciji to znaci da lagranzijan koji sadrzi ¢lan kojim se fiksira
bazdarenje i ¢lanove koji sadrze duhove nije bazdarno invarijantan [10]. Naravno,
bilo koja izracunata fizikalna veli¢ina je neovisna o izboru bazdarenja, no velic¢ine
koje nemaju direktnu fizikalnu interpretaciju nece biti bazdarno invarijantne- na pri-
mjer divergentni kontraclanovi.

Koriste¢i metodu pozadinskog polja, eksplicitna bazdarna neovisnost koja je prisutna
u pocCetnom lagranzijanu je takoder prisutna i nakon sto su dodani ¢lanovi koji fik-
siraju bazdarenje i ¢lanovi koji sadrze duhove. Kao rezultat ovakvog formalizma,
nefiziklne veli¢ine kao Sto su to divergentni kontrac¢lanovi postaju bazdarno invari-

jantni.

4.6.1 Metoda funkcionala

Krajnji cilj svakog racuna u teoriji polja je S matrica. Nju se na jednostavan nacin
moze dobiti preko Greenovih funkcija teorije koriste¢i LSZ redukcijsku formulu. U
pristupu preko funkcionala, Greenove funkcije su odredene funkcionalnom derivaci-
jom generirajuéeg funkcionala Z[J] po funkciji-izvoru J gdje je generiraju¢i funkci-
onal zadan kao [10]:

200 = / 5QexpilSIQl + J - Q). (4.41)

U ovoj formuli ) predstavlja polje s klasicnom akcijom S i:

J Q= / d*z(JQ). (4.42)

Z|J] je odreden funkcionalnom integracijom po svim konfiguracijama polja ). Gre-
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enove funkcije su definirane kao:

: (4.43)

OIT(Q-.Q}0) = [ 3Q(Q...Q)expiSIQ] - (%%)nzm B

gdje se u T produktu i u integraciji polja ) pojavljuju n puta.

Tako definirane Greenove funkcije su ve¢inom nepovezane i sastoje se od potpuno
razdvojenih dijelova, koji ne doprinose S matrici obzirom da su S matri¢ni elementi
definirani preko amplituda povezanih dijagrama. Zbog toga je bolje raditi samo s po-
vezanim Greenovim funkcijama koje se generiraju funkcionalom jednakim logaritmu

funkcionala Z[J]:

WI[J] = —iln Z[J]. (4.44)

Povezane Greenove funkcije se dalje mogu pojednostaviti tako da ih se izrazi preko
jednocesticnih ireducibilnih dijagrama Sto poprili¢cno olaksava racun.

Povezani dijagrami su ili granasti ili sadrze jednocesti¢no ireducibilne (1PI) poddija-
grame. Ampitude granastih poddijagrama su UV konacne i ne doprinose renorma-
lizacijskim grupnim jednadzbama (RGE). Amplitude 1PI dijagrama su beskonacne
i daju doprinose RGE te su zbog toga upravo 1PI dijagrami najvazniji u analizi re-
normalizabilnosti teorije. Zato se uvodi funkcional amplituda 1PI dijagrama, tzv.

efektivna akcija definirana s:

NI =Ww[J-J-@, (4.45)
gdje je:
Q= 55—‘?‘]/ (4.46)

Dakle, jako bitna veli¢ina u teoriji polja je upravo efektivna akcija. Jednom kad je ona
poznata, S matrica se moze konstruirati slazuci jednocestine ireducibilne dijagrame
koji generiraju punu i povezanu Greenovu funkciju, zatim amputiranjem vanjskih
propagatora, stavljanjem svih impulsa na ljusku mase te dodavanjem odgovarajucih

faktora koji pripadaju valnim funkcijama.
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4.6.2 Metoda pozadinskog polja (BFM): ne-bazdarne teorije

Metoda pozadinskog polja je prigodan nacin za racunanje efektivne akcije.
Ve¢ uvedenim velicinama se dodaje novi ¢lan ¢ koji predstavlja proizvoljno pozadin-

sko polje. Funkcional koji generira nepovezane dijagrame se moze definirati kao:

217 = /5@ expilSIQ] + T - Q] — Z[.¢] = /5@ expilS[Q+d] +J- Q. (4.47)

Z ovisi i o izvoru J i pozadinskom polju ¢ kojeg se moze shvatiti kao alternativni
izvor.

Takoder, analogno se dobije i generator povezanih dijagrama:

W[J] = —iln Z[J] — W[J, ¢] = —iln Z[J, ¢], (4.48)
te .
W - 0w

Konacno, da bi se zamijenila konvencionalna efektivna akcija
LRI =W -J-Q. (4.50)
definira se BFM efektivna akcija:

I'Q,¢] =W[J, ¢ —J-Q. (4.51)

Da bi se vidio smisio ovih definicija, varijabla integracije u (4.47) se translatira za —¢.
Iz toga odmabh slijedi:
Z|J, @) = Z|J) exp(—iJ - $). (4.52)

Uzimajudi logaritam gornje relacije, dobije se:
WIJ, | = WI[J] — J - ¢. (4.53)

Diferenciranjem dobivenog izraza po J, dobije se:

O
Il
Ql

— ¢ (4.54)
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Konacno, iz jednadzbi (4.50) i (4.51) se dobiva:

Q.o =W[J] =T ¢—J-Q+J-¢=T[Q], (4.55)

[Q.¢] =T[Q + ¢]. (4.56)

I[0, ¢] = I'[g). (4.57)

Vaznost te jednadzbe je u tome Sto govori da se efektivnu akciju moze odrediti
izra¢unom I'[0, ¢].

Efektivna akcija pozadinskog polja I'[Q, ¢ je samo konvencionalna efektivna akcija
izraCunata u prisustvu pozadinskog polja ¢. Dakle, sadrzi sve jednocesti¢ne ireduci-
bilne dijagrame koji doprinose Greenovim funkcijama.

U ovom sluéaju derivacijom I'[Q, ¢] po @Q ée se generirati jednocesti¢ne ireducibilne
Greenove funkcije u prisustvu pozadinskog polja. Obzirom da, u gore spomenutom
posebnom sluéaju, I'[0, ¢| nema ovisnosti o Q, ne generiraju se dijagrami s vanjskim
linijama. Umjesto toga, dobiva se suma svih jednocesti¢nih ireducibilnih vakuum-
skih dijagrama u prisustvu polja ¢. Upravo to predstavlja veliku prednost koriStenja
metode pozadinskog polja: efektivnu akciju je moguce dobiti zbrajanjem samo vaku-
umskih dijagrama.

Postoje dva razli¢ita pristupa u raéunanju I'[0, ¢]. Jedan od njih podrazumijeva da se
¢ tretira egzaktno, no on je moguc¢ samo za jako jednostavna pozadinska polja. Drugi
nacin podrazumijeva perturbativno tretiranje pozadinskog polja. Dakle, promatraju
se jednocesticni ireducibilni dijagrami () polja s ¢ kao vanjskim linijama.

U ovom radu je koristen drugi pristup u kojem je pozadinsko polje proizvoljno. Pos-
tupak racuna je sljedeéi: koriStenjem akcije S[Q + ¢|, dobiju se Feynmanova pra-
vila. Iz akcije se dobije ¢lan kvadratitan u Q - propagator Q polja. Clanovi koji
nisu kvadratic¢ni u () generiraju medudjelovanja: medudjelovanja izmedu () polja su
koristena unutar dijagrama, dok su medudjelovanja izmedu @ i ¢ koristena kao vanj-

ske linije. Na ovaj nacin se bilo koja jednocesti¢na ireducibilna Greenova funkcija
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moze izracunati.

4.6.3 Metoda pozadinskog polja (BFM): bazdarne teorije

U racunima s bazdarnim teorijama postoji jedna vazna razlika: mora se odabrati

bazdarenje. Generiraju¢i funkcional je u ovom slucaju [10]:

a

Z[J] = /5Qdet Bib} expi [S[Q] - %G-CHJ-Q : (4.58)

gdje je @ sad bazdarno polje Q7. U ovoj jednadzbi je S akcija bazdarnog polja

1 2
S=—7 / d*z (Fg,)", (4.59)
s F};, definiranim kao:
Fp, = 0,Q5 — 0,Q5 + gf Q) Q5. (4.60)
Nadalje vrijedi:
J-Q= [dzJ*Q°,
Q=) dlia (4.61)
G-G= [daG G
G je ¢lan koji fiksira bazdarenje, na primjer - G* = 0,Q;,.
Na kraju, §G*/jw’ je derivacija G* u odnosu na bazdarnu transformaciju:
a abc, b e 1 a
0@y, = — W@, + g@uw : (4.62)

Generirajudi funkcional u metodi s pozadinskom poljem za bazdarnu teoriju glasi:

a

Z[J, Al = /5Qdet léﬁb] expi {S[Q + A] — ié G+ J-Q|, (4.63)
ow 2a

gdje je 6G* /6w’ derivacija ¢lana koji fiksira bazdarenje u infinitezimalnoj bazdarnoj
transformaciji:

1
SQ = I (@4 A7) + D (4.64)

Nakon Sto su se uvele i objasnile sve nove veli¢ine, moZe se napraviti analogija s
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prethodno uvedenim veli¢inama:
10, ¢] = I'[¢] — L]0, A] = T'[A] (4.65)

Ako je I'[0, A] izra¢unat koriste¢i ¢lan koji fiksira bazdarenje G* = G%(Q, A), tad ¢ée
biti jednak konvencionalnoj efektivnoj akciji I'[Q] izra¢unatoj s G* = é“(@ —AA) i
izvrijednjenoj u Q = A.

Jednadzba (4.65) i bazdarna neovisnost fizikalnih veli¢ina osiguravaju da, iako daje
razlicite Greenove funkcije od konvencionalnog pristupa, metoda pozadinskog polja
daje istu S matricu i zbog toga je ona vaze¢a metoda u racunu s bazdarnim teorijama.
Velika je prednost metode pozadinskog polja u tome sto zadrzava bazdarnu neovis-
nost. To znad¢i da postoji izbor G takav da efektivna akcija I'[0; A] bude neovisan

funkcional od A. Odabir bazdarnog ¢lana je:
G* = 9,Q% + gf A Q. (4.66)

Moze se vidjeti da je u takvom izboru baZzdarenja funkcional (4.63) invarijantan na

infinitezimalne transformacije:

1
SAG = WAL+ O (4.67)

a __ abc, b e
0Jy = —f*wW I (4.68)
Da bi se to dokazalo, napravi se zamjena varijabli u integraciji
Q) — Q) — f“bcwa;. (4.69)

Iz posljednje dvije jednadzbe slijedi da je ¢lan funkcionala J - ) invarijantan.

Zbrajanjem izraza (4.67) i (4.69) dobiva se:
1
6 (@A) = WP (@A) + O (4.70)

To je zapravo bazdarna transfomacija polja varijable (Q% + AZ) pa je akcija S[Q + A]
takoder invarijantna.

Napokon, (4.67) je bazdarna transformacija od A dok je (4.69) pridruZena rotacija
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od Q. Bazdarni ¢lan G* u (4.66) je kovarijantna derivacija od Q. Po definiciji je
to invarijano na takve transformacije. Moze se zato lako pokazati da je faktor koji
sadrzi determinantu takoder invarijantan. Iz svega toga slijedi da je cijeli funkcional
Z invarijantan na (4.67) i (4.68).

Obzirom da je Q samo konjugat varijable .J, slijedi odmah iz invarijantnosti Z da je

I'[Q, A] invarijantan na

1
GG = =P+ O, (4.71)

0Q% = — [ W Q. (4.72)

Obzirom da je (4.72) homogena transformacija pa je I'[0, 4] invarijantan na samu
transformaciju (4.71). Zbog toga se kao rezultat dobiva vazna ¢injenica: jednocesti¢ne
ireducibilne Greenove funkcije generirane diferenciranjem I'[0, A] po A ¢e postovati
naivne Wardove identitete bazdarne invarijantnosti.

Dakle, Feynmanova pravila se razlikuju unutar petlji i van njih. Vanjske noge su
uvijek dane pozadinskim poljem, dok petlju mogu ¢initi gluoni, kvarkovi i duhovi

[10], [11].

4.6.4 Renormalizacija QCD koriste¢i BFM

Renormalizacija se provodi standardno povezujuéi gole i renormalizirane veli¢ine

renormalizacijskim faktorima:

(Au)o = Z4* Ay, (4.73)
9o = Zy9- (4.74)

Renormalizacijom ¢lana:
(Fa)y = 247 |00 = 0,40 + 2,23 g f ™ AL A (4.75)

uz zahtjev da (Fgl,) zadrzava kovarijantni oblik, dobije se veza medu renormalizacij-
skim faktorima:

Z, =7, (4.76)
Zbog toga Sto je koristena dimenzionalna regularizacija, kako bi se dobila bezdimen-
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zionalna renormalizirana konstanta veze, dimenzionalnom analizom se dobije novi

izraz koji povezuje golu i renormaliziranu konstantu veze:

Go = Zgi°g. 4.77)

Obzirom da je klizna skala i proizvoljna, zahtjeva se da je gy neovisan o njoj sto

daje [12], [10]:

990 dlnZ, dg
0= 7 1f . 4.78
“aﬂ gl |€9 + gp i +“au (4.78)
Po definiciji vrijedi:
)
b=y, (4.79)
"
pa je
olnZ
B =—eg—gp 5 g, (4.80)
1
Zadnji se izraz, koriste¢i lan¢ano pravilo i = ug—z% = [4;, moZe zapisati kao:
OlnZ
f=—eg—gf— =, (4.81)
g

a upotrebom veze medu renormalizacijskim faktorima, zapisivanjem istih kao sume

(n)
z y : y v
Zjy =143 =4, zadrzavanjem samo ¢lana uz pol prvog reda te pustanjem e — 0

isti izraz postaje:

B=—=-g2=7W. (4.82)

4.7 Radijativne korekcije za QCD koriste¢i BFM na razini jedne
petlje

Za razliku od prethodno racunatih dijagrama za QCD na jednoj petlji gdje su se
racunale korekcije vrhova (2 dijagrama), fermiona (jedan dijagram) i bazdarnog bo-
zona (4 dijagrama), koriste¢i metodu pozadinskog polja, potrebno je bilo izracunati
samo doprinose tri dijagrama (odnosno 5, ali doprinosi dva dijagrama su jednaki

nuli). Dakle, na razini jedne petlje su racunati dijagrami dani na slici 4.18.
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9 - 9

uG g
R psi
g g g g g C
pSi
T1P1N1 T1P1N2 T2P1N3
uG g
g e g
uG g
T2P1 N4 T2P1N5

Slika 4.18: Dijagrami korekcije pozadinskog polja. Slika je dobivena kodom naprav-
ljenim u sklopu diplomskog rada.

Amplitude danih dijagrama su redom:

AT = 0, (4.83)
A = 0, (4.84)
. —4
-Hab,p,l/ B = 25ab N k2 HY MKV
o= (4m)? e SF f( I )7
F 2 ab 2 _uv v
by — 187C407 (K2g" — kM'k")
Hab,,u D) 85
e = (47)23¢ ’ (4.85)
2 ab k2 wY eV
ot o 5i87Ca0" (kg ). (4.86)

2472¢

Pri racunu ovih doprinosa je provedena standardna procedura (Feynmanova pa-

rametrizacija, Wickova rotacija, dimenzionalna regularizacija, razvoj i zadrzavanje
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¢lanova proporcionalnih s e7'). Ampliude su zbrojene i dobio se rezultat:

- 2 cab 2 v v
rrab,uy g ) (11CA _4NfSF) (k g:u' — kHk )
A = (47)%3¢ ' (4.87)

k su ulazni/ izlazni impulsi, a o konstantama koje se javljaju C'4,Sr se moze viSe naci
u Dodatku A. Sad je samo bitno naglasiti da ¢e u daljnjem racunu za Dynkinov indeks
biti uzeto Sy = 1/2.

Jo$ preostaje i$¢itati renormalizacijski faktor Z}% na razini jedne petlje:

g% (11C4 — 2Np)

ZlL —
¢B 3(4m)2e

(4.88)

4.8 Radijativne korekcije za QCD koristeéi BFM na razini dvije pet-
lje
Dijagrami na razini dvije petlje Ciji su doprinosi racunati su prikazani na slikama

4.19-4.22.

T3gg’N7 T3F% N8 T3I% N9

Slika 4.19: Dijagrami korekcije pozadinskog polja na razini dvije petlje. Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 1-9
od 31.
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Q>
N2
Q>

psi psi_ uG . uG, psi g .
g g ‘g g

g i g - g

psi psi uG uG psi g

T4P1N10 T4P1N11 T4P1N12

}M M{
psi

T4P1N13 T4P1N14 T4P1N15
T4P1N16 T5P1N17 T5P2N18

Slika 4.20: Dijagrami korekcije pozadinskog polja na razini dvije petlje. Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 10-
18 od 31.

g > g
uG uG psi
uG’U uG ule‘uG g »g
S g N g S g
g .9 g .9 g g
uG uG g
T5P1N19 T5P2N20 T5PTN21
uG fe] I
g %9 g g
g g g g ¥ ~
g g g
T5P1N22 T5P1N23 T6P1N24
pSI
T7P1 N25 T8P1N26

T8P1N27

Slika 4.21: Dijagrami korekcije pozadinskog polja na razini dvije petlje. Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 19-
27 od 31.
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uG g
Shel g .
979, 2979 e
A A A il A g U’G
g g g g
uG
T8P1N28 T8P1N29 TI9P1N30
g
g
g
g
TI9P1N31

Slika 4.22: Dijagrami korekcije pozadinskog polja na razini dvije petlje. Slika je
dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 28-
31 od 31.

Amplitude prikazanih dijagrama su redom:
rrabuv _ prabuv  yvabuv  cyrabuv  .yrpabuv  cprabur
17 =Gl = allgg™” = g™ = dllgg™” = dll5g™ = 0, (4.89)

. a v v LV D
gt N29 (DR — K" = 3K'K") T G

-Hab,p,u _ -Hab,m/ — .90

i s 76378 (D — 4)k2 ’ (4.90)

Z'Hjb’lw _ ngwa _ 4.91)
ig" N?6** (6Dk*g* — 5DkFk” — 19k*g” + 15k"k¥) J ffgm,oulm

- 153678 (D — 4)k2 ’

Z.Hgb,,uy _ Z-Hgb,,uu _ (492)

3ig! N26% ((D? — 10D + 21) k*k” + (5D — 17)k2g") I o1
- 51278(D — 4)K2 ’
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; a v v D
Z-Hab,w/ - Z-Hab,uu o _Zg4N26 ’ ((D B 3)1{“1{ B kzg“ ) J[(l,(g][LO][l,O}
6T 76878(D — 4)k> ’

(4.93)

- 4 ab
yrabuv g (D — 2)DNf5 X
Mho™ = §1aa(D — 92D — N “-99

. (3(D —4) (D* = 7D +16) (K'Kk” — K2g") (Bgfgm?o)f +

+

2((3D* —19D? + 68D — 112) k2g" — 2 (D3 — 5D? 4 22D — 48) k*k") Jffo)m,om,m)
k2

s ~4nT2 5ab
, 1g N2
Hab,,ul/ — . 4.95
T T 1536m8(D — 4)2(D — 1)k2 (4.95)
v (D) @® )
ki (3D — 92 (BP) ) 4 2(D* — 110% + 28D — 12) J)
+ (D —4) ( [1,0][1,0]) +2(D° - + —12) oo ) |
. , —i(D — 2)Dg'N; N5
Hab,uy _ Hab,p,u _ Z( f . .96
P =S T s (D — 4)(D — D2 (4.96)
kMK (2 (D2 + 5D — 24) JP) oD — )2 (B2 Y
: ( + - ) [1,0][1,0][1,0] — (D —4) ( [1,0}[170]> +
v D 2 D
+k*g" (9(D — 4K <Bf1,8][1,o}) +4(14 - 5D)JE178][170][1,0D)> ’
| N26ab <k2guu _ k,uky)
~Hab,w/ _ -Hab,uu _ 1g X .
“ha TP 51275(D — 4)(D — 1)k? 497
(D) 2 (D)
: ((D - 4)k2 <B[1,o][1,0]> —2(D - 3)‘][170][170][170]) ’
- 4N25ab
JI1ebm — e : (4.98)

- 51278(D — 4)2(D — 1)
(D= (6% = 27D + ) (" — K2g™) (B, )

2(2(D3 — 16D? + 51D — 34)k2g"”
+
k2
(D* — 12D3 + 65D — 142D + 84)k+k*)JP) )

+

[1,0][1,0][1,0]
k2
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i(D —2)Dg" (N? — 1) Nyoab

.Hab7;u/ _ -Hab,,uV — .
1y, 11l4g 61447T8(D—4)k2N (4 99)
v v D
(8= 3D)K2g™ +4(D — 3)k) I o
i 4JV25ab(l)k“k” —4k2 “”)J(D)
iHab’“V g iHab?.U‘V == g g [1’0} [170][1’0] (4 100)
19 20 153678(D — 4)k? , -
. i(D — 2)Dg" Ny N5
Hab,,uz/ _ . .101
21 307278(D — 6)(D — 4)(D — 1)k? o
- (4 (5D — 59D + 126) K*g" + (D* — 31D + 270D — 528) k"k") I, 0
. 4N25ab
.Hab,,ul/ _ g . 4.102
2 T U53605(D — 6)(D — 4)(D — 1)k o
- (4 (—6D° +- 49D — 97D +18) K2g"” +
+ (23D° — 185D% + 354D — 48) K'K") I3 1 nar
- 4 N2 Sab
b —ig*N=6
b _ : .103
s 51278(D — 6)(D — 4)(D — 1)k o
- (4 (3D* — 46D + 133D — 78) k*g" +
»\ 1(D)
+ (D* — 24D + 229D — 590D + 336) K"K") I\ 0 1101
_3 4 N25ab (k,u,kl/ o k2 p,z/) <B(D) >2
Z-Hab,;w _ 1g g [1,0][1,0] (4.104)
25 12878 ’ .
- AnT2 v sab 7(D)
ig" N*gho J[1 0][1,0][1,0]
.Hab,,ul/ — ) > B .105
30 51278 ’ )
. 4 A2 . uv sab 7(D)
o — 31D = VBNV oy gy (4.106)

51278

U ra¢unu su kori$tene relacije C4 = N i Cp = (N? — 1)/2N. ViSe o tome se moze
naci u Dodatku A.

Ovakve amplitude su se zbrojile, izraz se razvio do ¢lana proporcionalnog s ¢! te je
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dobiven izraz:

A 3 2 ab v 2 uv
o —igt (1AN? — 5N2N; + 3N;) 6% (kPk” — k2gh)
e — . .10
ot 15367 Ne (4.107)

Zanimljiva Cinjenica vezana za ovakav rezultat jest da se u njemu ne pojavljuju nelo-
kalne divergencije (¢lanovi proporcionalni s log(—k?)). To dalje vodi na zaklju¢ak da

se ni u sumi amplituda s umetnutim kontrac¢lanovima ne pojavljuju nelokalni ¢lanovi.

Dijagrami s umetnutim kontra¢lanovima ¢iji su doprinosi racunati su prikazani

na slikama 4.23 i 4.24.

g 2> g
psi psi uG
“«._x__t"
psi psi psi psi uG uG
T1P1N1 T1P2N2 T1P1N3
uG g U.G
S :
\PVEEe g g
uG uG g g
T1P2N4 T1P1N5 T2P1N6

g
psi uG
5§ O R
psi uG
T2P1N7 T3P1N8 T3P1N9

Slika 4.23: Dijagrami korekcije pozadinskog polja s umetnutim kontraclanovima.
Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dija-
grame 1-9 od 15.
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g~ g

g e
g g g g g
g

T3P1N10 T4P1N11 T4P1N12
psi uG g
C g T g <:) g
g g < g
psi uG g
T5P1N13 T5P1N14 T5P1N15

Slika 4.24: Dijagrami korekcije pozadinskog polja s umetnutim kontra¢lanovima.
Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dija-
grame 10-15 od 15.

Amplitude ovih dijagrama su redom:

2 ab v 2 uv (D)
gy _ b _ —(D = 2)D6Z4qg” Ny6* (kK" — k*g"") By 1.0 (4.108)
cri = tleorp = 6472(D — 1) ' '

a v v\ RP)
-Hab,ul/ - ~Hab,,ul/ B 5Zghgh g2 NP (k“k - k2g“ ) B[l,O}[l,O] (4 109)
Weorg = Weora = 1672(D — 1) ’ '

(D + 1)(5ZGG g2 N(Sab (k#kl/ - k2g/w) Bfll,)g][l,o}
— , (4.110)

y CLb“U,l/ —_
1HCT,5 =

rrab,uv  prabpuv  ypabpuv  cprpabur
illeys = illory = illgry, = illgq, =0, (4.111)

68



5quGb<D —-2)D gé“b (kFEY — k:ng) B(D)

-rrab,uv -rrab,uv (1,0][1,0]
ZHCT’?S = ZHCT}fl?) = 6472(D — 1) , (4.112)
57 . g N §ab (k”ky _ K2 ;u/) B(D)
yrabuv  cppabuv ghghGb * 9 g [1,0][1,0]
ZHCT,g = Zl_[o:m4 = 1672(D — 1) ) (4.113)
N5ab
gy, = Gy c (4.114)

C115 = Sara(D 1)

v 14 D
(8 = D)0 Zacen + (2D — 3)80 Zae) (KK — K2g" ) B o1 o1

Ono S$to preostaje izracunati su svi §Z Kkoji se pojavljuju u ovim amplitudama. Kako

bi se zadrzala preglednost, sav racun se napravio u Dodatku B, a rezultati su:

2
_ 8 Cr
024 =~ {20 (4.115)
2
g°Cy
0Zghgh = 3972¢] (4.116)
2
g (5CA - 2Nf)
0L = 11
GG 1872 : (4.117)
3
g°Cr
0240 = ~ g2 (4.118)
3
g°Ca
5Zghgth = m, (4119)
3(5C'y — 2N
5 Zece — B 0CA—2N5), (4.120)
4872¢

Kontraclanovi su ubaceni u amplitude (4.108) — (4.114), C'4 i CF su izraZeni preko N,
doprinosi su zbrojeni, napravljen je razvoj i zadrzani su samo ¢lanovi proporcionalni

s ¢! te se kao rezultat dobio izraz:

—ig N (5N — 2N;) 5 (kik” — k2g™)
1 C—— f . 121
et 3847e (4 )

Dobiven je rezultat koji ne sadrzi nelokalne divergencije (Clanove proporcionalne s
log(—k?) ). To je bilo i o¢ekivano obzirom na to da se nelokalni ¢lanovi ne pojavljuju
ni u sumi amplituda na dvije petlje bez umetnutih kontraclanova.

Da bi se dobila beta funkcija za QCD na dvije petlje, jo$ preostaje i$¢itati §Z2% iz
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sume (4.107) + (4.121):

—ig? (34N® — 13N2Nj + 3Ny) 6% (krk¥ — k2gm)

-rrab,uv rrabur
4 (34N3 — 13N2N; + 3N;)
572k — &\ Akl 24 123
— 9% 153674 Ne (4.123)
4.8.1 Izracun beta funkcije na razini dvije petlje za QCD
Upotrebljava se izraz (4.82):
2
g°0Z
= - 4.124
g 3 99 ( )
_ ¢ 0 (£ OIN-2N) | g (34N~ 13N’N; +3Np)\ _
 20g 3(4m)? 153674 N B
11N — 2N 34N3 — 13NN + 3N
3 f 5 f f
=90 —— — . 125
TR 687N (4.125)

Tako dobivena beta funkcija se slaze s literaturom [11]. Obzirom da se kroz cijeli
racun zadrZzavao opceniti IV, sad se uvrStavanjem N = 3 za SU(3) grupu simetrija

dobiva:

382N, 5306 — 38N,
4872 7684

B=— (4.126)

Zanimljivo je primjetiti da pove¢anjem broja ukljucenih fermiona, beta funkcija pos-
taje pozitivna.

Integracijom tako dobivene beta funkcije se dobiva ovisnost konstante veze o energiji.
Integracija je obavljena numericki od mase Z bozona do mase s kvarka. Naime,
podrucje promatranja energije se podijelilo na tri dijela: od mase Z bozona do mase
b kvarka gdje je ukljuceni broj fermiona bio pet, od mase b kvarka do mase c kvarka
gdje je ukljuceni dio fermiona bio Cetiri i od mase c kvarka do mase s kvarka gdje su
se ukljucila tri fermiona. Donja granica integracije je 0.758 GeV sto je priblizno masa
p mezona. Ispod te energije je program javljao greske i funkcija nije bila stabilna.
Ovisnost « o energiji je dana na slici 4.25.

Dakle, porastom energije konstanta vezanja se smanjuje i to je razlog zbog kojeg je

koriStenje perturbacijskog racuna smetnje dozvoljeno i na visokim energijama.
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Slika 4.25: Ovisnost « o energiji na skali od mase s kvarka do mase Z bozona. Slika
je dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

5 Zakljucak

Renormalizacija je postupak uklanjanja divergencija iz teorije na nacin da se diver-
gentni doprinosi ukljucuju u takozvane kontraclanove i na taj se nacin redefiniraju fi-
zikalne velicine. Uvodenjem klizne skale svi parametri teorije postaju ovisni o energiji
na kojoj se proces odvija. To je od velike vaznosti jer daje predvidanja za parametre
na energijama vi$im od onih koje su trenutno dostupne eksperimentu.
Renormalizirale su se dvije teorije na razini dvije petlje: kvantna elektrodinamika
(QED) i kvantna kromodinamika (QCD). U rac¢unu amplituda su zadrzavani samo
¢lanovi do reda e ! jer je pokazano da samo ti ¢lanovi doprinose u renormalizacijskim
grupnim jednadzbama. Dobivene su beta funkcije za obje teorije.

Posebno, u QED je izracunat i anomalni magnetski moment na razini dvije petlje. To
je zahtijevalo da se u racunu korekcije vrha zadrze i konac¢ni ¢lanovi iz kojih se dobio
form faktor F, (¢) preko kojeg je i izra¢unat anomalni magnetski moment.
Posebnost u racunu renormalizacijskih grupnih jednadzbi za QCD je u tome Sto je
uvedena nova metoda koja olakSava racun. Naime, koriStenjem istog pristupa kao i
za QED je dobiveno puno dijagrama na razini dvije petlje koji su ukljucivali korek-

cije vlatite energije gluona, kvarka i korekcije vrha. Zbog toga sto je paket TARCER
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ogranien samo na racunanje vlastitih energija, trebale su se uvoditi posebne pret-
postavke koje mozda i ne bi dale dobar rezultati zbog moguénosti pojave infracrve-
nih divergencija. Zbog toga se uvela metoda pozadinskog polja koja zahtjeva samo
izracun amplituda vlastite energije ¢ije su izlazne linije pozadinska polja, a unutarnje
gluoni, kvarkovi i duhovi.

Usporedbom dobivenih ovisnosti konstanta veze o energiji za QED i QCD se pri-
mjecuje da se ponasaju suprotno. U QED konstanta veze raste porastom energije Sto
zapravo znaci da elektri¢ni naboj ”slabi” na velikim udaljenostima, tj. niskim ener-
gijama. Razlog je u tome sto se vakuum oko nabijene Cestice polarizira i zbog toga
se na velikim udaljenostima od njega, Cini slabijim. Ta se pojava naziva zasjenjenje.
Medutim, zbog toga Sto je u QCD dozvoljeno medudjelovanje viSe gluona, konstanta
veze u tom slucaju pada porastom energije - asimptotska sloboda. To je jako vazan

rezultat jer dozvoljava koriStenje racuna smetnje na visokim energijama.
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Dodaci

Dodatak A SU(N) algebra

SU(N) je specijalna unitarna grupa Cije elemente ¢ine N x N matrice. Uvjeti koji
moraju biti ispunjeni da bi A bio element SU(N) grupe su:

a) unitarnost :ATA = 1, gdje je AT konjugirana i transponirana A matrica,

b) za determinantu mora vrijediti det A = 1.

su(N) Lieva algebra ima N? — 1 generatora: hermitskih matrica s i§¢ezavajué¢im tra-

gom Tr 7 = 0 koji zadovoljavaju komutacijsku relaciju:
[T°,T"] =if*T°, gdjesua,b,c=1,2,...,N*—1, (A1)
gdje su fo strukturne konstante za koje vrijedi:
fabe pabd _ 1 sed. (A.2)

U daljnjem rac¢unu se koristi Cy = N.

Takoder, za trag umnoska dvaju generatora vrijedi:
1
Tr (T°T°) = Spé®  — T (T°T") = 55‘”’. (A.3)

Koriste¢i ovakvu konvenciju, f%° su potpuno antisimetri¢ni i realni. To se moze
pokazati koriste¢i antikomutativnost komutatora.

a) strukturne konstante su antisimetri¢ne:

ifabCTc — [T'a7 Tb} — [Tb7 Ta} — _Z'fbacTc

abc __ __ rbac
= [ ==

, (A.4)

b) strukturne konstante su realne:

Z'fabcTc — [Ta’ Tb} _ [Tb, Tarf - — (fbac)* Te
= fabc — (fabc)*

(A.5)
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Takoder, za umnozak istih generatora vrijedi:
ToT® = Oy, (A.6)

gdje je I zapravo N x N jedini¢na matrica. Preostaje jo$ izracunati C'r, odnosno
izraziti ga preko N. Uzimajudi trag relacije (A.5), upotrebljena je ¢injenica da je Tr [ =

N, relacija (A.2) i sumacija po a - §°* = N2 — 1 te se dobila ovisnost Cr o N [13]:

Tr (T°T*) = Cp Tr I = CpN,
1
Te (T°T*) = 56,

N? -1
2

—

:OFN7

N? 1
— Cp = = (A.7)

U su(N) algebri se takoder moze definirati i potpuno simetri¢an tenzor treeg ranga:
d* =2Tr [{T*,T"} T°] . (A.8)

Iz relacije (A.8) slijedi: dyoe = doca = deaa = 0, gdje se podrazumijeva suma po
ponovljenim indeksima.
Takoder vrijedi:

Tr (T°T"T¢) = i (d +if*), (A.9)

a veza potpuno simetri¢nih i antisimetri¢nih tenzora s N je:

fabcfabd - CA50d7

N2 4 (A.10)
dabcdabd = < N > 6cd.
U radu su jos od koristi bile relacije [13]:
arma 1 1
15Ty = 5 0iedjk — N(Sz‘jékzé ; (A.11)

1

Tr (T°T°T°T?) = %5“5“ +3

(dabedcde o fabefcde + ifabedcde + Z-fcdedabe) ; (A].Z)

gdje indeksi i, j, k, 1 poprimaju vrijednosti 1, ..., N.
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Dodatak B Izracun 5qu:5Zghgh,52GG:5quGb:(SZghgth i 5ZGGGb

Dijagram vlastite energije kvarka je dan na slici B.1: Racun za ovaj dijagram je

psi = psi

psi
pSi
pSi
T1P1 N1

Slika B.1: Dijagram vlastite energije kvarka. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada.

ve¢ napravljen u 4. poglavlju pa se samo is¢itava rezultat dan u poglavlju 4.4.4

2
g CFl

Dijagram vlastite energije duha je dan na slici B.2:

uG - uG

UG \*-»"
uG
T1 P1 N1

Slika B.2: Dijagram vlastite energije duha. Slika je dobivena kodom napravljenim u
sklopu diplomskog rada.
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Amplituda ovog dijagrama sadrzi ¢lan uz e !:

—3 gQ kQCA5ab

B.14
3272 ’ ( )
iz kojeg se iScitava:
2
g°Ca
0z = —Q. B.15
ghgh = 39 12¢ ( )

Dijagrami vlastite energije gluona su dani na slici B.3: Racun amplituda ovih

g 2> dg

g .
psi
/\/\/VQV\/\/\/ g
g g g :j::
psi

T1P1N1 T2P1N2
uG g
IR

g <7 g
uG g
T2P1N3 T2P1N4

Slika B.3: Dijagram vlastite energije gluona. Slika je dobivena kodom napravljenim
u sklopu diplomskog rada.

dijagrama je ve¢ izracunat u poglavlju 4 i sad se samo moze iscitati

g2 (50,4 — 2Nf)

0 ca =
oa 4872%e

(B.16)

Dijagrami korekcije vrha s kvarkom, antikvarkom i pozadinskim poljem su

dani na slici B.4:
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psi » J psi

.9 g
psi
psi
psi .
g ) psi )
psi psi
T1P1N1 T1P1N2

Slika B.4: Dijagram korekcije vrha s kvarkom, antikvarkom i pozadinskim poljem.
Slika je dobivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

Suma amplituda ta dva dijagrama uz ¢lan 1/¢ je:
(B.17)

gdje je TY, matrica, eksponent b oznacava boju, a indeksi 3 i 1 ozna¢avaju okus. Iz
tog izraza se iscita:

_gCr
16m2¢”

0Zgqcn = (B.18)

Dijagrami korekcije vrha s dva duha i pozadinskim poljem su dani na slici B.5.

Suma amplituda svih dijagrama je razvijena i zadrzani su ¢lanovi samo uz 1/e:

g2 Cy (2KY + kb)) fobe

-1 D B.1
== 3272 (B.19)
Iz toga se dalje iscitava:
3
g°Ca
0z = —F. B.20
ghghGb = 553 ( )
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T2P1N3 T3P1 N4

Slika B.5: Dijagram korekcije vrha s dva duha i pozadinskim poljem. Slika je dobi-
vena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada.

Dijagrami korekcije vrha s dva gluona i pozadinskim poljem su dani na slici B.6

iB.7.

g->g g
. g . g g
psi psi UG o
a7
I psi N I psi N I uG
g g
T1P1N1 T1P2N2 T1P1N3
uG ""\'v»
T1P2 N4 T1P1N5 T2P1N6

Slika B.6: Dijagram korekcije vrha s dva gluona i pozadinskim poljem. Slika je do-
bivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 1-6 od
10.
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g
)
g
g A
g
T2P1N7 T3P1N8 T3P1N9
9
I )
)
T4 P1N10

Slika B.7: Dijagram korekcije vrha s dva gluona i pozadinskim poljem. Slika je do-
bivena kodom napravljenim u sklopu diplomskog rada i prikazuje dijagrame 7-10 od
10.

Doprinosi ovih dijagrama su sumirani, suma je razvijena i zadrzani su ¢lanovi uz 1/e:

_ o3 _ abc
_inD g (5CA 2Nf) f

= AR 2e (9" (27 + k) — " (kY + 2k3) + g™ (Ky — kY)) -

(B.21)

Iz toga se iSCita:

g3 (5CA — 2Nf)
4872%¢ ’

d0Zgagy = (B.22)
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