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Uvod

Niz obnavljanja je jedan od glavnih modela u primjenama teorije slu¢ajnih procesa. Uve-
den je kako bi modelirao vremena pristizanja dogadaja izmedu kojih proti¢u medusobno
nezavisna 1 jednako distribuirana medudolazna vremena.

Rad éemo zapoceti sa iskazom nekih osnovnih definicija i rezultata. Zatim ¢emo defi-
nirati neke pojmove iz teorije obnavljanja kao Sto su niz obnavljanja, proces obnavljanja te
funkcija obnavljanja. Takoder ¢emo objasniti Sto su to jednadZbe obnavljanja te stacionarni
niz obnavljanja. Zatim ¢emo uvesti pojam direktne Riemann integrabilnosti i iskazati ek-
vivalentne oblike teorema obnavljanja medu kojima su i Blackwellov teorem obnavljanja
1 klju¢ni teorem obnavljanja. Pokazat cemo njihovu ekvivalentnost, te ¢emo 1 prezentirati
dokaz jednog od tih ekvivalentnih oblika teorema obnavljanja po uzoru na S. I. Resnicka,
te na taj nacin pokazati da vrijedi Blackwellov teorem obnavljanja. Blackwellov teorem
obnavljanja kaze da za dani niz obnavljanja {S, : n > 0} uz odredene uvjete na razdiobu
medudolaznih vremena i za bilo koju vjerojatnosnu funkciju distribucije slu€ajne varijable
S0, oCekivani broj obnavljanja na nekom polutovorenom intervalu (z, # + b] asimptotski je
proporcionalan duljini intervala » > 0 kada t — oo.



Poglavlje 1

Osnovni rezultati i pojmovi

U ovom poglavlju ¢emo definirati neke pojmove te iskazati neke pomocne rezultate koje
¢emo koristiti u nastavku ovog rada.

Definicija 1.0.1. Neka je X > 0 sluc¢ajna varijabla s funkcijom distribucije F. KaZemo da
Jje funkcija distribucije F aritmeticka ako postoji a > 0 takav da vrijedi

P(X € {ka : k e Nyg}) = 1.

Definicija 1.0.2. Funkcija izvodnica momenata slucajne varijable X je funkcija Mx defi-
nirana sa

Mx(1) := E(e™),
za sve realne brojeve t za koje to ocekivanje postoji.

Sada ¢emo iskazati Waldovu jednakost. Za dokaz vidi [4, str. 95].

Propozicija 1.0.3. Neka je {Y, : n > 0} niz nezavisnih i nenegativnih slucajnih varijabli
takvih da su slucajne varijable {Y, : n > 1} jednako distribuirane. Neka je S, = Yo+ Y +
W+ Y, iNQG@ = Z;O:O 1[0’,](5,1). Vl’ljedl

E(Snw) = EIND)E(Y)) + E(Yo),

s tim da obje strane mogu biti +oo.

1.1 Konvolucija

Definicija 1.1.1. Neka je g : [0, 0) — R lokalno ogranicena funkcija te neka je
F : [0, 00) — [0, 00) neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija. Funkcija definirana sa

F«g() = f g(t—x)dF(x), zat>0,
0

2
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zove se konvolucija funkcija F i g.
Sada ¢emo navesti neka svojstva konvolucije:
1. F * g je lokalno ogranicena funkcija,

2. kovolucija funkcija distribucije F; 1 F, je funkcija distribucije zbroja nezavisnih
slucajnih varijabli X; i1 X, Cije su funkcije distribucije F 1 F», jer za t > 0 vrijedi

! [—X
PX;i+X,<0) = ff dF(x)dF»(y) = f f dF>(y)dF(x)
{(x,y)eR  :x+y<t} x=0 Jy=0
!

_ f Folt = X)dF1(x) = Fy % F>(0),
0

3. vrijedi komutativnost, odnosno Fy * F, = F, = Fy,

4. nekasu X;, i = 1,...,n nezavisne jednako distribuirane slu¢ajne varijable s funkcijom
distribucije F. Tada X; + ... + X,, ima funkciju distribucije F"*.

1.2 Laplaceova transformacija

Definicija 1.2.1. Pretpostavimo da je X nenegativna slucajna varijabla s funkcijom distri-
bucije F. Laplaceova transformacija od X ili F je funkcija definirana na [0, c0) s

FQ):=E (e-ﬂX) = f ) e YdF(x), 1>0.
0

Definicija 1.2.2. Neka je U rastuca funkcija definirana na [0, o0). Ako postoji a > 0 takav
da vrijedi fo e dU(x) < oo za svaki A > a, tada je Laplaceova transformacija od U
definirana relacijom

U = f e dU(x), 1> a.
0

Sada ¢emo navesti neka korisna svojstva Laplaceove transformacije:
1. Razlic¢ite funkcije distribucije imaju razlicite Laplaceove transformacije.

2. Pretpostavimo da su X;, X, nezavisne sluCajne varijable, te da X; ima funkciju dis-
tribucije F;, i = 1,2. Tada

(Fy % F2)(1) = E (e_/l(X”XZ)) - E (e_’lX‘) E (e—”XZ) = EL()F,(),

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti iskoristili nezavisnost. Slijedi da ako su slucajne
varijable nezavisne jednako distribuirane s funkcijom distribucije F, vrijedi

(ﬁ*)(/l) = (F(1)", zasvakin > 0. (1.1)
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Primjer 1.2.3. Neka je G gama funkcija distribucije s parametrima n + 1 i «. Primijetimo
da je

R 00 alax) e 00 e—(/l+a/)xxn
b= [ g [,
0 n! 0 n!

a n+l Ooe—yyn a n+1
- [ e
a+ A4 o n! a+ A1

Neka su X, ..., X, nezavisne eksponencijalno distribuirane slucajne varijable s parame-
trom a > 0, tj. funkcija gustoce neka im je dana sa f(x) = ae™ "1y ) (x). Tada je

F)=E (e_ﬂxl) = f e Y dF(x) = f e Yae ¥ dx = ¢
0 0

a+ A

Koriste¢i (L1) slijedi,

a/+/l) '

Dakle, Laplaceova transformacija od Y, X; je dana sa

. i . n—1_—ax
e R N e e

Buduci da Laplaceova transformacija jedinstveno odreduje distribuciju, slijedi da Y, X;
ima gama distribuciju s parametrima ni , tj. funkcija gustoce je dana s x — a(ax)"™! (;:—T), 110,00 ().

(F = () =

Neka je F funkcija distribucije takva da vrijedi F(0—) = 01 F(0) < 1. Sada ¢emo
pokazati neke korisne jednakosti. Vrijedi

foo e F(x)dx = foo e ™ (fx dF(y)) dx
0 x=0 y=0
= f (f e_“dx) dF(y)
y=0 \Jx=y

foo e_ﬁyd N (1.2)
= ——dF
y=0 A
_FW
=—
Ocito je da vrijedi i
00 1-FQ
f e (1 — F(x))dx = % (1.3)
0



Poglavlje 2

Teorija obnavljanja

U ovom poglavlju definirat cemo neke osnovne pojmove teorije obnavljanja, kao Sto su
niz obnavljanja, proces obnavljanja te funkcija obnavljanja. Takoder, iskazat ¢emo 1 doka-
zati neke osnovne rezultate kao $to su jaki zakon velikih brojeva za proces obnavljanja te
elementarni teorem obnavljanja. Osvrnut ¢emo se i na jednadZbe obnavljanja.

2.1 Procesi obnavljanja

Definicija 2.1.1. Neka je {Y, : n > O} niz nezavisnih i nenegativnih slucajnih varijabli, te
neka je {Y, : n > 1} niz jednako distribuiranih slucajnih varijabli. Niz obnavljanja je niz
{S, : n > 0} definiran sa

S, =Yy+Y1+..+Y,, n=0.

Slucajne varijable Y,,, n > 1 nazivamo medudolazna vremena. O veli¢inama S, moZemo
razmiSljati kao o vremenima pojavljivanja nekog fenomena, te ih zovemo vremena obnav-
ljanja.

Neka je F(x) = P(Y, < x) zajednicka funkcija distribucije slucajnih varijabli {Y, : n >
1}, a G(x) = P(Yp < x) funkcija distribucije sluCajne varijable Y;. Pretpostavljamo,

F(O-)=0, F(0) <1,
tj.
PY,<0)=0, P(Y,=0)<1, zasvakin > 1.

Funkcija F se naziva medudolaznom funkcijom distribucije. Ukoliko je Yy = 0 kaZemo da
je {S, : n > 0} Cisti niz obnavljanja, a ukoliko je P(Y, > 0) > 0 kaZzemo da je {S, : n > 0}
odgodeni niz obnavljanja.
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Primjer 2.1.2. Neka niz {S, : n > 0} predstavlja vremena u kojima Zarulja izgori te se
odmah zamijeni s novom Zaruljom. Ukoliko je u trenutku t = 0 Zarulja bila nova, tada je
niz obnavljanja {S , : n > 0} cist, a ako u trenutku t = 0 Zarulja nije bila nova, tj. vec je
gorjela neko vrijeme, tada je je niz obnavljanja odgoden.

Primjer 2.1.3. Promatrajmo jednosmjernu cestu na kojoj sva vozila voze konstantnom
brzinom. Vremena {S ,, : n > 0} mogu predstavljati trenutke u kojima vozila produ odredenu
tocku na cesti, ili pak mogu predstavljati trenutnu poziciju vozila na cesti. U oba slucaja,
oblik medudolazne funkcije distribucije ovisi o guzvi na cesti. U slucaju manjeg broja
vozila distribucija F moZe biti eksponencijalna, dok bi u slucaju vece guzve na cesti, vozila
bila podjednako odmaknuta, tj. distribucija F je koncentrirana u jednoj tocki.

Sljedeci pojam koji uvodimo je proces obnavljanja koji broji koliko se obnavljanja
dogodilo do odredenog trenutka.

Definicija 2.1.4. Neka je {S, : n > 0} niz obnavljanja. Proces obnavljanja je slucajni
proces {N(t) : t > 0} definiran sa

N = ) 1joa(Sa).
n=0

Uocimo E(N(t)) je oCekivani broj obnavljanja do trenutka . Funkciju t — E(N(t))
zovemo funkcijom obnavljanja. Primijetimo da ako je S = 0 tada se trenutak ¢ = 0 broji
kao vrijeme obnavljanja, te je u tom slucaju funkcija obnavljanja dana izrazom

U(r) := E(N(1) = E[Z 1[0,,](5,1)) =Y PS, <D= ) F @),
n=0 n=0 n=0
U drugom slucaju, tj. kada je rijeC o odgodenom nizu obnavljanja, te ¥, ima funkciju

distribucije G, funkcija obnavljanja je dana sa

V(1) := E(NG)) = E(Z l[o,ﬂ(sn)] =Y PS,<0)= Y G+ F" (1) =G+ U®).
n=0 n=1

n=0

Sada ¢emo navesti neke relacije izmedu {S ,} 1 {N(#)} koje Ce biti korisne u nastavku:
{(N(t) <n}={S,>1}, n >0, (2.1)

Sno-1 St <Snp mna {N@) > 1}, (2.2)
(NO)=n}={S,.1<t<8,}, nzl. (2.3)
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Sada ¢emo pokazati zasto ne moze doci do beskonacno mnogo obnavljanja u konacno
mnogo vremena, tj. u intervalu [0, 7] za bilo koji + > 0. Naime, N(#) moZemo zapisati u
sljede¢em obliku

(2.4)

N = max{n>1:85,_1 <t} ,Sp<t
0 , S0 >t

Iz jakog zakona velikih brojeva slijedi da, s vjerojatnoscu 1,

S, Y Yi+..+Y%,

L T L e -0+ EY))=EY,)=u kada n — oco.

n n n
Buduci da je u > 0 znaci da S, teZi u beskonacnost kada i n tezi u beskonacnost. Zato, S,
moze biti manji ili jednak 7 za najviSe kona¢no mnogo vrijednosti od n, te po (2.4) , N(r)
mora biti konacan.

Teorem 2.1.5. Neka je F medudolazna funkcija distribucije cistog niza obnavljanja, {N(t) :
t > 0} pripadni proces obnavljanja te U pripadna funkcija obnavljanja. Za svaki t > 0
vrijedi,

(1) o V' F™(1) < 0 zay < -

(2) Funkcija izvodnica momenata od N(t) postoji na intervalu (—oo,In(y)) za neki y

takav da vrijedi 1 <y < 1/F(0), za svaki t > 0, pa su svi momenti od N(t) konacni.
Specijalno, U(t) < co.

Dokaz. (I)) Primijetimo da je
}im F(Q) = }im (F 0) + f e YdF (x)) = F(0).
—00 —00 (0,00)

Fiksirajmo y < ﬁ. Iz toga slijedi da je mogude izabrati dovoljno velik A takav da F(1)y <

l,tezaYy=0,5,=Y; +...+ Y, imamo

i?’nF"*(t) = i Y'P(S,<1t)= i VP > ¢
=0 n=0 =0

(2.5)

(o] (o) R 1
< ,ynE(e—lSn)e/lt — e/lt ('}’F(/l))n — e/l[ _ < o0,
nzz(; Z:(; 1 —yF()

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti iskoristili Markovljevu nejednakost, a u zadnjem koraku
yF() < 1.
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PokaZimo prvo da za pozitivnu slu€ajnu varijablu Z funkcija izvodnica momenata
postoji na nekom intervalu (0, ) ako i samo ako je rep funkcije distribucije od Z ekspo-
nencijalno ogranicen, tj. postoje K > 0, ¢ > 0 takvi da za sve x > 0, vrijedi

P(Z > x) < Ke™. (2.6)

Pretpostavimo prvo da funkcija izvodnica momenata postoji na intervalu (0, ). Tada za
0 < 6, koriste¢i Markovljevu nejednakost dobivamo

P(Z > x) = P(e" > %) < E(e%)e™®, zasvaki x > 0,

tj. rep funkcije distribucije slucajne varijable Z je eksponencijalno ogranicen.
Obratno, pretpostavimo da je rep funkcije distribucije slucajne varijable Z eksponencijalno
ograni¢en kao u (2.6). Tada, za 6 < ¢, vrijedi

yA 0o 00
E(E*” -1)= E(f Heg"dx) =F (f 9€9X1[X<Z]dx) = f 0™ P(Z > x)dx
0 0 0 (27)

< 6K f e *dx = 9K
0

< 00

b

C —

pri cemu smo u tre¢oj jednakosti iskoristili Fubinijev teorem. Iz toga slijedi E(e%) < oo.
Slijedi, da bismo dokazali (2) dovoljno je pokazati da je P(N(f) > n) eksponencijalno
ograni¢eno. Uzmimo y takavdal <y < ﬁ, te iz prvog dijela teorema, koriste¢i nuzan
uvjet konvergencije slijedi

lim y"F"™(t) = 0, (2.8)

n—oo
tj. postoji ng takav da za sve n > ng vrijedi

F™(t) <y = ¢ om,
Koristec¢i (2.1)), pri ¢emu je Yy = 0, imamo da za n > n,

P(N() >n) = P(S, <) = F*() < e """,

S odgovaraju¢im izborom konstante K, ovo se moZe proSiriti za sve n do

P(N(t) >n) < Ke™™"

|

Prethodni teorem kaZe da je U(¢) konacno za svaki ¢ > 0. U sljedeCem primjeru ¢emo
izraCunati funkciju U eksplicitno.
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Primjer 2.1.6. Neka je F funkcija distribucije eksponencijalne slucajne varijable X. Funk-
cija gustoce slucajne varijable X tada je f(x) = ae™**1j.00)(x). Iz Primjera slijedi da
je za svakin > 1,

—ax

* n— e
Slijedi
i o _ & X - e s _ x o e
;F (x) = ;fo alas) = 1)!ds—f(; ;cx(as) . 1)!ds
= f ads = ax.
0
Iz Cega slijedi

U(x) = Z F™(x) = F™(x) + Z F™(x) = 1 + ax.
n=1

n=0

Dokazat ¢emo jaki zakon velikih brojeva za proces obnavljanja, ali prvo ¢emo iskazati
jednu pomoénu lemu (za dokaz leme vidi [4, str. 93]).

Lema 2.1.7. Neka je {N(t) : t > 0} proces obnavljanja. Vrijedi lim N(t) = oo gotovo
1—00

Sigurno.

Teorem 2.1.8. Neka je {S, : n > 0} niz obnavljanja te {N(t) : t > 0} pripadni proces

obnavljanja. Neka je u = E(Y) = j(;oo xdF(x) < oo ocekivano vrijeme izmedu obnavljanja.

Ako je P(Yy < o0) = 1, tada

. N(@ 1 .

lim — = —  gotovo sigurno.
u

t—oo t
Dokaz. 1z jakog zakona velikih brojeva slijedi,

n . Y r'l— Yi
lim — = lim —0+Z"—1

( ) = 0 + u = p gotovo sigurno.
n—oo N n—oo n n

Buduci da je po Lemi[2.1.7|1lim N(f) = oo gotovo sigurno, slijedi
t—o0

A

tlirg NG = g gotovo sigurno. (2.9)

Po (2.2)) vrijedi S y)-1 <t < Sy na{N(7) > 1}, paje

Sno-1 N(@) -1 <t <SN(t)
N@® -1 N@&  N@  N@O
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Pustimo # — oo i iskoristimo (2.9). Slijedi

lim — = otovo sigurno,

% N (D) nog g
odnosno

. N@®» 1 .

lim — = — gotovo sigurno.

t—00 t #

O

Sada ¢emo navesti neke primjere u kojima ¢emo primijeniti jaki zakon velikih brojeva
za proces obnavljanja.

Primjer 2.1.9. Neka imamo radio koji radi s jednom baterijom, te pretpostavimo da ¢im
se trenutna baterija isprazni zamijenimo je novom. Neka je vijek trajanja baterije (u sa-
tima) uniformno distribuiran na intervalu (30, 60). Zanima nas koliko Cesto ¢emo morati
mijenjati bateriju. Oznacimo sa N(t) broj baterija koje su se ispraznile do trenutka t. Po

Teoremu[2.1.8]
N(t 1 1
m N@) =—=

li = —,
;Loo t u 45

stoga cemo u dugom roku u prosjeku morati mijenjati bateriju svakih 45 sati.

Primjer 2.1.10. Neka su sve pretpostavke iste kao i u Primjeru osim te da ne mi-
jenjamo baterije ¢im se one isprazne, vec¢ da svaki put moramo ici kupiti novu bateriju.
Pretpostavimo da je vrijeme potrebno za kupovinu nove baterije uniformno distribuirano
na (0, 1). Tada je ocekivano vrijeme izmedu obnavljanja dano s u = E(Uy) + E(U,). Stoga,
u=45+0.5 =455, tj. dugorocno gledano mijenjat cemo baterije u prosjeku svakih 45.5
sati.

Sada ¢emo dokazati elementarni teorem obnavljanja koji kaZe da se prosjecni ocekivani
broj obnavljanja ponaga asimptotski kao 1. Elementarni teorem obnavljanja takoder slijedi
iz Blackwellovog teorema obnavljanja Sto ¢emo kasnije pokazati.

Teorem 2.1.11. Neka je {Y, : n > 0} niz nezavisnih i nenegativnih slucajnih varijabli takvih
da su{Y, : n > 1} jednako distribuirane, te neka je {S, : n > 0} pripadni niz obnavljanja
i neka su 'V i U pripadne funkcije obnavljanja. Neka je u = E(Y)) < oo. Ako je Yy < oo
gotovo sigurno, tada vrijedi

. V(@ U 1
Iim — =1lim —= = —

t—00 t t—00 t /J ’
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Dokaz. Koriste¢i Fatouovu lemu 1 Teorem [2.1.8|slijedi da je

1. =F (hm inf ¥) < liltn inf E(]\j(t)) lim inf @ (2.10)

/,[ f—o0 t—)oo

Definirajmo
Yo=0, Y =min{Y;,m}, za i>1,

So=0, 8, =Y/ +...+Y,, za n>1,
N'(D) = ) Tia(Sy), Vi) = EN'(1), za 130,

Tadaje S, > S, 1 N*(t) > N(t). Stoga, V*(t) = E(N*(t)) > E(N(t)) = V(¢).

Iz Waldove jednakosti (Propozicija |1.0.3) slijedi E (S e (t))
V*OE (Yf) Stoga

= EIN'0)E(¥;) + E(Y;) =

v v E(Si)
limsup — < limsu = lim sup ————+
t—00 t t—00 t t—00 [’E (Yik)

= ! limsupE(S;‘v(I)l
E(Yl*) 00 t

+ Yy (z))

r+m

lim sup

A

E(Y;)
3 1
~ E(min{Y,,m})’

Pustimo m — oo, pa iz Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi £(min{Y;, m})

— E(Y;) = u. Dobivamo
V(t ) 1
limsup — < —,
—o00 t /J

tj. zajedno s (2.10) dobivamo
P V() V(1)

1
— < liminf — < limsup — < —.
M t—o00 t {00 t M

Slijedi tvrdnja teorema. O
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2.2 Jednadzbe obnavljanja
JednadZba obnavljanja je konvolucijska jednadZba oblika
Z=z+FxZ

odnosno .
Z(t) = z(t) + f Z(t —y)dF(y). (2.11)
0

Neka su sve funkcije definirane na [0, o), a za t < 0 neka vrijedi z(t) = Z(¢) = F(¥) =
0. Funkcija Z je nepoznata, za funkciju z se pretpostavlja da je poznata, a F je funkcija
distribucije na [0, co) takva da je F(c0) = lim F(x) < oo. Ako vrijedi F(c0) = 1 kazemo da
je jednadzba prava.

Primjer 2.2.1. Promotrimo funkciju obnavljanja U. Slijedi

(o9

U = Z F™ (1) = F*(r) + Z F™(t) = F*(f) + F * Z F=D*(5) = FO(f) + F % U(p),

n=0 n=1 n=1

(o)

odnosno dobivamo jednadzbu obnavljanja gdje je Z = U i z = F*.

Zanima nas postojanje rjeSenja jednadZbe obnavljanja. Neka je m = F(o0) < oo,
FO-)=01U@r) = 3, F™(t). Najcesce je F vjerojatnosna funkcija distribucije odnosno
m = 1. Pretpostavimo da je F(0) < 1. Tada

U(t) = Z m"(m~ FY"(t), za svakit > 0.
n=0

Bududi da je m(m~'F)(0) = F(0) < 1 iz Teorema slijedi U(f) < oo, za svaki t > 0.
Sada ¢emo dokazati teorem koji uz odredene uvjete daje rjeSenje jednadzbe obnavljanja

@T).

Teorem 2.2.2. Neka je z(t) = 0 za t < 0, te neka je z lokalno ogranicena funkcija. Neka
je F funkcija distribucije takva da F(0—) = 0, F(0) < 1 i F(co) = lim F(x) < oo te

Ut) = X2 F™(@).

(1) Lokalno ograniceno rjesenje jednadzbe obnavljanja (2.11)) je dano izrazom
t
U x*z(t) = f z2(t —w)dU(u).
0

(2) Ne postoji ni jedno drugo lokalno ograniceno rjesenje koje isc¢ezava na (—o0,0).
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Dokaz. (I)) Prvo ¢emo provijeriti da je U = z lokalno ograniceno. Za bilo koji T > 0

sup U = z(t) = sup f zZ(t —u)dU(u) < sup z(¥) dU(u)
0

0<t<T 0<t<T 0<t<T 0

< (sup z(t)) U(T) < o0,

0<t<T

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti iskoristili lokalnu ogranicenost funkcije z. Slijedi, U * z
je lokalno ograniceno.
Da bismo provjerili da je U * z rjeSenje, primijetimo

Fs(U#z2)=(F*U)sxz=U-F")%z=Uxz-z,
gdje smo redom iskoristili asocijativnost konvolucije, Primjerm te FO* = 1. Stoga je
Usxz=2z+Fx*(U =*2),
odnosno U x z je rjeSenje jednadZbe obnavljanja (2.11)).

(2) Neka su Z; i Z, dva lokalno ogranicena rjeSenja jednadzbe (2.11) koja iS€ezavaju
na (—oo, 0) takva da
Zi:Z+F*Zl', i:1,2.

Neka je H = Z, — Z,. Primijetimo da je H takoder lokalno ograni¢eno. Nadalje,
H=7-72,=z+Fx2)-(z+F«Z)=FxZ - F«Z,=F«(Z,—7Z,) = F «H.
Induktivno, slijedi da je za svakin > 1
H=F"xH.

Slijedi da za bilo koji 7 > 0

f t
sup [H@®) = sup| | (H(t - y)dF"(y)l < sup [ |H(z—y)IdF"(y)
0<t<T 0<t<T JO 0<t<T JO
f

< sup [H@| | dF™(y)

0<t<T 0

< sup |[H@O|F"™(T) — 0

0<i<T

kada n — oo jer je H lokalno ogranicena i jer iz U(T) = Y., F"™(T) < oo slijedi
lim F™(T) = 0. Slijedi H = 0 odnosno Z; = Z,. |

n—oo
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Primjer 2.2.3. Neka je X eksponencijalna slucajna varijabla i z : [0,00) — R lokalno
ogranicena funkcija. Iz Primjera[2.1.6znamo da je U(t) = 1 + at. Stoga

U=xz(t) =z(t) + af z(t —y)dy = z(t) + a/f z(u)du.
0 0

Sada ¢emo definirati viemena obnavljanja unaprijed i unatrag.

Definicija 2.2.4. Neka je {S, : n > 0} niz obnavljanja, te {N(t) : t > 0} pripadni proces
obnavljanja. Definirajmo slucajne procese {B(t) : t > 0} i {A(?) : t > S} sa

2

B(t):=Snoy—11>0
t> So.

A =1-SNw-1,

Slucajnu varijablu B(t) zovemo vrijeme obnavljanja unaprijed, a slucajnu varijablu A(t)
vrijeme obnavljanja unatrag.

Vrijeme obnavljanja unaprijed predstavlja vrijeme od trenutka # do iduceg obnavljanja,
a vrijeme obnavljanja unatrag predstavlja vrijeme proteklo od zadnjeg obnavljanja prije
trenutka z. Da bismo izracunali funkcije distribucije slucajnih varijabli A(¢) i B(t) prvo
¢emo zapisati pripadne jednadzbe obnavljanja. Pretpostavimo da je niz obnavljanja Cist.
Fiksirajmo x > 0,

PA@®) <x)=PAO <xY <)+ P(AQ®) < x, Y >1).
Na dogadaju {Y; > t} je A(¢) = t, pa

P(A(t) <x, Y >0 = P(f <x Y > l) =P, >0 I[O,x](t) = (1 - F(t)) . I[O,x](t)-
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Bududi da je po (2.1) P(Y, <1) = P(S; <1t) = P(N(t) > 1) = P(N(1) > 2), slijedi

PA@D) < x,Y1 <) =Pt —Snp-1 <X, N@) 22) = ZP(t_SN(t)—l < x,N(t) = n)
n=2

P(t_Sn—l <)C’Sn—l < t<Sn)

n—1

t n—1 n
f Pit—(+ ) Y)<xy+ ) Yi<t<y+ ) Y)dF()
0 i=2 i=2

i=2

DM i 1D DM

!
f Pt—y—-8S,2<x8,2<t-y<S,.1)dF(y)
0

!
f P(t =y = Sngop1 < %N =) = n = DdF(y)
0

3
||
(S

- Zfo P(A(t —y) < x, N(t — y) = n)dF(y)
n=1

= f P(A(t —y) < x)dF(y).
0
Dobili smo jednadzbu obnavljanja
PAM®) <x) =1 =-F@®) - Liouy(®) + fo P(A(t - y) < 0)dF(y), (2.12)

s pripadnim funkcijama z(r) = (1 — F(¢)) - 1jo.q(?) 1 Z(¢) = P(A(?) < x).
Na sli¢an nacin se za proces {B(?) : t > 0} pokaZe da vrijedi

!
PB(t) > x) = 1 — F(t + x) + f P(B(t - y) > x)dF(y).
0
Koriste¢i Teorem [2.2.2]slijedi da za funkciju distribucije slucajne varijable A(f) vrijedi
P(A(1) < x) = U = ((1 = F(-))110.0())), (2.13)

a za rep funkcije distribucije sluCajne varijable B(¢) vrijedi

PB@)>x)=Ux(1—-F(+x)() = f(l - F@+x-y)dU(®). (2.14)
0
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Primjer 2.2.5. Neka je F(x) = (1 —e™")- 1(g.0)(x). Koriste¢i U(y) = 1+ ay (Primjer[2.1.6)
slijedi da za x > 0 vrijedi

¢ ¢
f(l - F({t+x—-y)dU(y) =1 —F(t+x)+a/f(1 - F(t+x—-y)dy
0 0
— e—a(t+x) + a,ft e—a(t+x—y)dy
0

!
— e—(l(t+x) +e—(yxf ae " ds
0

— e—a(t+x) + e—(IX(l _ e—a/t)

— e—ax'

Stoga P(B(t) > x) = e™, za x 2 0, odnosno slucajna varijabla B(t) ima eksponencijalnu
Sfunkciju distribucije za svaki t.
Sli¢no se pokaZe da vrijedi i

I, r<x

1—e, t>x

P(A(?r) < x) = {

Dva glavna asimptotska rezultata (koja su ujedno i ekvivalentna) su Blackwellov te-
orem obnavljanja 1 kljuCni teorem obnavljanja kojeg je formulirao Walter L. Smith 1954.
godine. Blackwellov teorem obnavljanja kaZe da ako je funkcija distribucije slucajne vari-
jable Y, vjerojatnosna funkcija distribucije, tada

im V(i +a] = <,
u

—00

zaa > 0.

Neka je Z = U = z rjeSenje jednadZbe obnavljanja Z = z + F % Z pri ¢emu je F vjero-
jatnosna funkcija distribucije. Ako funkcija z zadovoljava pretpostavku direktne Riemann
integrabilnosti tada klju¢ni teorem obnavljanja kaze da vrijedi

—00

1 00
lim Z(r) = tlim U=xz(t) = /: f z(s)ds.
—00 0

Uvjet direktne Riemann integrabilnosti je zadovoljen na primjer za funkcije z koje su
opadajuce 1 integrabilne. Ovo ukazuje na metodu obnavljanja, tj. ako Zelimo izraCunati
lim Z(#) prvo zapiSemo jednadZbu obnavljanja za funkciju Z, rijeSimo je i zatim primi-
t—00

jenimo klju¢ni teorem obnavljanja. Na ovaj nacin u sljede¢em primjeru ¢emo izracunati
asimptotske distribucije slucajnih varijabli A(r) 1 B(?).
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Primjer 2.2.6. Znamo da za vrijeme obnavljanja unaprijed Cistog niza obnavljanja vrijedi
P(B(t) > x)=U (1 — F(- + x))(),

pri cemu je z(s) = 1 — F(s + x). Stoga, za svaki x > 0 iz kljucnog teorema obnavljanja
slijedi

lim P(B(t) > x) = 1 f ) Z(u)du
=0 HJo

= lfw(l - F(u + x))du
H Jo

1 00
= —f (1= F(s))ds =: 1 — Fy(x).
M Jx
Slicno, za vrijeme obnavljanja unatrag znamo da vrijedi

PA@) < x) = U =*((1 = F(-)110.q())),
pri cemu je z(s) = (1 = F(s)) - 1jo.q(s). Pustajuci t — oo i koriste¢i kljucni teorem obnav-
ljanja slijedi

) |
lim P(A(t) < x) = — f z2(s)ds
Ime0 H Jo
1 00
= —f (1= F(s)) - Lip.q(s)ds
H Jo
1 X
= —f (1 = F(s))ds = Fo(x).
H Jo

Stoga se granicne distribucije slucajnih varijabli A(t) i B(t) podudaraju.
Napomena 2.2.7. Primijetimo da je Laplaceova transformacija od Fy dana s
A © * I-F 1-FQ
Fo() = f e dFy(x) = f e_Mde = A
0 0 H Ap
U zadnjoj jednakosti smo koristili (1.2)).

Propozicija 2.2.8. Za odgodeni niz obnavljanja, funkcija obnavljanja V(t) je linearna,
oblika V(t) = t/u, ako i samo ako je funkcija distribucije G slucajne varijable Y, jednaka
Fo.
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Dokaz. Izracunajmo Laplaceovu transformaciju od W(¢) = t/u,

—~ “ Y, | S |
W) = f e AW (1) = f etf—=—. (2.15)
0 0 HoAp
Pretpostavimo prvo da je funkcija distribucije G jednaka F. ZnamodajeV = G+ U =
Gy, F™. Slijedi

V(@) = (G0 = GWUW = FuT@) = Fo(d) - Y FHA)
n=0
Fo) 1

= Foh - Y By = =S~
0();(()) —Fo T

gdje zadnja jednakost slijedi iz Napomene [2.2.7] 1z (2.15) slijedi da je dobiveno upravo
Laplaceova transformacija funkcije t — #/u, odnosno slijedi V() = t/u.
Obratno, ako je V(¢) = t/u tada

1 . A G()
—:V/l :G/l)Uﬂ):—,\,
3 = V= 60w = =
iz ¢ega koriStenjem Napomene slijedi
1-FQ) .
G = = Fo(A),
tj. G=F,. O

2.3 Stacionarni niz obnavljanja

Stacionarni niz obnavljanja je odgodeni niz obnavljanja gdje je funkcija distribucije slucajne
varijable Yo dana s Fo(x) = & [['(1 = F(u))du pri Semu je u = [~ xdF(x) < co.

Propozicija 2.3.1. Za stacionarni niz obnavljanja, pripadni proces vremena obnavljanja
unaprijed {B(t) : t > 0} je homogen Markovljev proces, tj. za svakit > 0, s > 0ix >0
vrijedi

P(B(t+s) < x| Bu),u<t)=PB(t+s)<x|B() = P(B(s) < x| B)). (2.16)

Za dokaz vidi [2, str. 227].
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Teorem 2.3.2. Neka je {S, : n > 0} stacionarni niz obnavljanja. Tada je pripadni slucajni
proces vremena obnavljanja unaprijed {B(t) : t > 0} striktno stacionaran, tj. za svaki
k>0,h>00<1t <t <..<tvrijedi

PB) <x,i=1,..k)=PB{t;+h) <x,i=1,..k).

Dokaz.
P(B(t) > x) = P(B(t) > x,N(t) = 0) + P(B(t) > x, N(t) > 0)

Za prvi sumand vrijedi
P(B(t) > x, N(t) = 0) = P(Sg—t > x) = P(Yy > 1+ x) = | — Fo(t + x),
a za drugi sumand se na analogan nacin kao i u (2.12)) pokaze da vrijedi
t
P(B(t) > x,N(t) > 0) = f P(B(t —y) > x| B(0) = 0)dFy(y).
0
Primjenom (2.14) slijedi

P(B() > x) = | — Fo(t + x) + f P(B(t - y) > x | B(0) = 0)dF,(y)
0

t
=1-Fot+x)+ f Usx(1—-F(+x)(t—y)dFyy)
0
=1-Fo(t+x)+Fo=xU=x(1-F(+ x)(r)
=1-Fot+x)+ V(1 -F(+ x)).
Posto se radi o odgodenom nizu obnavljanja i funkcija distribucije slucajne varijable Y je

F, iz Propozicije[2.2.§|slijedi V(r) = t/u, odnosno dV(¢) = dt/u. Slijedi, za svaki > 0

P(B(t)>x):1—Fo(t+x)+lllf(1—F(t+x—y))dy
0

1 00 1 I+x
= | a-Fondy+ f (1 - F(u))du

R
= ;f (1-=F@)dy =1-Fy(x) = P(Yp > x) = P(B(0) > x).

Dobili smo B(f) ~ B(0), za svaki t > 0. Sada ¢emo pokazati da je proces {B(¢) : t > 0}
striktno stacionaran,

P(B(t; + h) < x;,i < k) = f P(B(t; + h) < x;,i < k| B(h) = x)dF(x)

+

_ f P(B(t) < xri < k | B(O) = x)dFo(x)
R+

= P(B(t,) < X,',i < k),

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti iskoristili Propoziciju[2.3.1] m|



Poglavlje 3

Direktna Riemann integrabilnost

U ovom poglavlju ¢emo objasniti Sto se podrazumijeva pod pojmom direktne Riemann
integrabilnosti te ¢emo iskazati i dokazati neke tvrdnje kojima se moZe provjeriti kada
je neka funkcija direktno Riemann integrabilna. Direktna Riemann integrabilnost nam je
zanimljiva da bismo u idu¢em poglavlju pokazali ekvivalentnost izmedu Blackwellovog
teorema obnavljanja i kljuénog teorema obnavljanja.

Pretpostavimo da je funkcija z takva da je z(f) > Ozat > 01z(r) = Ozat < O.
Definirajmo za k > 1 sljedece

mi(h) .= inf  z(¥),
«(h) (k=D)h<t<kh @)

Mi(h) == sup z(),
(k-1)h<t<kh

s(h) = " hmy(h),
k=1

S(h) = Z M, (h),
k=1

pri ¢emu je i > 0.

Definicija 3.0.1. Funkcija z : [0, 00) — [0, o0) je direktno Riemann integrabilna ako vrijedi
S (h) < oo za bar jedan h > 0 (a tada i za sve h > 0) i

}lii%(S (h) = s(h)) = 0.

U slucaju da funkcija z poprima i negativne vrijednosti kazemo da je ona direktno Ri-
emann integrabilna, ako su z* = max{z, 0} i z= = max{-z, 0} direktno Riemann integrabilne

20
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funkcije. Nadalje pretpostavljamo z : [0, c0) — [0, 00).

Sada ¢emo navesti jedan primjer funkcije koja je Riemann integrabilna, ali nije direktno
Riemann integrabilna.

Primjer 3.0.2. Neka je z funkcija koja se sastoji od takvih trokuta da je n-ti trokut centriran
u tocki n i ima bazu duljine a, = 1/n? i visine je v, = 2 (vidi Sliku . Pripadne duljine
baza a, su takve da se trokuti ne preklapaju. Takoder, duljine baza i visine trokuta su takve
da vrijedi Y2 a,v, = 2Y5, 1/n* < oo. Posto je z > 0, fom 2(s)ds predstavija povrsinu
izmedu grafa funkcije z i osi apcisa. Vrijedi

fo 2(s)ds = Z; %anvn = Z% < oo,

n=1

odnosno funkcija 7 je Riemann integrabilna na [0, 00). No funkcija z nije direktno Riemann
integrabilna jer

(o9

S(1) = Z sup z(f) = i2 = o0,
n=1

=1 N~ 1<t<n

O

Slika 3.1: Funkcija z iz Primjera[3.0.2]na intervalu [0, 4].

Navedimo neke propozicije koje pod odredenim uvjetima daju vezu izmedu Riemann
integrabilnosti i direktne Riemann integrabilnosti.

Propozicija 3.0.3. Ako funkcija ima kompaktni nosac, tada je Riemann integrabilnost funk-
cije ekvivalentna direktnoj Riemann integrabilnosti.
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Propozicija 3.0.4. Neka je funkcija z direktno Riemann integrabilna, tada je i Riemann
integrabilna na intervalu [0, 0o) te vrijedi

}li{%S(h) = }11{% s(h) = (R)‘f0 z(s)ds.

Dokaz. Za dani € > 0, zbog S (1) < oo, postoji ng takav da 3., M,(1) < e. Slijedi, da za
svaki i < 1 vrijedi relacija

S(h) — Z M, (h) = Z WM (h) < Z M,(1) < e. (3.1)

k:kh<ng k:kh>nq k:k>ng

Nadalje, jer je funkcija z direktno Riemann integrabilna postoji sljedeci limes

}11{13S(h) =: 0,

te stoga postoji hy > 0 takav da za sve h < hy vrijedi
lo=S(h)| <e. (3.2)

Koristeci direktnu Riemann integrabilnost funkcije dobivamo
0 = lim(S (k) = s()) = lim kZ‘ hM(h) — ; hmy(h)

= lim ; HMy(h) = my () > lim k; h(M(h) — m(h)) > 0,
tj.
lim k; h(Mi(h) — my(h)) = 0.

Slijedi Riemann integrabilnost funkcije z na intervalu [0, a] za bilo koji a > 0.
Iz Riemann integrabilnosti na [0, a] slijedi da postoji i, takav da za svaki & < h; vrijedi

| Z hM,(h) — fﬂ z2(s)ds| < e. (3.3)
kikh<a 0
Iz relacija (3.1)), (3.2) i (3.3) slijedi da za svaki & < min{ho, i, 1}ia > ng vrijedi
o f A9)ds| <l =S +1S(h) = > hM(W)| +1 Y hMy(h) - f 2(s)ds|
0 0

k:kh<a k:kh<a
< 3e.
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Iz ovoga slijedi

lim z2(8)ds = o,

a—oo 0
tj. z je Riemann integrabilna funkcija na [0, o) i o = (R) fooo z(s)ds. |

Propozicija 3.0.5. Neka je z padajuca funkcija. Tada je z direktno Riemann integrabilna
Jfunkcija ako i samo ako je Riemann integrabilna.

Dokaz. Neka je z padajuca funkcija. Pretpostavimo prvo da je Riemann integrabilna. Sli-

jedi
(9] nh (o)
f s)ds > ) hmy(h) = s(h),

00 > z2(s)ds =
»g Z (n—=1)h

n=1 n=1

pri cemu smo u treCem koraku iskoristili da je funkcija z padajuéa. Nadalje, opet koristeci
da je z padajuca funkcija za svaki N vrijedi

N N N
D hM () = > hmy(h) < B Y (2((n = 1h) = 2(nh)
n=1 n=1

n=1

= h(z(0) — 2(NR)) "3 h(z(0) = 7(c0)).

Pustimo N — oo. Slijedi da je S (h) < oo ako i samo ako je s(h) < co te vrijedi S (h) — s(h) <
h(z(0) — z(c0)). Buduci da znamo da je s(h) < oo, slijedi S (h) < oo te

Hm(S (7) — s(h)) = 0,
odnosno z je direktno Riemann integrabilna funkcija.
Obratni smjer vrijedi zbog Propozicije [3.0.4] |

Propozicija 3.0.6. Ako je funkcija z Riemann integrabilna na intervalu [0, a] za svaki a > 0
i S(1) < oo, onda je 7 i direktno Riemann integrabilna funkcija.

Dokaz. Buduci da je S(1) < oo za dani € > 0 postoji ny takav da je »,.,, M,(1) < €.
Rastavimo S (h) — s(h) na sljedeéi nacin

Sy =sthy=h > (My(h) = my(h) + 1 D" (My(h) = my(h).
n:nh<ng n:nh>ng
Kada 2 ™ 0 vrijedi
WY (M) = my(h) <h >0 2M,(h) <2 )" My(1) < 2e.

n:nh>ng n:nh>nyg n>ng



POGLAVLIJE 3. DIREKTNA RIEMANN INTEGRABILNOST 24
Takoder, jer je z Riemann integrabilna na [0, n] slijedi

lim| / D (M) = my () | = 0.

n:nh<ng
Slijedi
}}\H&(S (h) — s(h)) =0,
tj. z je direktno Riemann integrabilna funkcija. O

Korolar 3.0.7. Neka je z Riemann integrabilna funkcija na [0,00) i z < g pri Cemu je g
direktno Riemann integrabilna funkcija. Tada je i 7 direktno Riemann integrabilna funkcija.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije jer je z Riemann integrabilna na intervalu
oblika [0, a] za svaki a > 0 te jer vrijedi

S.(1) = Zln_sl‘ifl ECE Zln_sfiing(” = §,(1) < o0,

pri ¢emu smo u zadnjoj nejednakosti iskoristili direktnu Riemann integrabilnost funkcije
g. |



Poglavlje 4

Ekvivalentni oblici teorema obnavljanja

U ovom poglavlju ¢emo iskazati ekvivalentne oblike teorema obnavljanja, medu kojima su
1 Blackwellov teorem obnavljanja 1 klju¢ni teorem obnavljanja, te ¢emo dokazati njihovu
ekvivalentnost. Upravo pomocu jednog od tih ekvivalentnih oblika éemo kasnije i dokazati
Blackwellov teorem obnavljanja.

Teorem 4.0.1. Neka je F vjerojatnosna funkcija distribucije takva da je F(0) < 1i F(0—) =
0. Kao i ranije definirajmo

00 1 X
p= f xdF(x) < oo, Fo(x) = ~ f (1= F(y))dy.
0 M Jo

Neka je {S, = Yo+ Y, + ... + Y, : n > 0} niz obnavljanja takav da je F funkcija distribu-
cije slucajnih varijabli {Y, : n > 1}. Neka su U i V pripadne funkcije obnavljanja Cistog
odnosno odgodenog niza obnavljanja, te {B(t) : t > 0},{A(t) : t > S} pripadni procesi
vremena obnavljanja unaprijed odnosno unatrag. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) (Blackwellov teorem obnavljanja) Ako je G bilo koja vjerojatnosna funkcija distri-
bucije slucajne varijable Y\, tada vrijedi

b
lim V(¢t,t + b] = " 4.1)

t—00

zab > 0.

b) (Kljucni teorem obnavljanja) Neka je 7 : [0, 00) — R direktno Riemann integrabilna
Sfunkcija. Tada vrijedi

1 00
lim U * z(t) = — f z(s)ds.
mJo

t—00

25
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¢) Za svaku vjerojatnosnu funkciju distribucije G slucajne varijable Y vrijedi

lim P(B(t) < x) = Fy(x),
>0
za svaki x > 0.

d) Za svaku vjerojatnosnu funkciju distribucije G slucajne varijable Y, vrijedi
lim P(A() < x) = Fo(x),
t—0o0

za svaki x > 0.
Dokaz. Zbog (2.1)) vrijedi
PB(t) <x)=PSnpy—t<x)=PSnpy<x+1)=PWNx+1)>N(@1)
=P(Nit+x)—N@® >0)=P(N(t,t+x]=1),
te

PA(t + x) <x) = P(t+ x = Sngro-1 < X) = P(SNgro-1 > 1)
=P(NtO) S N(t+x)—1)=P(N(t+x)—N(t)>1)
=P(N(t,t+x]=21),

tj. P(B(t) < x) = P(A(t + x) < x). Iz ovoga slijedi ekvivalentnost tvrdnji c) i d).

Dokazimo sada da klju¢ni teorem obnavljanja povladi tvrdnju d). Po (2.13) znamo da
za Cisti niz obnavljanja vrijedi

PA() < x) = U+ ((1 = F() 1o qO)®) = U * 2(1) = Z(1),

pri ¢emu je z(t) = (1 — F(#))1j0(¢). Buduéi da funkcija z ima kompaktni nosac te je
Riemann integrabilna iz Propozicije[3.0.3|slijedi da je ona i direktno Riemann integrabilna.
Primjenom klju¢nog teorema obnavljanja slijedi

limZ(t) = lim U = z(¢) = 1 f‘” z(s)ds = l foo(l — F(s))1j0.(s)ds
=00 =00 H Jo H Jo (42)

_1 f (1= Fs)ds = Fol).
H Jo
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Neka je x > 0. Buduci da je niz obnavljanja odgoden s funkcijom distribucije G slucajne
varijable Yy, slijedi

PA@) <x)=PA@) <x,So>1)+PAGF) <x,50<1)

=PA@{) <x,S0>1)+ fo t Z(t - y)dG(y),
gdje se zadnja jednakost dobije na analogan nacin kao i (2.12)). Primijetimo
tli}rg PA({) < x,S0>1)< llgg P(So>1) = tlgg P(Yy>1) = 1111110(1 -G(1) =0.
Definirajmo funkciju f; : (0, 00) — [0, 1] sa

Ji) := Z(1 = ) Lo O).

Iz definicije slijedi fi(y) < 1 za svaki t > 0, y > 0. Budu¢i da iz (4.2) vrijedi lim Z(¢) =
—o0
Fo(x) slijedi
lim £i(y) = im(Z(z = y) 1104 (")) = Fo(x),

za svakiy > 0. Stoga, iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi
f t
lim P(A(?) < x) = lim (P(A(t) <x,So>0H+ f Z(t - y)dG(y)) = lim f Z(t — y)dG(y)
~tim [ 0G0 = [ fimf0)d60) = [ R = Fuco
=0 Jo 0 —00 0
Sada ¢emo dokazati da c) povlaci Blackwellov teorem obnavljanja. Definirajmo za

x>0
G.(x) := P(B(t) € x).

Za svaki x > 0 vrijedi

lim G,(x) = lim P(B(t) < x) = Fy(x).
t—00 — o0

Iz Propozicije 4.0.2|slijedi V(t, t+b] = G,+U(b). Buduéidaje G,(b—s) < 1te lim G,(b—s) =
>0

Fo(b — s) za svaki s > 0, iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi

b b
limV(t,t+b] = lim G, = U(b) = limf G,(b - s5)dU(s) = f Iim G,(b — s)dU(s)
1—00 —00 0 0 t—00

—00

b
B f Fo(b = 5)dU(s) = Fo = U(b) = Z
0
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pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz Propozicije [2.2.8

Dokazimo sada da Blackwellov teorem obnavljanja povlaci klju¢ni teorem obnavljanja.
1) Neka je prvo funkcija z sljedeceg oblika

2(0) = Ln=1ynnm) (2).

Slijedi z(t — y) = 1 ako i samo ako t — nh <y <t — (n — 1)h. Stoga,

U 2(t) = f 2t —y)dU(®y) = f dU(y) = U(t — nh,t — (n — Dh].
0 (t—nh,t—(n—1)h]

Slijedi
h 1 [~
ImU *z(t) =lim U@ —nh,t —(n— 1)h] = — = —f z(s)ds.
t—00 t—00 /.l /J 0

2) Neka je funkcija z sada dana sa

(o)

(1) = Z A Lin=1)hnm) (1),

n=1

pri ¢emu je a, > 0 zasvakin > 1, 37", a, < oo te neka je h takav da vrijedi F(h) < 1.
Slijedi,
! (o9
Uxz(t) = f Z2(t—y)dU(y) = Z a,U(t —nh,t — (n — 1)h].
0 n=1
Zasvakin > 1 vrijedi lim U(t—nh,t—(n—1)h] = ﬁ te sup U(t—nh,t—(n—1)h] < c(h) < o0
t—o00 tn

po Lemi4.0.3] 1z Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi

lim U+ (1) = lim (Z a,U(t — nh,t — (n - l)h]) - Z a, lim U = nh,t = (n = Dh]

n=1

3) Neka je sada z > 0 direktno Riemann integrabilna funkcija. Definirajmozah > 0i¢ >0

M,(h):= sup z(1),

(n—1)h<t<nh

my(h) := inf  z(2),

(n—1)h<t<nh
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(1) = Z M, (h) - 1—1ynnm (),
n=1

(1) = Z My, (1) 1= 1ynm) ().
n=1

Iz direktne Riemann integrabilnosti funkcije z slijedi Y., m,(h) < X7 M, (h) < oo, od-
nosno funkcije z* 1 z, su funkcije istog oblika kao i1 funkcija u 2). 1z 2) slijedi

—0o0

1 © 1
lim U *7°(¢t) = — E M,(h)h =: —o*(h),
M= H

te

= 1
lim U # 7.(7) = — Z m,(hh =: ~c.(h).
t—00 lj /,[

n=1

Buduc¢i da je z, < z < z" za svaki h > 0 vrijedi

1
—0,(h) = liminf U * z,(f) < liminf U = z(f) < limsup U * z(¢)
M >0 —o00 t—o0
) 4.3)
< limsup U = 7°(t) = —o*(h).
u

—o0
Pustimo £ Y\ 0. Iz direktne Riemann integrabilnosti funkcije z slijedi
}11{%(0 (h) = o.(h) =0,
te -
£1\1’B0‘ (h) = fo z(s)ds.
Iz (4.3) tada slijedi
1 1
lim U * z(t) = lim —o*(h) = —f z(s)ds.
P hNO [ “ Jo
4) Neka je z sada direktno Riemann integrabilna funkcija. Definirajmo

7" :==max{z,0}, z :=max{-z0}.
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Vrijedi z = z* — z~. Koristeci 3) slijedi
! !
tlim U xz(t) = tlim 2(t—y)dU(y) = tlim f @Z@-y)—z (t—y)dU(®)
—00 = Jo = Jo

= limf - ydU®) - limf 7 (t—y)dU(®y)

= lf 77 (s)ds — lfm 7 (s)ds
K Jo H Jo

= lf z(s)ds.
M Jo

Sljedeca propozicija i lema su pomoc¢ni rezultati koje smo koristili u dokazu prethodnog
teorema. Za dokaz propozicije vidi [} str. 113].

O

Propozicija 4.0.2. Neka je {S, : n > 0} niz obnvljanja, U pripadna funkcija obnavljanja,
{B(t) : t > 0} pripadni proces vremena obnavljanja unaprijed, {N(t) : t > 0} pripadni
proces obnavljanja, te funkcija G, dana sa

Gi(x) = P(B(1) < x),

za x > 0. Tada vrijedi
b
E(N(t+b)—N(@)) = f U — x)dG,(x) = G, = U(b),
0

za svaki b > 0.

Lema 4.0.3. Neka je F medudolazna funkcija distribucije niza obnavljanja, te neka je
F(b) < 1zaneki b > 0. Neka je U pripadna funkcija obnavljanja. Tada je

Ut =1l < 7=

za svaki t > b. Stoga za svaki t > b vrijedi

supU(t,t+ b] < = c(b) < 0.
t

1 - F(b)
Dokaz. 1z Primjera[2.2.1)znamo da vrijedi relacija

U=F"+F=xU,
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odnosno
U-Fx«U=F".

Slijedi
1= f(l —F(t—-x)dU(x) 2 f (1-F(t-x)dU(x) > (1 -F®b)U(t - b,1].
0 t—b

Odnosno vrijedi

U(t-b,t] < —F()

O

Sada ¢emo dokazati ve¢ prije spomenutu tvrdnju da Blackwellov teorem obnavljanja
povlaci elementarni teorem obnavljanja. No prvo pokaZimo jedan pomo¢ni rezultat.

Propozicija 4.0.4. Neka je (s,). | niz realnih brojeva takvih da vrijedi lim s, = S. Tada

n—o00
vrijedi
n

fim 3=

k=1
Dokaz. Vrijedi

n n

|(12sk)—5| = |1Z<sk—5>| = l|Z(sk—S>|< lZm—ﬁ
n k=1 n k=1 n k=1 n k=1

n

ko
1 1
=—Z|sk—S|+— Z s, — S|.
l’lk:] n

k=ko+1

Neka je € > 0 proizvoljan. Izaberimo k, takav da za svaki k > kq vrijedi |s; — S| < €/2
(takav postoji zbog konvergencije niza (s,), ). Sada za fiksni ky odaberemo dovoljno velik
N takav da za svaki n > N vrijedi

|
—lek—Sl < €2
nk:l

Slijedi da za svaki n > max{N, ko} vrijedi

n

1 < ] 1 ] 1 €
|(;ZS’<)_S|<Z;|S’<_S|+; > |sk—S|<;;|sk—S|+Z(n—ko)§

k:k0+l
<e/2+€/2 =€

Slijedi tvrdnja propozicije. m|
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Teorem 4.0.5. Blackwellov teorem obnavljanja @.1)) poviaci elementarni teorem obnav-
ljanja (Teorem|2.1.11).

Dokaz. 1z Blackwellovog teorema obnavljanja za n € N vrijedi lim V(n — 1,n] = ﬁ Stoga
iz Propozicije slijedi

n

lim = S V- 1.4] = fim Y& _ 1
n—oo n pa n—oo n M
Slijedi
limsup YO =VO o VA D-VO) L VWU D= VO) L+
t—o00 p t = t—o00 p LtJ t—o00 |_tJ + 1 |_Z'J
~ lim su VO,[s]+1] [eJ+1 l
t—>00 P lt] + 1 |7] uw
te
liminfw > liminf V-1 - vio) = lim inf VO, [~ 1] . (-1 = l
t—00 t t—00 |—l-| t—o00 |—t-| -1 |—t-| M
Slijedi
. V@Ol 1
lim = —
t—o0 t M
Odnosno
. V(@ . VO)+VvV(@©,r] 1
Iim —=lim ——mmM = —

t—o00 t t—00 t Iu ’



Poglavlje 5

Dokaz Blackwellovog teorema
obnavljanja

Buduc¢i da smo u prethodnom poglavlju dokazali ekvivalentnost razli¢itih oblika teorema
obnavljanja, mozemo dokazati bilo koji od tih oblika da bi dokazali Blackwellov teorem
obnavljanja. Dokazat ¢emo da za bilo koju vjerojatnosnu funkciju distribucije G slucajne
varijable Y 1 proizvoljnu nearitmeticku medudolaznu funkciju distribucije F' niza obnav-
ljanja {S, : n > 0} vrijedi

tll)r?0 P(B(t) < x) = Fo(x), (5.1)

za svaki x > 0, pri Cemu je {B(¢) : t > 0} pripadni proces vremena obnavljanja unaprijed,
funkcija Fj dana sa F(x) = [ll fOx(l - FQy)dyte u = fooo xdF(x). Nadalje, dokazat ¢emo
tu tvrdnju samo za Cisti niz obnavljanja, jer tada tvrdnja lako slijedi i za odgodeni niz
obnavljanja. Naime

lim P(B(t) < x) = lim P(B(¢) < x,S¢ > 1) + lim P(B(t) < x, S < 1).
—o0 —o0 t—00
Buduéi da je lim P(B(t) < x,S¢ > t) < lim P(Sy > 1) = lim(1 — G(¢)) = 0, slijedi
—o0 11— —o0

lim P(B(t) < x) = lim P(B(t) < x,S¢ < 1)
t— o0 1—oo

1

=lim [ P(B(t—y) < x|B(0) = 0)dG(y)
0

1—00

00

=lim | P(B(t~y) < 1B(0) = 0)110,4()dG()

—o0

= fo thg P(B(t —y) < x|B(0) = 0)1104(»)dG(y)

= Fo(x),

33
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pri ¢emu predzadnja jednakost slijedi koriStenjem Lebesgueovog teorema o dominiranoj
konvergenciji.
Neka je funkcija G rastuca i neprekidna zdesna. Definirajmo skup
pi(G) :={xeR:G(x+¢€)—G(x—¢€) >0, zasvaki € > 0}.
Ako je F nearitmeticka funkcija distribucije, tada pi(F’) nije podskup skupa
L(h) :=1{0,h,2h, ...},

ni za jedan & > 0. Ozna¢imo
IT := U, pi(F™).

Za funkciju U(t) = Y.~ F"(¢) tada vrijedi I1 C pi(U).

Sljedece dvije leme ¢emo koristiti u dokazu (5.1)).

Lema 5.0.1. Neka je F nearitmeticka funkcija distribucije takva da je F(0—) = 0i F(0) <
L U(t) = 2oy F™ (), te {N(?) : t > 0} pripadni proces obnavljanja. Tada za svaki € > 0
postoji T > 0 takav da za svakit > T vrijedi

U(t,t+¢€) > 0. (5.2)
Za cisti niz obnavljanja to je ekvivalentno sa
P(N(t,t+¢€)>0) >0,
zasvakit>T.

Dokaz. Neka su Fy, F, funkcije distribucije te neka su a € pi(F;),b € pi(F,). Neka su
X1, X, nezavisne slucajne varijable s funkcijama distribucije F, F,. Tada
(Fi1+«F)a+b+e)—(Fi1xFy)a+b—-e)=PX;+X,€(a+b—€,a+b+¢€))
>PXi€(a—€/2,a+€/2],X, € (b—¢€/2,b+ €/2])
=PX,€(a—€/2,a+€/2)P(X, € (b—€/2,b+€/2]) >0,
tj. a + b € pi(F, = F»,). 1z ovoga lako slijedi

a,bell,a<bh:=b—-a>0=na+mhell,zasvakiO < m < n. (5.3)

Neka je t € [na, na + nh]. 1z (5.3) slijedi da je ¢ najvise za h udaljen od neke tocke iz skupa
IT.
Pronadimo n, za koji se susjedni intervali [na, na + nh] preklapaju:

a
(n+1)a<na+nhc>a<nh<:>n>ﬁ,
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tj. no = [71. Stoga je za svaki t > noa =: T toCka t za najviSe h udaljena od neke toCke
iz skupa I1. Zbog I1 C pi(U) slijedi da svaki za € > h vrijedi U(t,t + €) > 0,zat > T.
PokaZimo sada da moZemo odabrati proizvoljno mali 4, tj.

inf{|b —a| : a,b e Il} = 0. 5.4)
Pretpostavimo suprotno
inf{lb—al:a,bell} =hy>0.
Tada postoje a, b € Il takvi da je hy < b — a < 2h,.
Pokazimo
[na,na + nhl NIl ={na+mh:m=0,...,n}. (5.5)

Neka je x € [na,na + nh] N 11, te pretpostavimo x ¢ {na + mh : m = 0, ...,n}. Tada je x
udaljen za manje od &/2 < hy od neke tocke iz IT Sto je kontradikcija sa definicijom od hy.
Slijedi [na, na + nh)N1I1 C {na+mh : m = 0, ..., n}. Relacija [na, na + nh]N11 2 {na +mh :
m = 0,...,n} slijedi iz (5.3)). Stoga vrijedi (5.3).

Neka je n > §. Tada je (n + 1)a € [na,na + nh], te je (n + a € IL. Iz (5.5) slijedi
(n+ Dae€{na+mh:m=0,..,n}, odnosno

(n+ a = na + mh,
zanekim € {0, 1, ..., n}. Slijedi a = mh, odnosno a € L(h) = {kh : k € Ny}. Stoga
[na,na + nh] N 1I1 C L(h). (5.6)

Neka je y € pi(F). Posto se intervali [na,na + nh] preklapaju za n > ¢, postoje ki n
takvi da y + ka € [na,na + nh]. PosSto je y € pi(F)ia € Il slijedi y + ka € II. Iz
prethodnog koriStenjem (3.6) slijedi y + ka € L(h). Posto je a € L(h) slijedi y € L(h).
Odnosno, pi(F) C L(h) sto je kontradikcija s pretpostavkom da je funkcija distribucije F
nearitmeti¢ka. Stoga vrijedi (5.4)), odnosno dokazali smo (5.2).

Dokazimo sada drugi dio leme. 1z definicije funkcije U znamo da je U(z, 1 + €) > 0 ako
1 samo ako postoji ny € N takav da je F"™*(¢,1 + €) > 0. Iz relacije

P(N(t,t+€) > 0) = P(U, ,{S, € (t,t + €)})
> P(S,, €(t,t+¢€) =F"(t,t+¢€) >0,

slijedi ekvivalencija.
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Kazemo da je skup A € R* invarijantan ako vrijedi sljedece
(X15 oo Xy, ...) € A ako 1 samo ako (Xx(1), -..s Xp(n)s ---) € A,
za svaki n > 11 svaku permutaciju rr : {1, ...,n} — {1, ...,n}.

Lema 5.0.2. Neka je X = {X, : n > 1} niz nezavisno jednako distribuiranih slucajnih
vektora. Tada za bilo koji invarijantan skup A vrijedi

P(XeA)e{0,1}.

Nakon §to smo iskazali dvije pomoéne leme moZzemo dokazati (5.1)).

Dokaz. Nekaje {S, : n > 0} Cisti niz obnavljanja, F' pripadna medudolazna funkcija distri-
bucije, pri ¢emu je F nearitmeticka te u = fooo xdF(x) < co. Neka je {S, : n > 0} stacionarni
niz obnavljanja, sa medudolaznom funkcijom distribucije F, nezavisan od {S, : n > 0}.
Konstruirat ¢emo novi niz obnavljanja {S, : n > 0} tako da promatramo niz {S, : n > 0} do
prvog vremena obnavljanja S ; takvog da postoji neko vrijeme obnavljanja niza (S, : n > 0}
koje se od S 7 razlikuje za najvise € (¢ > 0 proizvoljan). Od tog trenutka nadalje proma-

tramo niz {S, : n > 0}.

Prvo ¢emo pokazati da za proizvoljan € > 0 postoji vrijeme obnavljanja niza {S, : n >
0} dovoljno blizu nekog vremena obnavljanja niza (S,:n>0}.
Neka je € > 0. Neka je B(S;) vrijeme od vremena obnavljanja S; do iduéeg obnavljanja

niza {S, : n > 0}. Pokazat ¢emo da vrijedi
P(B(S;) < € za beskonaéno mnogo indeksa i) = 1,

tj. da postoji 1 viSe nego dovoljno vremena prebacaja u kojima nizovi {S, : n > 0} 1

{S, : n > 0} dolaze dovoljno blizu. Definirajmo
A; = U‘]’.';i{B(Sj) <€}, zaiz0,

A i= NZ0A; = N2y UL {B(Sj) <€)= {B(Sj) < € za beskona¢no mnogo indeksa j}.

Pokazimo 3 .
BS):j=2D=(B(S;:j=0). 5.7
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Neka je k > 0O te neka su A, ..., B Borelovi skupovi. Fiksirajmo i. Tada vrijedi

P(B(S;) € Bo,B(Sir1) € Bi,... B(Sisi) € B) = P(B(Sin)) € Bj:0< j<k)=

j<
:fP(B(SH,])E@JO<_]<k)P(Sl+]€dSl+]0<‘]<k)

:fP(E(SH_j—Si)E:@j:0<j<k)P(Si+j€dS,'+j:0<j<k)

= P(B(0) € Bo, B(Sis1 = Si) € B, ..s BSicx = Si) € B)
= P(B(0) € By, BYi11) € By, ... BX i1 + ... + Yirp) € By)
= P(B(0) € By, B(Y,) € By, ..., BY| + ... + Vi) € B

= P(B(S,) € By, B(S)) € B, ... B(Sy) € B,

pri ¢emu smo u trecoj jednakosti iskoristili striktnu stacionarnost procesa B, a u predzadnjoj
jednakosti nezavisnost 1 jednaku distribuiranost slucajnih varijabli {Y, : n > 1}. Dokazali

smo (3.7)).

Slijedi

P(A) = P(UZ{B(S ) < €}) = P(UILo{B(S j) < €}) = P(Ay),
iz Cega slijedi
P(Ax) = P(N2yA) = lim P(A;) = P(Ay),

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti iskoristili neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na pa-
dajuu familiju dogadaja.

Sada ¢emo dokazati

P(AolYy = 1) > 0, za svaki r > 0. (5.8)

Uvjetujemo na ¥, jer ée nam to koristiti kasnije, pri primjeni Leme na niz nezavisno
jednako distribuiranih vektora {(Y,, Y,) : n > 1}.
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Fiksirajmo ¢ > 0. Vrijedi

P(AglYy = 1) = P(UZG{B(S ) < €)lYp = 1)
= P(ULlt+ ) Vi €[S;,8+e,n=N(S )
i=1
>Pt+ ) Vi€ (S,8;+e,n=N(S)
i=1 ) (5.9)
= f P(U {t+ Z Yie(s, s+ €))Ps (ds)
0 i=1

> j;HP[UZ":l {; Vie(s—t,s+€— t)}) Ps (ds)
= f P(N(s—t,s+e—1) > O)Psii(ds),
T+t

pri ¢emu je T kao u Lemi 1z iste leme slijedi da je P(N(s —t,s —t+¢€) > 0) > 0
zasvaki s > T +¢t. Buduéi da S, — oo kada n — oo, postoji jo > O takav da vrijedi
P(S;, > T + 1) > 0. Bududi da je ju (5.9) bio proizvoljan odaberemo upravo j,. Slijedi

00

P(AglYy = 1) > f P(N(s —t,5+€—1) > 0)Ps, (ds) >0,

T+t

odnosno dokazali smo (5.8).
Primijetimo

P(Al¥y = 1) = P(NZ, U B(S ) < e}y = 1)

= P(NZy U, (U (1 + Z Y, €[S,,8;+ ).
k=1

Primjenom Leme na niz nezavisno jednako distribuiranih sluajnih vektora {(Y,, ¥,) :
n > 1} slijedi
P(A.|Yo = 1) €10,1}, zasvakit > 0. (5.10)

Definirajmo skup 7 := {t > 0 : P(A.|Y, = ¢) = 1}. PokaZimo
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gdje je up, pripadna mjera pridruzena funkciji distribucije Fy. Vrijedi

P(Ay) = P(As) = fP(AwII?O =1)dFy(t) = fldFo(t) + f 0dFo(t) = pup,(I). (5.12)

I Ic

Bududi da je A, C A slijedi
1 :P(ADO|Y0 =1) <P(A0|Y0 =1<1,zarel,
odnosno P(Ao|Yy = 1) = 1, zat € I. Sada iz (5.12) slijedi

e, (I) = P(Ag) = fP(AOHN’o =1dFy(1) = fldFo(l‘) + fP(A0|f’o = NdF(1),

1 I
odnosno
fP(AolYO =1)dFy(t) = 0. (5.13)
IC

Pretpostavimo pg,(I) < 1. Tada bi vrijedilo up,(I°) > 0 te koristenjem dobili bi

kontradikciju s (5.13). Stoga vrijedi (5.11) odnosno ur,(I) = 1. Iz (5.12) sada sli-
jedi P(As) = 1. Odnosno zbog definicije od A, slijedi da postoji i viSe nego dovoljno

mogucnosti prebacaja s niza {S, : n > 0} naniz {S, : n > 0}.

Sada kada smo pokazali da za svaki € > 0 postoji vrijeme obnavljanja niza {S, : n > 0}

udaljeno za manje od € od nekog vremena obnavljanja niza {S, : n > 0}, definirajmo
T :=inf{n>0: B(S,) < €},
T:=inf(n>0:5,>87),

te novi niz obnavljanja

{S,

n

:n>0}:={S0,51, -~-,ST,§T+1 - B(ST),§T+2 - B(ST), ot

Definirajmo

Y, =8,-S,_,,n>1
Dokazat ¢emo da su nizovi obnavljanja {S; : n > 0} 1 {S, : n > 0} jednako distribuirani.
Zapravo je dovoljno pokazati da niz {Y;, : n > 1} ima jednaku distribuciju kao 1 niz {Y,, :

n>1}. Nekasuk >0ix; >0zasvakii=1,...,k. Vrijedi

PY; < x,i<k)= Z P <xi<kT=n,T=n)

n120,n>0

Z P(Y; < xii <k, T =n,T =ny) (5.14)

n1<k,ny>0

+ Y P <xpi <k T =n, T =m).

ny>k,ny >0
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Zany > 0,n, > 0 vrijedi
{T =n, T = I’lz} € O'(S(), . Sn1 s S(), cees Snz) = O'(Yo, cees Ym’ Y(), cens Ynz)- (515)

Za prvi sumand iz (5.14) vrijedi

Z P(Y,f“<xl-,i<k,T:n1,T:n2)

ny<k,ny =0

= P(Y < n, T =ny, T = ny, Yl’l2+1 < xn1+17 sees Yn2+k—n| < xk)
n1<k,ny>0

= Z P(Y < ny, T = np, T = n2)P(Yn2+l Xnp+1s vees Yn2+k—n1 < xk)
ny<k,ny>0

= Z PY; < xii<ni, T =n, T =n)P(Yy11 < Xoyits oo Yie < Xp) (5.16)
n<k,ny>0

= Z PY; < xji<ni, T =n, T =ny, Yo o1 < Xapits oo Vi < Xg)
ny<k,ny>0

_P(Y xl’ <k9T<k)9

pri ¢emu smo u drugoj Jednakostl iskoristili nezavisnost dogadaja Y, < xi < n, T =
n, T = m} i (Yo < Xupsts oo Yopskon, < Xi} koja slijedi iz , u tre¢oj jednakosti
smo iskoristili jednaku distribuiranost nizova {Y, : n > 1} 1 (Y, : n > 1}, a u predzadnjoj
jednakosti smo opet iskoristili (5.15]).

Za drugi sumand iz (5.14) vrijedi

Z P(Y; <xpi<k,T=n,T=m)= Z PY; < xi<k,T=n,T =ny)

n1>k,nr >0 n1>k,nr >0
=PY; < x,i<kT>k).
5.17)

Zbrajanjem (5.16) i (5.17) slijedi
P(Yl>k <x,~,i<k):P(YiSxi,i<k,T<k)+P(Y,~<x,~,i<k,T>k):P(Y,~<x,~,i<k),

odnosno {Y, : n > 1} i {Y, : n > 1} su jednako distribuirani, a time sui{S, : n > 0} i
{S, : n > 0} jednako distribuirani.

Budué¢idasu{S; :n>0}1{S, : n > 0} jednako distribuirani vrijedi

P(B(t) > x) = P(Sy > t +X) = P(Sy.y > t + %) = P(B'(1) > x),
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odnosno slijedi da bi dokazali da vrijedi lim P(B(f) > x) = 1 — Fy(x) dovoljno je dokazati

da vrijedi lim P(B*(1) > x) = 1 = Fo(x).

Neka je ¢ I;S’o 7. Vrijedi

{Bit+e)>x+€ ={Sgeo—(t+€>x+e ={Nt+x+2€<N(t+e)}
={N(t+et+x+2€]=0}={N(t+e—B(Sr),t +x+2€—B(Sr)] =0}
C{N“(t+e,t+e+x]=0}={N"(t+e+x) <N (t+e¢€)
= {S}“\,*(HE) >t+e+x}={B(t+€) > x},

pri cemu smo koristili (2.1) te € > B(S r). Takoder vrijedi i

(B'(t) > x} = {Sye(y > t + 3} = {N'(t + x) < N'(8)}

= {N*(t,t+ x] =0} = {N(t + B(S7),t + x + B(S7)] = 0}
C{N(t+et+x] =0} ={N@t+x) <N+ e}
= {S§uo > t+x} ={B(t+€) > x— €.

(5.18)

Iz (5.18)) slijedi
P(B*(t) > x) = P(B*(t) > x,Sr > 1) + P(B*(t) > x,S7 < 1)
SPSr=>0)+PB(t+e)>x—¢€Sr<1)
<SPSt =20)+PB+e€)>x—¢),
stoga koristeéi striktnu stacionarnost procesa B, odnosno &injenicu da slucajna varijabla

B(f) ima distribuciju F) slijedi
lim sup P(B*(t) > x) < limsup(P(S7 > t) + P(B(t + €) > x — €)) = 1 — Fy(x — ¢€).

t—300 100
Vrijedi 1

PB(t+€)>x)>PB(t+€)>x,t>S7)>PBt+e€)>x+€1>S7)

=PB(t+e)>x+e€)—PB(t+e€)>x+e€,t<S7),
odnosno
ligr_lgonf P(B*(t) > x) > 1 = Fy(x + €).
Pustimo € \ 0. Iz neprekidnosti funkcije F slijedi
1 - Fo(x) < liEI_l)(imnf P(B*(t) > x) < limsup P(B*(t) > x) < 1 — Fy(x),

—o0
odnosno
1 — Fo(x) = lim P(B*(¢) > x) = lim P(B(¢) > x).
t—o0 1—oo

Dokazali smo Fy(x) = lim P(B(¢) < x). O
—o0
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Sazetak

Cilj ovog rada je bio navesti neke osnovne pojmove i rezultate teorije obnavljanja te prezen-
tirati dokaz Blackwellovog teorema obnavljanja. U prvom poglavlju smo se prisjetili nekih
definicija 1 rezultata koji su koriSteni u ostatku rada. U drugom poglavlju smo uveli neke
osnovne pojmove i iskazali neke osnovne rezultate teorije obnavljanja. Zatim je objaSnjena
direktna Riemann integrabilnost te su iskazani neki uvjeti kada je ona ekvivalentna s Ri-
emann integrabilnoS¢u. Nakon toga smo iskazali ekvivalentne oblike teorema obnavljanja
te pokazali njihovu ekvivalenciju. Na kraju smo pokazali da vrijedi Blackwellov teorem
obnavljanja tako da smo prezentirali dokaz jednog od njemu ekvivalentnih oblika.



Summary

The goal of this report was to list some basic renewal theory results and present a proof
of Blackwell’s renewal theorem. In the first chapter we listed some definitions and results
used in the rest of the report. In the second chapter we introduced some basic renewal the-
ory definitions and results. Next, we introduced the concept of direct Riemann integrability
and conditions under which it is equivalent to Riemann integrability. After that we listed
equivalent forms of renewal theorem and showed their equivalence. In the end we showed
that Blackwell’s renewal theorem holds by presenting the proof of one of the equivalent
forms of the renewal theorem.
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