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Uvod

U stvaranju financijskih, aktuarskih 1 medicinskih modela ponekad nije dovoljno proma-
trati samo vrijeme do zavrSetka odredenog stanja, ve¢ je bitno spoznati i koji uzrok je
doveo do zavrSetka tog stanja. Kako bismo uvidjeli vaznost spoznaje, koji uzrok je do-
veo do zavrSetka odredenog stanja, promotrimo tri primjera modela iz navedenih podrudja,
respektivno.

Primjer 0.0.1. [1] Pri izraCunavanju iznosa financijskih sredstava koja ¢e biti potrebna u
buduénosti za naknade zaposlenicima koje se isplac¢uju nakon prestanka radnog odnosa, uz
vrijeme zavrSetka radnog odnosa, vazno je znati i Sto je uzrok prestanka radnog odnosa jer
visina naknade ovisi o uzroku prestanka radnog odnosa pri ¢emu je naknada pri odlasku u
mirovinu znatno niZza u odnosu na naknadu zbog tjelesnog oStecenja koje je nastalo zbog
ozljede na radu.

Primjer 0.0.2. [2] Vecina polica Zivotnog osiguranja prvenstveno se odnosi na slu¢aj smrti,
a isplata osiguranog iznosa za slu¢aj smrti ne ovisi o uzroku smrti. Postoje police koje
sadrZe dopunske klauzule o isplati veceg iznosa nakon smrti osiguranika ako do smrti nije
doslo prirodnim putem, ve¢ je smrt posljedica odredenog nesretnog slucaja, npr. posljedica
prometne nezgode. U takvim policama struktura isplata i premije ovise o vremenu do smrti
1 uzroku smrti.

Primjer 0.0.3. [1] Rukovoditelji javnog zdravstva zainteresirani su za analizu smrtnosti i
preZivljavanja pojedinih bolesti. UoCavanje povezanosti vremena do smrti i uzroka smrti
poput tumora ili kardiovaskularnih bolesti dovodi do oblikovanja politike javnog zdravstva
kojom Ce se produZiti Zivotni vijek i smanjiti broj oboljelih.

U aktuarstvu se zavrSetak odredenog stanja naziva smanjenje (engl. decrement) pa se
posljedi¢no model koji ukljucuje dvije slucajne varijable, vrijeme do zavrSetka odredenog
stanja i uzrok zavrsSetka tog stanja, naziva model viSestrukog smanjenja (engl. multiple
decrement model). Model viSestrukog smanjenja koji razmatra samo dva uzroka zavrsetka
nekog stanja zovemo model dvostrukog smanjenja (engl. double decrement model).



UvVOD 2

U ovom radu je obraden model dvostrukog smanjenja jer se svi dobiveni rezultati lako
mogu poopciti na model viSestrukog smanjenja. Rad je podijeljen na Cetiri poglavlja. U
prvom poglavlju su definirani i objasnjeni osnovni pojmovi modela dvostrukog smanjenja
te su navedene medunarodno prihvacene aktuarske oznake koje su koriStene u ovom radu.
Analiza modela kroz primjere je provedena u drugom poglavlju. U treCem poglavlju su
iznesene osnovne Cinjenice o strukturi i konstrukciji tablica dvostrukog smanjenja te je
prikazana konstrukcija tablica dvostrukog smanjenja kroz nekoliko primjera. U Cetvrtom
poglavlju modelu dvostrukog smanjenja je pridruZen model jednostrukog smanjenja, koji
ovisi samo o odredenom uzroku smanjenja, kako bi se proucio utjecaj jednog uzroka sma-
njenja neovisno o drugom uzroku te su dane veze izmedu funkcija modela dvostrukog
smanjenja 1 pridruZzenog mu modela jednostrukog smanjenja.

Sve formule i definicije navedene u diplomskom radu preuzete su iz [2] i [1]], ukoliko
nije drugacije navedeno.



Poglavlje 1

Preliminarije

1.1 Slucajne varijable Vrijeme do smanjenja i Uzrok
smanjenja

Promotrimo pojedinca starosti x godina za kojeg kazemo da se nalazi u Zivotnoj dobi x i
oznac¢imo ga s (x). Preostalo vrijeme do zavrSetka odredenog stanja u kojem se (x) nalazi
oznacavamo s T, i tu sluCajnu varijablu nazivamo Vrijeme do smanjenja. U primjeru[0.0.1]
T, je vrijeme do zavrSetka radnog odnosa od (x), a u primjerima[0.0.2]i[0.0.3je T', preostala
duljina Zivota do smrti pojedinca dobi x. Pretpostavljamo da je T, neprekidna slucajna va-
rijabla s vrijednostima u [0, co). Funkciju gustoce vjerojatnosti od 7', oznacavamo s fr ().
Diskretnu slu€ajnu varijablu koja predstavlja uzrok zavrSetka stanja u kojem se (x) nalazio
oznacavamo s J, i zovemo Uzrok smanjenja. U primjeru J, moZe poprimiti vrijed-
nosti 1, 2, 3 ili 4 ovisno o tome da li je do zavrSetka radnog odnosa doslo zbog invalidnosti,
smrti, odlaska u mirovinu ili dobrovoljnog napustanja radnog mjesta, respektivno. U pri-
mjeru J poprima vrijednost 1 ako je do smrti osiguranika doSlo prirodnim putem, a
vrijednost 2 ako je smrt posljedica nesretnog slucaja. Slucajna varijabla J, u primjeru/0.0.3
poprima vrijednosti 1, 2 i 3 ovisno o tome da li je smrt uzrokovana kardiovaskularnom bo-
lesti, tumorom ili nekom drugom bolesti. Budu¢i da u ovom radu razmatramo samo model
dvostrukog smanjenja, nadalje pretpostavljamo da diskretna slucajna varijabla Uzrok sma-
njenja J, poprima vrijednosti u skupu {1, 2}. Funkciju vjerojatnosti od J, oznacavamo s
f1.(j) pri cemu je f; : R — R funkcija definirana s

P(J, =), Jje{l,2}
0, inace.

Jfr.()) = {

Odredimo sada zajednicku distribuciju slucajnih varijabli 7', i J, tj. razdiobu slucajnog
vektora (T, J).
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Definicija 1.1.1. /3] Generalizirana zajednicka funkcija gustoce neprekidne slucajne vari-
jable Vrijeme do smanjenja T i diskretne slucajne varijable Uzrok smanjenja J, je funkcija
fr.s.: RxR = R takva da za sve dogadaje {(T,, J,) € A}, gdje je A C R?, vrijedi

2
P((Ty J) € A) = ) f Lis, pearfron(s, ) ds.
Jj=1 R

Napomena 1.1.2. Generalizirana zajednicka funkcija gustoce slucajnih varijabli 7, i J,
odredena je s

Jra (6 ) = fra @l PPUL = ) =P = j I Tx = 0fr,(0). (1.1)

Dokaz. Primjenom Bayesovog pravila na neprekidnu slucajnu varijablu 7', 1 diskretnu
slu¢ajnu varijablu J, dobivamo

PUi=jl T =0fr.()

() = : (1.2)
Jradtl] P =))
Sada je
PTy<t,Ji=)) =P(Ux= PP(Ty < 1] Je =)
t
- (PUx =T =5)fr.(s)
=P, = )f ————ds
! B/, = ))
t
= fP(Jx =JjI T =9)fr(s)ds,
gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili|1.2
= fr.. &) =P =j|Tc=0fr,(0) (1.3)

1z[1.3]i[1.2] slijedi

Za vise detalja vidi [3]], poglavlje 15.3, Uvjetne funkcije distribucije i uvjetne gustoce.
]

Primijetimo da iz definicije slijedi da su vjerojatnost smanjenja u intervalu [a, b]
zbog uzroka j i vjerojatnost smanjenja u intervalu [a, b] zbog bilo kojeg uzroka respektivno
dane s
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b
Pla<T,<bJ,=j)= f froo (s, j)ds (1.4)
Pla<T,<b)= ) f fron(s, s, (1.5)
PRI

te da su funkcija vjerojatnosti f; (j) i funkcija gustoée fr (f) povezane s generaliziranom
zajednickom funkcijom gustoce fr_; (¢, j) na sljedeci nacin:

£ = By = j) = f Fro(s, pds, j=1,2

2
Fr =" fro ) (1.6)
j=1

Integrirajuéi[1.6|dobijemo da je funkcija distribucije od T,

)
Fr(t) = f D froads. j)ds.
N A

Napomena 1.1.3. Bududi da je T, neprekidna slucajna varijabla s vrijednostima u [0, co)
slijedi da je fr () =0, fr.,.(t, j) = 0,Vt < 0 pa stoga vrijedi

f Fr(s)ds = f fr(o)ds i f Froa(s, yds = f Fron(s, ) ds,
—o0 0 -0 0

Sto ¢emo presutno koristiti u nastavku rada.
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1.2 Medunarodne aktuarske oznake

Medunarodno prihvacene aktuarske oznake:

4P =P(T, <1,J, = ) (1.7)
g =P =), j=1,2 (1.8)
47 =P(T, < 1) (1.9)
PO =PI >0=1-,47 (1.10)
andd =P <T,<n+mJ,=j), j=12. (1.11)
Ako je 7 = 1, moZe se izostaviti, pa piSemo ¢' = ]qij), g7 = 1‘15:) ip? =, piT). Ako je

— ¥ 0 _ )
m =1, pisemo ,q" = q. .

Propozicija 1.2.1. Vrijedi

o _ @
t+upx - tpx upx+t'

Dokaz.

Px<Ty<x+t
BT, >0 =1-P(T, <) =1-PTo<x+t|To>x) =1 x<To<x¥D

= P(T, > x)
3 P(To <x+1t)—P(T) < x)
- (T, > x)
3 P(Ty>x+1)
 P(Ty > x)
= Mn>n:3§%§%ﬁ (1.12)

P(To > x+1t+ P(To>x+t)P(Ty >x+1t+
(T)=P(Tx>t+u)(0 X u) _ PTo>x+0)P(To > x u)

rrubx T B(T,>x)  P(Ty>x)  P(T,>x+1)
"ZoT. > OP(T,., > 1)
= tpgc‘r)upgc?t



POGLAVLIJE 1. PRELIMINARIJE 7

1.3 Intenzitet smanjenja

Definicija 1.3.1. Intenzitet smanjenja neprekidne slucajne varijable T u trenutku t zbog
bilo kojeg uzroka smanjenja definiramo kao

Jr. (D)
1-Fr/(1) ’

pO@) =
za sve t za koje je 1 — Fr (1) > 0.
Napomena 1.3.2.

1. Intuitivno, za malo df je

(Hdt Pt <T,<t+dr)
D(dt = Jr.{ ~ al =P(T,<t+dt|T,>f
(@) = Fr0) PT.> 1) (T, < | T, >1),

tj. vjerojatnost smanjenja odnosno vjerojatnost zavrSetka stanja u kojem se nalazi
osoba starosti x godina zbog bilo kojeg uzroka smanjenja u intervalu duljine df na-
kon ¢ godina od danas je proporcionalna dt, a faktor proporcionalnosti je intenzitet
smanjenja.

2. U daljnjem tekstu za intenzitet smanjenja slucajne varijable T koristimo medunarodno
prihvaéenu aktuarsku oznaku
1" = (0.

Primijetimo da T predstavlja (preostalu) duljinu Zivota novorodenog pojedinca.

3. Uoc¢imo da je

U = % - %( ~ log(1 - FTX(z))) (1.13)

pa integriraju¢i[I.13]dobijemo
Fr.)=1-¢ hn'wds, (1.14)

Propozicija 1.3.3. Intenzitet smanjenja slucajne varijable T, u trenutku t zbog bilo kojeg
uzroka smanjenja jednak je intenzitetu smanjenja slucajne varijable T u trenutku x + t, tj.

1) = 1, (1.15)
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Dokaz.

frty  GFr@

(T) — =
=T "F0 " T-Fr0)

Px<Ty<x+1)

Fr@) =PI, <t)=P(To<x+1t|Ty>x)=
TX() ( ) (To < x | Ty > x) P(Ty > x)

_ FTO(X + l) - FTO(.X)
B 1 — Fr,(x)

(1.16)

Uvrstavanjem [I.T6u () dobivamo

Sy (x+1)
=Fr0  fr(x+1)

k%) = = =
)= e ST P
1=Fry(x)

e+ D) = i,

o
Primijetimo da iz 1 slijedi da ,p” moZemo izraziti preko intenziteta smanjenja
(1)

PO =BT > 1) = 1= Fr () = e b0 = g huids, (1.17)

Definicija 1.3.4. Intenzitet smanjenja neprekidne slucajne varijable T u trenutku t zbog
uzroka smanjenja j je
Jroo & ) froa ()

1 - Fr () - ,pff) ’

(j)( f) =

za sve t za koje je 1 — Fr (t) > 0.

Propozicija 1.3.5. Intenzitet smanjenja slucajne varijable T u trenutku t zbog uzroka sma-
njenja j jednak je intenzitetu smanjenja slucajne varijable Ty u trenutku x + t zbog uzroka
smanjenja j, tj.

pP@) = u (x + 1) =y, (1.18)
Dokaz.
gy = S DB = JITe = 0fr @) P(J; = j1Ta = D5F1(0)
R NG 1= Fr.() 1= Fr.()
P o = /1 To = 3+ 0P S, ) :
0=JlTo= 1=Fr, (™) P(JO=J|To:x+l)fT0(x+f)
Fr,Ge0) 1— Fr,(x+1)
T=Fr,(
L0 fronX+ 60 _ () )

- 4t
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Napomena 1.3.6. Prnmjetlmo da iz definicije[I.3.4]i propozicije _ 1.3.5| fr,.;.(t, j) moZemo
izraziti pomocu , px 1 intenziteta smanjenja zbog uzroka smanjenja j kao

froa(t, ) = pPuP@) = pOul,. (1.19)

Teorem 1.3.7. Ukupan intenzitet smanjenja jednak je zbroju intenziteta smanjenja obzirom
na dva uzroka smanjenja, odnosno

HO(@) = Z/f”m

Dokaz.
Vrijedi,
)
. K ,
4 ERT, < 1) = f fr(s)ds = f > Froals s
j=1
2 ! - 2
=) f fros, pds= > BT, <t,J, = ))
=1y j=1
il 2
)
= 1/
Nadalje,
) : d o _ -
qu = fo’Jx(s’ ]) ds = d th fTXaJX(t’ .])'
Stoga,
o Jr@ 1 d o 1 d 0
Ha (t)_l—FT(t)_ st~ <f>erNqX
J=
fT Jra. (& ) ]) 2y
t X : x ]:
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Napomena 1.3.8.

1. Ako nam je poznato ui’i, , j = 1,2 tada moZemo odrediti:

2
'l = Z ut (vidi teorem (1.20)
=1
@ _ =y udds i
P, =e (vidi [L.17) (1.21)
froa @t )=, p0ut? (napomena [I.3.6) (1.22)
2 2 2 Tm.
7 7, T i ), (T
Fr 0= ) fron 6 02 ) P00 = o0 Y i B pOu (1.23)
=1 =1 =1
t t
4 = | fro(s pds = f UK ds (1.24)
0 0
t
ay = f POR ds (1.25)
0
f1.() = «q? (1.26)

Uvjetna funkcija vjerojatnosti od J, za dano T, = t dana je s

: @, (@) ()]
fo,Jx(t’ ]) _ tpr :uxJ+t _ :ux/+t _ /ij+t

(™ 2 ()

Jrr, Gl Ty =10 = =i o -
fr.(0) ngc )Iugc+)t Mxir Z{,'=1 Mty

(1.27)

2. Iz [1.24] slijedi da vjerojatnost smanjenja od (x) u intervalu [x, x + 7] zbog uzroka
smanjenja j ovisi o pP,0 < s <1, atimeio svim komponentama intenziteta
smanjenja zbog bilo kojeg uzroka (tj. ovisi o /15;)5 1 ,ufir)s). Stoga, kada povecamo

intenzitet smanjenja razli¢it od intenziteta smanjenja zbog uzroka smanjenja j,

2

(1) _ (T _ @)
Py = 1—qy = 1= Z P
J=1

se smanji, Sto posljedi¢no dovodi do smanjenja ,qij). S obzirom na ovaj fenomen,
model dvostrukog smanjenja je poznat i kao teorija konkurentnih rizika u analizi
prezivljavanja.
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1.4 Cjelobrojno vrijeme do smanjenja

U nekim modelima dvostrukog smanjenja neprekidna slucajna varijabla Vrijeme do sma-
njenja T, je neadekvatna jer postoji strogo pozitivna vjerojatnost smanjenja u odredeno
vrijeme ¢, npr. u mirovinskom sustavu svake drzave postoji obvezna dob u kojoj svi ak-
tivni zaposlenici moraju oti¢i u mirovinu. Zbog toga promatramo diskretiziranu verziju
neprekidne slu¢ajna varijable 7,.

Definicija 1.4.1. Cjelobrojno vrijeme do smanjenja od (x) je diskretna slucajna varijabla
definirana s

K, =T,].
ZajednicCka funkcija vjerojatnosti diskretnih slu€ajnih varijabli K, i J,, fx, . (k, j) dana je s

k+1

Jra ke, ) =PKy =k, Jy =) =Pk <T <k+1,J,=))= ffo,Jx(t, Jdr

k+1
m () (j)
ftpx lux+t

Supstitucijom ¢t = k + s gornji integral postaje

1

Prop.
— @, () m @ @ 0 _ (T) @ 0
- fk+vp /’tx+k+YdS fkpx vpx+k/’tx+k+vds fvpx+kﬂx+k+vds
0

@ ()
= Py Drvk
Kad nam je poznata zajednicka funkcija vjerojatnosti diskretnih slucajnih varijabli K, i J,,
mozemo odrediti marginalne funkcije vjerojatnosti od K, J, te uvjetno ocekivanje od K,
uz dano J, = j.

2 2
Jr (k) = P(K, = k) = Z Jrea (k. j) = Z PUal = a0
=1 =1
) =BUe= =Y feate =y 00q,
k=0 k=0
O kfxos ks ) Z kp(T)quk

E(K | Jo=j)= ) kP(K,=k|J, = D= 2% =) GO

k=0
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Analiza parametarskog modela kroz
primjere

U prethodnom poglavlju smo uveli parametarski model dvostrukog smanjenja te smo u
napomeni Vidjeli da jednom kad znamo ,uilfl i ,ufjt da je onda u potpunosti odreden
model pa moZemo izraCunati sve vjerojatnosti koje su nam potrebne u praksi. MozZemo
izraCunati , pff), vjerojatnost da (x) doZivi dob x + ¢, vjerojatnost da zavrsi stanje u kojem se
(x) trenutno nalazi u predstojeCem intervalu duljine ¢ zbog uzroka j, tj. tq&” 1 vjerojatnost

smanjenja od (x) zbog bilo kojeg uzroka u predstojeéem intervalu duljine ¢, ,qf). Kroz
nekoliko primjera demonstrirat ¢emo kako odrediti i izracunati navedeno.

2.1 Nezavisnost slucajnih varijabli Vrijeme do smanjenja
i Uzrok smanjenja

Primjer 2.1.1. [1] Model dvostrukog smanjenja zadan je intenzitetima smanjenja

4 = 1
=700 — (x + 1)
2
2)
- 1<100-x
Pt =100+ *

1. Za navedeni model izraCunajte tpf), ,q;j), fr.o (D, j=1,21 fr (2).
2. Nacrtajte ,p\”, ,q%, fr.s (¢, ), j = 1,21 fr.(r) za x = 30,40, 50 i 60.

3. Odredite marginalnu distribuciju od J, i uvjetnu distribuciju od J, za dano T, = ¢.

12
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RjesSenje:
1. Prema teoremu

1 2 3
(1) () 2
Hiyve = Hysr T Hyiy 100—(x+1¢) 100—(x+1¢) 100—(x+1) *

Stoga, ,p” je dana s

t
= invi 3 3 ( 100 — x )‘3
4 | —2 5] = expliog ———
Px ex”( flOO—(x+s) S) ex”(og 100 — (x + 1)
0

_(100—(x+t)

3
100 —
100 — ), t <100 — x,

pri cemu je exp(x) = e* ilog(x) := log.(x).
Zajednicka distribucija slucajnih varijabli 7', i J, odredena je s

j(100 = G+ )’
a00—x®

L () () _
fo,JX(t’ .]) - tpr l‘lx]-i—t -

t<100-x, j=1,2.

Poll.24|je

t

2
" 2 _ j(100—(x+s))
th :ffo,Jx(s’])ds:f (100-X)3 dS

0

0

j( (100—(x+t)

)3
=3 (100 27 ), t<100-x, j=1,2.

Funkcija gustoce od T, je

3(100 - (x+ )

2
23 (1) )
1= E = , <100 - x.
fo( ) tPx < My (100 _ x)3 X
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2. Na slici prikazani su grafovi od ,pff) za Cetiri dobi 30,40, 50 1 60. Za sve dobi

,pg) je padajuca funkcija. Najstrmiji je graf of ng)) Sto je 1 ocekivano budu¢i da je

, pff) vjerojatnost da (x) dozivi dob x +z. Vrijednosti od , p(GTO) su priblizno 0 za ¢ > 30.

1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

Slika 2.1: Graf od ,p\” za x = 30,40,50 i 60

Slikana stranici prikazuje grafove od tqf(l) 1 tqf) za dobi 30,40, 501 60. Za sve
dobi g, 1 tqf) su rastuée funkcije. Primijetimo da se nagib, tj. *brzina rasta’ od ,qil)
i ,qf) povecava kako se dob povecava od 30 do 60 godina, tj. vjerojatnost da zavrsi
stanje u kojem se (x) trenutno nalazi u predstojeCem intervalu duljine ¢ zbog uzroka

J je veca za osobu starosti 60 nego za osobu koja ima 30 godina.

Na slici[2.3|na stranici[I6|prikazani su grafovi od fr (¢), fr,.;.(t, 1) i fr, ;. (t,2) za Cetiri
dobi 30, 40,50 1 60. Primijetimo da je oblik krivulja za f7 (¢), fr.;.(t, 1) 1 fr ;. (2,2)
isti za sve dobi te da grafovi funkcija fr (1), fr,.; (¢, 1)1 fr, ;. (t,2) postaju strmiji kako
X raste.
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~ ~
S (1) (2) S (1) (2)
W g, B gy o, Woqy
Ne) Ne)
S S
i) i)
S S
= =
(=) (=)
[xp] [xp]
=3 =3
o o
=3 =3
= =
(e (e
=3 =3
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
=5 (1) @ = (1) @
S 1 2 S 1 2
W g, B g5 W5 W g4
Ne) Ne)
S S
0 i)
S S
= =
(=) (=)
[xp] [xp]
=3 =3
o o
=3 =3
= =
o (e
O. L T T T T T O. L T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Slika 2.2: Grafovi od ,¢\" i ,4'? za x = 30,40, 50 i 60

3. Funkcija vjerojatnosti od J, dana je s

100-x .

f j100-+9)
0

) = d = -, :1,2
J1.(J) (100 — x)? § 3 J

Naposljetku, uvjetna funkcija vjerojatnosti od J, za dano T, = ¢ je

() :
Frr G o= E 2 = L c100-x, j=1,2
e ) 3
j:llux+t

Primijetimo da je uvjetna distribucija od J, jednaka marginalnoj distribuciji od J,,
pasu T, i J, nezavisne slucajne varijable.
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& &
S S

u fT30,J3o(t7]-) o fT40,J4o(t7]-)
=g 8 |
S u fTsono (t: 2) S] u fT4o,J4o (tv 2)
érj 4 L fTs()(t) g 4 o fT40(t)
S S

/
/

= =
S S
S S

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
0 0
IS IS
S S

u fTsosto(tv]-) o fT607JGO(t71)

8 8
S S u fTao,Jﬁo(t72)
é'j ) g b u fTG() (t)
S S
N N
=g =g
S S
= =
S S |
D. T T T T T D. T T T T T

Slika 2.3: Grafovi od fr.(t), fr.; (t, 1)1 fr.s.(t,2)

2.2 Zavisnost slucajnih varijabli Vrijeme do smanjenja i
Uzrok smanjenja

Primjer 2.2.1. [1] Razmotrite model dvostrukog smanjenja zadan s intenzitetima smanje-
nja

4
,chlJr)t = ﬁ’ 120,
2t
2
/’lgc-zt T t20.

1. Izradunajte ,p\”, fr ()i fr.s (&, j), j = 1,2.
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2. Nacrtajte ,p\”, fr.; (t, 1), fr.; (. 2) i fr.(D).

3. IzraCunajte f; (/)1 fryr,(j | Tx=1), j=1,2.
RjeSenje:

1. Prema[l.20]je

@ _ 2+4
:ux+l - 81 ’

pa je vjerojatnost da (x) dozivi dob x + ¢

t
25 +4 £+ 4t
tpir)@]exp( _ f S8'i1' dS) = exp (— ;1 ), t>0.
0

Generalizirana zajednicka funkcija gustoée od 7', i J, je prema [[.19]

2 .
sexp( - 5Y). 120, j=1

foJx(t’ .]) = %exp( - t2g—141)7 12 Oa .] =2
0, inace .

Funkcija gustoce od T, je

T2t + 4 £+ 4t
= - > 0.
Jr.(0) T ( o1 ) t>0

17

2. Uo¢imo da model ne ovisi eksplicitno o Zivotnoj dobi x pa slika [2.4]na stranici [I§]

prikazuje grafove funkcija, pgf), Sfr.o.(t ), fr.;.(¢,2) 1 fr (t) za bilo koju Zivotnu dob
x. Primijetimo da je u ovom modelu tpgf) ~0veCzat>20,dok jeu primjerum
P ~0zat> 30, x = 60, a za dobi x < 40 u primjeru je p\” znatno veéa od
nule. Takoder, vidimo da funkcija , pgf) iz ovog primjera brZe pada od funkcije

()

tPx

iz primjera [2.1.1] za bilo koju Zivotnu dob x. Krivulje od fr (¢) i fr ;. (t,2) su istog

oblika dok se oblik krivulje od fr,_, (t, 1) razlikuje.
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ja)
= (T)
o0
S | g, - fo>J£(t’2)
S
= g
S
= =y
) S 4
)
(o} N
S ] < A
)
< | S |
e T T T T T T T S T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Slika 2.4: Grafovi od ,p”, fr_, (1, 1), fr.; (t,2) i fr.()

3. Prema[I.26|funkcija vjerojatnosti od J, je
* 4 52 +4s .
0 aexf”(_g_l)d& j=1
fJ,r(j) = 000 %exp( — .y2§.14x)ds’ ] — 2

0, inace .

Primijetimo da je lakSe izracunati f (1).

[Se]

_ 4 1 (s +2)?
fi(1) = e f exp(— - )ds

0
9o [ 1 2y
@r—zf exp —(S+) ds
0

oc‘,,;

&l

e

2|+

18
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Supstitucijom z = ﬁ gornji integral postaje

2

exp
Vo 9

9
~ 0.3117356,

= et ﬁz f 1 (-?) gz = det \/7_r(1 _ @(%ﬁ))

gdje je @ (x) funkcija distribucije jedini¢ne normalne razdiobe N(0, 1).
Slijedi da je

f1.2) =1-f; (1) = 0.6882644.
Iz slijedi da je uvjetna funkcija vjerojatnosti od J, za dano T, = ¢

2

1T, =f)= ——
Srar. (1] ) )
t

2T, =)= —.
Sfrar 2| ) )

Primijetimo da je uvjetna distribucija od J, razliita od marginalne distribucije od
Jy, pasu T, 1J, nezavisne slucajne varijable.
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Tablice dvostrukog smanjenja

Parametarski modeli nam nisu nuzni ako postoji dovoljno kvalitetnih empirijskih podataka
o0 intenzitetima smanjenja neprekidne slucajne varijable 7', u trenutku ¢ zbog uzroka sma-
njenja j, j = 1,2. Tada zajednicku distribuciju slu¢ajnih varijabli 7, i J, moZemo izraziti
i tablicama dvostrukog smanjenja. Tablice dvostrukog smanjenja konstruiramo koristeci
koncept slucajnog broja dozivjelih smanjenja ili koncept deterministi¢kog broja dozivjelih
smanjenja na promatranoj grupi pojedinaca.

3.1 Koncept slucajnog broja dozivjelih smanjenja

Neka je dana skupina od 1 pojedinaca u Zivotnoj dobi a koji se nalaze u nekom stanju.
Pretpostavljamo da svi pojedinci imaju istu generaliziranu zajednicku funkciju gustoce ne-
prekidne slucajne varijable Vrijeme do smanjenja 7', i diskretne slucajne varijable Uzrok
smanjenja J,. Neka je L slu¢ajna varijabla koja predstavlja broj pojedinaca koji nisu
dozivjeli smanjenje do Zivotne dobi x od 1 pojedinaca iz pocetne skupine. Kad kaZzemo
da pojedinac nije doZivio smanjenje, mislimo da nije zavrSilo stanje u kojem se pojedinac
nalazio u Zivotnoj dobi a kad smo ga poceli promatrati. Uz pojedinac nije doZivio sma-
njenje do Zivotne dobi x, takoder se govori da pojedinac nije napustio pocetnu skupinu do
Zivotne dobi x. Lgf) se moze izraziti kao

I

L£0=>"7,
i=1

gdje je Z; Bernoullijeva slucajna varijabla

7 = {1, ako pojedinac i iz poCetne skupine nije doZivio smanjenje do dobi x, x > a

0, 1inace.

20
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Tada je
E(Z)=P(Z=1)=P(T,>x-a) =, p".Vi=1,... 17 (3.1)

Stoga,

IE,T) lfzr)
[0 :=E(LD)=E (Z zi] = Y EZ) = IPEZ)
i=1 i=1

EI
=1 .. (3.2)
Primijetimo da je [” o&ekivani broj pojedinaca koji nece doZivjeti smanjenje do Zivotne
dobi x iz potetne skupine od I pojedinaca.
Vrijedi
Prop.
21
L0E0 el 2D e P =0 (3.3)
Neka je nZ)fcj ) slucajna varijabla koja predstavlja broj pojedinaca koji su napustili pocetnu
skupinu pojedinaca, odnosno doZivjeli su smanjenje u Zivotnoj dobi iz intervala (x, x + n),
X > a zbog uzroka j. Definiramo Bernoullijeve sluc¢ajne varijable Y;,i =1,..., 17

1, ako pojedinac i napusti pocetnu skupinu u Zivotnoj dobi iz
Y, = intervala (x, x + n), x > a zbog uzroka j
0, 1inace.

Tada je

I
() —
an] - Z Y;
i=1

Ocekivanje slucajne varijable Y, je

xX+n—a
E(Y,)=P(Y,=1)=P(x-a<T,<x+n-a,J,=j) = f POu, dt
Supstitucijom ¢ — (x — a) = u gornji integral postaje
- fu+(x—a)p((4T)/J(uJ-i)—x dI/t - fX—apng)upgcT)ﬂ(uj-i)-x du = x—apgr) fﬂpy)ﬂ(u]-i)—x du
0 0 0

= vl (3.4)
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pa je
10
. - T @] T T j
dV = B(, DY) = E[ Y,-,.) = IDE(Y,) 210l a?
i=1

n—x

— lﬁf)nqij). (3.5)
Uocimo da je dY otekivani broj pojedinaca koji ¢e napustiti pocetnu skupinu u Zivotnoj
dobi iz intervala (x, x + n), x > a zbog uzroka j. Slu€ajna varijabla nZ)Ef) predstavlja broj
pojedinaca koji su napustili pocetnu skupinu u Zivotnoj dobi iz intervala (x, x + n),x > a
zbog bilo kojeg uzroka. Tada je

2
(1) — (/)
n@xT - Znﬂx] .
j=1

Stoga,
2 2
A9 =B = Y d0DY 0 0 =g 4o (36)
j=1 J=1
Nadalje,
2 2
A (B Y L Y T N
j=1 J=1

Ako je n = 1, moze se izostaviti, pa piSemo dY i dP. Dobiveni rezultati omogucuju nam
da dobijemo I i d¥ pomocu p i ¢\. Tablica koja prikazuje vrijednosti p{” i ¢% ili 117 i

d,(cj), Jj = 1,2 za cjelobrojne x, naziva se tablica dvostrukog smanjenja.

3.2 Koncept deterministickog broja dozivjelih smanjenja

Neka je dana skupina od I pojedinaca u Zivotnoj dobi a koja je podvrgnuta determi-
nistickom intenzitetu smanjenja ,u@, y > a. Tada je broj pojedinaca koji nisu napustili

pocetnu skupinu do Zivotne dobi x, x > a dan s

lgf) = lg)exp [— f,u? dy], (3.8)

a



POGLAVLIJE 3. TABLICE DVOSTRUKOG SMANIJENJA 23

dok je broj pojedinaca koji su napustili pocetnu skupinu u Zivotnoj dobi iz intervala (x, x+1)
, X > a zbog bilo kojeg uzroka odreden s

x+1

l(T)
dP =10 -17 = 1§T>[1—;(—j;)@z§>[1—exp(— f (T)dy]]

=17 (1-p?) = 1047 (3.9)
ok interpretiramo kao efektivnu godiSnju ukupnu stopu smanjenja u dobnom intervalu
(x,x + 1) odredenu intenzitetom ,u(T) x <y < x+ 1. Primijetimo da je I derivabilna
funkcija po x kada dob x promatramo kao neprekidnu varijablu pa vrijedi

d T T ( T T T T T T T
L =12)€xp(— f u§,)dy](—u§)) HOLD Py = LD

a

1 d
= W=

d
() — _ (1)
@ (= ——log (I). (3.10)

Stoga, 1\ interpretiramo kao stopu smanjenja log (15?). I'” pojedinaca koji nisu doZivjeli
smanjenje do Zivotne dobi x ¢e doZivjeti smanjenje u budu¢im godinama zbog jednog od
dva uzroka, pa skupinu od I\” pojedinaca razvrstavamo u dvije podskupine ovisno o uzroku
zbog kojeg ¢e pojedinci doZivjeti smanjenje. 1 je broj pojedinaca od njih I koji e
dozivjeti smanjenje u budu¢im godinama zbog uzroka j, j = 1, 2.
Vrijedi

2

0=>"19. (3.11)

=1

Definicija 3.2.1. Intenzitet smanjenja u dobi x zbog uzroka smanjenja j je

) )
'u(J) =1i ml lx+h — 1 d l(])
Y0 o ISCT) dx

Imamo

Def.
a1 d B 1 d j B2 (DI = 0)
K™ = e i /@ dxz ,«)Z ~Ha Z’“

pa vidimo da smo i ovim pristupom dobili da je ukupan intenzitet smanjenja jednak zbroju
intenziteta smanjenja obzirom na dva uzroka smanjenja.
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Neka q(’ ) oznatava udio od [ pojedinaca koji nisu napustili pocetnu skupinu do dobi
x, ali ¢e napustiti skupinu u dobi iz intervala (x, x + 1) zbog uzroka j. Izvedimo formulu za

@)
gy

Prema definiciji [3.2.1]je
- 1 d . : .
0= _ (@) _ 41D — (D)
Hy™ = [ dyly = dly = Hy ly dy.

Integriranjem gornjeg izraza dobivamo

x+1

x+1 x+1
f —dl;j) - f Z;T)/J;j)dy o l(]) lilll dij) - f l(T),u(j)dy.

X

Dijeljenjem gornje jednakosti s [{” dobivamo

dv z<r> ol ! g
l(‘r) - l(‘r)’u ;j)dy f} xpx :u;j)dy = f upgcT)ﬂx]Jrudu = q(J)
X Y s

Primijetimo da smo dobili istu formulu za q(’) kao 1 u konceptu slucajnog broja dozivjelih
smanjenja.

Tablicu dvostrukog smanjenja na temelju ovog pristupa mozemo konstruirati tako da iz
zadanih vrijednosti q(J ) j=1,211" za neke cjelobrojne x izratunamo

PO =1- Z g0, dV =(0gV.

l(T)

Ako su nam dani d;’), Jj = 1,21/, za neke cjelobrojne x, onda moZemo izracunati
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3.3 Primjeri

Primjer 3.3.1. [1] Prvu godinu fakulteta koji traje 4 godine upisalo je 1000 studenata. U
tablici dane su vjerojatnosti smanjenja zbog dva uzroka. Uzrok j = 1 je pad godine
zbog akademskog neuspjeha, a uzrok j = 2 je odustajanje zbog bilo kojeg drugog razloga.

© a0
0 0.15 0.25
1 0.10 0.20
2 0.05 0.15
3 0.00 0.10

Tablica 3.1: Vjerojatnosti smanjenja

1. IzraCunajte oCekivani broj studenata koji ¢e diplomirati.

2. IzraCunajte oCekivani broj studenata koji ¢e pasti godinu tijekom CetverogodiSnjeg
programa.

RjeSenje:

Da bismo izracunali ocekivani broj studenata koji ¢e diplomirati lff) 1 o¢ekivani broj stude-
nata koji ¢e pasti godinu tijekom CetverogodiSnjeg programa moramo konstruirati tablicu
dvostrukog smanjenja.

Koristec¢i formule

1 2
O =40 +4?
PO =1-47

7 =1000, [

x+1

4P = (940, j=1,2,

=17p", x=1,2,3

X 0

dobivamo tablicu dvostrukog smanjenja[3.2] koja se nalazi na stranici

1. Sada je ocekivani broj studenata koji ¢e diplomirati
(1) _ (0 (1) (2) _ —
[, =0L" —dy’ —dy” =336 -0-33.6 =302.4,
2. a ocekivani broj studenata koji ¢e pasti godinu tijekom CetverogodiSnjeg programa
je

3
> dP =150 +60 +21 +0 = 231.0.

x=0
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1 2 1 2
O

X
0 0.15 0.25 0.60 1000.00 150.00  250.00
1 0.10 0.20 0.70  600.00 60.00  120.00
2
3

0.05 0.15 0.80 420.00 21.00 63.00
0.00 0.10 0.90 336.00 0.00 33.60

Tablica 3.2: Tablica dvostrukog smanjenja

Primjer 3.3.2. [4] Prema podacima danim u dijelu tablice dvostrukog smanjenja[3.3]izracu-
najte vjerojatnost da (50) dozivi smanjenje zbog uzroka j = 2 izmedu 51. i 53. godine.
Podatke koji se nalaze na mjestu povlaka morate izraCunati sami iz preostalih podataka u
tablici ukoliko vam trebaju.

x £ 4 40

50 - 100 300
51 700 50 -
52 470 40 -
53 320 - -

Tablica 3.3: Tablica dvostrukog smanjenja

RjeSenje:
Vjerojatnost da (50) doZivi smanjenje zbog uzroka j = 2 izmedu 51. 1 53. godine je
@ _ o 2
124950 = Ps02951 - (3.12)
Prema formuli [3.3]je
(1)
™ _ 15_1
50 T )
sy

Uocimo da 1(571) mozemo iscitati iz tablice , a lg)) racunamo iz danih podataka pomocu

formule
10 =10+ d) + d) =700 + 100 + 300 = 1100.
Slijedi da je
1 700

7
(7)
_ s _ 3.13
Pso =70 = 1100 ~ 11 -13)
50
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()]

IzraCunajmo ,qs; .

2 _ 2 ™ (2)
2451 = 451 T Ps1 45,

Prema formuli 3.5

(2)
=B 1809
ST T 700 35

pri cemu je

@B (1) ) 0 _ _
d) =10 — dl) - 1) =700 — 50 — 470 = 180

izraCunato iz preostalih podataka u tablici dvostrukog smanjenja[3.3]

omls 470 47

51_1(”_%:%
51

omdsy _ 110 _11
952 = 0470 47

gdje je

@B 1) 0 40 _ _
d=15) — dl) — 1) = 470 — 40 — 320 = 110,

52

Uvrstavanjem [3.15] [3.16/1[3.17]u[3.14] dobivamo

@ _ 29
251 = 70

Slijedi da je

@B @ @ 729 29
950 = Pso29s1 =~ 1770 = 110"

27

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Pridruzeni model jednostrukog
smanjenja

Za svaki od uzroka smanjenja j € {1, 2} u modelu dvostrukog smanjenja moZemo definirati
model jednostrukog smanjenja koji ovisi samo o odredenom uzroku smanjenja kako bismo
proucili utjecaj jednog uzroka smanjenja neovisno o drugom uzroku. Takav model nazi-
vamo pridruZeni model jednostrukog smanjenja, a pripadajuci uzrok smanjenja j zovemo
aktivni uzrok smanjenja.

4.1 Funkcije pridruzenog modela jednostrukog
smanjenja

Definicija 4.1.1. Vjerojatnost da (x) nece doZivjeti smanjenje u predstojecem intervalu
duljine t zbog aktivnog uzroka smanjenja j je

t
R exp[— f uﬁ!’lsds]- (4.1)

0

Vjerojatnost smanjenja od (x) u predstojecem intervalu duljine t zbog aktivnog uzroka
smanjenja j je

4y =1-p). (4.2)

,q;(_j) zovemo apsolutna stopa smanjenja, gdje rijeC stopa koristimo u svrhu razlikovanja
47 1,4, U napomeni vidjeli smo da ,¢¥ ovisi o svim komponentama intenziteta

smanjenja zbog bilo kojeg uzroka pa posljedi¢no ovisi o svim uzrocima smanjenja (tj. ovisi

28
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ouzroku 112), a ,qx(’) ovisi iskljucivo o aktivnom uzroku smanjenja j. Takoder, uo¢imo

da je

1im,p§§>—1imexp[ yﬁjjsds =0 (4.3)

t—0o0

N’

0

(T) (T) — )]
= fﬂx+s oo f/‘l,ws - Z fﬂx+s dS -
0 0 =%
o0
= f ,USCQY ds = oo bar za jedan uzrok j, ali ne nuzno za svaki j.
0

Stoga mozZe postojati j takav da je j(; ,ugﬁs ds konaCan 1 za taj j

t

lim ,p” = lim exp [— f u, ds] # 0. (4.4)
0

Iz formule slijedi da je tpf) prava funkcija doiiil'enja jer u dugom roku ne postoji

pojedinac koji nije doZivio smanjenje, a iz formule slijedi da ,px(/) nije prava funkcija

doZivljenja poput , pﬁf) jer u dugom roku moZe postojati pozitivan broj pojedinaca koji nisu
doZivjeli smanjenje zbog uzroka j, §to je razumna pretpostavka.

4.2 Veze izmedu funkcija modela dvostrukog smanjenja i
pridruZenog modela jednostrukog smanjenja

Vrijedi

=

! Tm. ) 2
fﬂi?s ds) LAz exp [—fz,ui’ﬁs ds] = nexp[
0 0
- ]_[ . (4.5)

J=1

Bududi da je ,px(]) € (0, 1) iz formule slijedi

P <, p'Y za svaki j. (4.6)
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o, ™, () s
= Wl = pY i, zasvaki

1

(), () @, _ j
= ftpx J U ftpr:uxH dt = qij)

Uocimo da je

1 1
7 d ’ 4 ’ ’
f Pl dr =~ f St dr = (- 2O = 1-p0 = g0,

0 0
pa smo pokazali da je
q/(/) > qi/). 4.7)
1z nejednakosti [4.6| slijedi
4 = (4.8)
pa dobivamo
@) <d? <.q (4.9)

Primjer 4.2.1. [1] U modelu je q'(l) 0.021i q'(z) 0.04. IzraCunajte q
RjeSenje:

g =0.02 Py =1-¢% =098

U8 U8

¢ = 0.04 P =1-42 =096

Sada iz formule {.5|slijedi da je

™ _ —
pS) = 0.98 - 0.96 = 0.9408
= gy =1-p=00592

Primjer 4.2.2. [2] U modelu je dano ¢;” = 0.008, ;4" = 0.0025i 4\, = 0.0067.

IzraCunajte g, W,

RjeSenje:
”q(l) _ pgcr)qiljl = p'P=03731
POE PO p@E - g1 - ¢®)
paje

PP =03731=(1-4¢")0.992) = ¢ =0.6239.
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Napomena 4.2.3. Ako znamo u(j) za svaki x onda pomocu formula 1 mozemo
izraCunati , px(/) ,qx(” za sve x 1t 1 konstruirati tablicu jednostrukog smanjenja koju zovemo
pridruZena tablica jednostrukog smanjenja. U nekim slucajevima nemamo informacije o

,153), ali imamo informacije o qx). Tada nismo u moguénosti izracunati ¢, "9 direktno, ali

uz odredene pretpostavke na intenzitet smanjenja postoji veza izmedu g, 9 qi’). Dvije

najuobicajenije pretpostavke su:
1. konstantan intenzitet smanjenja na jedini¢cnom dobnom intervalu

2. uniformna razdioba smanjenja na jedinicnom dobnom intervalu

4.3 Konstantan intenzitet smanjenja na jedinicnom
dobnom intervalu

Pretpostavljamo da su intenzitet smanjenja zbog uzroka j i ukupan intenzitet smanjenja
konstantni na intervalu (x, x + 1) za cijeli broj x, x > 0, tj.

pll = pf 4.10)
,“52; u”, 0<t<1, xcijeli broj, x > 0. 4.11)
Tada je
1 o e :
2 [ a0t as = [ o a
0 0
im T
T (o 1x (4.12)
Iy
Nadalje,
1
P exp f /vtmdS]@]eXP f 1D ds| = exp (-p).
0
= "= logp(T) (4.13)
Analogno,

() -

W) =—log p’(’) (4.14)
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Sada iz formula[d.12] @4.13]i[@.14] slijedi

7(J)
G _ nlogpy”

D = 4 (4.15)
logp™

Napomena 4.3.1. Ako znamo ¢}”, j = 1,2 onda koriste¢i formule i mozemo

izratunati p', j = 1,2, p” i ¢ pa znamo sve izraze koji se pojavljuju u formuli

Dakle, ako znamo ¢, 0 ,j = 1,2, onda znamo izraCunati qi).

Formulu moZemo zapisati u obliku

( (/)
logp’(f) = (T) logp(T) = log [( (T)) (T)).
qx
q(j)
= PO = ()P
i

= ¢V =1-(1-47)~ F (4.16)

Napomena 4.3.2. Ako znamo ¢%, j = 1,2, onda moZemo dobiti ¢\” = Z? ¢, Sada

pomocu formule moZemo izratunati ¢ @)

. Dakle, ako znamo ¢
izratunati ¢, j = 1 2.

,j = 1,2, onda znamo

Primjer 4.3.3. [4] U modelu dvostrukog smanjenja je konstantan intenzitet smanjenja za
svaki uzrok smanjenja tijekom Zivotne dobi 50, 51 i 52. Detaljnije informacije o modelu
dane su tablicom dvostrukog smanjenja[4.1]

x 0 40

50 1200 100 300
51 - 200 -
52 300 - -

Tablica 4.1: Tablica dvostrukog smanjenja

[zraCunajte q5] 145, @ Podatke koji se nalaze na mjestu povlaka morate izraCunati sami iz
preostalih podataka u tablici, ukoliko vam trebaju.

RjeSenje:

)]
951

¢ - (1-¢5)¥ L j=1.2 4.17)
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Prema formuli
dY 200 1
(1) 51
= = ——— —’ 4.18
BT T800 " 4 4.18)
a2 300 3
2) 51
LR 2 4.19
91 =70 T 800 8 (4.19)

pri gemu smo d< iscitali iz tablice 4.1} (010 - 32 4% = 1200 - 100 - 300 = 800 i

@B2,@ _ @ _ 40 _ -
d;, =1 -l —di =800 ~-300-200 = 300.
Sada je
1 3 5
®_ D 2 _ _
q51 = qSl + qSl = Z + g = g (420)
Uvrstavanjem [4. 18] 4.20]u 4.17|dobivamo
i =0.3245,
a uvrStavanjem d.19] [4.20]u 4.17] dobivamo
g5 = 0.4448.

4.4 Uniformna razdioba smanjenja na jedinicnom
dobnom intervalu

Pretpostavljamo da svaki uzrok smanjenja j u modelu dvostrukog smanjenja ima unifor-
mnu razdiobu na intervalu (x, x + 1) za cijeli broj x, x > 0, tj.

gV =1V, j=1,2, 0<t<1, xcijeli broj, x > 0. (4.21)
Posljedi¢no,
2 T 2
AP =>4 E Y 40 =14, (4.22)
j=1 =1
Vrijedi
<j+>thx’~’x(t’ n__1 itq(ﬁ@lL itqw _ 1 gV
oy pld P dt Y
g

= =t (4.23)
1 —tqy
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Stoga,

1
g =1- p’(”—l—exp( f ulld ]
0

1
o)

B3, _ 9x

=1—-exp fl— (T)ds

=1-exp qé) (log(l - SQECT)))

q(j)
=1-exp fr) log (1 - qﬁf)))

=1-(1-40)4 . (4.24)

Uocimo da je relacija 4.24| izmedu g, g qi’) jednaka relaciji “ 6| dobivenoj pod prepos-
tavkom konstantnog intenziteta smanjenja na jedini¢cnom dobnom intervalu. Dakle, veza
izmedu ¢, g qff) ne ovisi o tome da li pretpostavljamo da je konstantan intenzitet smanje-

nja ili uniformna razdioba smanjenja na jedini¢cnom dobnom intervalu.

Primjer 4.4.1. [4] Pretpostavljamo da u danom modelu dvostrukog smanjenja svaki uzrok
smanjenja ima uniformnu razdiobu tijekom svake Zivotne dobi, tj. ima uniformnu razdiobu
na intervalu (x, x + 1) za svaki pozitivan cijeli broj x. Nadalje, g, W =03,4% = 051.

IzraCunajte q(l) 1 qﬁ?.

RjeSenje:
Iz formule 4.24 slijedi
l (J)
) = 4® ng(T) j=1,2. (4.25)
log p
Nadalje,
PO g0 21 -03=07 (4.26)
PO~ @ =1-051 =0.49. (4.27)
Sada je
PO @ 2 07.0.49 = 0.343 (4.28)

g =1-p'” =0.657. (4.29)
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Uvrstavanjem [4.26] .28 [4.29| u [4.25]| dobivamo

g\’ =0.219,

a uvrStavanjem [4.27], [4.28] [4.29| u [4.25]| dobivamo

q? = 0.438.

4.5 Srednja stopa dvostrukog smanjenja

Alternativna metoda racunanja qgf) 1z qx(J ), j = 1,21 obratno je preko srednje stope sma-

njenja koja je pogodna, ali aproksimativna metoda.

Definicija 4.5.1. Srednja stopa smanjenja zbog bilo kojeg uzroka smanjenja je

@@ g
o _ Jy PUuds
m.x

= (4.30)
P ds
te predstavlja teZinski prosjek od ,ux +» 0 <t <1, gdje je teZinska funkcija tpgf).
Srednja stopa smanjenja zbog uzroka smanjenja j je
@,
my = fO Sf)x Hoes @5 ds 4.31)
()
Iy 5P ds
te predstavlja teZinski prosjek od ,uijzt, 0<r<l1.
Odgovarajuca srednja stopa za pridruZeni model jednostrukog smanjenja je
7(j) (])
; sPx” Myvsd
m'P = fo AL (4.32)

'(J)
Pt
%) )

te predstavlja teZinski prosjek od .,,, 0 < t < 1, pri Cemu je teZinska funkcija ,p.” .
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Napomena 4.5.2.

1. Ako je intenzitet smanjenja ,ufﬁ, konstantan za 0 < ¢ < 1 iz definicije slijedi da
e o
mff) - m;(]) - #EZ)-
2. Ako je '), rastuca funkcija od 7, onda je m.? > m'. Slijedi iz relacija i
4.32]

3. Kada je ,u(j)

X+t

padajuca funkcija od ¢, tada je m? < m?.

Propozicija 4.5.3. Vrijedi

o 40
my = ==, (4.33)
b Eds [ s
G lgf) q;j) ~ d;j)
0ol o & (4.34)
j(; lX+S ds L lX+S ds
Dokaz. 1z formule [3.3]slijedi
0= 10,07, (4.35)
Prema definiciji je
1 7) (7 e T T 1 ) (T
m(T) _ J(‘) Apgc )Ngc-gs dSJ(; lgc-zs/'tgc-zs dSIEC)j(V) spgc ):ugc-zs ds
X - 1 T N 1 T N 1 T
o 5P\ ds o 17, ds o 17, ds

- (g o 40
R T )
fo [sds fo [sds

Analogno se pokaze formula[.34]
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Propozicija 4.5.4. Uz pretpostavku uniformne distribucije smanjenja u modelu dvostrukog
smanjenja vrijedi

. qx
my = ——, (4.36)
1- 79x
)]
mp = I (4.37)
1 qu
(1)
mx
47 = ——. (4.38)
1+ me
)]
. mx
¢ = ——- (4.39)
1+ My

Uz pretpostavku uniformne distribucije smanjenja u pridruZenom modelu jednostrukog
smanjenja vrijedi

(7 qx
m' = — (4.40)
1- qu
()
WG M
g = ———. (4.41)
1+ %mx(")

Dokaz. Uz pretpostavku uniformne distribucije smanjenja u modelu dvostrukog smanjenja
imamo

1

f pds =

0

1

( s qgcﬂ f -s qir)

0

=1- 2q§;> (4.42)

og}_

Stoga,

Def., D 4 123 @)
(o B8 by AR g
xo T @) - 1.
j(; spr ds 1 2‘]):
Def. @9 g¢ 123 )
m(j) @ﬁ] j(‘) sPx :ux+s iyiy) C[x]
xo T @) 1@
J(; prT ds 1 qu
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Dokazali smo formule [4.36]1[4.37]
Sada,

() 1 @
mPS_dx (1 2q§:)) O_gD=0 = 0= mx

1-1g? 1+ 4im®’

0) L@ m
mBE_ L 02 0 - 1 g P01 - 31
1- 1q(T) 2 1+ m(T) 1 + m(T)

Dokazali smo i formule [4.38]i

Uz pretpostavku uniformne distribucije smanjenja u pridruZzenom modelu jednostrukog
smanjenja

' — ()

gy =1q,
paje
1 1
fsp/(J) ds = f '(1) — f(l Sq;(J)) ds
0 0
1
=1-= ()
2%
Sada imamo,
/() (]) (j
m,(]) %ﬂ:] j(; pr /’lX+S — q(])
x ’ 1)’
J(; st(J) 1 2q)C

pri Cemu smo u zadnjoj jednakosti iskoristili ¢ = fo DU ds

Dokazali smo formulu .40} Primijetimo da iz formule 4.40| shJed1 formula[4.41]
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Propozicija 4.5.5. Uz pretpostavku konstantnog intenziteta smanjenja u modelu dvostru-

kog smanjenja vrijedi

Dokaz.
1 1

j @)
g E | O ds T f P ds
0 0

Nadalje,

_ ()
= fexp (—s,ugf)) ds = #W.
0

Prema napomeni 4.5.2| vrijedi 1 = m i u” = m” pa je

() ) —m?
G (J)l—exp( ,ux)_mx (l—e )
4 = Hx ® - ®
/’l}C mx
Dokazali smo formulu 4.43]

Sada je,

(

‘r) m
¢ = Z qo)@l —e” Z md = ——C @ = -,

m

x

Pokazali smo formulu [#.44] Preostaje nam jo$ dokazati formulu [4.45]

1 1

_ @) ' '
q;" = f PO ds= f P ds

0 0

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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Nadalje,

0

Cl-exp(-4Y)

uy

1 1 s
fsp;(")ds@fexp[ fﬂﬁflt ] f [ f “)dt]d
0

Prema napomeni 4.5.2| vrijedi 1\ = m pa je

1 _ exp( /.l(J)) G

5 s) Y _q_ m?

qx :ux () - 1 e .
HMx

40

O

Primjer 4.5.6. [[1] U modelu dvostrukog smanjenja je m(T) 0.21 q'“) 0.1. IzraCunajte

(2)

q,, pretpostavljajui uniformnu razdiobu smanjenja na jedinicnom dobnom intervalu.

RjeSenje:
/2@] DAV
51 -(1- )
Iz formule [d.38] slijedi
() 2
q(T) m40 10 — 3
40 T 12 =
L+iml) 1+35 11
Sada je
2 9
) _ (7) =
Py =1-qy=1- 1~ 11
1 9
(1) (1) -
Py =1—dy 1_E_E'
Stoga je
(1) 9
0 = 08P _ 210815 _ ) oc
40 40 lo gp(T) 11 log%

G0 = dio — g = 0.0863.
UvrsStavanjem [4.47|1(4.48|u |4.46{dobivamo
g,$ = 0.0909.

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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Sazetak

U stvaranju financijskih, aktuarskih 1 medicinskih modela ponekad nije dovoljno proma-
trati samo vrijeme do zavrSetka odredenog stanja vec je bitno spoznati i koji je uzrok doveo
do zavrSetka tog stanja. Model koji ukljucuje dvije slu€ajne varijable, vrijeme do zavrSetka
odredenog stanja 1 uzrok zavrSetka tog stanja, naziva se model viSestrukog smanjenja.
U ovom radu definirani su i objaSnjeni osnovni pojmovi modela dvostrukog smanjenja
te je analizirano nekoliko modela dvostrukog smanjenja. Ako postoji dovoljno kvalitet-
nih empirijskih podataka o intenzitetima smanjenja, onda se model dvostrukog smanjenja
moze predstaviti tablicom dvostrukog smanjenja. U primjeni su modeli dvostrukog sma-
njenja najces¢e dani tablicom dvostrukog smanjenja. U radu je prikazana konstrukcija
tablica dvostrukog smanjenja kroz nekoliko primjera. Za svaki od uzroka smanjenja u mo-
delu dvostrukog smanjenja definiran je model jednostrukog smanjenja koji ovisi samo o
odredenom uzroku smanjenja kako bi se detaljno proucio utjecaj jednog uzroka smanje-
nja neovisno o drugom uzroku te su pronadene veze izmedu funkcija modela dvostrukog
smanjenja 1 pridruZzenog mu modela jednostrukog smanjenja.



Summary

In creating financial, actuarial and medical models, sometimes it’s not enough to pay at-
tention only at the time until the end of a particular condition, but it is important to find out
the cause of termination. A model that incorporates two random variables, time to termi-
nation and cause of termination, is known as multiple decrement model. In this master’s
thesis, the basic concepts of a double decrement model are defined and explained, and se-
veral double decrement models are analyzed. If there is sufficient empirical data quality
on the forces of decrement, then a double decrement model can be represented with a do-
uble decrement table. In practise, double decrement models are usually given by a double
decrement table. The paper presents the construction of double decrement tables through
several examples. For each of the causes of decrement in a double decrement model, a
single decrement model is defined that depends only on a particular cause of decrement in
order to study in detail the impact of one cause of decrement independently of the other
cause, and the relationships between the functions of the double decrement model and its
associated single decrement model are found.
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