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Uvod

Optimizacija ima znacajnu ulogu u svijetu u kojem Zivimo. Mnoge stvari koje radimo po-
kuSavamo napraviti na optimalan nacin, to jest Zelimo maksimizirati korisnost ili minimizi-
rati troSak. Primjerice, poslovoda Zeli rasporediti posao izmedu svojih zaposlenika tako da
bude obavljen u najkracem mogucem roku, poljoprivrednik Zeli odrediti koli¢inu kukuruza
1 zita koju treba posijati kako bi ostvario maksimalnu dobit, zrakoplovna industrija Zeli
rasporediti rute pojedinih zrakoplova kako bi let trajao Sto krace... Matematicki gledano,
optimizacijski problemi (problemi matematickog programiranja) sastoje se u odredivanju
ekstrema (minimuma ili maksimuma) neke funkcije uz zadana ogranic¢enja. To znaci da
se izmedu brojnih mogucih rjeSenja odredenog problema nastoji pronaci najbolje, to jest
optimalno po nekom kriteriju.

Glavni cilj ovog rada je konstruirati kriterije koji nisu teski za provjeriti, a omogucéuju
nam da ispitamo da li je neka tocka koja pripada dopustivom skupu tocka lokalnog, od-
nosno globalnog ekstrema. Jasno je da nuZni uvjeti moraju biti zadovoljeni u svakoj tocki
lokalnog ekstrema, ali mogu ih zadovoljavati 1 mnoge druge tocke koje nemaju veze s op-
timalnim vrijednostima. Dakle, ispitivanjem nuZnih uvjeta moZemo samo izdvojiti tocke
koje su kandidati za toCke lokalnih ekstrema. S druge strane, dovoljni uvjeti predstavljaju
snazne kriterije koji impliciraju da se radi o tocki lokalnog ekstrema.

Rad je podijeljen na tri poglavlja. U prvom poglavlju obradeno je pitanje egzisten-
cije optimalnog rjeSenja zadaée nelinearnog programiranja. Uvodni dio poglavlja donosi
osnovne definicije i rezultate koji su kljuCni za razumijevanje materije rada. Uvodimo os-
novne pojmove kao §to su tocke globalnog ili lokalnog minimuma te konveksni skup i ko-
nveksna funkcija. Pojam konveksnosti nam je izuzetno vazan i ve¢ na pocetku dokazujemo
da su u slucaju konveksnih funkcija to¢ke lokalnih minimuma ujedno i tocke globalnih
minimuma. Osvrnuli smo se na koercitivne funkcije i1 kao najvazniji rezultat poglavlja na-
vodimo Weierstrassov teorem. Drugo poglavlje je najopseZnije i bavi se razvojem nuZnih
1 dovoljnih uvjeta optimalnosti. Uvodimo razli¢ite konuse pridruzene dopustivom skupu,
koji su ilustrirani na primjerima. Takoder, dajemo definiciju stacionarne tocke u terminu
novouvedenog konusa te iskazujemo geometrijske uvjete optimalnosti. Dodatnim uvije-
tima tipa nejednakosti na dopustivi skup dolazimo do Fritz Johnovih uvjeta optimalnosti,
koji su ipak dosta slabi. Zbog toga nastavljamo dalje i pod pretpostavkom da dopustivi



UvVOD 2

skup zadovoljava odredene uvjete regularnosti dolazimo do glavnog teorema cijelog rada
koji opisuje Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete optimalnosti. Oni igraju vrlo vaznu ulogu u
problemima uvjetne optimizacije. Ukratko, ovi uvjeti govore da dopustiva tocka x moze
biti tocka lokalnog minimuma ukoliko ne postoji dopustivi smjer silaska u x. Bududéi da
su uvjeti regularnosti klju¢ni za formiranje KKT uvjeta, posve¢ujemo im posebnu pozor-
nost. Navodimo neke najpoznatije, od kojih je najcesée koriSten uvjet linearne nezavisnosti
jer je za probleme koji ga zadovoljavaju rjeSenje KKT sustava nuZno jedinstveno. Na sa-
mom kraju poglavlja dokazujemo da su Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti ne samo nuZzni, ve¢
i dovoljni za lokalnu optimalnost u zadacama konveksnog programiranja. U posljednjem,
treCem poglavlju se bavimo primjenom Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta na probleme iz
podrucdja financija i ekonomije. Kao primjer financijskog problema istaknut je problem iz-
bora portfelja investicija, dok su ekonomske primjene ilustrirane na primjerima odredivanja
optimalne cijene usluge te maksimizacije prihoda uz ogranicenje dobiti.



Poglavlje 1

Egzistencija rjeSenja zadace nelinearnog
programiranja

Poglavlje zapocinjemo osnovnom podjelom zadaca matematickog programiranja te objas-
njavanjem pojmova dopustivog skupa i dopustive tocke. Zatim ¢emo dati formalne defi-
nicije globalnog, odnosno lokalnog minimuma te se prisjetiti pojma konveksnog skupa te
konveksne funkcije. U drugom dijelu poglavlja definiramo koercitivnu funkciju te dola-
zimo do osnovnog teorema o egzisteniji optimalne tocke.

1.1 Osnovni pojmovi
Opcéa formulacija zada¢e matematickog programiranja je

min f(x)
gx) <0, i=1,...,m,
hix)=0, j=1,...,k
x e R”",

pricemusu f: R" - R, gi:R" - R, i=1,...,m h;: R" - R, j = 1,...,k zadane
funkcije te m i k € Ny. Cesto se u zada¢ama javljaju uvjeti tipa jednakosti i nejednakosti
pa govorimo o problemima uvjetne optimizacije. Funkciju f koju Zelimo minimizirati (ili
maksimizirati) nazivamo funkcijom cilja, a funkcije g;,i = 1,...,mte h;, j = 1,..., k funk-
cijama ogranic¢enja. Skup S = {x € R" | gi(x) <0,i=1,....m; hj(x) =0,j =1,...,k}
zovemo dopustivi skup, dok za element skupa S kaZzemo da je dopustiva tocka. Ako je
funkcija cilja linearna i funkcije ogranicenja aﬁneE] govorimo o zadaci linearnog programi-

! Afina funkcija opéenito je funkcija R” — R zadana kao f(x) = ax + b. Linearna funkcija je poseban
oblik afine za koju je a # 01 b = 0, to jest funkcija oblika f(x) = ax.

3
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ranja. S druge strane, ako je funkcija cilja ili neka od funkcija ogranicenja nelinearnog tipa
radi se o zadaci nelinearnog programiranja.
Primijetimo da se dovoljno ograniciti na problem minimizacije neke funkcije f: § C
R" — R jer vrijedi
max f(x) = —min(—f(x)).
XxeS§ xeS§

Definicija 1.1. Neka je x* € S € R". KaZemo da je x* tocka globalnog minimuma funkcije
f na skupu S ako vrijedi
fG&) < fx), xes.

Nekaje K(x*,r) ={yeR" ||y - x|, <r} = {y eR"| [X(xi—y)? < r} otvorena
i=1

kugla oko x* radijusa r.
Definicija 1.2. Neka je x* € S C R"

(i) KaZemo da je x* tocka lokalnog minimuma funkcije f na skupu S ako vrijedi

dr>0,YxeS NKx'r), [f(x)<f(x). (1)

(ii) KaZemo da je x* toc¢ka strogog lokalnog minimuma funkcije f na skupu S ako vri-
jedi
Ar>0,YxeSNKE,r),x+x, [f(x)<f(x).

Bududi da uvjet (I]) kaZe da je x* tocka lokalnog minimuma ako postoji radijus r > 0
takav je x* globalno optimalna tocka na presjeku skupa S i otvorene kugle K(x*, r), oito
je da je globalni minimum ujedno i lokalni. Pitamo se kada vrijedi i obratno, kada je
tocka za koju funkcija postiZe lokalni minimum ujedno i tocka za koju se postiZze globalni
minimum? Odgovor na to nam daje sljedeci teorem, jedan od najvaZznijih u optimizaciji.
On istice posebnost konveksnog slucaja pa ¢emo se zato prije nego ga iskaZzemo podsjetiti
pojmova konveksnog skupa i konveksne funkcije.

Napomena 1.3. (i) KaZemo da je skup S C R" konveksan ako on za bilo koje dvije tocke
a,b € S takoder sadrzi i segment odreden tim tockama, to jest ako za svaki a,b € S
i za svaki A € [0, 1] vrijedi
da+(1-DbeSs.

(ii) Neka je S C R" konveksan skup. KaZemo da je funkcija f: S — R konveksna ako
Jje graf funkcije ispod svake njegove sekante, to jest ako za svaki x,y € S i za svaki
A € [0, 1] vrijedi
fx+ (1 =Dy) < Af(x) + (1 =D f ().
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(iii) Ukoliko za sve x # y i A € (0, 1) stoji stroga nejednakost kaZemo da je funkcija f
strogo konveksna, to jest ako za svaki x,y € S, x # y i za svaki A € {0, 1) vrijedi

JQx+ (1 =Dy) <Af(x) + A =D f(y).

b
Aa+ (1-Mb
a

Slika 1.1: Dva konveksna skupa S C R?

a [ ] L .k
Aa+(1-Db
‘ Aa+(1—-Nb &S €S
[ b\ .**:;:;;‘ S
'S o s

Slika 1.2: Dva nekonveksna skupa § C R?

Aa+ (1—A)b
S
a
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Slike[I.1]i[I.2] prikazuju primjere konveksnih, odnosno nekonveksnih skupova. Uo¢imo
da je u slucaju nekonveksnih skupova dovoljno pronaci barem dvije tocke iz skupa za koje
njihova spojnica nije sadrzana u skupu. Nadalje, Slike[I.3]i[T.4|dodatno obja$njavaju pojam
konveksnih i nekonveksnih funkcija.

x A+ (1 -Ny

Slika 1.3: Konveksna funkcija

fQx+(1-2)y)

Af(x) + (1

! |

o+ (1—N)y y

= @

Slika 1.4: Nekonveksna funkcija
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Teorem 1.4 (Fundamentalni teorem globalne optimalnosti). Neka je S C R" konveksan
skup i f: S — R konveksna funkcija. Tada je svaki lokalni minimum funkcije f na skupu
S ujedno i globalni minimum.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je x* tocka lokalnog minimuma, ali ne i glo-
balnog. Neka je x tocka globalnog minimuma. Tada iz definicije globalnog minimuma
imamo f(¥) < f(x*). Uzmimo A € (0, 1). Zbog konveksnosti skupa S i funkcije f vrijedi

AxX+(1-Dx" €S

fAX+ (1 =-Dx") <A f(X) +(1 = Df(x") < f(x7).
——
< f(x")
Uzimanjem proizvoljno malog 4 > 0 dobivamo kontradikciju s lokalnom optimalnoscu
tocke x*.
]

U radu ¢e nam biti potreban i sljedeci rezultat o karakterizaciji diferencijabilnih ko-
nveksnih funkcija.

Propozicija 1.5. Neka je f diferencijabilna funkcija na otvorenom, konveksnom skupu S .
Tada je f konveksna na S ako i samo ako za svaki x,y € S vrijedi f(y) > f(x)+Vf(x)" (y—
X).

Dokaz. Neka je f konveksna na §. Uzmimo x;, x, € S proizvoljne i A € (0, 1). Tada
zbog konveksnosti funkcije f vrijedi

Af(x) + (I =D f(x) 2 f(Ax; + (1 = Dx2)
Sto je ekvivalentno
Af(x1) = Af(x2) = f(Axy + (1 = Dxz) — f(x2).
Sredivanjem izraza s desne strane te dijeljenjem nejednadzbe s A > O dobivamo

fOo +A(x) — x2)) = f(x2)
7 .

Fx) — fx) 2
Uzimanjem limesa kada 4 — 0 slijedi

S = f(x) 2 V() (1 = x),

to jest graf konveksne funkcije lezi iznad tangencijalne ravnine u svakoj to¢ki x, € S. Iz
posljednje nejednakosti slijedi tvrdnja.
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Neka za svaki x,y € § vrijedi f(y) > f(x) + Vf(x)T(y — x). Neka su x;,x, € S
proizvoljni i 4 € (0, 1). Kako je S konveksan znamo Ax; + (1 — A)x, € §. Uvrstimo sada
u prethodnu nejednakost Ax; + (1 — A)x, umjesto x te x; u prvom, odnosno x, u drugom
slucaju umjesto y. Sredivanjem se dobije

fx) > f(Ax; + (1 = Dx) + (1 = DV FQAx; + (1 = Dx) (x1 = x2)
f(x2) > fQAx; + (1 = Dxp) + AVFAx; + (1 = Dxo) (0 — x1).

MnoZenjem prve nejednazbe s A 1 druge s (1 — 1) te sumiranjem dobivenih nejednadZbi
dobivamo

Af(x) + (1 = D f(x2) 2 f(Ax + (1 = Dxa),

Sto po definiciji znaci da je f konveksna funkcija.

1.2 Koercitivnost i Weierstrassov teorem

Prije nego krenemo razvijati nuzne i dovoljne uvjete optimalnosti osvrnimo se na pitanje
egzistencije optimalnog rjeSenja. Osnovni teorem koji govori pod kojim uvjetima mini-
mum postoji jest Weierstrassov teorem.

Teorem 1.6. Neka je K C R" neprazan, kompaktarﬂ skup i f: K — R neprekidna funkcija.
Tada funkcija f postize globalni minimum i maksimum na K.

Medutim, najcesSce ipak nije zadovoljena pretpostavka na omedenost skupa i tada se
koristi sljede¢i oblik Weierstrassovog teorema. Prije samog iskaza, uvodimo novi pojam
koercitivne funkcije te karakterizaciju pomoéu kompaktnosti.

Definicija 1.7. KaZemo da je funkcija f: R" — R koercitivna ako za svaki niz (x, : n €
N) c R” takav da ||x,|| = +oo vrijedi f(x,) — +oo.

Napomena 1.8. Koercitivnost funkcije f ekvivalentna je

VM >0,AN >0,Vxe S, |xl]|>N= f(x)>M.

Propozicija 1.9. Neka je f: R" — R neprekidna funkcija. Funkcija f je koercitivna ako i
samo ako je nivo skup { x| f(x) < @} kompaktan za svaki @ € R.

2Skup K C R” je kompaktan ako je omeden i zatvoren.
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Dokaz. Uocimo da neprekidnost funkcije f implicira zatvorenost skupa { x | f(x) < a} pa
je u dokazu dovoljno analizirati samo omedenost skupa.
Neka je f neprekidna, koercitivna funkcija. Pokazimo da je tada skup { x | f(x) < @}
omeden za svaki @ € R. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je @ € R takav da je skup
S = {x| f(x) £ a} neomeden. Tada postoji niz (x, : n € N) c § takav da ||x,|| —
+00. Zbog koercitivnosti funkcije f mora vrijediti f(x,) — +oo, Sto je u kontradikciji s
¢injenicom f(x,) < «, za svaki n € N. Dakle, skup {x | f(x) < a} je omeden za svaki
a € R, a time i kompaktan.
Neka je skup { x | f(x) < a} omeden za svaki @ € R. Pokazimo da je tada funkcija
f koercitivna. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je (x, : n € N) C R"” niz takav da
||x,]| — +o0, ali f(x,) / +oo. Tada postoji podniz (x,, : n € N) takav da je (f(x,,) : n € N)
omeden odozgo. Dakle, postoji @ € R takav da je (x,, : n € N) € {x | f(x) < a}. Buduéi
da je skup { x | f(x) < @} omeden za svaki a € R, dobivamo kontradikciju s pretpostavkom
da je svaki podniz niza (x, : n € N) neomeden.

[

Teorem 1.10 (Weierstrass). Neka je S C R" neprazan, zatvoren skup i f: R" — R nepre-
kidna, koercitivna funkcija. Tada funkcija f postiZe globalni minimum na S .

Dokaz. Neka je a € R takav da je skup A := {x € S | f(x) < a} neprazan. Zbog koer-
citivnosti funkcije f slijedi da je taj skup kompaktan pa po standardnom Weierstrassovom
teoremu slijedi da neprekidna funkcija na kompaktu postize globalni minimum. OCito je
da funkcija f na skupu A poprima isti minimum kao i na skupu S.

]

U slucaju strogo konveksnih funkcija vrijedi i jaci rezultat. Stroga konveksnost funkcije
cilja osigurava jedinstvenost tocke globalnog minimuma i ta tvrdnja je dokazana u sljedecoj
propoziciji.

Propozicija 1.11. Neka je S konveksan skup i f: S — R strogo konveksna funkcija. Tada
za funkciju f postoji najvise jedna tocka globalnog minimuma.

Dokaz. Pretpostavimo da su x;,x; € S, x; # x, tocke u kojima f poprima globalni mini-
mum na S. Tada iz definicije stroge konveksnosti funkcije f za svaki A € (0, 1) vrijedi

fQx + (1 = Dxz) < Af(x) + (1 = Df(x2) = flx),

gdje posljednja jednakost proizlazi iz pretpostavke da su x; i x, tocke globalnog minimuma.
Zbog konveknosti skupa S vrijedi Ax; + (1 — D)x, € §, Sto znaci da smo pronasl cijeli
interval toCaka za koje je funkcijska vrijednost manja od funkcijske vrijednosti od x;, a to
je u kontradikciji s pretpostavkom globalne optimalnosti tocke x;.

[



Poglavlje 2

Uvjeti optimalnosti

Na pocetku poglavlja ¢emo se baviti uvjetima optimalnosti za zadace bezuvjetne optimi-
zacije 1 za zadaCe uvjetne optimizacije u kojima je dopustivi skup zatvoren i konveksan.
Zatim prelazimo na opcCenitiji slucaj i izvodimo geometrijske uvjete optimalnosti kako bi-
smo bolje razumjeli vezu izmedu gradijenta funkcije cilja i dopustivog skupa koja mora biti
zadovoljena u svakoj tocki lokalnog minimuma. Uz uvodenje dodatnih uvjeta tipa nejedna-
kosti na skup dopustivih tocaka, geometrijski ¢e uvjeti implicirati vezu izmedu gradijenta
funkcije cilja i aktivnh funkcija ogranicenja. Tako dobivamo Fritz Johnove uvjete optimal-
nosti, koji su ipak slabi i mogu biti zadovoljeni u mnogim to¢kama koje nemaju veze s
optimalnim rjeSenjima. Medutim, uz dodatnu pretpostavku regularnosti na dopustivi skup
dobivamo jace uvjete koji su poznati kao Karush-Kuhn-Tuckerovi. Spomenute uvjete re-
gularnosti ¢emo oznacavati s CQ (engl. constraint qualifications) i navest ¢emo neke od
poznatijih te dati vezu izmedu njih. Na samom kraju ¢emo pokazati da su u zada¢ama ko-
nveksnog programiranja KKT uvjeti dovoljni za lokalnu, odnosno globalnu optimalnost.

2.1 Bezuvjetna optimizacija

Razvoj uvjeta optimalnosti zapoCinjemo slu¢ajem u kojem je dopustivi skup § € R” otvo-
ren, a funkcija cilja diferencijabilna. Dakle, promatramo sljedecu zadacu optimizacije:

min f(x)

x€es,
pri ¢emu je S C R” neprazan i otvoren skup te f: § — R diferencijabilna funkcija.

Teorem 2.1 (NuzZni uvjeti prvog reda). Neka je f: S — R diferencijabilna u tocki x* € S.
Ako je x* tocka lokalnog minimuma funkcije f onda V f(x*) = 0.

10
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Napomena 2.2. Gradijent funkcije f u tocki x koji oznacavamo s V f(x) definiran je kao

T
0f(x) 9f(x)
\% = s .
£0) ( T g
Uocimo da se tada gornji uvjet svodi na
) o izt
ij

Tocku x* koja zadovoljava gornji uvjet zovemo stacionarna tocka.
[Za n = 1 se tvrdnja teorema svodi na: x* € R tocka lokalnog minimuma — f'(x*) = 0.]

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je x* tocka lokalnog minimuma takva da
Vf(x*) # 0. Neka je p := —Vf(x*). Prema definiciji derivacije funkcije f u smjeru p
u tocki x*, imamo

S +ap) = f(xX) +aV () p+ o(a),

gdje je o: R — R realna funkcija takva da o(s)/s — 0 kada s — 0. Raspisivanjem
dobijemo

" +ap) = f(x) +aV () (V) + o(e)
= f(x") = VI + o(@)
= f) = al IV + 22 |
Buduci da je po pretpostavci ||V f(x™)|| # 0, za dovoljno mali @ > 0 vrijedi

J&" +ap) < f(x7),

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je x* tocka lokalnog minimuma.
]

Obratna implikacija ne mora vrijediti. Kao kontraprimjer uzmimo funkciju f: R - R
definiranu s f(x) = x°. Tada je ¥ = O stacionarna tocka, ali nije tocka lokalnog ekstrema.
Dokaz prethodnog teorema je vazan jer je u njemu konstruiran vektor smjera p takav da
mali pomak duZ njega iz neke tocke x vodi k manjoj funkcijskoj vrijednosti i to nas motivira
za uvodenje novog pojma.

Definicija 2.3. Neka je f: R" — R realna funkcija i x,p € R" vektori. KaZemo da je
vektor p € R" smjer silaska funkcije f u tocki x ako postoji 56 > 0 takav da f(x + ap) <
f(x), za svaki a € (0,0 ].
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Propozicija 2.4 (Dovoljni uvjeti za smjer silaska). Neka je f: R" — R diferencijabilna u
tocki x € R". Ako za vektor p € R" vrijedi Vf(x)" p < 0 onda je p smjer silaska funkcije f
u tocki x € R".

Dokaz. 1z definicije derivacije funkcije f u smjeru p u tocki x, imamo

fGx+ap) = f(x) +aVf) p+ o).

Kako je po pretpostavci Vf(x)Tp < 0, slijedi da je f(x + ap) < f(x) za dovoljno male
a > 0.
|

Ukoliko su zadovoljene jace pretpostavke na glatkoCu funkcije f, nuZne uvjete lokal-
nog minimuma moZemo jo§ preciznije opisati pomoéu Hesseove matrice V2f(x). Prije
nego iskaZemo teorem koji govori o tome, definirajmo pojam pozitivno semidefinitnih i
definitnih matrica.

Definicija 2.5. Za kvadratnu matricu A € M,(R) kazemo da je:
(i) pozitivno semidefinitna ako je x" Ax > 0, za svaki x € R",
(ii) pozitivno definitna ako je x' Ax > 0, za svaki x € R" \ {0}.

Teorem 2.6 (Nuzni uvjeti drugog reda). Neka je f: S — R dva puta diferencijabilna u
tocki x* € S. Ako je x* tocka lokalnog minimuma funkcije f onda vrijedi Vf(x*) = 01
V2 f(x*) pozitivno semidefinitna matrica.

[Zan = 1 se tvrdnja teorema svodi na: x* € R tocka lokalnog minimuma — f'(x*) =
01f"(x)>0.]

Dokaz. Neka je p € R" proizvoljan vektor. Zbog pretpostavke da je funkcija f dva puta
diferencijabilna u tocki x* € S vrijedi

2
FG +ap) = F(5) + V() p + Sp V()P + 0(ad).

Bududi da je x* tocka lokalnog minimuma, po Teoremu [2.1] vrijedi Vf(x*) = 0. Preos-
taje pokazati V2 f(x*) pozitivno semidefinitna matrica. Sredivanjem gornje jednadZbe te
dijeljenjem s a? > 0 dobijemo

J& +ap) - f(x) _ 1

T2 *
7 7P Vf(x)p +

o(a?)

a?
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Zbog lokalne optimalnosti tocke x* vrijedi f(x* + ap) > f(x*) za dovoljno mali @ > 0 pa
je lijeva strana gornje jednadZbe nenegativna. Zbog toga vrijedi

o(a?)

> 0.
)

1 .
PV fCp +
Uzimanjem limesa kada @ — 0 slijedi

pIVif(x)p > 0.

Kako je p € R" bio proizvoljan slijedi da je V> f(x*) pozitivno semidefinitna matrica.
]

Obrat gornjeg teorema ne vrijedi, kontraprimjer je isti kao i za Teorem 2.1} Za funkciju
f: R — R definiranu s f(x) = x* je X = 0 stacionarna toc¢ka i vrijedi f”(x) = 6x pa je
zadovoljeno f”(0) > 0, ali ne radi se o tocki lokalnog ekstrema.

Sljedeci rezultat govori da uz pretpostavku pozitivne definitnosti Hesseove matrice mo-
Zemo zakljuciti da su stacionarne tocke ujedno tocke strogog lokalnog minimuma.

Teorem 2.7 (Dovoljni uvjeti drugog reda). Neka je f: S — R dva puta diferenijabilna u
tocki x* € S. Ako vrijedi V f(x*) = 0i V2 f(x*) pozitivno definitna matrica onda je x* tocka
strogog lokalnog minimuma funkcije f.

[Za n = 1 se tvrdnja teorema svodi na: f'(x*) = 01 f”(x*) > 0 = x" € R tocka
strogog lokalnog minimuma.]

Dokaz. Neka je Vf(x*) = 01 V2f(x*) pozitivno definitna matrica. Uzmimo proizvoljan
vektor p € R”, p # 0. Tada vrijedi

2
FO +ap) = F) +a VG p+o pIVE(x)p +o(a?)
=0 2 >0

> f(x9),

za dovoljno mali @ > 0. Kako je p bio proizvoljan, gornja nejednakost povlaci da je x*
tocka strogog lokalnog minimuma funkcije f.
]

Teoremom 2.T|smo pokazali da je nuzan uvjet lokalnog minimuma stacionarnost tocke,
a u slucaju konveksnih funkcija taj uvjet je i dovoljan za globalnu, odnosno lokalnu opti-
malnost.

Teorem 2.8 (NuZni i dovoljni uvjeti globalne optimalnosti). Neka je f: S — R diferenci-
jabilna konveksna funkcija. Tada je x* tocka globalnog minimuma funkcije f ako i samo
ako vrijedi V f(x*) = 0.
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Dokaz. Neka je x* to¢ka globalnog minimuma funkcije f. Buduci da je toc¢ka glo-
balnog minimuma ujedno i tocka lokalnog minimuma direktno iz Teorema [2.1] slijedi
Vfx)=0.

Neka je V f(x*) = 0. Zbog konveksnosti funkcije f po Propoziciji za svakiy € R”
vrijedi

fO) 2 fO) + V) (v - x)
= f(x),

gdje jednakost u drugom redu vrijedi zbog pretpostavke V f(x*) = 0. Dakle, vrijedi f(y) >
f(x*) zasvakiy € R", to jest x* je tocka globalnog minimuma funkcije f.
|

2.2 Optimalnost u slucaju konveksnih skupova
U daljnjoj analizi promatramo sljedeéu zadacu:

min f(x)

x €S,

gdje je S € R” neprazan, zatvoren i konveksan skup te f: § — R diferencijabilna funkcija.

Bitna razlika u odnosu na probleme bezuvjetne optimizacije u kojima je S C R” otvoren
koje smo promatrali u prethodnom odjeljku jest ta $to se u zadacama u kojima je § c R”
zatvoren moZe dogoditi da se pomicanjem iz tocke x duz nekog vektora p maknemo iz
dopustivog skupa §. Dakle, ne vrijedi da je svaki vektor p dopustivi vektor. Mozemo li
koristiti vektor p kao smjer pomicanja iz tocke x Ce ovisiti o uvjetima koji definiraju dopus-
tivi skup, to jest jesu li oni aktivni u tocki x ili ne. Stoga u ovom odjeljku dajemo formalne
definicije ovih pojmova kako bismo mogli razviti nuZne i dovoljne uvjete optimalnosti ba-
zirane na njima. Zapoc¢nimo definicijom vektora dopustivog smjera u x, koja kaze da se
malim pomicanjem u tom smjeru moramo zadrZati unutar dopustivog skupa S .

Definicija 2.9. Nekaje S CR",x € S i p € R". KaZemo da je p vektor dopustivog smjera
u tocki x ako postoji 6 > 0 takav da x + ap € S, za svaki a € [0, J].

Prisjetimo se, u prethodnom odjeljku smo pokazali da ukoliko vrijedi Vf(x)"p < 0
tada vektor p definira smjer silaska funkcije f u tocki x. Sada moZemo formulirati nuZne
uvjete optimalnosti za zadacu uvjetne optimizacije u slucaju konveksnih skupova.

Propozicija 2.10 (NuZni uvjeti prvog reda). Neka je S C R" i f: § — R diferencijabilna
funkcija.
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(a) Ako je x* € S tocka lokalnog minimuma funkcije f na skupu S onda za svaki vektor
dopustivog smjera p u tocki x* vrijedi Vf(x*) p > 0.

(b) Neka je S konveksan skup. Ako je x* € S tocka lokalnog minimuma funkcije f na
skupu S onda za svaki x € S vrijedi

VI (x=x") > 0. 2)

Dokaz. (a) Tvrdnju dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Neka je p vektor dopustivog
smjera takav da vrijedi Vf(x*)" p < 0. Tada slijedi da je p vektor silaska, to jest vrijedi
f(x*+ ap) < f(x*) za dovoljno mali @ > 0. Dakle, x* nije tocka lokalnog minimuma.
(b) Budu¢i da je S po pretpostavci konveksan skup, svaki vektor dopustivog smjera p
mozemo zapisati kao a(x — x*), zaneki x € § i @ > 0. Tada tvrdnja slijedi iz (a) dijela.

[

Ranije smo pokazali (Teorem [2.1) da je za zadace bezuvjetne optimizacije u kojima je
funkcija cilja f diferencijabilna nuZan uvjet optimalnosti V f(x*) = 0. Uoc¢imo da taj uvjet
proizlazi iz nejednakosti (2) za slucaj otvorenog skupa S C R”, jer je jedini nacin da nejed-
nakost bude zadovoljena za svaki x € S ako vrijedi V f(x*) = 0. Kao i u slu¢aju bezuvjetne
optimizacije, vektor x* € S koji zadovoljava nejednakost (2)) emo zvati stacionarna tocka.

U nastavku donosimo rezultat za zadaéu konveksnog programiranja, to jest minimiza-
cije konveksne funkcije f na konveksnom skupu §S. Primijetimo da se radi o poopcenju
Teorema 2.8

Teorem 2.11 (NuZni i dovoljni uvjeti globalne optimalnosti). Neka je S C R" neprazan
i konveksan skup te f: S — R diferencijabilna konveksna funkcija. Tada je x* tocka
globalnog minimuma funkcije f na skupu S ako i samo ako vrijedi Vf(x*)T(x — x*) >
0, za svaki x € S.

Dokaz. Neka je x* toCka globalnog minimuma funkcije f na S. Bududi da je tocka
globalnog minimuma ujedno i tocka lokalnog minimuma tvrdnja direktno slijedi iz (b)
dijela Propozcije[2.10]

Neka je Vf(x*)(x — x*) > 0, za svaki x € S. Kako je f konveksna, po Propoziciji
zasvakiy € § vrijedi

fO) 2 f()+ V) (v = x)
> f(x"),

gdje nejednakost u drugom redu vrijedi zbog pretpostavke V f(x*)T(x — x*) > 0. Dakle,
vrijedi f(x*) < f(y), zasvakiy € S, to jest x* je tocka globalnog minimuma funkcije f na
skupu S.

]
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Na kraju ovog odjeljka uvodimo pojam normalnog konusa Cija ¢e relevantnost biti is-
taknuta kasnije u radu. Ujedno, u terminima istog, iskazat ¢emo ekvivalentnu definiciju
stacionarne tocke.

Definicija 2.12. Neka je S C R" zatvoren i konveksan skup. Normalni konus na S u tocki
x € S definira se kao:

Ns(x)={peR"|p'(y-x)<0,ye S}
Sada kazemo da je x* stacionarna toCka ako vrijedi
- Vf(x") € Ns(x). 3)

Ocito je da je ovaj uvjet ekvivalentan uvjetu (2)) i po Teoremu [2.11] oba uvjeta su nuzna i
dovoljna za globalnu optimalnost tocke x* za konveksne funkcije f. Geometrijski gledano,
uvjet (3) kaze da je kut kojeg zatvaraju negativni gradijent funkcije cilja i bilo koji dopustivi
smjer vedi ili jednak 90° (vidi Slika [2.1). To je ekvivalentno Cinjenici da u tocki x* ne
postoji dopustivi smjer silaska.

Ng(x") —Vf(x")

Slika 2.1: Karakterizacija stacionarne tocke u terminima normalnog konusa
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2.3 Geometrijski uvjeti optimalnosti

Od sada pa nadalje analiziramo sljedecu zadacu nelinearnog programiranja:

min f(x)

x €S,

“4)

gdje je S € R" neprazan zatvoren skup i f: § — R diferencijabilna funkcija. Primijetimo
da smo u prethodnom odjeljku ve¢ analizirali jednostavniji slu¢aj ove zadace u kojem je S
konveksan i f diferencijabilna na S i pokazali smo da vrijedi:

Ako je x* tocka lokalnog minimuma onda je x" stacionarna tocka.

Budu¢i da nemamo nikakvih ogranicenja tipa jednakosti i nejednakosti na dopustivi
skup S uvjete optimalnosti ¢emo temeljiti na geometriji. Intuitivno, ako je tocka x* € §
lokalni minimum funkcije f na skupu S, onda se vrijednost funkcije f niti u jednom smjeru
koji je dopustiv ne smije smanjivati. Kako bismo matematicki opisali znacenje prethodne
recenice uvodimo prirodnu definiciju skupa zraka koje proizvoljno blizu tocke x* pripadaju
skupu §.

Definicija 2.13. Neka je S C R" neprazan zatvoren skup. Konus dopustivih smjerova za
S u x € R" (engl.radial cone) definira se kao:

Rs(x):={peR"| 36> 0 takavda x+ap € S,a € [0,5] }.

Dakle, Ry (x) je konus koji sadrZi sve vektore dopustivih smjerova u smislu Definicije
[2.9] Vektor p je element konusa Ry (x) ako dopustivi skup S sadrZi netrivijalni dio zrake
x+ap,a > 0. Nazalost, ovaj konus je premali da bi opisao uvjete optimalnosti za probleme
nelinearnog programiranja. Primjerice, za S = {x € R? | ||x|| = 1} vrijedi Rs(x) = 0 za
svaki x € S. Takoder, za § = {x € R? | x, = x7 } vrijedi Rs(x) = 0 za svaki x € S. Stoga
definiramo kompliciraniji, ali ve¢i skup s lijepim svojstvima koji e nam biti od pomoci.

Definicija 2.14. Neka je S C R" neprazan zatvoren skup. Tangencijalni konus za S u
x € R" definira se kao:

Ts(x) ={peR"|A(xx : keN)C S, (A : ke N) c(0,00) takvi da

lim x; = x, I}im A(xe—x) =pl.

k—o0

Gornja definicija kaze da pri provjeri pripada li vektor p skupu Ts(x), moramo provje-
riti postoji li niz dopustivih toCaka (x; : kK € N) u § koji konvergiraju danom x € R" takav
da je p tangencijalni vektor na niz (x; : kK € N) u tocki x. Dakle, Ts(x) sadrZi sve smjerove
u kojima se moZemo asimptotski pribliZiti tocki x unutar skupa S .

Promatrajudi isti skup kao i ranije, S = {x € R?* | x, = x]} vidimo da je T5(0) = {p €
R? | p, =0}
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Propozicija 2.15. Tangencijalni konus je zatvoren konus. Takoder vrijedi inkluzija

cl Rs()C) c TS(.X), x €R".

Dokaz. Trivijalno je da je tangencijalni konus zaista konus. PokaZimo da je zatvoren.
Neka je (pi : k € N) niz u Tg(x) 1 pretpostavimo da p, — p. Za svaki p; € Ts(x) postoje
x; € S 1A > 0takvidaje ||x;—x|| < k71 i ||k —x)— pill < k7! OCito je da x;, — x i zbog
nejednakosti trokuta vrijedi [|4x(xx — x) — pell < [|A(xx — x) = pill + llpx — pll. Kako desna
strana tezi k nuli za velike k € N slijedi da je p € Tg(x), to jest Ts(x) je zatvoren skup.
Kako smo dokazali da je T's(x) zatvoren, za dokaz inkluzije je dovoljno pokazati da vrijedi
Rs(x) € Ts(x). Neka je p € Rg(x) proizvoljan. Tada za dovoljno veliki £k € N vrijedi
x+k'pesS. Uzmimo x; = x + k'p i A4, = k. Tada iz definicije tangencijalnog konusa
slijedi tvrdnja.

[

Sada ¢emo na nekoliko primjera ilustrirati odnos ova dva konusa. Dopustivi skupovi
koje definiramo u primjerima ¢e biti baza za daljnju analizu u radu jer ¢emo na njima
objasnjavati novouvedene pojmove.

Primjer 2.16. Neka je S = {x € R* | —x; < 0; (x; — 1)* + x5 < 1}. Tuda je Rs(0) = {p €
R?| p1 >0}iTs(0)={peR?|p, >0}, tojest u ovom primjeru vrijedi Ts(0) = cl Rs(0)
(vidi Slika [2.2)).

Primjer 2.17. Neka je S = {x € R*> | —x; < 0; —x, < 0;x1x, < 0}. U ovom slucaju je S
nekonveksan konus i vrijedi Rs(0) = T5(0) = S (vidi Slika2.3).

Primjer 2.18. Neka je S = {x € R? | —x + x, < 0; x; — x, < 0; —x, < 0}. Tada je
Rs(0)=0iTs0)={peR?| p; >0; p, =0} (vidi Slika.

Primjer 2.19. Neka je S = {x € R* | —x, < 0; (x; — 1)* + x5 = 1}. Tada je Rs(0) = 0 i
Ts(0) ={p € R*| p; = 0; po > 0} (vidi Slika2.5).
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-1

Slika 2.2: Dopustivi skup S i tangencijalni konus 75 (0)

§=Tg(0) = Rs(0)

- 0

-1

1 2

Slika 2.3: Dopustivi skup S, tangencijalni konus 75(0) i konus dopustivih smjerova R (0)
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Slika 2.4: Dopustivi skup S i tangencijalni konus T5(0), Rg(0) = 0

Ts(0)

Slika 2.5: Dopustivi skup S i tangencijalni konus T5(0), Rg(0) = 0

20
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Znamo da se vrijednost funkcije f smanjuje duz bilo kojeg smjera silaska (Definicija
i pokazali smo da je dovoljno da vektor p € R" zadovoljava uvijet Vf(x*)'p < 0 da
bi bio vektor smjera silaska funkcije f u tocki x* € R". Bududi da je taj uvjet vrlo lako
provjeriti koristit ¢emo ga za daljnji razvoj uvjeta optimalnosti. Zato definiramo konus
takvih smjerova:
F(x*)={peR"|Vf(x) p<0}

Primjetimo da je ovako definirani konus prazan ako je Vf(x*) = 0. Sada imamo svu
potrebnu notaciju kako bismo iskazali i dokazali glavni teorem ovog odjeljka.

Teorem 2.20 (NuZni geometrijski uvjeti optimalnosti). Ako je x* € S tocka lokalnog mini-
muma onda vrijedi F(x*) N Ts(x*) = 0.

Dokaz. Neka je p € Ts(x") proizvoljan. Tada postoje nizovi (x; : k € N)u S1 (4 : k € N)
u (0, +o0) takvi da je limy_,o X = X* 1 limy_ o Ax(xx — x*) = p. Prema definiciji gradijenta
funkcije f imamo

fO) = f(x7) = VA (i = x%) + o(llxe = x*[]) 2 0,

gdje posljednja nejednakost vrijedi za dovoljno veliki k zbog lokalne optimalnosti tocke
x*. MnoZenjem jednadZbe s A; > 0 i puStanjem limesa dobivamo sljedece

o(|lxx — x*|)

0 < lim | AVF(x) (o = %) + | = )|
koo [l — x*|]

= V£ p+lpll-0,

$to povlai p ¢ F(x*), to jest vrijedi F(x*) N Ts(x*) = 0.
]

Prethodni teorem daje elegantan kriterij za pronalazak kandidata za tocku lokalnog mi-
nimuma zadace (), ali problem je §to je skup 75 (x) u praksi vrlo tesko (gotovo nemoguce)
izraCunati za opcenite skupove S. Jedan nacin na koji mozemo izbjeéi raCunanje tangenci-
jalnog konusa jest da ga zamijenimo nekim manjim konusom i to ¢e nas dovesti do Fritz-
Johnovih uvjeta. Uvodenjem manjih konusa dobivamo slabije uvjete optimalnosti. Na
primjer, tangencijalni konus moZemo zamijeniti konusom dopustivih smjerova jer se kao
jednostavna posljedica geometrijskih uvjeta optimalnosti i Propozicije [2.15]istice sljedeci
rezultat:

Ako je x* € S tocka lokalnog minimuma funkcije f onda vrijedi F(x") N Rs(x*) = 0.

Kako bismo pokazali koliko je ta tvrdnja slaba promotrimo ponovno primjer u kojem je
S ={x eR?| x, = x7 }. Buduéi da je Rg(x) = 0, nuZan uvjet optimalnosti F'(x*) N Rs(x*) =
(0 vrijedi za svaki dopustivi x € S'.
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Drugi nacin na koji moZemo izbje¢i racunanje tangencijalnog konusa jest uvodenje
dodatnog zahtjeva regularnosti koji vodi do Karush-Kuhn-Tuckerovih uvjeta optimalnosti.
Glavni nedostatak ovakvog pristupa jest Sto su KKT uvjeti, iako jednako snazni kao ge-
ometrijski, manje opCeniti i nisu primjenjivi na iregularne probleme.

2.4 Fritz Johnovi uvjeti

U ovom odjeljku uvodimo dodatne uvjete tipa nejednakosti na dopustivi skup S koji ée
nam olaksati racunanje novih konusa koji dobro aproksimiraju 7Ts(x*).

Dakle, pretpostavljamo da je dopustivi skup S definiran sustavom nejednadzbi na slje-
deci nacin:

S={xeR"|gx)<0,i=1,...,m},

pri ¢emu su funkcije g; neprekidno diferencijabilne na R", i = 1,...,m. Uvijek moZemo
pretpostaviti ovakvu strukturu zapisa jer bilo koji uvjet tipa jednakosti 4(x) = 0 ekviva-
lentno moZemo zapisati u obliku nejednakosti kao 4(x) < 0, h(x) > 0.

Za pocetak definirajmo skup

I(x)={ie{l,....,m}|g(x)=0}

kao skup indeksa aktivnih funkcija ogranicenja, to jest onih koje su u tocki x zadovoljene
u obliku jednakosti. Sa |I(x)| ¢emo oznacavati kardinalitet tog skupa.

Da bismo mogli aproksimirati tangencijalni konus 7s(x) definiramo konuse koji se
odnose na aktivne funkcije ograni¢enja u danoj tocki:

C(x)={peR"|Vg(x) p<0,iclx)),

G(x) = {p eR" | Vgi(x) p < 0,i € I(x)).

Primjetimo da G sadrZi sve smjerove silaska za aktivne funkcije ogranienja, a G sve
one koji nisu smjerovi rasta aktivnih funkcija ograni¢enja. Sljedeca propozicija opisuje
odnos skupova G, G, Rs 1 T. Preciznije, govori da su skupovi G 1 G dobre aproksimacije
zaTs.

Propozicija 2.21. Za svaki x € R" vrijedi é(x) C Rg(x) C Tg(x) C G(x).
Dokaz. Dokaz provodimo u tri koraka.

(1) PokaZimo najprije inkluziju G(x) C Rg(x). Neka jepe G(x) proizvoljan. Za svaki
i ¢ I(x) funkcija g; je neprekidna i vrijedi g;(x) < 0. Stoga je g;(x + op) < 0 za
dovoljno male § > 0. Po Propoziji [2.4]slijedi da je p smjer silaska funkcije g; u tocki
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X, i € I(x), Sto znaci da je g;(x + 0p) < gi(x) = 0 za svaki takav i te dovoljno mali
0 > 0. Dakle, p € Rg(x), to jest vrijedi G(x) C Rg(x).

(i) Sada pokazimo da vrijedi Ts(x) € G(x). Neka je sada p € Ts(x), to jest pretpos-
tavimo da postoje nizovi (x; : Kk € N)u S 1 (4 : k € N) u (0, +c0) takvi da je
limy e X = x 1 limg_e k(X — x) = p. Analogno kao i u dokazu Teorema
prema definiciji gradijenta funkcije g;,7 € I(x), imamo

0 > gi(xp) = gilxe) — gi(x) = Vgi(x) (xx — x) + ollxx — xll),

gdje prva nejednakost vrijedi zbog dopustivosti x;. MnoZenjem nejednadzbe s A4, > 0
1 puStanjem limesa, za svaki i € I(x) dobivamo

o(|lxx — xII)

0> lim | 4 Vgi(x)" (xx — x) + [l (x — 2)ll
k—co ||t — x|

= Vg0 p+lipll - 0,
odakle slijedi p € G(x).

(iii) PokaZimo jo§ Rs(x) C Ts(x). Po Propoziciji[2.15|znamo da vrijedi ¢/ Rs(x) C Ts(x),
za svaki x € R", iz Cega zbog definicije zatvaraé:ﬂ direktno slijedi Rg(x) C Ts(x).

Konacno, iz (i), (i1) i (iii) slijedi tvrdnja propozicije.

Na sljede¢im primjerima ¢emo ilustrirati prethodnu propoziciju.

Primjer 2.22 (Nastavak primjera[2.16). Skup S je odreden s dva uvjeta tipa nejednakosti:
gi(x) = —x; < 0igx) = —-1)7>+ x% — 1 < 0. Odredimo é(()) i G(0). Obje funkcije
ogranicenja su aktivne u zadanoj tocki, to jest g1(0) = 01 g,(0) = 0 pa je skup aktivnih
indeksa 1(0) = { 1,2 }. Lako se provjeri da je Vg,(0) = (=1,0)" i Vg,(0) = (=2, 0)". Slijedi
GO)={xeR>|x; >0} =Rs(0)iGO) = {x €R?| x; = 0} = T5(0). Dakle, za skupove
vrijedi inkluzija G(0) = Rs(0) C Ts(0) = G(0).

Primjer 2.23 (Nastavak primjera [2.17). Skup S je odreden s tri uvjeta tipa nejednakosti:
g1(x) = —x1 £0, g2(x) = —xp <0, g3(x) = x1x, < 0. Sve tri funkcije ogranicenja su
aktivne u tocki x = 0 pa je 1(0) = {1,2,3). Lako se provjeri da je Vg,(0) = (-1,0)7,
Ver(0) = (0,—1)7 i Vgs(0) = (0,0)". Slijedi G(0) = 0 C Rg(0) i G(O) = {x € R> | x; >
0,x, > 0} 2 Ts(0). Dakle, vrijedi G(O) C Rs(0) = T5(0) € G(O).

'Prisjetimo se, zatvarad skupa A C R” je presjek svih zatvorenih skupova §to sadrZe A, to jest to je
najmanyji zatvoreni skup koji ga sadrzi.
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Primjer 2.24 (Nastavak primjera [2.18). Skup S je odreden s tri uvjeta tipa nejednakosti:
g1(x0) = —x] + % <0, g2(x) = x] — x, <0, g3(x) = —x, < 0 sve tri funkcije ogranicenja
su aktivne u x = 0 pa je 1(0) = {1,2,3}. Lako se provjeri da je Vg,(0) = (0,1)7, g,(0) =
(0,-1)T i Vg3(0) = (0, -1)T. Slijedi G(O) =0=Rs(0)iGO)={xeR?|x, =0} 2 Ts(0).
Dakle, vrijedi G(O) = Rs(0) € T5(0) € G(0).

Primjer 2.25 (Nastavak primjera[2.19). Skup S je odreden s jednim uvjetom tipa nejedna-
kosti g1(x) = —x, < 0 i jednim uvjetom tipa jednakosti hy(x) = (x; — 1)> + x; — 1 = 0.
Drugi uvjet moZemo ekvivalentno zapisati pomocu dva uvjeta tipa nejednakosti: g,(x) =
hi(x) < 01 g3(x) == —hi(x) < 0. Time smo dobili da skup S definiraju tri funkcije ogra-
nicenja g;,i = 1,2,3 i sve tri su aktivne u x = 0 pa je I(0) = {1,2,3}. Lako se provjeri
da je Vg1(0) = (0,-1)7, g2(0) = (=2,0)7 i Vg3(0) = (2,0)". Slijedi G(0) = O = Rs(0) i
G0) ={xeR?| x; =0,x, 20} = Ts(0). Konacno, imamo G(0) = Rs(0) € Ts(0) = G(0).

Sljedeci vazan nuzan uvjet optimalnosti, u literaturi poznat kao Fritz Johnovﬂ dobi-
vamo kada u geometrijskim uvjetima tangencijalni konus zamijenimo donjom aproksima-
cijom G(x). Time dobivamo sljedecu tvrdnju:

Ako je x* tocka lokalnog minimuma onda vrijedi G(x") N F(x*) = 0.

Ovaj uvjet izgleda prilicno apstraktno, ali moguce ga je zapisati u praktic¢nijoj formi
i u tome ¢e nam pomoci Farkaseva lema. Gornja jednadZba kaze da za fiksni x* linearni
sustav nejednadzbi nema rjeSenja. Sre¢om, Farkaseva lema nam omogucuje da sustav koji
nema rjesenje zapiSemo kao sustav koji ima rjeSenje. Zato ¢emo prije nego krenemo dalje,
iskazati 1 dokazati taj vaZan rezultat.

Propozicija 2.26 (Farkas). Neka je A € M,,,(R), m < nib € R". Tada od sljedeca dva
sustava tocno jedan ima rjesenje:

(i) Ax=b,x>0
(ii) ATy <0, by > 0.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da oba sustava ne mogu istovremeno imati rjeSenje, a zatim
¢emo pokazati da drugi sustav ima rjeSenje ako prvi nema.

Kada bi oba sustava imala rjeSenje, to jest kada bi postojali X > 01y € R” takvi da vrijede
nejednakosti iz iskaza propozicije, onda bi bilo X’ A’y = b’y > 0. Kako je X > 0 mora
vrijediti ATy > 0, $to je u kontradikciji sa sustavom (ii).

Pretpostavimo sada da prvi sustav nema rjeSenje, to jest da b ¢ C, pri Cemu je C = {z €
R™ | Ax = z, x > 0} kona¢nogenerirani konus. Bududi da je kona¢nogenerirani konus

2Fritz John (Berlin, 14. lipanj 1910. — New York, 10. veljade 1994.), njemacki matematicar
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konveksan i zatvoren skup, po teoremu separacijeE] postoje y € R™,y # 01« € R takvi da
jeb’y > aizly < a,zasvakiz € C, to jest

ATy <a, x>0. 5

Specijalno, za x = 0 dobivamo a > 01 b”y > 0. Preostaje pokazati da je ATy < 0, to jest
da je al.Ty <0Ozasvei=1,...,n, pri emu suay,...,a, stupci matrice A. 1z nejednakosti
() za x = ¢; direktno zakljuéujemo ay <O zasvei=1,...,n.

[

Napomena 2.27. Sustav (ii) iz prethodne propozije moZemo zapisati kao ATy > 0, by < 0.

Sada smo spremni iskazati teorem koji opisuje Fritz Johnove uvjete optimalnosti u
povoljnijoj formi.

Teorem 2.28 (Fritz Johnovi nuZni uvjeti). Ako je x* € S tocka lokalnog minimuma onda
postoje uy € Riu € R™ takvi da vrijedi

V) + ) uiVgi(x) =0, (62)
i=1

pig(x) =0, i=1,..,m, (6b)

ﬂ07ﬂi207 i = 17"-7m7 (6C)

(o, ") # 0. (6d)

Dokaz. 1z Propozicije [2.21]i geometrijskih uvjeta optimalnosti slijedi da ne postoji vektor
p € R*takavda Vf(x*)'p < 0iVg;(x")Tp < 0,i € I(x*). Definirajmo matricu A na sljedeci
nacin:

A= (V) Veix)), iell).

Tada sustav A” p < 0 nema rjesenja. Po Farkasevoj lemi (Propozicija[2.26]) postoji vektor
A € RN 2 0 takav da A > 01 Ad = 0. Definirajmo sada (o, g} ,.,)" = A i stavimo
w; =0zai¢ I(x*). Lako se provjeri da ovako definirani y i 4 zadovoljavaju uvjete (6a) —
(6d).

Rjesenje (o, ) sustava (6) zovemo Lagrangeov multiplikator. Uvjet (6b) se naziva
uvjet komplementarnosti. Sve uvjete zajedno, (6a) — (6d) cemo krace zvati Fritz Johnov
sustav, a to¢ku koja ih zadovoljava Fritz Johnova to¢ka. Primjetimo da svaki multiplikator
(osim ) vezemo s odgovarajuom funkcijom ogranicenja g;, to jest odgovara jednom

3Teorem separacije: Neka je C C R” zatvoren i konveksan skup i y ¢ C. Tada postoje vektor g # 0 i
skalar @ € Rtakvida ¢'y > aig’x < a, za svaki x € C.
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uvjetu u definiciji skupa S. Iz uvjeta komplementarnosti slijedi da multiplikatori y; koji
odgovaraju neaktivnim funkcijama ogranicenja, to jest za i ¢ I(x*), moraju biti jednaki
nuli. Opcenito, Lagrangeov multiplikator u; govori koliko je optimalno rjeSenje osjetljivo
na male promjene u uvjetima g;.

Primjer 2.29. Promotimo diferencijabilnu funkciju f: R*> — R definiranu s f(x) = x.
Vrijedi Vf = (1,0)7 i F(0) = {x € R? | x; < 0}. Lako se vidi da je x* = 0 tocka
lokalnog (¢ak i globalnog) minimuma funkcije f za bilo koji skup S iz Primjera
i zadovoljava nuzan geometrijski uvjet optimalnosti F(0) N Ts(0) = 0. U primjerima koji
slijede u nastavku ¢emo rjesavati zadacu minimizacije upravo za tako definiranu funkciju
cilja f.

Primjer 2.30 (Nastavak primjera[2.16). Fritz Johnov sustav se u ovom primjeru svodi na:

1 -1 -2
Ho 0 + 0 0 M
(ﬂO’:uT)T

pri Cemu je vektor u € R? Lagrangeov multiplikator za funkcije ogranicenja g(x) =
—x1 £ 0igx = (x; - 1)*+x -1 < 0. Primjetimo da nije potrebno pisati uvjet
komplementarnosti jer su u ovom slucaju oba uvjeta zadovoljena u vidu jednakosti u tocki
x = 0 pa je jednadzba automatski zadovoljena za sve u. Rjesenje sustava je par
(o, 1), gdje je u = (uy, “F1), za svaki o > 0, 0 < py < pp.

0,

0,

1\

Primjer 2.31 (Nastavak primjera [2.17). Analogno kao u prethodnom primjeru, Fritz Joh-
nov sustav u tocki x* = 0 se svodi na:

N, (-1 0 0  _
,UO 0 0 —l 0 /J - )
(ﬂ()’ﬂT)T Oa

pri emu je u € R, Rjesenje sustava je svaki par (po, i1 ), gdje je u = (uo, 0, u3)’ za svaki
to =0, uz > 0, uz uvjet da je barem jedan strogo veci od nule.

1A%

Primjer 2.32 (Nastavak primjera 2.18). U ovom primjeru se Fritz Johnov sustav u tocki

x* = 0 svodi na:
1+ 0O 0 O -0
Folo)™\1 -1 —1)* = %

(l“l09 #T)T 0’

pri cemu je u € R>. Rjesenje sustava je par (0,u), gdje je = (py, o, i1 — po )7, za svaki
ur >0,0< up <.

1\
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Primjer 2.33 (Nastavak primjera[2.19). Fritz Johnov sustav u tocki x* = 0 se svodi na:

N, (0 22\ _,
ﬂOO _1 O 0#_ )
(o, " 2 0,

Ho \T

pri Semu je u € R3. Rjesenje sustava je svaki par (o, ), gdje je u = (0, o, u2 — > ) za
svaki py > 0, 0 < o < 2.

Glavni nedostatak Fritz Johnovih uvjeta je Sto su preslabi. Takoder, primijetimo da u
Fritz Johnovom sustavu moZe vrijediti gy = 0, a to znaci da uvjeti opisuju samo funkcije
ograniCenja te su neovisni od funkcije cilja f koju Zelimo minimizirati. Naravno, takve
situacije su nepoZeljne pa u ostatku poglavlja opisujemo kako ih izbjeéi.

Budu¢i da konus dopustivih smjerova Rs(x) moZe biti loSa aproksimacija tangencijal-
nog konusa 7Ts(x), a po Propoziciji isto vrijedi 1 za G(x), u opcenitom slucaju ne
mozemo poboljsati Fritz Johnove uvjete optimalnosti. Ipak, uz dodatnu pretpostavku re-
gularnosti skupa S, to jest ako neki od skupova G(x) ili G(x) dovoljno dobro aproksimira
skup T’s(x), to moZemo posti¢i. Ovakve dodatne zahtjeve ¢emo zvati uvjeti regularnosti i
oznacavat ¢emo ih s CQ.

Sljedeca propozicija govori da u slucaju kada je zadovoljen uvjet regularnosti G(x*) £ 0
bilo koje rjeSenje Fritz Johnovog sustava mora zadovoljavati py # 0.

Propozicija 2.34. Neka je x* € S tocka lokalnog minimuma i neka vrijedi G(x*) # 0. Tada
multiplikator uy u Fritz Johnovom sustavu ne moZe biti jednak nuli.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Pretpostavimo da za rjeSenje Fritz
Johnovog sustava vrijedi py = 0. Promotrimo matricu A definiranu na sljedeci nacin:

A=(Vg(x")), ielx).
Buduéi daje Au = 0, u > 0ipu # 0, po Farkasevoj lemi slijedi da sustav AT p < 0 nema
rjeSenja, to jest vrijedi G(x*) = 0.
[
Napomena 2.35. Dijeljenjem svih jednadzbi sustava (6)) s uo > 0 dolazimo do pretpostavke

to = 1 i u tom slucaju ce biti zadovoljeni Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti koje proucavamo
u nastavku.

2.5 Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti

U ovom odjeljku ¢emo iskazati Karush-Kuhn-Tuckerove uvjete optimalnosti koji su spe-
cijalan slucaj Fritz Johnovih za gy = 1. Promatrat ¢emo istu zadacu nelinearnog progra-
miranja kao i do sada, a kasnije ¢emo diskutirati o slucaju kada dodatno imamo uvjete
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tipa jednakosti. Kako bismo doS$li do KKT uvjeta uvodimo dodatni zahtjev regularnosti na
dopustivi skup S. Za pocetak ¢emo pretpostaviti da je zadovoljen Abadijev uvjet regular-
nosti, koji je u praksi ipak vrlo teSko provjeriti. Kasnije u radu ¢emo iskazati neke druge
pretpostavke na dopustivi skup koje su lakSe za provjeriti, a impliciraju ovu. Zapo¢nimo
formalnom definicijom.

Definicija 2.36. Kazemo da je u tocki x € S zadovoljen Abadijev uvjet regularnosti (Abadi
CQ) ako vrijedi Ts(x) = G(x).

Primjer 2.37. Od primjera koje smo do sada proucavali samo Primjeri i2.19 zado-
voljavaju Abadijev CQ.

Spremni smo za dokaz najvaznijeg teorema ovog rada.

Teorem 2.38 (Karush—Kuhn—Tuckeroviﬁ] uvjeti optimalnosti). Neka je x* € S tocka lo-
kalnog minimuma. Ako je u tocki x* zadovoljen Abadijev uvjet regularnosti onda postoji
vektor u € R™ takav da vrijedi

VA + ) uiVeix") =0, (Ta)
i=1

wigi(xH) =0, i=1,...,m, (7b)

u=0. (7c)

Uvjete (7a) - nazivamo Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti, ili skraeno
KKT uvjeti. Tocku koja ih zadovoljava zovemo KKT tocka. Sli¢no kao i kod Fritz Johno-
vih uvjeta, vektor u koji zadovoljava jednadZbe se naziva Lagrangeov, ili ponekad, KKT
multiplikator.

Dokaz. Zbog nuznog geometrijskog uvjeta optimalnosti vrijedi F(x*) N Tg(x*) = 0, §to uz
pretpostavku Abadijevog uvjeta regularnosti u tocki x* € S implicira F(x*) N G(x*) = 0.
Kao i u dokazu teorema Fritz Johnovih uvjeta optimalnosti (Teorem [2.28) konstruiramo
matricu A na sljede¢i naCin:

A=(Vex)), iel(x)

Tada sustav A”p < 0, =V f(x*)" p > 0 nema rjeSenja. Po Farkasevoj lemi slijedi da sustav
A¢é = =Vf(x"), ¢ > 0 ima rjeSenje. Definirajmo vektor u na sljedeci naCin: i) = &1
i =0,i ¢ I(x*). Tako definirani vektor u zadovoljava KKT uvjete (7).

[

“William Karush ( 1. oZujak 1917. — 22. veljate 1997.), americki matematicar i fizicar; Harold William
Kuhn (29. srpanj 1925. — 2. srpanj 2014. ), americki matematicar; Albert William Tucker ( 28. studeni 1905.
—25. sijeanj 1995. ), americki matematicar
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Napomena 2.39. Uoc¢imo da se u zadacama bezuvjetne optimizacije KKT sustav svodi
samo na uvjet V f(x*) = 0, sto smo vec opisali Teoremom

Primjer 2.40 (Nastavak primjera [2.16). Ranije smo pokazali da u tocki x* = 0 vrijedi
T5(0) = G(0), to jest zadovoljen je Abadijev uvjet regularnosti pa KKT sustav ima rjesenje.
Rjesenje pripadnog sustava

jedano s u = (uy, %(1 — )Y, za svaki 0 < py < 1.

Primjer 2.41 (Nastavak primjera [2.17). U ovom primjeru nije zadovoljena pretpostavka
Abadijevog uvjeta regularnosti, ali KKT sustav:

N, (-1 0 0 _
o/]"\o -1 o/ = %
uz0

ipak ima rjeSenje u = (1,0, u3)7, za svaki uz > 0.

Primjer 2.42 (Nastavak primjera [2.18). Buduci da u ovom primjeru za rjesenje Fritz Joh-
novog sustava nuzno vrijedi uo = 0 pripadni KKT sustav:

1, (0 0 0 _ 0
o)\t -1 =1/ T %

oz 0
nema rjesenja. Nije zadovoljena ni pretpostavka Abadijevog uvjeta regularnosti.

Primjer 2.43 (Nastavak primjera 2.19). U ovom primjeru je zadovoljena pretpostavka
Abadijevog uvjeta regularnosti i KKT sustav:

N,(0 22 _,
o/]7\-<1 o o/t T %
u z 0

ima rjesenje u = (0, o, tr — %), za svaki p, > % U ovom slucaju skup Lagrangeovih
multiplikatora nije ogranicen i to proizlazi iz toga sto smo uvjet tipa jednakosti rastavili
na dva uvjeta tipa nejednakosti. U nastavku rada c¢emo formulirati KKT sustav koji ce
zadrZati originalnu reprezentaciju skupa S i na taj nacin cemo smanjiti broj multiplikatora

za uvjete tipa jednakosti samo na jednoga.
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Uvjeti tipa jednakosti

Do sada smo razmatrali samo zadace nelinearnog programiranja s uvjetima tipa nejedna-
kosti, a sada zelimo vidjeti kako se dokazana teorija moZe primijeniti u slu¢aju zadaéa u
kojima se javljaju 1 uvjeti tipa jednakosti.

Dakle, promatrajmo dopustivi skup S koji je definiran uvjetima tipa jednakosti 1 nejed-
nakosti na sljede¢i naCin:

S={xeR"| gx)<0,i=1,....,m; hj(x)=0, j=1,...,k}, (8)

pricemusug;: R" > R,i=1,...,mtehj: R" - R, j = 1,...,k neprekidno diferencija-
bilne funkcije ogranicenja.

Kako bismo sveli ovaj problem na problem koji smo analizirali ranije, skup S mo-
Zemo zapisati preko uvjeta tipa nejednakosti pomocu neprekidno diferencijabilnih funkcija
gi-R" > R,i=1,...,m+ 2k definiranih s:

gi i=1,...,m,
gi =1 hi_m, i=m+1,...,m+k,
Ny, I=m+k+1,...,m+2k

Tada je ekvivalentan zapis dopustivog skupa
S ={xeR'|gx)<0,i=1,...,m+2k}. 9)
Neka je za novu reprezentaciju skupa S sa G(x) oznacen konus
G ={peR | Va0 p <0, icl),

a staru oznaku G(x) koristimo za konus definiran samo gradijentima aktivnih funkcija ogra-
ni¢enja tipa nejednakosti u reprezentaciji (8], to jest

G ={peR | Vg0 p <0, icI(x)).

Dodatno, uvodimo potprostor definiran samo gradijentima funkcija ogranicenja tipa jedna-
kosti:
H={peR'|Vh(x)p=0,i=1,...k}

Bududi da su sve funkcije ogranienja g;,i = m + 1,...,m + 2k nuzno aktivne u svakom
x €S, vrijedi .
G(x) = G(x) N H(x) (10)

pa Abadijev uvjet regularnosti za skup (§) mozemo ekvivalentno zapisati kao

Ts(x) = G(x) N H(x).
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Ako pretpostavimo da je prethodni uvjet zadovoljen, KKT sustav za reprezentaciju skupa
S danu s (9) moZemo zapisati u sljedecem obliku:

m m+k m+2k
uVG) + Y i Vhin() = > Vi (x)

i=1 i=m+1 i=m+k+1
+Vf(x") =0, (ITa)
wigi(x)=0, i=1,...,m, (11b)
wihin(x)=0, i=m+1,...,m+k, (11c)
il (X)) =0, i=m+k+1,...,m+ 2k, (11d)
1> 0. (1le)

Definirajmo par vektora (7, 1) € R" x Rk sat; = wii = 1,...,m izj = Uptj —
Hmsk+jp ] = 1,...,k. Uofimo da uvjeti i (ITd) nisu potrebni jer x* € S implicira
hi(x*) =0,j=1,...,k Dakle, za zadae u kojima je dopustivi skup opisan uvjetima tipa
nejednakosti i jednakosti dobivamo sljede¢i KKT sustav:

m k

V) + 3 Va0 + 3 VA1) = 0, (122)
i=1 j=1

nig(x) =0, i=1,...,m, (12b)

> 0. (12¢)

Ovime smo pokazali da vrijedi tvrdnja sljedeceg teorema.

Teorem 2.44 (KKT uvjeti optimalnosti za uvjete tipa jednakosti i nejednakosti). Pret-
postavimo da je dopustivi skup S definiran s [§)) i neka je x* € S tocka lokalnog mini-
muma. Ako je u tocki x* zadovoljen Abadijev uvjet regularnosti onda postoji par vektora
(11, 1) € R™ x R¥ koji zadovoljava sustav (T2).

Napomena 2.45. Primijetimo da u sustavu nema uvjeta na predznak multiplikatora A koji
se odnosi na uvjete tipa jednakosti.

Primjer 2.46 (Nastavak primjera[2.43). U Primjeru smo racunali Lagrangeove mul-
tiplikatore nakon sto smo dopustivi skup S zapisali samo pomocu uvjeta tipa nejednakosti.
Izracunajmo ih sada za originalnu reprezentaciju dopustivog skupa, S = {x € R? | x, >
0; (x; —1)* + xg = 1}. Zadovoljen je Abadijev uvjet regularnosti i optimalna tocka postoji
pa KKT sustav nuzno ima rjesenje. Laganim racunom se dobije da je rjesenje sustava

o)) 4 ()

0,
moz 0
jedinstveno i vrijedi uy = 0,4, = %
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Uvjeti regularnosti

Pokazali smo da su KKT uvjeti zadovoljeni ako je zadovoljen Abadijev uvjet regularnosti.
Medutim, taj uvjet nije uvijek lako provjeriti. Stoga u ovom pododjeljku prou¢avamo druge

.....

¢emo da je dopustivi skup S definiran s
S={xeR"|g(x)<0,i=1,....,m; hj(x)=0, j=1,...,k}.

Definicija 2.47. KaZemo da je u tocki x € S zadovoljen Mangasarian-Fromovitzov uvjet
regularnosti (MFCQ) ako su gradijenti Vhi(x), j = 1,...,k linearno nezavisni i vrijedi
G(x)NH(x) #0.

Propozicija 2.48. Ako vrijedi MFCQ onda vrijedi Abadijev CQ.
Dokaz. Treba pokazati sljedece:
(i) ¢l (G(x) N H(x)) € Ts ()
(i) Ts(x) € G(x) N H(x) = G(x)
(iii) ¢l (G(x) N H(x)) = G(x) N H(x)

Tada ocito vrijedi Ts(x) = G(x) N H(x) $to je Abadijev uvjet regularnosti. DokaZimo
potrebne tvrdnje:

(ii) Tvrdnja slijedi iz Propozicije [2.21]

(ii1) G(x) N H(x) je zatvoren i vrijedi (Qi(x) N H(x) € G(x) N H(x) pa tvrdnja slijedi iz
definicije zatvaraca.
Neka je p € G(x) N H(x) te p € G(x) N H(x) # 0. Tada je p, = (1 - Hp+ 1p e
Co?(x) N H(x) te p, = p kadan — +oco.

(i) Ozna¢imo s M = {x € R" | hj(x) = 0,j = 1,...,k}. Kako je Ts(x) zatvoren,
dovoljno je pokazati G(x) N H(x) C Ts(x). Neka je p € G(x) N H(x). Za tocku y iz

neke okoline tocke x vrijedi da su gradijenti Vh;(y), j = 1,...,k linearno nezavisni.
Oznacimo s [1(y): R* — R” linearan operator ortogonalne projekcije na potprostor
H(y), gdje je

HO) = [{VG), ..., Vi) } ]

Promotrimo sada sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

1) = N(y(1)p
v(0) =x
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Preslikavanje y +— II(y) je neprekidno jer je & neprekidno diferencijabilna pa prema
Peanovom teoremu postoji rjeSenje y: (—€,€) — R". Tvrdimo da za dovoljno mali
€ < e vrijedi

v(¢) je dopustiva tocka za t € [0, €).
Za uvjete tipa nejednakosti imamo:
Ako je i ¢ I(x) onda vrijedi g;(x) < O te zbog neprekidnosti funkcija g; 1 y vrijedi
gi(y(1)) < 0 za dovoljno mali |¢|. Za i € I(x) vrijedi

d _
d—tgi(y(t)) = Vg:(y())'y (1) = Vgi(y(®) T(y(1))p.

Dakle, vrijedi

d — —
8O = Vgi(x)" Hp =Vg(x)'p<0,
t =0 —_———
=Pjerp e H(x)
gdje posljednja nejednakost vrijedi zbog p € G(x). Dakle, ¢ — g:(y(f)) strogo pada
za dovoljno mali |¢] pa je g:(y(?)) <0, t € [0, €).

Za uvjete tipa jednakosti imamo:
Prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti, za s € (0, f) imamo

d
hity@) = i) +1-2hi(y(5))
—_————
=0

= (VA (y(s)" Y (5)
= tVh(y(s)) TI(y(s))p
S———
€ H(y(s))

=0.

Dakle, y(t) € M zat € (—€,€).
Sada u definiciji Ts (x) uzmemo x; = y (%) 1 Ay = k pa vrijedi

Iim x; =y(0)=x
k—+o00

1
Ly
I At AL

k—+00 k—+00 %

iz Cega slijedi p € Ts(x).
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Primjer 2.49. Ranije smo pokazali da Primjeri i ne zadovoljavaju Abadijev
CQ pa buduci da MFCQ implicira Abadijev CQ, obratom po kontrapoziciji zakljucujemo
da je u istim primjerima nuzno naruSen i MFCQ. S druge strane, Primjeri i
zadovoljavaju MFCQ (a time i Abadijev CQ).

Definicija 2.50. KaZemo da je zadovoljen Slaterov uvjet regularnosti (Slater CQ) ako su
funkcije g;,i = 1,...,mkonveksne, h;, j =1, ...,k afine te postoji X € S takva da g;(x) <0,
i=1,...,m

Propozicija 2.51. Ako vrijedi Slaterov uvjet regularnosti onda vrijedi MFCQ.

Dokaz. Pretpostavimo da je u to¢ki X € S zadovoljen Slaterov uvjet regularnosti. 1z ko-
nveksnosti funkcija g;,i = 1,...,m slijedi

0> gi(X) = gi(®) - gi(x) = Vgi(0) (X = x), i€ l(x).
Buducdi da su uvjeti tipa jednakosti afine funkcije slijedi
0="hX)—hj(x)=Vhx) ' (x-x), j=1,....k

Definirajmo d = X — x. Tada d € G(x) N H(x), to jest vrijedi G(x) N H(x) # 0.
|

Primjer 2.52. Samo je u Primjeru zadovoljen Slaterov CQ. Funkcije g;, i = 1,2 su
konveksne i primjerice jedna Slaterova tocka je (1,0) € S jer vrijedi g;(1,0) = -1 < 0
2(1,00=(1-1+0>-1=-1<0.

Definicija 2.53. KaZemo da je u tocki x € S zadovoljen uvjet linearne nezavisnosti (LICQ)
ako Vgi(x),i € I(x) i Vhj(x), j=1,...,k cine linearno nezavisan skup.

Propozicija 2.54. Ako vrijedi LICQ onda vrijedi MFCQ.

Dokaz. Neka je u tocki x € § zadovoljen LICQ. Gradijenti Vh;(x), j = 1,...,k su linearno
nezavisni po pretpostavci pa ostaje pokazati da vrijedi G(x) N H(x) # 0. Dakle, treba
pronaéi vektor d € R" takav da Vg;(x)'d < 0,i € I(x) i Vhj(x)"d = 0, j = 1,... k. Neka
su matrice G i H definirane na sljedeci nacin:

G =(Vgix).ielx), H=(Vhjx),jel,... .k
Promotrimo matricu A definiranu s

T
A= (G H) € M 1o +iyxn(R)

i vektor b € RI™H* definiran s b = (—e, 0)7, gdje je e € R"™! vektor jedinica. Kako su retci
matrice A linearno nezavisni, sustav Ad = b ima rjeSenje d koje zadovoljava MFCQ.
]
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Ako su zadovoljeni LICQ, rjeSenje (u, A1) Karush-Kuhn-Tuckerovog sustava (12)) je
nuzno jedinstveno i upravo zbog toga je to najcesée koriSten uvjet regularnosti.

Primjer 2.55. Samo je u Primjeru zadovoljen LICQ. Pokazali smo da za x = (0,0)
vrijedi Vg(0) = (0,—-1)T i Vh(0) = (=2,0)T. OC¢ito su Vg,(0) i Vh(0) linearno neza-
visni. Takoder, primijetimo da smo za taj skup dobili jedinstveno rjesenje Lagrangeovih
multiplikatora (Primjer [2.46)).

Definicija 2.56. KaZemo da je zadovoljen uvjet afine regularnosti ako su sve funkcije
gini=1,....mihj,j=1,... kafine.

Propozicija 2.57. Ako vrijedi uvjet afine regularnosti onda vrijedi Abadijev CQ.

Dokaz. Pretpostavimo da su sve funkcije g;,i = 1,...,mihj, j = 1,...,k afine. Tada je
dopustivi skup S poliedarski skup pa je konus dopust1v1h smjerova RS (x) jednak G(x) N
H(x). Po Propozwmnnamo Re(x) CTs(x). 1z Pr0p0z1cueshjed1 Ts(x) C G(x) =
G(x) N H(x), Sto zajedno s prethodnim povlaci Ts(x) = G(x) N H(x), to jest zadovoljen je
Abadijev uvjet regularnosti.

[ ]

Dovoljnost KKT uvjeta

Do sada smo pokazali da su KKT uvjeti optimalnosti nuzni, $to znaci da se opCenito na
temelju njih moZe ustanoviti da neka tocka nije rjeSenje problema nelinearnog progamira-
nja. Medutim, pitamo se mogu li KKT uvjeti biti dovoljni za optimalnost. Odnosno, ako
je KKT sustav rjesiv u x* moZemo li zakljuciti da je x* optimalna tocka? Vidjeli smo da je
u zadaama bezuvjetne optimizacije takav zaklju¢ak omogucavalo svojstvo konveksnosti.
Sada ¢emo pokazati da je i u zada¢ama uvjetne optimizacije potrebna sli¢na pretpostavka.

Za pocetak definirajmo problem konveksnog programiranja (konveksne optimizacije).
Radi se o problemu minimizacije konveksne funkcije na konveksnom skupu.

Definicija 2.58. Promatramo sljedecu zadacu nelinearnog programiranja:

min f(x)

x €S,
pri cemu je dopustivi skup definiran s
S={xeR"| g(x)<0,i=1,....,m; hj(x)=0, j=1,...,k}.

KaZemo da se radi o zadaéi konveksnog programiranja ako su funkcija cilja f i funkcije
gi-i=1,...,mkonveksne te funkcije h;, j = 1, ...,k afine.
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Teorem 2.59 (Dovoljnost KKT uvjeta za konveksne zadace). Ako je x* € S KKT tocka
zadace konveksnog programiranja onda je x* tocka globalnog minimuma.

Dokaz. Neka je x € S proizvoljan. Zbog konveksnosti funkcija g;,i = 1, ..., m vrijedi
— Vgi(x) (x = x") 2 gi(x") — gi(x) = —gi(x) 2 0, i€ l(x), (13)
a zbog pretpostavke da su funkcije i, j = 1,..., k afine vrijedi
— Vhi(x) (x = x) = hj(x)—hj(x) =0, j=1,...,k (14)

Koriste¢i konveksnost funkcije cilja, jednadzbe (12a)) i (I2b), nenegativnost Lagrangeovih
multiplikatora y;, i € I(x*) te relacije (I3) i (I4)) dobivamo sljedecu nejednakost:

F) = Fx) 2 VA (x = x)
k
== > Ve (e = x) = D V() (x - x)

iel(x*) j=1

> 0.

Kako je x € S bio proizvoljan, slijedi da je x* toCka globalnog minimuma.
|

Kao posljedica prethodnog teorema i nuznosti KKT uvjeta istice se sljedeci rezultat.

Teorem 2.60. Neka je za zadacu konveksnog programiranja zadovoljen Slaterov uvjet re-
gularnosti. Tada je x* tocka globalnog minimuma ako i samo ako je x* KKT tocka.

Sljedeci primjer pokazuje da u iskazu KKT teorema ne mozemo izostaviti pretpostavku
Slaterovog uvjeta regularnosti.

Primjer 2.61. Promatramo sljedeci problem:

min x;
xf +x, <0,
— X < 0.

Radi se o zadadi konveksnog programiranja i jedina dopustiva tocka jest 0 € R2. Stovise,
to je tocka globalnog minimuma. Obje funkcije ogranicenja su aktivne u toj tocki, to jest
vrijedi g1(0) = 0 i g,(0) = 0 pa Slaterov uvjet regularnosti nije zadovoljen. Lako je

provjeriti da KKT sustav
1 0 O
o) (1 S = o

U

(\Y
L
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nema rjesenja, iz cega vidimo da cak ni u zadacama konveksnog programiranja koje ne
zadovoljavaju Slaterov uvjet regularnosti optimalna tocka problema ne mora zadovoljavati
KKT uvjete.

Napomena 2.62. Primijetimo da u KKT sustavu uvjet komplementarnosti p;g;(x*) = 0
povlaci yu; = 0,i ¢ I(x*) (za neaktivne funkcije ogranicenja). Stoga KKT uvjete moZemo
pisati u sljedecem obliku:
VI = ) Ve,
iel(x*)
wi >0, iel(x).

Ovakva formulacija uvjeta govori da se negativni gradijent funkcije cilja u optimalnom
rjeSenju moZe zapisati kao linearna kombinacija gradijenata aktivnih funkcija ogranicenja
u tocki x*, pri cemu su koeficijenti jednaki KKT mulitplikatoru. To znaci da se negativni
gradijent funkcije cilja u optimalnom rjesenju nalazi u konusu s vrhom u tocki x*, koji je u
zadacama konveksnog programiranja odreden gradijentima aktivnih funkcija ogranicenja
u toj tocki. Dakle, KKT sustav moZemo geometrijski interpretirati kao

—Vf(x7) € Ng(x"),

pri demu je Ng(x*) normalni konus za S u x* € S (vidi Slika[2.6).

—Vf(x)

Slika 2.6: Graficka ilustracija KKT uvjeta
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Na samom kraju ovog poglavlja, radi boljeg razumijevanja, na Slikama[2.7]i[2.§]je jo§
jednom dan pregled najvaznijih dobivenih rezultata.

Prop 2.48

Prop 2.51 :

Slika 2.7: Veza izmedu uvjeta regularnosti

1
1
Tm 2.28 |
|
|

[ x* lokalni minimum ]‘ -------- -[ x* globalni minimum ]< -=n

T |

| |

| |
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| |

1 1

} 1

|
Geometrijski uvjeti 1 &
o o ~
optimalnosti CEN £
I =

! |

|

|

|

|

|

I

|

: o
FritzJohnoviuvjeti | _ _ KKT uvieti =
optimalnsti Tm 2.44 )

Slika 2.8: Shematski prikaz poglavlja




Poglavlje 3

Primjena Karush-Kuhn-Tuckerovih
uvjeta

Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti primjenjuju se u Sirokom spektru podrucja.
Koriste se pri rjeSavanju raznih matematickih, ekonomskih ili financijskih problema. U
ovom poglavlju éemo na nekoliko primjera ilustrirati njihovu vaznost. Zapocinjemo pri-
mjerom iz podrucja financija, a radi se o problemu izbora portfelja investicija.

Primjer 3.1. Na financijskim trZistima veéina pojedinaca i institucija ima u svome vlas-
nistvu vise razlicitih investicija, odnosno vise razlicitih imovina, koje skupa cine portfelj.
Upravljanje portfeljima vrijednosnica je jedno od temeljnih izazova svih financijskih ins-
titucija i cilj je pronaci nacin kako efikasno raspodijeliti svoja sredstva da bi se ostvario
najveci moguci prinos uz Sto manji rizik. Svaki investitor je suprostaviljen izmedu dva cilja:
visokog ocekivanog prinosa i niskog rizika. U skladu s tim, model optimizacije portfelja se
moZe formulirati na dva nacina. Jedan nacin je da investitor odredi donju granicu prinosa
portfelja i potom iz skupa mogucih portfelja izabere onaj koji ima minimalni rizik. Drugi
nacin je da investitor unaprijed zada gornju granicu prihvatljivog rizika i onda iz skupa
mogucih portfelja izabere onaj koji maksimizira prinos. U financijama je uobicajeno za
mjeru rizika gledati drugi korijen iz varijance koji nazivamo standardnom devijacijom, a
oznacavamo sa op. Vrijednost standardne devijacije, kao i ocekivanog srednjeg povrata
dobiva se na osnovu povijesnih podataka.

Pretpostavimo da investitor ulaZe u dva tipa dionica: A i B. Maksimalan iznos novca
kojeg moZe uloZiti iznosi 1 000 kuna. Neka je x| iznos koji investitor ulaZe u dionicu A, a
X, iznos koji ulaZe u dionicu B. Neka je ocekivani povrat ulaganja u portfelj dan sljedecom
Sformulom:

E[Rp] = 0.10x; + 0.12x;,

39
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dok je varijanca opisana s
o5 = 0.005x7 — 0.006x;x, + 0.008x3.

Investitor Zeli raspodijeliti novac tako da zadrZi standardnu devijaciju ne vecu od 25, ili
ekvivalentno, varijancu ne vecu od 625. Cilj je odrediti x, i x, kako bismo dobili portfelj
koji maksimizira prinos, uz zadani uvjet gornje granice prihvatljivog rizika. Problem se
moZe zapisati kao zadaca konveksnog programiranja
max 0.10x; + 0.12x,
0.005x7 — 0.006x;x, + 0.008x3 — 625 < 0,
x] +x, — 1000 < 0,

ili ekvivalentno

min —0.10x; — 0.12x,
0.005x7 — 0.006x; x, + 0.008x3 — 625 < 0,
X1 + x, — 1000 < 0.

Lako je provjeriti da su funkcije ogranicenja i funkcija cilja zaista konveksne. Primjerice
prva funkcija ogranicenja se moZe zapisati u obliku x" Ax, pri cemu je A simetricna pozi-
tivno definitna 2 X 2 matrica.

Uocimo da je (0,0) jedna Slaterova tocka. Pripadni KKT sustav jednak je

—0.10 + ££1(0.01x; — 0.006x;) + r = 0,

0.12 + 1 (—0.006x; + 0.016x;,) + r = 0,

11(0.005x7 — 0.006x, x, + 0.008x; — 625) = 0,

/12()61 + X — 1000) =0,

His 2 = 0.
Kako se radi o zadaci konveksnog programiranja koja zadovoljava Slaterov uvjet regu-
larnosti, optimalno rjeSenje gornjeg problema ce biti upravo KKT tocka istog problema.
Rjesavanjem sustava dobijemo da je optimalno rjeSenje (x7, x3) = (348.01,270.01). Dakle,

investitor treba 348.01 kuna uloZiti u dionicu A i 270.01 kuna u dionicu B. Takvom raspo-
djelom novca ¢e ostvariti prinos od 67.20 kuna, a varijanca ce biti jednaka 625.

Sljede¢a dva primjera ilustrirat ¢e kako se Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti mogu koris-
titi kao instrument kvalitativne ekonomske analize.

Primjer 3.2 (Optimalno odredivanje cijene). Mnoge tvrtke suocene su sa situacijom kada
potraZnja za odredenim proizvodom ili uslugom varira o dobu dana, to jest u nekim tre-
nucima kapaciteti tvrtke su iskoristeni u potpunosti, dok je u drugim trenucima potraZnja
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izrazito slaba pa neki kapaciteti ostaju nedovoljno iskoristeni. U cilju maksimiziranja do-
biti, tvrtke Zele odrediti optimalnu cijenu proizvoda ili usluge, ovisno o razini potraznje
kupaca. Samo neki od primjera takvih situacija su odredivanje dnevne i nocne telefonske
tarife ili povecéanje cijene smjestaja tijekom vrhunca turisticke sezone.

Oznacimo sa xy, Xz, ..., X4 1 P1, P2, - - - » P24 potraZivanu kolicinu usluge svakog sata u
danu te pripadnu cijenu, respektivno. Pretpostavimo da tijekom cijelog dana postoji po-
traZnja za uslugom, to jest x; > 0, i = 1,2, ...,24. Sa y oznacimo dostupnu kolicinu usluge
(ponudu) po satu. Neka funkcija C(xy, x,, ..., X4) oznacava dnevni ukupni operativni tro-

sak i g(y) dnevni trosSak kapitala (kapaciteta). Pretpostavimo da su graniénf] operativni
troskovi, g—fl_ te granicni troskovi kapitala, g—i, pozitivni. Dodatno se pretpostavlja da na
trzsistu vlada savrsena konkurencija, to jest vrijedi % = 0. Tvrtke Zele odrediti optimalnu
cijenu usluge u svakom trenutku kako bi maksimizirale ukupnu dobit u danu, to jest radi se

o maksimizaciji funkcije

24
= Z pixi — C(x1, X2, ..., X21) — 8(3),

i=1
uz dodatna ogranicenja

xi<y, i=1,2,...,24,
x>0 1i=1,2,...,24.

KKT sustav za ovu zadacu je

oC
—pi+a—+/.ll': s i:1,2,...,24, (163)
Xi
dg 24
—— ) Mi=0, (16b)
(xi—yui=0, i=1,2,...,24, (16¢)
=0, i=1,2,...,24. (16d)

U trenucima t u kojima je potraznja slabija, po definiciji vrijedi y > x, pa uvjet komple-
mentarnosti povlaci u, = 0 za svaki period smanjene potraznje. Tada iz uvjeta (16al)

dobivamo
oC

ox,’

SGranic¢ni trofak predstavlja porast troska koji nastaje zbog proizvodnje jedne dodatne jedinice pro-
izvoda.

D: za svaki trenutak smanjenje potraZnje t,
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to jest zakljucujemo da je optimalna cijena u takvim trenucima jednaka granicnim opera-
tivnim troskovima (sirovine, rad i slicno). Buduci da postoje neiskoristene usluge, potraz-
nju treba poticati Sto je moguce niZim cijenama, a da ne dode do gubitka po prodajnoj
Jjedinici.

S druge strane, u trenucima s u kojima dolazi do povecane potraZnje za uslugama, kapa-
citet tvrki je u potpunosti iskoristen, to jest vrijedi x; = y. Buduci da smo pretpostavili

% >0, iz (T6H) slijedi
og
_6y = E ug > 0,

N

to jest u barem nekom trenutku povecane potrainje Lagrangeov multiplikator mora biti
pozitivan. Iz zaklju¢ujemo da mora vrijediti

oC . . ..
Ds = . + Uy, za svaki trenutak povecane potraznje s.
Dakle, u ovakvim trenucima Ce cijena premasiti granicni operativni trosak za dodatni iznos
koji je jednak vrijednosti Lagrangeovog multiplikatora p,. Stovise, iz (I6b) zakljuc¢ujemo
da ¢e suma vrijednosti razlike cijena iznad granic¢nih operativnih troskova za sva razdoblja
povecane potraZnje biti jednaka granicnom kapitalnom trosku g—’;.

Primjer 3.3 (Maksimizacija prihoda uz ogranicenje dobiti). Pretpostavimo da tvrtka nudi
samo jedan proizvod ili uslugu koji cemo oznaciti s q i da je njegova prodaja pod utjecajem
troskova oglasavanja koje cemo oznaciti s a. Tvrtka Zeli maksimizirati svoj ukupni prihod
R(q, a) uz ogranicenje dobitlﬁ

n=R(q,a) - C(q) —a >m,

pri cemu je C(q) troSak proizvodnje, a m minimalna dobit koju Zele ostvariti. Pretposta-

vimo da su granicni prihod od oglasavanja % i granicni troSak proizvodnje ‘Z—i, pozitivni.

PokaZimo da je iznos koji maksimizira prihod takav da je prihod jednak zadanoj vrijednosti
OR

m, granicni prihod 3 Pozitivan, a granic¢na dobit g—’; negativan.

Radi se o sljedecem problemu
max R(q, a)
R(g,a) —C(q) —a > m,
q =0,
a>0.

Dobit (ili profit) oznacava razliku izmedu prihoda i tro§kova.



POGLAVLIE 3.

KKT sustav je

PRIMJENA KARUSH-KUHN-TUCKEROVIH UVJETA

oR [ ok oc|_
ag " "| "8 T aq|
OR OR
—% /.ll—a—a 1]—0,
u[ —R(g,a) + C(g) + a+m] =0,
u=>0

Uz pretpostavku q > 0, iz jednadzbe (17a) slijedi

to jest

OR oC
g =
6q( + 1) 6qﬂ,

R

99 _ K
ac )
% 1+ pu

JednadZbu moZemo ekvivalentno zapisati kao

Sto uz pretpostavku

OR

da  1+u

IR
da
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(17a)

(17b)

(17¢)
(17d)

(18)

povlaci u > 0. Tada uvjet komplementarnosti implicira —R(q, a) +

C(g)+a+m =0, to jest vrijedi m = m. Kako je 0 < I“Ty < 1, zbog pretpostavke % > 0,

.. v VI .. 1.+ OR . OR ac v .
iz jednadzbe (18)) zakljucujemo da mora vrijediti ke 0i 5 < G Konacno, iz prethodno

OR acC

pokazanoga slijedi da je granicna dobit g—’q’ = 2% — 2= negativna.

dq  dq’
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Sazetak

U ovom radu smo se bavili razvojem nuZnih i dovoljnih uvjeta optimalnosti. Na samom
pocetku smo obradili pitanje egzistencije rjeSenja zadace nelinearnog programiranja i u
tu svrhu smo dokazali poopéenu verziju Weierstrassovog teorema. Prokomentirali smo
osnovne rezultate za jednostavniji slucaj uvjetne optimizacije u kojem je dopustivi skup
zatvoren 1 konveksan. U ostatku rada analiziramo opcenitiju zadacu nelinearnog progra-
miranja u kojoj je dopustivi skup zatvoren 1 funkcija cilja diferencijabilna. Iskazali smo
geometrijske uvjete optimalnosti koji zahtijevaju da je u tocki lokalnog minimuma presjek
tangencijalnog konusa i konusa svih smjerova silaska prazan skup. Bududi da je tangenci-
jalni konus op¢enito tesko izracunati, uveli smo dodatne uvjete tipa nejednakosti na dopus-
tivi skup koji olakSavaju raCunanje konusa koji dobro aproksimiraju tangencijalni konus.
Novouvedeni konusi nas vode do Fritz Johnovih uvjeta optimalnosti koji su ipak dosta
slabi i mogu ih zadovoljavati mnoge toCke koje nisu lokalno optimalne. Stoga smo uveli
dodatni zahtjev Abadijevog uvjeta regularnosti i time smo dosli do specijalnog slucaja Fritz
Johnovih uvjeta koji je poznat kao Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti. Kako Abadijev uvjet
nije uvijek lako provjeriti definirali smo i ostale najceS¢e koriStene uvjete regularnosti koji
impliciraju Abadijev. Pokazali smo da su Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti op-
¢enito nuzni, a u zadaama konveksnog programiranja dovoljni za lokalnu optimalnost
tocke.



Summary

In this thesis we studied development of necessary and sufficient optimality conditions. At
the beginning we introduced an important result about existence of solutions to a nonli-
near programming problem, known as generalized Weierstrass’ theorem. We introduced
some basic results for the case of constrained optimization over closed and convex sets.
The rest of the thesis deals with a quite general nonlinear programming problem, where
feasible set is closed and the objective function is differentiable. We established geome-
tric optimality conditions which say that at every point of local minimum, the intersection
of tangent cone and cone of descent directions must be an empty set. Tangent cone is
nearly impossible to compute for general feasible sets so we gave a specific description
of a feasible set in terms of inequalities, which helps us to compute other cones that ap-
proximate tangent cone in many practical situations. In this way we obtain the Fritz John
conditions that, however, are somewhat too weak to be practical and they can be satisfied
by many points that have nothing in common with locally optimal points. We assume an
additional regularity on feasible set, Abadie’s constraint qualification, and we get special
case of Fritz John conditions, known as Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions. Aba-
die’s constraint qualification is difficult to check when it comes to practical problems so
we defined some computationally verifiable assumptions that all imply Abadie’s constraint
qualification. We showed that Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions are necessary,
and for convex problems the Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions are sufficient for
local optimality.
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