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Uvod

Teorija izracunljivosti proucava odlucive ili rjesive probleme, odnosno probleme do
¢ijeg rjeSenja mozemo doci upotrebom nekog algoritma. Kako bismo mogli odgovoriti
na pitanje je li neki konkretan problem rjesiv, najprije moramo dati formalnu defi-
niciju pojma algoritma. Jedan pristup toj problematici je promatranje idealiziranih
strojeva koji izvode unaprijed definirane operacije na nekom skupu objekata, kao sto
su, primjerice, RAM-stroj ili Turingov stroj.

Nesto drukéiji (i apstraktniji) pristup je pomocu parcijalno rekurzivnih funkcija.
Klasa parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa brojevnih funkcija koja sadrzi
inicijalne funkcije (nul-funkciju, funkeiju sljedbenik i sve koordinatne projekcije), i
zatvorena je za kompoziciju, primitivnu rekurziju i minimizaciju. Rekurzivna funk-
cija je totalna parcijalno rekurzivna funkcija. Uoc¢imo da, intuitivno, ova klasa funk-
cija odgovara operacijama za koje prirodno ocekujemo se mogu izvrsiti na svakom
racunalu. Inicijalne funkcije odgovaraju resetiranju izlaznog registra, vracanju neke
od ulaznih vrijednosti i uve¢avanju neke vrijednosti za jedan. Zatim, kompozicija
odgovara slijednom izvrSsavanju naredbi, primitivna rekurzija odgovara ogranicenim
petljama, a minimizacija neogranicenim petljama. Stoga ne cudi ¢injenica da klasa
parcijalno rekurzivnih funkcija odgovara klasi funkcija izra¢unljivih na RAM-stroju
ili Turingovom stroju (vidi [1], teorem ekvivalencije za brojevne funkcije). Pretpos-
tavlja se da sve “dovoljno dobre” formalizacije pojma algoritma definiraju istu klasu
izracunljivih funkcija, o ¢emu govori Church-Turingova teza.

Dakle, neko preslikavanje smatramo izracunljivim ako ono odgovara djelovanju
(parcijalno) rekurzivne funkcije. Odmah uocavamo bitan nedostatak ovog pristupa:
izracunljivost je definirana samo za funkcije N* — N, dok u primjenama Zelimo
baratati i s puno opéenitijim objektima. Stoga je potrebno prosiriti definiciju rekur-
zivnosti na funkcije s nekim drugim skupovima kao domenama i kodomenama. To je
jednostavno uciniti ako imamo prirodno kodiranje, odnosno reprezentaciju elemenata
novog skupa pomoc¢u prirodnih brojeva. Primjerice, cijeli broj mozemo poistovijetiti s
uredenim parom predznaka i apsolutne vrijednosti, pa za funkciju f : N¥ — Z kazemo
da je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije a,b : N¥ — N za koje vrijedi

f(z) = (=1)*@a(z), Vo € NF.



Uvob

Sli¢no, reéi éemo da je funkcija g : N¥ — Q rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije
w,v,w : N¥ — N takve da vrijedi
g(z) = (—1)“’(“”)M, Vo € NF,
v(x)

Sljedeéi korak je uvodenje izrac¢unljivosti na skupu realnih brojeva. Najprije se pi-
tamo kako bismo realne brojeve reprezentirali pomoc¢u prirodnih brojeva. Jasno je da
to ne mozemo jednoznac¢no uciniti, jer realnih brojeva “ima previse”. Ne mozemo ih
reprezentirati ¢ak ni konac¢nim nizovima prirodnih brojeva - ali mogli bismo pomoc¢u
beskonac¢nih nizova. Zapravo, imamo vrlo prirodnu reprezentaciju realnih brojeva
pomocu nizova racionalnih brojeva, jer realan broj mozemo poistovjetiti s Cauchyje-
vim nizom ¢iji je on limes. Ta ¢injenica motivira sljede¢u definiciju: realan broj z
smatramo izracunljivim ako postoji rekurzivna funkcija f : N — Q takva da vrijedi

lz — f(k)| <27, Vk € N.

Pokazuje se da je skup izracunljivih realnih brojeva zatvoren za osnovne algebarske
operacije. Takoder, moze se pokazati da taj skup sadrzi sve algebarske realne brojeve,
ali i neke transcendentne, poput e ili .

Sada je jasno i kako bismo definirali izracunljivost funkcije f : N¥ — R. Ona ¢e
biti izracunljiva ako postoji rekurzivna funkcija F : N¥*! — Q takva da vrijedi

|f(z) — F(z,k)| < 27, Vr € N*, Vk € N.

Dalje bismo htjeli definirati izracunljivost funkcije f : R — R. Promotrimo kako
bismo mogli efektivno racunati vrijednosti realne funkcije. Kako bismo dobili trazenu
aproksimaciju broja f(z), stroju koji racuna funkciju f kao ulazni podatak moramo
dati dovoljno dobru aproksimaciju broja x. To motivira zahtjev efektivne uniformne
neprekidnosti:

(3 rekurzivna funkcija 6 : N = N) (Vz,y € R)  |z—y| < 270 = |f(z)—f(y)| < 27F.

Takoder, jasno je da rezultat izracunavanja mora biti izracunljiv broj. Zapravo, zah-
tijevat ¢emo i viSe - da funkcija preslikava izracunljive nizove realnih brojeva u iste
takve. Dakle, za funkciju R — R koja je efektivno uniformno neprekidna i pres-
likava izracunljive nizove u izrac¢unljive nizove kazemo da je izracunljiva. Nultocka
izracunljive funkcije opéenito ne mora biti izracunljiva. Dapace, moguce je konstru-
irati izracunljivu funkciju f : R — R koja ima nultocke, ali nijedna od njih nije
izracunljiva.

Moze se pokazati da je kompaktan skup S u R skup nultoc¢aka izracunljive realne
funkcije ako i samo ako je poluizracunljiv. Kompaktan skup u R je poluizracunljiv



ako mozemo efektivno izlistati sve kona¢ne unije otvorenih intervala s racionalnim
krajnjim tockama koje ga prekrivaju. Izracunljiv skup je kompaktan podskup od R
kojeg mozemo, s danom tocnoséu, efektivno aproksimirati kona¢nim skupom raci-
onalnih brojeva. Kao §to mozemo naslutiti iz terminologije, svaki izracunljiv skup je
poluizracunljiv. Medutim, obrat ove tvrdnje opcenito ne vrijedi. Stoga se mozemo
pitati koja dodatna svojstva poluizracunljiv skup mora imati da bi bio izrac¢unljiv.

U ovom diplomskom radu formulirat ¢emo ove pojmove u nesto opcéenitijem kon-
tekstu, za izracunlyive metricke prostore. Izracunljiv metricki prostor je metricki
prostor (X, d) opskrbljen nizom (a,)nen Cija je slika gusta u (X, d), a funkcija koja
paru (i,j) € N? pridruzuje d(w;, ;) je izracunljiva. Proucavat ¢emo topoloska svoj-
stva koja garantiraju izracunljivost poluizracunljivih skupova u izracunljivom me-
trickom prostoru. Preciznije, pokazat ¢emo sljedece: ako je X kontinuum lancast od
a do b te ako su skupovi X i {a,b} poluizra¢unljivi, onda je X izracunljiv. Na-
dalje, ako je S prostor homeomorfan s I? = [0,1]? i ako je 9S slika od 9I? =
([0,1] x {0,1}) U ({0,1} x [0,1]) pri tom homeomorfizmu, pokazat ¢emo da je S
izracunljiv ¢im su S i S poluizracunljivi.

Za ureden par (A, X)) topoloskog prostora A i njegovog potprostora ¥ kazemo da
ima izracunljiv tip ako za svako smjestenje od A u izracunljiv metricki prostor takvo
da su slike od A i ¥ poluizracunljive vrijedi da je slika od A izracunljiva. Dakle,
mozemo reé¢i da (uz oznake kao gore) uredeni parovi (X, {a,b}) i (I?,0I?) imaju
izracunljiv tip.

Promatrat ¢emo i jos opcenitiji ambijentni prostor - izracunljiv topoloski prostor,
te ¢emo pokazati da i u tom slucaju, za Hausdorffov kontinuum X lancast od a do b,
par (X, {a,b}) ima izracunljiv tip.

Pri izradi ovog diplomskog rada od iznimnog znacaja bila je pomo¢ mog mentora,
izv. prof. dr. sc. Zvonka Iljazovi¢a, kojem ovim putem zahvaljujem na svim korisnim
savjetima te ulozenom vremenu i trudu. Takoder, zeljela bih zahvaliti svojoj obitelji
na bezuvjetnoj podrsci tijekom studija.






Poglavlje 1

Izracunljivost u R"

1.1 Izracunljivost u N"

Iz klasicne teorije izracunljivosti poznajemo rekurzivne funkcije f : N¥ — N. U ovom
odjeljku prosirit ¢emo pojam rekurzivnosti na funkcije s kodomenom N™.

Neka su k,n € N\ {0}. Kazemo da je funkcija f = (f1, fo,..., fn) : N¥ — N

rekurzivna ako su sve njene komponentne funkcije fi, fo, ..., f, rekurzivne.

Propozicija 1.1.1. Neka su k,n,m € N\ {0} te neka su f : N¥ — N j g : N* — N™
rekurzivne funkcije. Tada je 1 kompozicija g o f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasu fi, fa, ..., f, komponentne funkcije od f i neka su g1, 9o, ..., g kom-
ponentne funkcije od g. Za svaki € N* vrijedi

(g0 @) = (a1(f(2), g2(f(@)), .-, gm(f(2))),

odnosno, g1 o f,g20 f,...,gm o f su komponentne funkcije od g o f.
Neka je i € {1,2,...,m}. Za svaki x € N¥ vrijedi

(910 (@) = gi(fi(@), fo(), ..., fu(2))

pa je g; o f kompozicija funkcija g i f1, fo, ..., fa, 1 kao takva je rekurzivna. Odavde
zakljucujemo da je g o f rekurzivna funkcija. O

Lema 1.1.2. Neka su k,n € N\ {0} te neka su f, g : N¥ — N" rekurzivne funkcije.
Neka je
S = {r e N | f(&) = (@)}

Tada je S rekurzivan skup.
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Dokaz. Promotrimo najprije slucaj n = 1. Tada je

xs(z) =5g (|f(x) —g(2)]), Vo eNF,

pri ¢emu je 5g : N — N funkcija definirana sa

0 >1
@(x):{l’ z;o : Vz e N.

Poznato je da je sg rekurzivna funkcija, a takoder je poznato da je funkcija N2 — N,
(a,b) — |a — b| rekurzivna. Iz ovoga zakljkucujemo da je yg rekurzivna funkcija.
Dakle, S je rekurzivan skup u slucaju n = 1.

Promotrimo sada opéi sluéaj. Neka su fi, f2,..., fn : N¥ — N komponentne
funkcije od f i g1, 92, .., 9n : N¥ — N komponentne funkcije od g. Vrijedi:

S={r e N| filz) = @} n ... N {2 € N | fule) = gal2)}.

Prema prethodno dokazanom, S je presjek konacno mnogo rekurzivnih skupova.
Dakle, skup S je rekurzivan. O]

Primjer 1.1.3. Neka su pg,p1,p2,... svi prosti brojevi redom. Nadalje, neka je
E : N? — N funkcija koja uredenom paru (z, k) pridruzuje eksponent kojim p, ulazi
u rastav od = na proste faktore ako je x > 1, te E(0,k) = 0, Vk € N. Poznato je da

je funkcija E rekurzivna.
Neka je k € N. Definirajmo funkciju f : N — N* sa

f(z) = (E(z,1), E(z,2),...,E(x, k)).

Tada je f rekurzivna surjekcija. <

Neka je k € N\ {0} te neka je S C N*. Za skup S kazemo da je rekurzivno
prebrojiv ako je S = 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N* takva da je

S = f(N).

Propozicija 1.1.4. Neka je k € N\ {0} i neka je S C N¥ rekurzivan skup. Tada je
S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = 0, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je S # () i odaberimo
sg € S. Prema primjeru [1.1.3] postoji rekurzivna surjekcija f : N — N*. Definiramo
g: N —= NFsa

) f(x), ako f(x) €S
gle) = {50, ako f(z) ¢ S.



1.1. Izracunljivost u N"

Neka su g1, g9, . . ., & komponentne funkcije od g, fi, f2, ..., fr komponentne funkcije
od f ineka je so = (a1,a9,...,ar). Nekaje T'={zx € N | f(z) € S}. Imamo da je
X1 = Xs © f, pa slijedi da je T rekurzivan skup.

Za svakii € {1,2,...,k} vrijedi

. fz(l'), T &€ T
g9i(w) = {% v dT,

pa je za svaki ¢ € {1,2,...k} funkcija g; rekurzivna kao funkcija definirana po
slucajevima iz rekurzivnih grana i rekurzivnih uvjeta. Dakle, g je rekurzivna funkcija,
a ocito je g(N) = S. Prema tome, S je rekurzivno prebrojiv skup. O]

Teorem 1.1.5 (Teorem o projekciji). Neka su k,n € N\ {0} te neka je T C Nk+©
rekurzivno prebrojiv skup. Neka je

S={zeN | (GyeN") (z,y) €T}.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka je p : N¥*" — N¥ projekcija na prvih k koordinata, tj.
p(x1, 29, ... Tpar) = (1, T2, ..., Tk).

Jasno je da je p rekurzivna funkcija. 1z pretpostavke teorema slijedi S = p(T).
Ako je T = (0, onda je S = ) pa je S rekurzivno prebrojiv. Pretpostavimo da je
T # (0. Tada je T = f(N) za neku rekurzivnu funkciju f : N — N***. Imamo

S =p(T)=p(f(N)) = (po f)(N).

Dakle, S = (p o f)(N). Kako je prema propoziciji p o f rekurzivna funkcija,
slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. O

Propozicija 1.1.6. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N¥ — N" rekurzivna
funkcija. Neka je S C N™ rekurzivno prebrojiv skup. Tada je i skup f~1(S) rekurzivno
prebrojiv.

Dokaz. Ako je S prazan, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je S # (). Tada je
S = g(N) za neku rekurzivnu funkciju g : N — N". Neka je x € N*. Vrijedi:

ref1(9) & flx)eS & (FieN) flx) = g(i). (1.1)
Definirajmo skup 7' C NF*! sa

T={(x,i) eN"" | f(z) =9g(i)}.
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Iz leme lako slijedi da je T rekurzivan skup. Nadalje, iz ([L.1)) slijedi
vefHS) & (FeN)(x,i)eT.
Sada iz teorema o projekciji slijedi da je f~!(S) rekurzivno prebrojiv skup. O

Propozicija 1.1.7. Neka su S,T C N* rekurzivno prebrojivi skupovi. Tada su i
skupove SNT 1 SUT rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Ako je S = ili T = (), tvrdnje su jasne. Pretpostavimo da je S # 0 i T # (.
Tada postoje rekurzivne funkcije f,g : N — N¥ takve da je S = f(N) i T = g(N).
Neka je z € N*. Vrijedi:

reSNT & (F,jeN) z=f(i)i z=g()). (1.2)
Definirajmo skup € C NF+2,
Q={(z,i,7) eN""? | w=f(i) iz =9()}.

Koristenjem leme dobivamo da je €2 rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa,
a zatim iz propozicije m slijedi da je €2 rekurzivno prebrojiv. Prema (1.2)) vrijedi

reSNT < (3(i,4) € N°) (z,4,5) € U

Sada iz teorema o projekciji slijedi da je S NT rekurzivno prebrojiv.
Analogno, promatrajuéi Q' = {(z,i,j) € N2 | x = f(i) ili = g(j)}, dobivamo
da je S UT rekurzivno prebrojiv. O

Za funkciju f : S — N* kazemo da je parcijalno rekurzivna ako su sve njene
komponentne funkcije parcijalno rekurzivne.

Lema 1.1.8. Neka su k,n € N\ {0} i neka je T C N*™ rekurzivan skup. Nadalje,
neka je

S={zeN | (yeN) (z,y)€T}.

Tada postoji parcijalno rekurzivna funkcija f : S — N" takva da je (z, f(z)) € T za
svaki x € S.

Dokaz. Neka je E funkcija iz primjera [1.1.3] Definirajmo skup
T' = {(z,i) e N*'" | (2,E(i,1),...,E(i,n)) € T}.
Uoc¢imo da je T" rekurzivan skup. Nadalje, definirajmo k-mjesnu funkciju ¢ formulom

p(x) = pi((x,i) € T").



1.1. Izracunljivost u N"

Vidimo da je ¢ parcijalno rekurzivna funkcija i da je njena domena jednaka S.
Takoder, imamo (x,¢(x)) € T", Yo € S. Sada je za parcijalno rekurzivnu funkciju
f:S — N danus

jasno da ima trazeno svojstvo. 0

Teorem 1.1.9 (Single-valuedness). Neka su k,n € N\ {0} te neka je T C N+t
rekurzivno prebrojiv skup. Neka su Sy C NF i Sy C N rekurzivno prebrojivi skupovi
takvi da za svaki x € Sy postojiy € Sy takav da je (x,y) € T. Tada postoji parcijalno
rekurzivna funkcija f : Sy — N" takva da je f(S1) € Sy i (z, f(z)) € T za sve x € S;.

Dokaz. Ako je S; = (), tvrdnja je jasna. Ako je S; # (), onda je T # () i Sy # (). Tada
postoje rekurzivne funkcije g1 : N — N¥, ¢, : N — N* i h : N — N**" takve da je
S1=g1(N), Sy = ¢2(N) i T'= h(N). Definiramo

Q= {(z,4,5,)) e N*** | w = g:(i), (z,92(j)) = h(1)} .

Skup 2 je rekurzivan prema lemi [1.1.2]

Za x € S postoji i € N takav da je = ¢1(i), a po pretpostavci postoje i 7, € N
takvi da je (z,92(j)) = h(l). Dakle, za svaki x € Sy postoji (i, j,1) € N? takav da je
(x,1,7,1) € Q. S druge strane, (z,1,j,1) € Q povlaci x = ¢,(i), tj. x € S;. Dakle,

Sy ={zeN | (3(i,4,1) € N*) (,i,4,1) € Q}.

Prema lemi m postoji parcijalno rekurzivna funkcija ¢ : S; — N® takva da je
(z,p(x)) € Q za svaki € S;. Oznacimo sa @1, @2 1 ¢z komponentne funkcije od ¢.
Imamo

(2, p1(2), 2(), p3(z)) € Vx € 5y,
pa iz definicije skupa 2 slijedi
(7, 92(p2(x))) €T Vo € S;.
Oznacimo f = g 0 5. Imamo da je domena od f jednaka domeni od ¢, odnosno St

idaje f(S1) C Sy jer je f(S1) C g2(N) = S5, Prema tome, f je trazena parcijalno
rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.1.10. Neka je S C N beskonacan rekurzivno prebrojiv skup. Tada
postoji rekurzivna injekcija f - N — N takva da je f(N) = S.
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Dokaz. Neka je g : N — N rekurzivna funkcija takva da je S = g(N). Definirajmo
funkciju h : N — N rekurzivno na sljede¢i nacin:

h(0) = 0,
Wz +1) =min{y | g(y) ¢ {9(0),9(1),...,g(h(x))}}.

Definirajmo skup 7' = {(l,y) | 9(y) ¢ {9(0),9(1),...,g(D)}}. T je rekurzivan jer je

xr(l,y) = sg (H\g(y) - g(%’)\)

sto je rekurzivna funkcija.

Definirajmo sada funkciju G formulom G(I) = min {y | g(y) ¢ {g(0),...,9()}}.
Imamo G(I) = uy((l,y) € T), pa je G parcijalno rekurzivna. Takoder, G je totalna
jer je S po pretpostavci beskonacan. Odavde vidimo da je h rekurzivna funkcija.
Tvrdimo:

(1) goh: N — N je injekcija;
(2) Im(go h) =Imyg.
Ocito je h strogo rastuca. Neka je i < j, 7,7 € N. Tada je
h(j) =min{y | g(y) ¢ {9(0),9(1),.... g(h(j — 1))}},
pa posebno g(h(j)) ¢ {9(0),9(1),...g(h(j — 1))}. Zbog i < j imamo i < j — 1,
pa je h(i) < h(j — 1). Odavde slijedi g(h(i)) € {g(0),g(1),...g(h(j — 1))}. Dakle,

J
g(h(i)) # g(h(j)). Time je dokazano (1).
Ocito je Im(g o h) C Im(g). Indukcijom po n dokazujemo

{9(0),9(1),...,g(h(n))} = {(g 0 h)(0), (g o h)(1),...,(goh)(n)}.

Za n = 0 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka je
0<i<h(n+1). Ako je 0 <i < h(n + 1), iz definicije od h vidimo

9(i) € {9(0),9(1), ..., g(h(n))} € {(g 0 h)(0),(g o h)(1),...,(goh)(n)}.

Ako je i = h(n + 1), onda je oc¢ito g(h(n+ 1)) € {(go h)(0),...,(goh)(n+1)}.
Kako je h strogo rastuca, slijedi Img C Im(g o h). Time je dokazano (2) i dokaz
je zavrsen. O
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1.2. Izracunljivost u Z i Q

1.2 Izracunljivost uZ i Q
Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N* — Z kazemo da je rekurzivna ako postoje
rekurzivne funkcije a, b : N¥ — N takve da je f(z) = (—1)*®a(z) za svaki x € NF,

Uocimo da je svaka rekurzivna funkcija f : N¥ — N rekurzivna i kao funkcija
N*¥ — Z, jer mozemo uzeti a = f i b = 0. Nadalje, ako je f : N¥ — Z rekurzivna
funkcija i f(N*) C N, onda je f rekurzivna i kao funkcija N¥ — N. Naime,

f(@) = f (@) = (-1)"Pa(2)| = a(2), Vo € N,

pa je f rekurzivna jer je a rekurzivna.
Imamo sljede¢u karakterizaciju rekurzivnih funkcija s cjelobrojnim vrijednostima:

Lema 1.2.1. Neka je k € N\ {0}. Funkcija f : N¥ — Z je rekurzivna ako i samo
ako postoje rekurzivne funkcije u,v : N¥ — N takve da vrijedi f(x) = u(x) —v(z) 2a
sve v € NF.

Dokaz. Pretpostavimo da je f : N¥ — Z rekurzivna. Tada postoje rekurzivne funkcije
a,b: NF — N takve da je f(z) = (—1)*@a(x) za svaki x € N*. Vrijedi

o) = {a(l’% b(z) paran, _ {a(x) -0, b(z) paran,

—a(z), inace; 0—a(x), inace.
Definiramo
b 2N 0 b 2N
U(J:) — a(.’]))’ . (1’) E ) 1 'U([L') — ? ' ('Z‘) E )
0, inace a(x), inace.

Kako je skup parnih brojeva 2N rekurzivan, funkcije u i v su rekurzivne i vrijedi
f(z) = u(x) —v(x), Vo € Nk,

Obratno, pretpostavimo da je f(x) = u(z) — v(z), Vo € N¥ za neke rekurzivne
funkcije u, v : N¥ — N. Stavimo

b(x):{o’ uz)zv(@) ) = u) — o).

1, inace

Lako se vidi da su ovako definirane funkcije a i b rekurzivne i vrijedi f(z) = (—1)"®a(z)
za svaki z € NF, O

Propozicija 1.2.2. Neka su f,g : N¥ — Z rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f+a, f-9, —f, |f| rekurzivne.

11



1. IZRACUNLJIVOST U R"

Dokaz. Prema lemi m postoje rekurzivne funkcije u, v, /', v" : N¥ — N takve da je
f(x) =u(z) —v(x)ig(z) = u'(z) — v'(x) za svaki x € N¥. Imamo
(f +9)(@) = u(z) — v(z) +u'(z) = v'(2) = (u+ ) (2) = (v+2)(2),  VoeN

Kako su funkcije u+u’ i v40' rekurzivne, prema lemi funkcija f+g je rekurzivna.
Neka su a,a’, b, b’ : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je f(z) = (—1)"@a(x) i
g(x) = (=1)"®d/ () za svaki x € N*. Tada je

(f - 9)(x) = ()" Da(2)d (2), (=f)(z) = (-1)"*a(2) i |f(z)] = a(z)

za sve v € N¥| pa su i funkcije f - g, —f, |f| rekurzivne. O
Propozicija 1.2.3. Neka su k,n € N\ {0}, fi,fo,..., fu : N¥* — Z rekurzivne
funkcije i Sy,S5s,...,S, C NF medusobno disjunktni rekurzivni skupovi takvi da je
Ule S; = NF¥. Tada je funkcija F : NF — 7,
fl (l’), x € Sl
x), x €S
R

fn(x), x €S,
rekurzivna.
Dokaz. Za svaki € N¥ vrijedi
F(x) = x5, (2) fi(x) + X5 (2) fo(2) + - + X5, (2) fu()
pa tvrdnja lako slijedi iz prethodne propozicije. ]
Iz klasicne teorije izra¢unljivosti poznata je sljedec¢a propozicija:

Propozicija 1.2.4. Neka je k € N\ {0} i neka su f : N¥*1 - N, o,8 : Nt - N
rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije h, h' : N¥ — N,

B(x)
h) = iz%f(x’i)’ a(z) < (),
\0 mace

(

=

(z)
fla,9),  afz) < B(z),

i=a(x)

h'(z) =

\ 7’

rekurzivne.
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1.2. Izracunljivost u Z i Q

Dokazimo generalizaciju ovog rezultata u slucaju funkcija s cjelobrojnim vrijed-
nostima.

Propozicija 1.2.5. Neka je k € N\ {0} i neka su f : N1 - Z « 3 : NF - N
rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije h, h' : NF — 7,

ne) = 4 2 F@D a@) < 8@,

0 inace
1
B(x)
oo )T fad), ale) < Ba),
h (I> o i=a(x)
, mace

rekurzivne.

Dokaz. Neka su a,b: NF*1 — N rekurzivne funkcije takve da je f(z) = (—1)*@a(z).
Imamo:

B(x) B(z)
Z f(x,1) Z Xon(b(z, 1) Z Xont1(b(x,1))a(zx, 7).
i=a(z) i=a(z)

Kako su po prethodnoj propoziciji gornje funkcije rekurzivne kao funkcije N¥+1 — N,
prema lemi funkcija h je rekurzivna.
Takoder, imamo:

$8)
I1 i) = (&= I e
i=a(x) i=a(x)
pa prema prethodnoj propoziciji slijedi da je h' rekurzivna. O

Iz klasicne teorije izracunljivosti poznajemo i sljedeci rezultat, te njegovu jednos-
tavnu posljedicu:

Lema 1.2.6. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N**' — N rekurzivna funkcija. Tada
su 1 funkcije g, h : NF+1 — N,

gla,xy,...;xp) =min{f(0,21,...,2), ..., fla,z1,...,25)} i
h(a,z1,...,xx) = max {f(0,z1,...,2k), ..., fla,z1,...,2%)}
rekurzivne.
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1. IZRACUNLJIVOST U R"

Lema 1.2.7. Neka je k € N\ {0} te neka su f: N**1 - N i a: NF — N rekurzivne
funkcije. Tada su i funkcije ¢',h' : N¥ — N,

/ o . . . / . .
g(z)= Ogrgg(x) fli,z) i@ h(x)= Osr?g&g%a:) f(i,x)

rekurzivne.
Dokaz. Neka su g i h: N¥! — N funkcije iz prethodne leme. Tada je
g (x) =gla(zx),z) i M(x)=h(a(z),z), Vo € N,
pa vidimo da su ¢’ i A’ rekurzivne. O

Dokazimo sada generalizaciju u sluéaju rekurzivnih funkcija N* — Z.

Propozicija 1.2.8. Neka je k € N\ {0} te neka su f : N — Z i o : N¥ - N
rekurzivne funkcije. Definiramo funkcije g, h : N¥ — Z formulama

g(r) = min f(i,z) ¢ h(x) = max f(i,z), Vr € NF.

0<i<a(x) 0<i<a(z)
Tada su g i h rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka su a,b: N¥*1 — N rekurzivne funkcije takve da je

fi, ) = (=1)""a(i, z), V(i,x) € N¥
Definiramo
min a(i, ), b(z,x) € 2N Vi < a(x),
o o2 (i) @
- s (ai0) s (i) ), inace.

Skup {x e NF | b(i,z) € 2N Vi < a(x)} je rekurzivan jer je njegova karakteristicna
funkcija

a(z)
v [ xan(b(i, z))
i=0
rekurzivna. Odavde pomocéu propozicija [1.2.2] i leme zakljucujemo da je
funkcija g rekurzivna. Rekurzivnost od h pokazuje se potpuno analogno. O

Propozicija 1.2.9. Neka je k € N\ 0 i neka je f : N — Z rekurzivna funkcija. Tada
su skupovi S = {x e N¥ | f(z) =0} i T = {z € N*| f(z) > 0} rekurzivni.
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1.2. Izracunljivost u Z i Q

Dokaz. Neka su a,b : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je f(z) = (—=1)*@a(z),
Vo € N. Za x € N¥ vrijedi

resS & f(r)=0 < a(x)=0

pa imamo xg(z) =5g(a(x)). Prema tome, skup S je rekurzivan.
Nadalje, imamo

zeTl & a(zx) >0 1 b(z) € 2N.
Skup {z € N* | a(z) > 0} je rekurzivan kao komplement rekurzivnog skupa {r €

N* | a(z) = 0}, a skup {z € N* | b(z) € 2N} je rekurzivan jer je relacija djeljivosti
rekurzivna. Slijedi da je T" rekurzivan kao presjek dvaju rekurzivnih skupova. O]

Korolar 1.2.10. Neka je k € N\ {0} i neka su f,g : N¥ — Z rekurzivne funkcije.
Tada su skupovi S = {z e NF| f(z)=g(z)}, T = {z eNF| f(z) <g(z)} i V =
{z e NF| f(z) < g(2)} rekurzivni.

Dokaz. Definiramo funkciju h : N¥ — Z, h(x) = g(z) — f(z), Vo € N¥. Ocito je h
rekurzivna funkcija. Vrijedi

S={zeN|hx)=0} i T={zeN|h()>0}

pa su skupovi S i T rekurzivni po prethodnoj propoziciji. Kako je V.= SUT, slijedi
da je i V' rekurzivan skup. O]

Propozicija 1.2.11. Neka je k € N\ {0} i neka su f, g : N¥ — Z rekurzivne funkcije.
Tada je i funkcija h: N¥ — Z, h(z) = min {f(z), g(x)}, Vo € N rekurzivna.

Dokaz. Prema korolaru|l.2.10{skup S = {z € N¥ | f(z) < g(2)} je rekurzivan. Imamo

h(m):{f(x)’ x €S,

g(x), inace.

Sada iz propozicije [1.2.3] slijedi da je h rekurzivna funkcija. m
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1. IZRACUNLJIVOST U R"

Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N¥* — Q kazemo da je rekurzivna ako
postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da vrijedi

flx) = (—1)0“)%, Vz € NF.

Prema lemi [1.2.1, f : N¥ — Q je rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne
funkcije v : NF — Z i v : NF — N takve da je f(z) = 42 vz e N,

()
Ako je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija, lako se vidi da je ona rekurzivna i kao
funkcija N¥ — Q. Obratno, ako je f : N* — Q rekurzivna i f(N¥) C Z, onda je f
rekurzivna i kao funkcija N¥ — Z. Naime, ako su a, b, ¢ : N¥ — N rekurzivne funkcije

takve da je f(x) = (—1)0(9”)%, vrijedi

) = @) = 0 | 52— xoua
€ Z

a(x)
b(x)

, Vo € NF, posljednji ¢lan u gornjoj jednakosti

) Xoni1 (c(@)), Vo e NF

Kako je po pretpostavci %
jednak je nuli, pa imamo

fo) = (0 |5 et

a poznato je da je funkcija N* — N, (z,y) — [%] rekurzivna (pri cemu uzimamo
51 =2)

Primjer 1.2.12. Funkcija f: N — Q,

E(z,0)

—(—1 E(x2)  —“\"»Y)
fla) = ()P SE va e
je rekurzivna surjekcija. Nadalje, funkcija ¢ : N — Q,
E(z,0)
_ Y Ve € N
q(x) Ee )+ 1 z €
je rekurzivna funkcija takva da je ¢(N) = [0, +00) N Q. <

Propozicija 1.2.13. Neka su k,n € N\ {0} i neka su funkcije f : N¥ — Q i
g : N* = N*¥ rekurzivne. Tada je i kompozicija f o g : N* — Q rekurzivna.

Dokaz. Neka su a,b,c: N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je f(z) = (—1)6(‘”)%.
Tada je

) = (1)o@ U9(@)
Tlot) = 050 @)

pa tvrdnja ocito vrijedi. O]
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1.2. Izracunljivost u Z i Q

Kao §to smo to ucinili za funkcije N* — Z, dokazimo generalizacije poznatih
klasi¢nih rezultata u sluéaju funkcija N¥ — Q.

Propozicija 1.2.14. Neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su funkcije
f+gqg f-g, —f |f| rekurzivne. Ako je f(x) # 0, Vo € N¥, tada je i funkcija %
rekurzivna.

Dokaz. Neka su u,v' : N¥ — Ziv,v' : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je

vz € NF.

Imamo:

o ulaa)
f(l‘) g( ) ’U(ill')’l}/(l')
) = —u(z
f(a)] = 1)

pa iz propozicije lako zakljucujemo da su ovo rekurzivne funkcije.
Neka su sada a, b, ¢ : NF — N rekurzivne funkcije takve da je f(z) = (—1)%®) %2

b(x) "
Iz f(z) # 0, Vo € NF slijedi a(z) # 0, V2 € N¥, pa imamo
1yt
f(x) a(x)
Dakle, % je rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.2.15. Neka su k,n € N\ {0}, fi,fo,..., fo : N¥ — Q rekurzivne
funkcije i Sy, S, ..., S, C N¥ medusobno disjunktni rekurzivni skupovi takvi da je

Ule S; = N*. Tada je funkcija F : NF — Q,

f1<I>, RS Sl,

F(m) _ fg(l’), | T € SQ,

fn(x), T €S,

rekurzivna.
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Dokaz. Za svaki v € NF vrijedi
F(x) = x5, (2) fr(@) + X5 (2) fo(2) 4+ - + X5, (2) fu ()
pa iz propozicije [1.2.14] slijedi da je F' rekurzivna. ]

Propozicija 1.2.16. Neka je k € N\ {0} i neka su f : No*1 — Q, o, 8 : N¥ = N
rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije h, b : NF — Q,

( B(x)
M) = mz(x)f(x,i), a(z) < B(a),
\0 mace
7
( B(z)
(o) =  J1 70 0@ <0,
L mace

rekurzivne.

Dokaz. Neka su u : NF*' — Z i v : N¥*! — N rekurzivne funkcije takve da je

flz) = Zéz) Imamo:

B(z) B(z) ; B(x)
$ | Bt
(2) . ’ )

B
W) = u(z, 1) _ i=a(@) _
—~ v(x,1) B(x) B(x)

i=a(@) H v(x,1) H v(x, 1)

i=a(x) i=a(z)

pri ¢emu je w : N — N,

v(x, 1)

Wz, i) = {Hfg(a@) U(%])J

i vidimo da je to rekurzivna funkcija. Sada prema propoziciji [1.2.5] slijedi da je
funkcija h rekurzivna.
Takoder, kako je

- Hiﬁ:(i)(x) u(z, 1)
Hiﬁ:(xa)(:p) U(‘Ta Z)

zaklju¢ujemo da je h' rekurzivna funkcija. ]

W ()

?
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1.2. Izracunljivost u Z i Q

Propozicija 1.2.17. Neka je k € N\ {0} te neka su f : N*' - Q ia:NF - N
rekurzivne funkcije. Definiramo funkcije g, h : N¥ — Q formulama

g(x) = min f(i,x) 7 h(x) = max f(i,x), Vo € NF.

0<i<a(z) 0<i<a(z)
Tada su g © h rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka su v : N1 — 7 i v : N¥*1 5 N rekurzivne funkcije takve da je

,T) = , V(i,x) € NFL,

i) =2 (i)
()

Funkcija N*! — Q, (i,2) — f(i,z) - H v(J,x) je rekurzivna i poprima vrijednosti u
=0

Z, pa na nju mozemo primijeniti propoziciju Zbog

—~

z)
min | f(i,z) - || v(j, x)

0<i<a(z)

(67

<.
Il
=)

g(z) =

a(x

H v(j,x)

=0

~

<

slijedi da je g rekurzivna.
Sasvim analogno pokazujemo i rekurzivnost od h. O

Propozicija 1.2.18. Neka je k € N\ {0} i neka je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija.
Tada su skupovi S = {x € N* | f(z) =0} ¢ T = {z € N*| f(z) > 0} rekurzivni.

Dokaz. Neka suu : N¥ — Ziv: N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je f(z) = Zé;;
Tada za x € N* vrijedi
resS & flr)=0 < wux)=0
i
reT & flr)>0 < wu(x)>0,
pa tvrdnja slijedi iz propozicije |1.2.9 [

Korolar 1.2.19. Neka je k € N\ {0} i neka su f,g : N¥ — Q rekurzivne funkcije.
Tada su skupovi S = {x e N*| f(z) =g(x)}, T = {z e N*| f(z) < g(z)} i V =
{z e NF| f(z) < g(2)} rekurzivni.
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Dokaz. Definiramo funkciju h : N* — Q, h(z) = g(x) — f(x), Vo € N¥. Funkcija h
je rekurzivna prema propoziciji [1.2.14]1 Vrijedi

S={zeN|h(x)=0} i T={xeN]|h(z)>0}

pa su skupovi S i T rekurzivni po prethodnoj propoziciji. Kako je V.= SUT, slijedi
da je i V rekurzivan skup. O]

Propozicija 1.2.20. Neka je k € N\{0} i neka su f, g : N¥ — Q rekurzivne funkcije.
Tada je i funkcija h: NF — Q, h(z) = min {f(z), g(x)}, Vo € N* rekurzivna.

Dokaz. Prema korolaru|l.2.19skup 7' = {z € N* | f(z) < g(x)} je rekurzivan. Imamo
T
g(x), inace,

pa je h rekurzivna funkcija prema propoziciji [1.2.15 O]

1.3 Izracunljivost u R

Neka je x € R. Kazemo da je x izracunljiv broj ako postoji rekurzivna funkcija
f N —= Q takva da vrijedi

lz — f(k)] <27%,Vk € N,

Ako je z € Q, funkcija f : N — Q, f(k) = z, Vk € N je rekurzivna. Vrijedi
|z — f(z)| =0, Yk € N, pa vidimo da je z izracunljiv broj.

Primjer 1.3.1. v/2 je izra¢unljiv broj. Dokazimo to.
Neka je ¢ : N — Q funkcija iz primjera [1.2.12} Za ¢ € N ozna¢imo ¢; = q(i).
Uocimo: za svaki & € N postoji 2 € N takav da je

G <vV2<g+27F
Sto je ekvivalentno s
¢ <2< (g+27">

Definirajmo skup Q = {(k,i) € N | ¢? <2 < (¢; +27%)?} . Iz korolara slijedi
da je €2 rekurzivan kao presjek dva rekurzivna skupa. Dakle, za svaki k € N postoji
i € N takav da (k,7) € Q. Iz teorema slijedi da postoji rekurzivna funkcija
¢ : N — N takva da je (k,¢(k)) € Q za svaki k € N.
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Neka je £ € N. Imamo:

Gy <2< (G 275 = o) < V2 < quy+27"F =

— \/5‘ <27k

Dakle, q o ¢ je trazena funkcija.
Uoc¢imo da na analogan nacin dobivamo da je {/r izracunljiv za svaki r € Q,
r>0imeN\{0}. <

Primjer 1.3.2. Promotrimo funkciju g : N — Q definiranu formulom

"1
=Y = Vk € N,
i—0 (2

Pokazimo da je g rekurzivna. U tu svrhu, definirajmo funkcije a, f: N — N, a(k) = 0,
Bk) =kiF :N* — Q, F(k,i) = %. Funkcije v i § su rekurzivne (Stovise, to su
inicijalne funkcije), a lako se vidi da je i F' rekurzivna funkcija. Imamo g(k) =

ZZ (k) F(k,i). 1z propozicije |1.2.16| slijedi da je g rekurzivna funkcija.

oo 1
i—0 71+ Imamo

Znamo da je e =)

le—g(k)| =

Indukcijom se lako pokaze da je 2° < (i + 1)!, Vi € N. Prema tome, imamo:

Z(z+1)15;§:—k;2—=—k = k1 (1.4)

i=k
Sada iz (1.3)) i (1.4)) slijedi da za funkciju f: N — Q, f(k) = g(k + 2) vrijedi

1
ok+1 < ok

le— f(k)| =le—g(k+2)] <
Dakle, e je izracunljiv broj. <

Sljededi teorem daje nesto prirodniju karakterizaciju izracunljivih brojeva: realan
broj x je izracunljiv ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija koja svakom broju
k € N\ {0} pridruzuje k-tu znamenku u decimalnom zapisu od z.

Teorem 1.3.3. Neka je « € R, a > 0 i neka je a = b,,...bg.a1az2a3 ... decimalni
zapis od « koji ne zavrsava s beskonacéno mnogo znamenki 9 (primjerice, umgjesto

0.999... pisemo 1). Tada je o izracunljiv ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija
f:N—= N takva da je f(n) = a,, Vn > 1.
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1. IZRACUNLJIVOST U R"

Dokaz. Oznacimo b,b,_1...by = ay.
Neka je f: N — N rekurzivna funkcija takva da je f(n) = a,, Yn > 1. Mozemo
pretpostaviti da je f(0) = ag. Tada vrijedi

S )
=y 1

n=0

Za svaki k € N imamo

k 9] 00 0
Z f(n) Z f(n) 9 9 Z 1 9 10 1 1
: n=0 10” n=k+1 10” n=k+1 10” 10k+1 n=0 10” 10k+1 9 10 - Qk

Kako je funkcija k +— ZZ:O J;g}) rekurzivna, slijedi da je « izracunljiv broj.
Obratno, pretpostavimo da je « izrac¢unljiv. Poznato je da je funkcija mod : N? —
N, koja paru (m,n) pridruzuje ostatak pri dijeljenju m sa n, rekurzivna. Za n € N
imamo a,, = mod([10"«],10), pa je dovoljno pokazati da je funkcija n — |10"«]|
rekurzivna. U tu svrhu, dovoljno je pokazati da je funkcija g : N — N, g(n) = |na/,
Vn € N rekurzivna.
Ako je a € Q, lako se vidi da je g rekurzivna. Pretpostavimo da je « € R\ Q. Po

definiciji izracunljivog broja, postoje rekurzivne funkcije a, b, c : N — N takve da je

o— (—1)C<k>—‘ <27k Vk € N.

Tada je

’ N Z((g’ N "&‘ - =0 ZE’Z? " <la-— Fl)c(“%’ <27%  VkeN.

Definirajmo funkciju u : R — R sa u(z) = min{|z — z| | z € Z} = d(z,Z). Uocimo:
za x,y € R vrijedi

[z -yl <uly) = lz]=lyl (1.5)
Neka su xz,y € N, y # 0. Tada je

()l G +-3)

Neka je 0 : N — N,
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1.3. Izracunljivost u R

te neka je f : N> — Q definirana s

e =min{ o= |5 ) o s}

Prema propoziciji [1.2.20, f je rekurzivna. Takoder, za sve z,y € N, y # 0 vrijedi

f(z,y) = u(%). Uotimo da je u neprekidna funkcija, pa u (n%) i u(na) > 0 za

svaki n € N. Kako n - 27% 2% 0, slijedi da za svaki n € N postoji k£ € N takav da

vrijedi
n-27k <u<n%).

Definirajmo skup

S = {(n,k) €eN? | n-2F <u<nz(—]]j))) +@(n)}
={(n,k) €N | 02" < [ (na(k),b(k)) +5g(n)} .

Kako je f rekurzivna, lako zakljucujemo da je S rekurzivan. Sada iz gornje diskusije

vidimo da za svaki n € N postoji £ € N takav da je (n,k) € S, pa prema teoremu

1.1.9[ postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da je (n,p(n)) € S, Vn € N.
Dakle, za svaki n € N vrijedi

0.2 <4 na(p(n)) 5 (n
e <u () e

pa za n > 1 vrijedi

Imamo
o= | g ¢, (ALY,
b(o(n)) b(o(n))
pa iz (|1.5) slijedi
) - |t
b(p(n))
za svaki n > 1, a oc¢ito i za n = 0. Time je tvrdnja dokazana. O

Primjer 1.3.4. Neka je S C N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan (iz
teorije izracunljivosti znamo da takav postoji). Nekajey = x5(0).xs(1)xs(2)... € R.
Iz teorema[1.3.3]1 ¢injenice da S nije rekurzivan slijedi da v nije izracunljiv.
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1. IZRACUNLJIVOST U R"

Prema propoziciji [1.1.10] postoji rekurzivna injekcija f : N — N takva da je
f(N) = S. Definirajmo funkciju F': N — Q formulom

Py =3 — Wk € N.

F' je rekurzivna funkcija prema propoziciji [1.2.14] Uoc¢imo da je F' rastuca i za svaki
k € N vrijedi F(k) < ~. Naime, za k € N mozemo pisati

{f(o)af(1)>af(k)} = {j07j17"'7jk} - S,

P =3 i =30yl gl )
I R O T T T A A [ s A T

=0 1=0 1=0 1=0

Pokazimo da F'(k) konvergira prema 7. Dovoljno je za svaki ¢ > 0 naé¢i £ € N
takav da vrijedi v — ¢ < F'(k). Najprije primijetimo da postoji N € N takav da
y—e< N Xsl) 74 taj N, neka je

50{0’17"'7‘]\]}:{f(i0)>f(i1)a'--af<iM)}'

Odaberimo k > ig, i1, ..., %,. Imamo

k

1 1 | 1 2 xs(d)
R ... — S
E(k) = ZO 10/() = 10/ (o) T 10/ 1) T + 10/ (im) ZO 10¢

pa za taj k vrijedi

N .
xs (i)
—e< —~ < F(k
v—¢€ ;:0 TEERAR
Dakle, F'(k) konvergira prema v kad k — oo. <

Neka je n € N\ {0} i f : N* — R funkcija. Kazemo da je f rekurzivna ako
postoji rekurzivna funkcija F': N**! — Q takva da vrijedi

\f(z) — F(z,k)| < 27F, Vo € N*, Vk € N.
U tom slucaju za F' kazemo da je rekurzivna aproksimacija od f. Uoc¢imo: ako

je f: N® — R rekurzivna, onda je f(z) izracunljiv broj za svaki = € N".
Posebno, niz (z,)nen € R je rekurzivan ako je rekurzivan kao funkcija x : N — R.
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1.3. Izracunljivost u R

Napomena 1.3.5. Neka je a € R izracunljiv broj. Tada je f : N* — R, f(x) = a,
Vo € N" rekurzivna funkcija.

Naime, neka je g : N — Q rekurzivna funkcija takva da je |a — g(k)| < 27F,
Vk € N. Za funkciju F : N"*! — Q definiranu s F(z,k) = g(k), Vo € N*, Vk € N
vrijedi |f(z) — F(z,k)| = |a — g(k)| < 27%, V2 € N, Vk € N i ona je rekurzivna jer

je F=1Ifog.

Zeljeli bismo dokazati analogon propozicija i[1.2.14]u slucaju realnih funkcija.
Za to ¢e nam trebati nekoliko pomoc¢nih rezultata.

Lema 1.3.6. Neka jen € N\{0} inekasu f:N*" >R, F:N""' 5 QiH:N'"—» N
funkcije. Ako su F' i H rekurzivne i za sve x € N", k € N vrijedi

|f(z) — F(z,k)| < H(z)27%,
onda je 1 f rekurzivna.

Dokaz. Uocimo da za svaki z € N” i k € N vrijedi

Fw) = Flak+ H(2))| < Hz) - 20+ = A& onoon

~ 9H(x)

Kako je funkcija (z,k) — F(x,k 4+ H(x)) rekurzivna, vidimo da je to rekurzivna
aproksimacija od f, pa je f rekurzivna. O

Lema 1.3.7. Neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna
funkcija H : N — N takva da vrijedi

|f(z)] < H(x), Vz € N™.

Dokaz. Neka su a,b,c: N* — N rekurzivne funkcije takve da je f(z) = (—1)0(’”)%,
Vax € N". Funkcija H : N® — N, H(z) = a(z) + 1, Vo € N" je rekurzivna i ima
trazeno svojstvo. O

Lema 1.3.8. Neka je f : N® — R rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna
funkcija H : N — N takva da vrijeds

|f(z)] < H(x), Vr € N™.

Dokaz. Neka je F': N® — Q rekurzivna aproksimacija od f. Iz |f(z) — F(z,0)| < 1
slijedi

|f (@) < [f(x) = F(z,0)] + [F(2,0)| <1+[F(z,0)].
Funkcija N* — Q, x — 1 + |F(z,0)| je rekurzivna, pa po prethodnoj lemi postoji
rekurzivna funkcija H : N* — N takva da je 1 + |F(z,0)| < H(z), Yo € N*, i to je
upravo trazena funkcija. m
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1. IZRACUNLJIVOST U R"

Lema 1.3.9. Neka je f : N® — R rekurzivna funkcija i1 F : N1 — Q njena
rekurzivna aproksimacija. Tada postoji rekurzivna funkcija H : N — N takva da
vrijeds

|F(z, k)| < H(x), Ve e N", Vk e N.

Dokaz. 1z |f(x) — F(z, k)| < 27%, Vo € N*, Vk € N slijedi
|F(x, k)| < |F(z k) = f@)] + | f(@)| < 1+ [f(2)] <1+ H'(z), VzeN,

pri ¢emu je H' : N* — N rekurzivna funkcija takva da je |f(z)| < H'(z), Vo € N
(takva postoji po prethodnoj lemi). Sada je trazena funkcija dana s H(x) = 1 +
H'(x), Vx € N™. O

Propozicija 1.3.10. Neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada su i funkcije
f4+gif-g rekurzivne.

Dokaz. Neka je F' rekurzivna aproksimacija od f i G rekurzivna aproksimacija od g.
Imamo:

(f +9)(@)] = (F +G)a. )| = |(f(2) = Fla, k) + (g(x) — Gla, )]
< |f(2) = F(a, k)] + |g(2) — Gla, k)] < 2-27*

pa je f + g rekurzivna prema lemi [1.3.6, Nadalje, imamo:

((f9)(x) = (FG) (2, k)| = | f(2)g(x) = F(z,k)g(x) + F(z, k)g(x) — F(z,k)G(x, k)]
< Ig(x)Hf( ) = F(z, k)| + |F(z, k)llg(z) = G(x, k)|
lg@)| + [F(z, k).

Prema lemi i lemi [1.3.9, postoje rekurzivne funkcije H, H' : N* — N takve da
vrijedi |g(z)| < H(z) i |F(z,k)| < H'(z), Vz € N*, Vk € N. Sada iz leme [1.3.6] slijedi

da je funkcija f - g rekurzivna. O]

Propozicija 1.3.11. Neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada su i funkcije
—f i |f| rekurzivne. Ako je f(x) # 0, Vo € N", onda je i funkcija % rekurzivna.

Dokaz. Neka je F: N*™! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Imamo:

(=£)(@) = (=F)(@,k)| = |f(z) = Fz,k)| <27%, Vo €N", VkeN

If (@) = [F(z, k)| < |f(2) = F(z, k)] <27%, Vo eN", VkeN.
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1.3. Izracunljivost u R

Neka je f(x) # 0, Vx € N". Kako je F' rekurzivna aproksimacija od f, za svaki
x € N" za dovoljno veliki k vrijedi 3 - 27% < |F(z, k)|. Definirajmo skup

T ={(x,k) eN""" | 3.-27% < |F(z,k)|}.

Imamo da je T rekurzivan skup i za svaki x € N™ postoji k € N takav da (z,k) € T.
Stoga prema teoremu postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je
(z,p(z)) € T, Yo € N*. Dakle, imamo

3.27°0) < |F(x,0(z)], VoeN" (1.6)
Pretpostavimo da su x € N" i ky € N takvi da je 3-27% < |F(x, ko)|. Znamo
|F (2, k)| < |F (2, ko) — ()] + [ f ()] < 27% + | f ()],

iz Cega slijedi
3-27M <27k 4| f(z)],

odnosno
2-27M < | f(z)].

Dakle, ako je 327" < |F(z, k)|, onda je 2-27% < |f(x)|. Uzmimo k > ky. Imamo

[f@)| < [f(x) = Fla, k)| + |F(a, k)| <278+ [F(z, k)] <275 +|F(x, k)|
= 2-27F <27k | F(z, k)|
= 27k < |F(x,k)|,  Vk> k.

Sada iz (1.6 zakljucujemo
2.27°@ < |f(x)] i 27 < |F(x,k)|, VEk> ().

Odavde dobivamo

1 1 1
A4 CUNS ———) L ) ) (1.7)
[f(z)] 2 |F(x, k)|
Uzmimo x € N" i k € N. Sada imamo
‘ LU | (@)~ Pl () + k)
f@)  Flz,e(z)+ k)| |f(@)]|[F(z, o(x) + k)|
ED ootk Loee) . 9o
2
<27k, 9#(z)
Kona¢no, iz leme m slijedi da je % rekurzivna funkcija. O]
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Korolar 1.3.12. Neka su «, 8 € R izracunljivi brojevi. Tada su 1o+ 3, a- 5, —«
i || dzracunljivi. Ako je o # 0, onda je i é izracunljiv.

Dokaz. Definiramo funkcije f,g: N — R sa
f(z) =« i g(x) =6, Vr € N.

Prema napomeni f 1 g surekurzivne funkcije. Sada tvrdnja slijedi iz propozicija
[L.3.10/1 [1.3.11] O

Vidjeli smo da su za rekurzivnu funkciju f : N* — Q skupovi {x € N* | f(z) = 0}
i {r e N"| f(z) > 0} rekurzivni. Primjer u nastavku pokazat ¢e da to ne
vrijedi nuzno za rekurzivnu funkciju N* — R.

Prisjetimo se najprije sljede¢ih teorema klasi¢ne teorije izracunljivosti:

Teorem 1.3.13 (Teorem enumeracije). Neka je S C N. Sljedece tvrdnje su
medusobno ekvivalentne:

(i) S je rekurzivno prebrojiv;
(i) S je domena neke parcijalno rekurzivne funkcije;
(iii) postoji rekurzivan skup T C N? takav daje S ={zx € N | (Jy € N) (z,y) € T}.

Teorem 1.3.14 (Postov teorem). Neka je S C N. Tada je S rekurzivan ako i
samo ako su S i N\ S rekurzivno prebrojivi.

Primjer 1.3.15. Neka je S C N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan.
Prema teoremu [1.3.13| postoji rekurzivan skup 7' C N? takav da

S={xeN|FyeN) (z,y) €T}.

Definirajmo funkciju F : N> — Q formulom

k ..
e xr(,g) ,
F(z,kz)—z T Vi,k € N
Jj=0
te niz z : N — R,
xz_Z—mj , Vi e N.

Imamo
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1.3. Izracunljivost u R

dakle, = je rekurzivan. Vrijedi:

odnosno {t € N | z; =0} = N\ S. Prema tome, {i € N | z; = 0} nije rekurzivan.
Uo¢imo da {i € N | z; > 0} = S, pa ni ovaj skup nije rekurzivan. <

Propozicija 1.3.16. Neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je skup
{zr e N* | f(x)> 0} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je F: N*™1 — Q rekurzivna aproksimacija od f i neka je z € N".
k—o0

Pretpostavimo da je f(z) > 0. Kako F(x,k) — f(x)i27* 2220, postoji k € N
takav da je 27% < F(x, k).

Obratno, pretpostavimo da postoji k € N takav da 27% < F(z,k). Tada zbog
|f(x) — F(z, k)| < 27% imamo

f(z) € (F(z, k) —27% F(a,k) +27%) C (0, +00),

pa je f(x) > 0.
Dakle, imamo

f(z)>0 & (3k € N) 2% < F(a,k) & (3k €N) (2,k) €T,

pri ¢cemu je T = {(z,k) € N*™ | 27 < F(x,k)} . Kako je T rekurzivan skup, iz
teorema o projekciji slijedi da je {x € N" | f(z) > 0} rekurzivno prebrojiv. O

Uocimo da za rekurzivnu funkciju f : N — R skup {x € N" | f(z) = 0} opcenito
ne mora biti ¢ak ni rekurzivno prebrojiv. Konkretno, za funkciju z, tj. niz (z;);
iz primjera vrijedi da je x rekurzivna, pa je po prethodnoj propoziciji skup
{i e N | z; > 0} rekurzivno prebrojiv. Kako je

S={ieN | ;,=0}=N\{ieN | z; >0},

kad bi S bio rekurzivno prebrojiv, iz teorema [1.3.14] zakljucili bismo da je S rekurzi-
van, Sto je u kontradikciji s primjerom [1.3.15]
Navedimo jos jednu jednostavnu posljedicu prethodne propozicije:

Korolar 1.3.17. Neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada je skup

{zr eN" | f(z) <g(x)}

rekurzivno prebrojiv.
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Propozicija 1.3.18. Neka je f : N* — R rekurzivna funkcija takva da je f(x) > 0,
Ve € N*. Tada je i funkcija g : N - R, g(z) =/ f(x), Yo € N rekurzivna.

Dokaz. Neka je q : N — Q rekurzivna funkcija takva da je ¢(N) = [0, +00) NQ. Neka
je x € N*. Imamo:

10
f(x) >0 = Vk‘ENHi,jGNtakvidaqi<\/f(x)<qjiqj—qi<2_k
@qf<f(x)<q?iqj—qi<2_k

20

fl@)=0 =  VkeN3jeNtakav da/f(z) <gjig <27
< f(z) <q]2~iqj <27k

Dakle, za svaki x € N" postoje 7, 7, k € N takvi da
(@ <fle)<q iqg—aq< 27%) il (f(z) < g iq< 27%) (1.8)
Definirajmo skup
Q= {(x,i,j,k) c N | (%2 < fx) < qj2» ig—q< 2"“) ili (f(x) < qf. ig; < 2"“)}.
Pokazimo da je €2 rekurzivno prebrojiv. Imamo €2 = 2y U s, pri ¢emu je
Q= {(z,4,5,k) e N'T? | ¢ < f(z) < qu- g —q< 2"“},
Qy = {(x,i,j, k) e N3 | f(x) < qu ig< 2_"7}.
Nadalje, imamo €2; = 57 U S5 U S3, gdje su
S1={(z,i,5,k) eN""? | ¢f < f(2)},
Sy ={(z,i,5,k) eN""? | f(a) <qj},
Ss={(w.i.4,k) N | gj— i < 27"},

S1, Sp 1S3 su rekurzivno prebrojivi, pa je €2y rekurzivno prebrojiv. Analogno bismo
pokazali i da je ()5 rekurzivno prebrojiv. Dakle, €2 je rekurzivno prebrojiv.

Vidjeli smo: za svaki z € N" i za svaki £k € N postoje 7,5 € N takvi da je
(x,k,i,7) € Q, pa prema teoremupostoje rekurzivne funkcije o1, o : N**1 — N
takve da je (z,k, o1(x, k), po(x, k) € Q, Vo € N*, Vk € N. Uocimo: ako su x € N" i
k,i,j € N takvi da je (z,k,1,7) € 2, onda je

V() =g <27F,
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pa imamo
V(@) = qoaemy| <27%,  VzeN, VkeN,
Dakle, g = v/f je rekurzivna funkcija. ]

Definiciju izracunljivosti u R na standardan nacin prosirujemo na R™. Neka je

r = (x1,29,...,2,) € R" Za z kazemo da je izracunljiva tocka u R" ako su
X1, T, ..., T, izracunljivi brojevi.
Neka je (x;)ien = (2}, ..., 2")ien niz u R™. Kazemo da je (z;); izracunljiv ako su

svi komponentni nizovi (z});, (z?);, . .., (z1); izracunljivi.

% )

1.4 Rekurzivne rekurzivno omedene funkcije

U ovom odjeljku razvit ¢emo tehnike koje osiguravaju rekurzivnost prilikom rada s
konacnim podskupovima od N. Kljuénu ulogu imaju r.r.o0. funkcije.

Neka su k,n € N\ {0}. Za funkciju ® : N* — P(N") kazemo da je rekurzivna
ako je skup {(z,y) € N | 2z € N¥ y € N*, y € ®(z)} rekurzivan. Uocimo: ®
je rekurzivna funkcija ako i samo ako je funkcija @ : N¥" — N, &(z,y) = o) (y)
rekurzivna.

Za funkciju ® : N¥ — P(N") kazemo da je rekurzivno omedena ako postoji
rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N takva da je

(I)(l') g {(91792,---,yn) € N" | Y1,Y2,---5,Yn S ¢<I>}

Uz oznaku N* = {(y1,...,y,) € N* | y1,....5n < m} = {0,1,...,m}* imamo
da je ® rekurzivno omedena ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N
takva da je ®(z) C NG s Yz € NF.

Za funkciju ® : N¥ — P(N") koja je rekurzivna i rekurzivno omedena kazemo da
je r.r.o. funkcija.

Propozicija 1.4.1. Neka su n,k € N\ {0} i neka su ®,¥ : N¥ — P(N") r.r.o.
funkcije. Tada su i funkcije A1, Ay, As : N¥ — P(N"), dane s

Ai(z) = O(x) UV (x),
As(z) = O(x) NV (2),
As(z) = ®(z) \ (), Vo € NF

r.r.0. funkcije.
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Dokaz. Imamo

A (2,y) = X0 0)(Y) = Xa@uew (Y) =58 (Xaw@ (¥) + Xow (Y))

pa je A, rekurzivna funkcija. Nadalje, postoje rekurzivne funkcije ¢, : N¥ — N
takve da je
®(z) CN,, i ¥(z) CNj,), VzeN"

Stoga je Ay(z) C N
je r.r.o. funkcija.
Za A5 1 Az tvrdnja se dokazuje analogno. O

max{p(z),b(x)}> Vo € N*, pa je Ay rekurzivno omedena. Dakle, A;

Lema 1.4.2. Za n € N\ {0} postoje rekurzivne funkcije a : N — N" 7 : N — N
takve da je NI' C {a(i) | 0 <i < {(m)}, Ym € N.

Dokaz. Funkcije
a(i) = (E(i,1), £(i,2),..., E(i,n)), VieN i
¢(m) =pi"py' Py, VmeN
zadovoljavaju trazene uvjete. O

Propozicija 1.4.3. Neka su k,n € N\{0} i neka je ® : N* — P(N") r.r.o. funkcija.
Tada je skup
S={zeN | ®(x) =0}

rekurzivan.

Dokaz. Neka su funkcije a i ( kao u lemi m Za x € N¥ vrijedi
®(x) C{ali) | 0<i<((p(2))}

za neku rekurzivnu funkciju ¢ : N — N. Imamo

relS & Px)=0 & Vie{0,1,..., (e(x))}ali) ¢ ()

@Z@xa =0,

pa je xs(z) =8g 6 (x,a(i)) |. Dakle, S je rekurzivan skup. ]
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Korolar 1.4.4. Neka su ®, ¥ : N* — P(N") r.r.o. funkcije. Tada su skupovi
{zeN' | ®(x) CU(z)} i {zeN' | &(z)=T(2)}
rekurzivni.

Dokaz. Kako je ®(x) C ¥(x) ekvivalentno s ®(x) \ ¥(z) = 0, tvrdnja slijedi iz
prethodne propozicije. O

Propozicija 1.4.5. Neka su k,n,m € N\ {0}. Neka je ® : N* — P(N") r.r.o.
funkcija i f : N™ — NF¥ rekurzivna funkcija. Tada je ® o f : N™ — P(N") r.r.0.
funkcija.

Dokaz. Vrijedi

(© o f)(,y) = X@o)(@)(¥) = Xo(s) () = ©(f(2),y)

pa je ® o f rekurzivna funkcija. Neka je ¢ : N — N rekurzivna funkcija takva da
je ®(x) C N* . Vz € NF. Tada je ®(f(x)) C Ny ay: V& € N™. Kako je ¢ o f

p(z)
rekurzivna funkcija, slijedi da je ® o f rekurzivno omedena. Dakle, ® o f je r.r.o.

funkcija. [

Teorem 1.4.6. Neka su k,n,m € N\ {0} i neka su ® : N* — P(N"), ¥ : N* —
P(N™) r.r.o. funkcije. Tada je i A : N¥ — P(N™),

r.r.o. funkcija.
Dokaz. Za x,z € N vrijedi
zeNz) & (Fyedx)zeY(y).
Neka su funkcije a i ¢ kao u lemi[1.4.2] Tmamo
O(x) C N,y C {a(@) | 0<i<((p(x))}
za neku rekurzivnu funkciju ¢ : N¥ — N. Stoga je

zeNz) <& Fied0,..., (p(x))} takav da a(i) € P(x) iz € ¥(a())

o) -
& Z (z,a(i)¥(ali), z) > 0,
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1. IZRACUNLJIVOST U R"

pa je A rekurzivna funkcija. Neka je ¥ : N* — N rekurzivna funkcija takva da je
U(x) C Nz, Vo € N". Definiramo A : NF — N,

M) = max {¢(a(i)) | 0<i < ((p(x))}
Kako je A prema lemi rekurzivna funkcija i vrijedi
Moy= [ vwe U vwe U Ny<c U N SN,

yEP(z) yGNg(x) yENZ(x) 0<i<{(p(x))
slijedi da je A rekurzivno omedena. O

Primjer 1.4.7. Neka je f : N¥ — N” rekurzivna funkcija. Tada je ® : N¥ — P(N®),
O(z) = {f(2)} rr.o. funkcija.

Naime, imamo

{(z,y) eN""" | ye ®(2)} = {(z,y) e N*"*" | y = f(x)}

n

sto je rekurzivan skup, pa je ® rekurzivna funkcija. Nadalje, ®(z) C Nl 1 @) f (@)}
pa je @ i rekurzivno omedena. <

Korolar 1.4.8. Neka je ® : N¥ — P(N") r.r.o. funkcija i f : N* — N™ rekurzivna
funkcija. Tada je A : NF — P(N™), A(z) = f(®(z)) = {f(y) | v € ®(x)} takoder
r.r.o. funkcija.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz teorema [1.4.6| primijenjenog na ¢ i funkciju ¥ :
N* — P(N™), U(z) = {f(z)}, za koju smo u primjeru vidjeli da je r.r.o. O
Primjer 1.4.9. Neka je f : N — N" rekurzivna funkcija. Tada je & : N — P(N"),

O(k) ={f(0), f(1), ..., f(k)} rr.o. funkcija.
Naime, lako se vidi da je funkcija ¥ : N — P(N), U(k) = {0, 1, ..., k} rro., a
vrijedi ®(k) = f(V(k)). Sada iz prethodnog korolara slijedi da je ® r.r.o. funkcija. <«

Teorem 1.4.10. Neka je ® : (N¥) — P(N") r.r.o. funkcija i neka je S C N*
rekurzivno prebrojiv. Tada je skup Q) = {x e Nt | d(x) C S} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = 0, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je S # 0 i neka je f: N —
N" rekurzivna funkcija takva da je f(N) = S. Definirajmo funkciju ¥ : N — P(N"),
U(i) ={f(0), f(1), ..., f(i)}. Iz prethodnog primjera znamo da je ¥ r.r.o. funkcija.
Uoc¢imo da vrijedi

reQ) & O@)CS & (FeN)d(x) CU().

Skup ' = {(z,i) € N?* | ®(x) C ¥(i)} je rekurzivan po korolaru [1.4.4l Sada iz
ekvivalencije z € Q < (30 € N) (x,7) € I' i teorema o projekciji zakljucujemo da je
Q) rekurzivno prebrojiv. m
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1.4. R.r.o. funkcije

Propozicija 1.4.11. Neka su ® : N* — P(N") ¢ ¥ : N* — P(N™) r.r.o. funkcije.
Tada je A : N¥ — P(N"t™) A(z) = ®(x) x U(x) takoder r.r.o. funkcija.

Dokaz. Imamo

{(z,y,2) € NFFtm |y 2) € Aaz)} ={(z,y,2) € NFFtm |y e d(x) iz € U(z)}
={(z,y,2) |y € ®(x)} N{(z,y,2) [ z € ¥(x)}.

Kako su @ i ¥ r.r.o. funkcije, skupovi
{(a:,y) e NF™ |y e (I)(QS)} i {(x,z) e NH™ | 2 ¢ \Il(x)}

su rekurzivni, pa lako slijedi da je i {(z,y, 2) € N¥™"t™ | (y 2) € A(z)} rekurzivan.
Dakle, A je rekurzivna funkcija. Ako su ¢, 1 : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da
je ®(z) C N7,y 1¥(x) C N ) za svakiz € N* imamo A(z) C Ng;}(p(@’ s(a))> DA Je
A rekurzivno omedena. Dakle, A je r.r.o. funkcija.
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Poglavlje 2

Izracunljivi metricki prostori

2.1 Izracunljive tocke i izracunljivi nizovi

Neka je (X, d) metricki prostor i @ = (a;);eny niz u X takav da je skup {a; | i € N}
gust u X, te takav da je funkcija N* — R, (4, j) — d(o, ;) rekurzivna. Tada uredenu
trojku (X, d, a) nazivamo izracunljiv metricki prostor.

Primjer 2.1.1. Promotrimo euklidski metricki prostor (R™, d). Definirajmo niz « :
N — R" formulom

a; = (_1)E(z‘,2) E(Z, 0) o (_1)E(i73n_1) E(z, 3n —3) .
E(i,1) +1 E(i,3n —2) + 1

Uocimo da je « rekurzivan niz i da je o(N) = Q™.
Promotrimo funkciju N*> = R, (i, j) — d(a;, ;). Imamo

dlas ) = /(0] =@} - + (af = a)?

pa je po propoziciji [1.3.18| funkcija (7, 5) — d(oy, ;) rekurzivna. Dakle, (R, d, a) je
izracunljiv metricki prostor. (R",d,«) nazivamo izrac¢unljiv euklidski prostor.
<

Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i neka je z € X. Kazemo da je x
izracunljiva tocka u (X, d, o) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da
je d(z, appy) < 27% Vk e N.

Neka je (z;); niz u X. Kazemo da je (x;); izracunljiv niz ako postoji rekurzivna
funkcija F' : N* — N takva da je d(z;, ap@r) < 27k Vi k € N. Uoc¢imo: ako je
(X, d, a) izracunljiv metricki prostor i f : N — N rekurzivna funkcija, onda je (os(;))s
izracunljiv niz u (X, d, ).
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2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Propozicija 2.1.2. Neka je (R",d, ) izracunljiv euklidski prostor i xo € R™. Tada
je xo izracunljiva tocka ako i samo ako je xq izracunljiva tocka u (R", d, ).

Dokaz. Neka je xg = (x1, 22, . ..,x,) izracunljiva tocka u R". Tada su xy,zs,..., 2,

izracunljivi brojevi, pa postoje rekurzivne funkcije fi,..., f, : N — Q takve da je
o1 — fi(k)| <27% .., |z — fu(K)| <27F, VEeN.

Imamo

d((z1, oy wn), (fik), o fa(R) = V(= i) + -+ (20 — fu(R))?
<\/n-(27%)2=/n-27F

(2.1)

Definirajmo skup

Q={(k,i) eN* | (fa(k),..., fu(k)) = o}
={(k,) eN* | fi(k)=c;}0---n{(k,0) e N | fu(k)=aj}.

Vidimo da je Q rekurzivan. Kako je (fi(k),..., f.(k)) € Q", za svaki k € N postoji
i € N takav da je (f1(k),..., fu(k)) = «;, pa postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N
takva da je (k,¢(k)) € Q, Vk € N. Sada iz (2.1)) imamo

d(zo, Q) < Vn - 27k Vk € N.

Odaberimo kg € N takav da je 27% . \/n < 1. Tada za funkciju ¢ : N — N,
g(k) = o(k + ko) imamo da je g rekurzivna i vrijedi

d(%o,ag(k)) < \/ﬁ . 2_ko+k < 2_k,
pa je xq izracunljiva tocka u (R", d, a).
Obratno, neka je zq izracunljiva tocka u (R, d, «). Tada postoji rekurzivna funk-
cija f: N — N takva da je d(xo, app)) < 27%, Vk € N. Za svaki 1 < i < n imamo
|x; — o/f(k)\ < d(zo, apy) < 27, Vk e N,
pa su xy, T, ..., x, izracunljivi brojevi. Dakle, x( je izracunljiva tocka. O
Posve analogno dokazuje se i sljedec¢a propozicija:

Propozicija 2.1.3. Neka je (R",d, o) izracunljiv euklidski prostor i (x;);en niz u R™.
Tada je (x;); izracunljiv niz u R™ ako i samo ako je izracunljiv u (R, d, o).
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2.1. Izracunljive tocke i izrac¢unljivi nizovi

Lema 2.1.4. Neka je f : N* — R funkcija i neka je F : N"™' — R rekurzivna
funkcija takva da je |f(x) — F(x, k)| < 27%, Vo € N*, Vk € N. Tada je i funkcija f
rekurzivna.

Dokaz. Neka je G : N"*2 — Q rekurzivna aproksimacija od F. Tada je
|F(z,k) — G(x,k,5)] <277, Ve e N" Vk,jeN,
pa je posebno
|F(x, k) — Gz, k, k)| <27%, Vo eN" VkeN.
Imamo
|[f(2) = G(a,k, k) < |f(x) = F(a, k)| + |F(a,k) — G(a,k, k)| <2-27F,

za sve v € N" i k € N. Kako je funkcija N**! — Q, (z, k) — G(x, k, k) rekurzivna,
slijedi da je f rekurzivna funkcija. O

Lema 2.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor i neka su x,z',y,y" € X. Tada vrijedi
|d(z,y) = d(a',y)| < d(z,2") + d(y,y).
Dokaz. 1z nejednakosti trokuta dobivamo
d(z,y) < d(z, ') +d(z" ) +d(y,y) 1 d(@'y) <d(@'z) + d(z,y) + d(y, ),
iz ¢ega slijedi
d(z,y) —d(@'y) < d(z, ') +dly,y) i d@'y)—dz,y) < d(x,2) + d(y,y).
Prema tome, vrijedi |d(z,y) — d(2/,y')| < d(z,2") + d(y, y). O

Propozicija 2.1.6. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka su (x;);en,
(yi)ien tzracunljivi nizovi u (X,d,«). Tada je funkcija N* — R, (i,7) — d(z;,y;)
rekurzivna.

Dokaz. Neka su F,G : N2 — N rekurzivne funkcije takve da je
d(xi, ap@r) < 27k d(y;, acir) < 2k Vi, j, k € N.
Prema lemi 2.1.5] imamo
|d(wi,y5) — d(orn), aoun)| < d@i, arar) +dy;, acgr) < 2-27

odnosno

‘d(xi, ;) — d(p(i k+1) Qg(j7k+1))‘ <27k Vi, j, k € N.
Buduéi da je funkcija N> — R, (4,7, k) — d(apg 1), @G r+1)) rekurzivna kao kom-
pozicija rekurzivnih funkcija (4, j, k) — (F(i,k+1),G(5,k + 1)) 1 (u,v) — d(ou, ay),
iz leme [2.1.4] slijedi trazena tvrdnja. O]
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2.2 Izracunljivo prebrojivi skupovi

Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor. Skupove K(«;,r), pri ¢emu je r > 0,
r € Q i4 € N nazivamo racionalne otvorene kugle.
Neka su 71, 75 : N — N fiksirane rekurzivne funkcije takve da je {(m(7), 72(7)) | i € N} =
N2. Neka je ¢ : N — Q fiksirana rekurzivna funkcija takva da je ¢(N) = QN (0, +00).
Neka je (X, d, ) izra¢unljiv metricki prostor. Tada je

{(aﬁ(i),qm(i)) | i€ N} = a(N) x (QN(0,+00)).

Za i € N definiramo I; = K(ar, (1), ¢r(s))- Tada je {I; | i € N} skup svih racionalnih
otvorenih kugli u (X, d, ).
Definiramo nizove (A;)jeny u X i (p;)ien u QN (0, +00),

)\i = Q7 (3) 1 Pi = dry(i), Vi € N.

Tada je Il = K()\Z,pz), Vi € N.

Neka je (X,d, «) izrac¢unljiv metricki prostor i S C X zatvoren skup u (X, d).
Kazemo da je S izra¢unljivo prebrojiv (c.e.) skup ako jeskup {i e N | ;NS # (0} C
N rekurzivno prebrojiv.

Napomena 2.2.1. Definicija izracunljivo prebrojivog skupa ne ovisi o izboru funkcija
T1, T2, ¢. Dokazimo to.

Neka su 71, 74 1 ¢’ rekurzivne funkcije takve da je {(7{(7),75(i)) | i € N} = N? i

q(N) = (0, +-00). Definirajmo I} = K (a1, q;é(z.)) i promotrimo skup

0={(i,5) €N | 7(0) =n0) i dyy =t } -

Vidimo da je €2 rekurzivan. Neka je ¢ € N. Tada postoji & € N takav da je q’Té(Z.) = Q.
Nadalje, za taj k postoji j € N takav da je (7{(7), k) = (71(j), 2(j)). Dakle, za svaki
i € N postoji j € N takav da je (i,7) € €2, pa postoji rekurzivna funkcija f : N — N
takva da je (i, f(i)) € 2, Vi € N. Uocimo: ako je (i,7) € €, onda I/ = I;. Posebno,
[l/ = ]f(i)7 Vi € N.

Pretpostavimo da je S C X takav da jeskup ' = {i € N| [; N S # 0} rekurzivno
prebrojiv. Neka je I' = {i e N| I/ NS # (}. Imamo

I'={ieN | INSA0}={ieN | f(@)eT}=f(D)
pa je i IV rekurzivno prebrojiv. Time je tvrdnja dokazana.

Propozicija 2.2.2. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i (x;) jen izracunljiv
niz w tom prostoru. Definirajmo S = {z;|i € N} C X. Tada je S izracunljivo
prebrojiv skup u (X, d, ).
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2.2. Izracunljivo prebrojivi skupovi

Dokaz. Vrijedi

& dj € Ntakav da x; € [;
< dj € N takav da je d(z;, \;) < ps.
Definirajmo skup

Kako su funkcije N> — R, (i,7) — d(zj,\;) 1 (¢,7) — p; rekurzivne, skup Q je
rekurzivno prebrojiv. Sada iz

INS#0 <« 3jeNtakav da je d(z;, \;) < p;
prema teoremu o projekeiji slijedi da je skup {i € N | I; N S # 0} rekurzivno prebro-
jiv. O
Neka je (X, d) metricki prostor. Lako se provjeri da za x,y € X ir, s > 0 vrijedi
dlz,y)+r<s = K(z,7) C K(y,s). (2.2)

Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i ¢, 7 € N. Pisemo I; Cp I; i kazemo da
je I, formalno sadrzan u I; ako je d(\;, \;) + p; < p;. Uocimo da je ovo relacija
izmedu brojeva ¢ i j, a ne izmedu skupova I; i I;. Takoder, uoc¢imo da prema
vrijedi [; Cp I; = I; C I;.

Propozicija 2.2.3. Skup S = {(i,j) € N* | I, Cr I;} je rekurzivno prebrogiv.

Dokaz. Definirajmo funkcije f,g: N? = R, f(i,7) = d(\;, \;) + pi, (i, 7) = p;. Kako
su ove funkcije rekurzivne i vrijedi

S={(.7) eN* | f(i.j) <g(i,j)},
S je rekurzivno prebrojiv. O

Lema 2.2.4. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka je i € N te neka je
x € I;. Tada za svaki € > 0 postoji k € N takav da I, Cp I;, x € I}, i pr. < €.

Dokaz. Imamo x € K(\;, p;), pa je d(z, \;) < p;. Stoga postoji s € Q, s < e takav
da je d(z, \;) + 2s < p;. Takoder, kako je (o;); gust u X, postoji j € N takav da je
d(aj, ) < s. Neka je k € N takav da je (ay, s) = (Ag, px). Imamo

d(Ni, o) + s < d(Ni,z) +d(z, a5) + 5 < d(N;, x) + 25 < p;
iz ¢ega slijedi d(\;, \g) + pr < pi, odnosno Iy Cp I;. Konacno, imamo pp = s < € i

d(aj,x) < s, pajex € K(aj,s) = I. O
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2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Propozicija 2.2.5. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i S C X neprazan
i potpun izracunljivo prebrojiv skup. Tada S sadrzi izracunljivu tocku.

Dokaz. Neka je Q ={i e N| ;NS # 0}. Q je po pretpostavci rekurzivno prebrojiv
skup. Neka je f : N — N rekurzivna funkcija takva da je f(N) = Q. Neka je

L ={(i.k,j) EN" | Iy Sr Iy i priy < 27}

Vidimo da je I' rekurzivno prebrojiv. Neka su i,k € N. Kako je I;; NS # 0, postoji
r € S takav da je x € I;;). Tada prema prethodnoj lemi postoji m € N takav da
je Im Cr Iy, @ € Iy 1 py < 27%. Kako je x € I,, NS # 0, postoji ¢ € N takav
da je m = f(j). Sada je Iy Cr Loy 1 ppgy < 27%, paje (i,k,j) € I. Dakle, za
svaki (i, k) € N2 postoji j € N takav da je (i, k, j) € ', pa postoji rekurzivna funkcija
¢ : N2 — N takva da je (i, k,¢(i,k)) € T, Vi, k € N.

Uzmimo proizvoljan ¢ € N i definirajmo niz (i, ),en rekurzivno sa
7:0 - t,
ins1 = @(in,n).

Kako je ¢ rekurzivna, slijedi da je (i,)nen rekurzivan niz. Imamo (i,,n,4,41) € T,
Vn € N, odnosno

TG S ey 1 Prtinn) <277, VneN

Odavde lako zakljucujemo da je (S ari f(in))neN padajuci niz zatvorenih skupova u
S ¢iji dijametri teze nuli. Kako je S potpun, slijedi da postoji x € S takav da je
x € Iy,), Yn € N. Imamo

d(x, )‘f(in+1)) < Pflinst) < 27" Vn € N.

Kako je funkcija N — N, n +— 71(f(iy51)) rekurzivna, vidimo da je x izracunljiva
tocka u (X, d, ). O

Teorem 2.2.6. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka je S C X ne-
prazan i potpun izracunljivo prebrojiv skup. Tada postoji izracunljiv niz (x;)jen ©

(X,d,a) takav da je S ={z; | j € N}.

Dokaz. Nekasu €2, f, I'i ¢ kao u dokazu prethodne propozicije. Definirajmo funkciju
h:N? = N sa

h(5,0) = J,
h(g,n+1) = e(h(j,n),n).
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2.3. Izracunljivi skupovi

Vidimo da je h rekurzivna i (h(j,n),n,h(j,n+ 1)) € I', Vj,n € N. Prema tome, za
7 € N imamo

Ity ©F IpGny) 1 Prmgmtr) <277 VneN.

Kao u dokazu prethodne propozicije, uoc¢imo da je (S N If(h(jv")))neN padajuéi niz
zatvorenih skupova u S ¢iji dijametri teze nuli, pa iz potpunosti od S slijedi da

postoji x; € S takav da je x; € I¢n(jn)), Vn € N. Imamo

d (25, Mphgmns1)) < Pragmrny <27 VimeN,

pa je (x;)jen izracunljiv niz u (X, d, ). Pokazimo da je ovaj niz gust u S. U tu
svrhu, odaberimo y € S'ie > 0. Neka je s € Q takav da je 0 < 2s < ¢. Kako je niz
a gust u X, postoji m € N takav da je a,,, € K(y,s). Tada je y € K(a,,s). Neka
je i € N takav da je (am,s) = (A, p;). Tada je ocito SN I; # 0, pa je i = f(j) za
neki j € N, te imamo y € I;(;). S druge strane, imamo i x; € Iy(j,0)) = I(;). Prema
tome, vrijedi

d(y,xj) < diamff(j) < 2pf(j) =2s < e.

Time je tvrdnja dokazana. O]

2.3 Izracunljivi skupovi

Propozicija 2.3.1. Postoje rekurzivne funkcije o : N> =+ N i n: N — N takve da je

{ (o6.0),06,1),...,o(in(@)) | i €N}
skup svih mepraznih konacnih nizova u N.

Dokaz. Neka su pg, pi1, pa, ... svi prosti brojevi redom. Nadalje, neka je £ : N> —+ N
funkcija iz primjera[l.1.3i neka je F': N — N funkcija koja svakom prirodnom broju
x pridruzuje najveéi indeks i takav da p; dijeli x, pri ¢emu uzimamo F(0) = 0. Iz
klasi¢ne teorije izracunljivosti poznato je da su E i F rekurzivne funkcije. Definiramo

o(i,j)=E@,j)~1 i n(i)=F®), VijeN.

Neka je (ag,ay, ..., a,) konacan niz u N. Za i = piotpitt...p imamo (i) = n

i (0(i,0),0(i,1),...,006,10))) = (ag, ar, .. ., an). O

Neka su 0 : N> — Nin: N — N rekurzivne funkcije kao u prethodnoj propozicij.
Za (i,7) € N? umjesto o(i,j) pisat ¢emo (i);, a umjesto n(i) pisat ¢emo i. Dakle,
{((?)0, (9)1,...,(i);) | i € N} je skup svih nepraznih kona¢nih nizova u N.

Za 1 € N oznacimo [i] = {(¢)o, (i)1,...,(i);}. Uoc¢imo: [i] je kona¢an neprazan
podskup od N i svaki kona¢an neprazan podskup od N je oblika [i] za neki i € N.

an+1
n
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Lema 2.3.2. Skup T' = {(i,7) € N? | i € [j]} je rekurzivan.

Dokaz. Imamo -
J

xe(i, ) =sg | [T 1i— Gl |
k=0

pa vidimo da je I' rekurzivan. O]

Napomena 2.3.3. Prethodna lema kaze da je funkcija N — P(N), i — [i] rekurzivna.
Zapravo, to je r.r.o. funkcija. Naime, vrijedi

[Z] = {(i)Oa (i)la ) (Z)?} = {U(i’ 0), o(i, 1)7 o (i 77(2))}
=0 ({<Z’ 0)7 (iv 1)7 R (%77(1))}) =0 ({Z} X {07 L. 77(@)}) :
Tvrdnja slijedi primjenom propozicije [[.4.11] i korolara [I.4.8]

Lema 2.3.4. Neka je ® : N — P(N) r.r.o. funkcija takva da je ®(x) # 0, Vo € NF.
Tada postoji rekurzivna funkcija h : N¥ — N takva da je ®(x) = [h(z)], Vo € N

Dokaz. Skup
Q= {(z,m) e N"*' | ®(z) = [m]}

je rekurzivan prema korolaru . Neka je x € N¥. Skup ®(z) je po pretpostavci
neprazan, a kako je ® rekurzivno omedena, znamo i da je taj skup konacan. Stoga
postojim € N takav da je ®(z) = [m]. Sada iz teorema[l.1.9slijedi da postoji funkcija
h : N¥ — N za koju vrijedi (z, h(z)) € 2, odnosno ®(x) = [h(z)], Vx € NF. O

Fiksirajmo rekurzivne funkcije o : N> - Nin: N — N takve da je

{(0(i,0),0(i,1),...,0(i,n(i))) | i€ N}

skup svih nepraznih kona¢nih nizova u N, kao u propoziciji [2.3.1]
Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Za i € N definiramo

A =A{awe, A oo ;-

Dakle, A; = {a; | j € [i]}. Uocimo: svaki A; je neprazan konacan podskup od «(N)
i obratno, svaki neprazan konac¢an podskup od «(N) je oblika A; za neki i € N.

Neka je (X, d) metricki prostor. Za A, B C X i ¢ > 0 uvodimo sljede¢u relaciju:

A~.B <& (Vxe€A) (JyeB)d(x,y) <e
i(Vye B) (Fr e A)d(x,y) <e.
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Neka su sada A i B neprazni kompaktni skupovi u (X, d). Definiramo
dy(A,B) =inf{e¢ >0 | A~. B}.

Za dy(A, B) kazemo da je Hausdorffova udaljenost skupova A i B.
Neka je K familija svih kompaktnih skupova u (X, d). Moze se pokazati da je
dy : K x K — R metrika na . Takoder, moze se pokazati da vrijedi

A~.B & dy(AB)<e.

Neka je skup A gust u (X, d) i neka je S C X kompaktan. Tada za svaki e > 0 pos-
toji konacan podskup A’ C A takav da je A’ . S. Zaista, kako je {K(a,¢) | a € A}
otvoren pokriva¢ od X (paiod S), postoje ag,aq,...,a, € A takvi da je

S C K(ag,e)U---UK(an,e) i SN K(a,e)#0, Vie{0,1,...,n}.
Tada je S ~. {ag,a1,...,a,} =1 A'.

Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor i neka je S kompaktan skup u (X, d).
Znamo: ako je S # (), onda za svaki k € N postojii € N takav da vrijedi S~y A;. Za
S kazemo da je izracunljiv skup u (X, d, a) ako je S = () ili ako postoji rekurzivna
funkcija f : N — N takva da je S ~9-+ Ay, Vb € N.

Napomena 2.3.5. Neka je (X, d, a) izra¢unljiv metricki prostor. Definicija izra¢unljivog
skupa ne ovisi o izboru funkcija o i n. Dokazimo to.
Neka su 0’ : N> — Ni#' : N — N neke druge rekurzivne funkcije takve da je

{ (¢/6,0),0'(,1),....0'i,/ () | i €N}
skup svih konaé¢nih nizova u N. Oznacimo
[i[]" = {0'(i,0),....0"(i, 0 (i)}
P AL = {a | € [}
Neka je S kompaktan skup u (X, d). Pretpostavimo da je f : N — N rekurzivna

funkcija takva da je S ~-r A%, Vk € N. Prema napomeni funkcije i +— [i] i
j — [j]' sur.r.o, pa je prema korolaru skup

Q={(i,5) e N’ | [i]f = [5]}
rekurzivan. Nadalje, jasno je da za svaki i € N postoji j € N takav da je [i] = [j].

Stoga, prema teoremu [1.1.9, postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da je
(i,0(2)) € 2, Vi € N. Sada za k € N imamo

Ny = {ai | i € [f(R)]'} ={oa | i € [p(f(R)]} = Apiriny-

Dakle, za svaki k£ € N vrijedi S ~o-r Ay(#(x)), Pa je S izracunljiv s obzirom na o i 7.
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Teorem 2.3.6. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor 1 S C X izracunljiv
skup. Tada je S izracunljivo prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = (), tvrdnja je jasna. Neka je S # (). Za i € N takav da I, NS # ()
postoji z € I;NS. Kako je tada d(z, \;) < pi, postoji k € N takav da d(z, \;)+2-27F <
pi- Zbog S~y Ay znamo da postoji j € [f(k)] takav da je d(x, a;) < 27%. Sada
je

d(Ni, ) +27F <d(\g, o) +d(z, ) +27F < d(x, \) +2-277 < p.

Dakle, ako je z € N takav da I; NS # ), onda postoje j, k € N za koje vrijedi
d(\iy o) +27 < pi i jE[f(R)] (2:3)

Obratno, pretpostavimo da za ¢ € N postoje j, k € N takvi da vrijedi (2.3]). Zbog
J € [f(k)] 1 Apy ~o-r S slijedi da postoji z € S takav da je d(z, ;) < 27%. Kako je

d(z, \) < d(z, ;) + d(aj, ) < d(Ni, o) +27% < py,
slijedi x € SN I;. Dakle, imamo

Neka je
Q={(i,k,j) eN® | d(\i,a) +27F < p;ije[f(k)]}.

Skup
Ql = {(Z>k7]) €N3 | jE [f(k)]}

je rekurzivan po lemi [2.3.2] a skup
Q = {(i,k,5) €N | d(Ni, o) < pi}

je rekurzivno prebrojiv prema korolaru(1.3.17} Kako je 2 = €, N€)y, slijedi da je €2 re-
kurzivno prebrojiv. Po teoremu o projekcijiiskup {i € N | (Fk,j € N) (i, k,j) € Q} =
{i e N| ;NS # 0} je rekurzivno prebrojiv. Dakle, S je izracunljivo prebrojiv. [

Direktno iz prethodnog teorema i teorema slijedi:

Korolar 2.3.7. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor i S # 0 izracunljiv
skup v (X, d, ). Tada postoji izracunljiv niz (p)neny v (X, d, ) takav da je S =
{z, | n € N}.

Propozicija 2.3.8. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka je xy € X.
Tada je skup {xo} izracunljiv ako i samo ako je xo izracunljiva tocka.

46



2.4. Poluizracunljivi skupovi

Dokaz. Ako je skup {xo} izracunljiv, onda iz teorema i propozicije slijedi
da je xy izracunljiva tocka.

Obratno, pretpostavimo da je xg izracunljiva tocka. Neka je f : N — N rekurzivna
funkcija takva da je d(zg, appy) < 27%, Vk € N. Tada je {zo} ~9-+ {ajx)}, Vk € N.
Promotrimo skup

Q={(j) eN’ [ i=(j)o i j=0}.
Skup Q je rekurzivan i za svaki i € N postoji j € N takav da je (4,j) € 2, pa prema
teoremu [L.1.9) postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da je (i, g(i)) € Q, Vi € N.
Uocimo da, ako je (7,7) € €, vrijedi {a;} = A;, pa je posebno {a;} = Ay, Vi € N.
Prema tome, {zo} ~o-+ Ag(rx)), Yk € N, odnosno skup {zo} je izracunljiv. ]

Propozicija 2.3.9. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor i neka su S 1 T
izracunljivi skupovi u (X, d,«). Tada je SUT takoder izracunljiv skup.

Dokaz. Ako je S = () ili T = 0, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je S # 0 i
T # 0. Tada postoje rekurzivne funkcije f i g : N — N takve da je S ~g-r Ay i
T =9-r Ny, Vk € N. Odavde lako vidimo da je SUT =~y-r Apgy U Ay, Yk € N.
Prema tome, dovoljno je dokazati da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva
da je A;UA; = Ay, V(i,7) € N?. Imamo

A UA; =A{ay [ue i} U{o |ueli]}
={au [ue U]}
Promotrimo funkciju ® : N?* — P(N), ®(i,5) = [i] U [j]. Iz korolara slijedi
da je ® rr.o. funkcija. Nadalje, uoc¢imo da je za svaki (i,7) € N? skup ®(4, )
neprazan i konacan, pa postoji k& € N takav da je ®(i,j) = [k]. Kako je skup
Q = {(i,j,k) € N* | (i, j) = [k]} rekurzivan, odavde i iz teorema [I.1.9] slijedi da

postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da je (i,7,¢(i,7)) € Q, Vi,j € N. To
znaci da je

NUA; ={ay [ueliJU[j]} = {au | u € i, )]} = Api ).

pa je tvrdnja dokazana. O

2.4 Poluizracunljivi skupovi

Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor i neka su By, By, ..., B, racionalne
otvorene kugle u (X, d, ). Tada za skup BoU B, U---U B,, kazemo da je racionalan
otvoren skup u (X,d,a). Uocimo: U je racionalan otvoren skup u (X, d, «) ako i
samo ako postoje i, ?1,..., i, € NtakvidajeU =1L, UL, U---UIL, .
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2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Za j € N definiramo

J

Ji=J li= 15 Ul U Ul
i€lj]
Tada je {J; | j € N} familija svih racionalnih otvorenih skupova u (X, d, a).

Za racionalne otvorene skupove definiramo relaciju formalne sadrzanosti sa
Uoc¢imo da je ovo zapravo relacija na indeksima w i v, a ne na skupovima J, i J,.
Pokazimo da je skup Q = {(u,v) € N? | J, Cr J,} rekurzivno prebrojiv. Promotrimo
najprije skupove
F={(,0)eN*|(Fjep) L Cr;} i I'={(@lv,4)eN|je]il,Cpl}.
Lako se vidi da je I'" rekurzivno prebrojiv, a kako je

(i,v) el < (FEN) (i,v,4) €T,
iz teorema o projekciji slijedi da je i I' rekurzivno prebrojiv. Vrijedi
(u,v) €Q & (Vielu]) (i,v) el
Kako je funkcija @ : N* — P(N?), ®(u,v) = [u] x {v} r.r.0., zbog
(u,v) €Q &  d(u,v) CT
iz teorema [1.4.10| zaklju¢ujemo da je €2 rekurzivno prebrojiv.

Za kompaktan skup S C X kazemo da je poluizracunljiv u (X, d, a) ako je skup
{j e N| S C J;} rekurzivno prebrojiv.

Sliéno kao u napomeni [2.3.5] pokazuje se da definicija poluizra¢unljivog skupa ne
ovisi o izboru funkcija o : N> - Nin: N — N.

Sada nam je cilj dokazati sljede¢u karakterizaciju izracunljivosti:

Teorem 2.4.1. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor i S kompaktan skup
u (X,d). Tada je S izracunljiv ako i samo ako je S izracunljivo prebrojiv i polu-
1zracunlyiv.

Dokazimo najprije nekoliko pomoénih rezultata.
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Lema 2.4.2. Neka je S izracunljiv skup u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, ).
Tada postogi rekurzivna funkcija h : N — N takva da je S C Juu, te vrijedi

(Vi € [h(k)]) LNS #0ip <27
za svakt k € N.

Dokaz. Tvrdimo da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da je
(cuiy 27% D) = (Apih)s Potinh)) V(i, k) € N2,

Naime, skup Q = {(i,k,j) € N* | i =7(j) i 27*F) = p;} je rekurzivan i za svaki
(i, k) € N? postoji j € N takav da je (i, k,7) € Q. Dakle, postoji rekurzivna funkcija
¢ : N? - N takva da je (i,k,p(i,k)) € Q, V(i,k) € N2 Uocimo da (i, k,j) € 0
povlaci (a;, 2=F+Y) = (X, p;), pa je o upravo trazena funkcija.

Kako je po pretpostavci S izracunljiv, postoji rekurzivna funkcija f : N — N
takva da je S ~g-+ Ay, Vb € N. Tada vrijedi

Sc |J K(a27®)= U I, VkeN.
i€l f(k+1)] jee([f (k+1)]x{k})

Lako se vidi da je funkcija N — P(N), k — o([f(k + 1)] x {k}) r.r.0, a kako je skup
o([f(k+1)] x {k}) neprazan za sve k € N, iz leme slijedi da postoji rekurzivna
funkcija h : N — N takva da je ¢([f(k + 1)] x {k}) = [h(k)], VE € N. Imamo

Sc |J Li=dhw, VkeN

j€h(k)]
Neka je k € N. Za j € [h(k)] = o([f(k + 1)] x {k}) imamo j = ¢(i,k) za neki
i € [f(k+1)]. Stoga je pj = py(ix) = 2~ < 27 Takoder, imamo

[j = K<)‘j7 p]) =K ()\go(i,k)> pgo(z,k)) = K(Oéi, 2_(k+1)).
Kako je ¢ € [f(k + 1)], slijedi da je SN I; # 0. Time je tvrdnja dokazana. O

Lema 2.4.3. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor i neka je S kompaktan
skup u (X, d). Pretpostavimo da postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da za
svaki k € N orijedi S C Jypy 1

(Vi€ [f(k)]) LNS #0 i diamI; <27
Tada je S izracunljiv skup.
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Dokaz. Za svaki k € N imamo
S C U I = U K (i, pi).
ic[f (k)] ie[f(k)]

Kako je funkcija N — N, k — {n(i) [ i € [f(k)]} = nu([f(K)]) r.r.0 i skup ([ (K)])
je neprazan i konacan za svaki £ € N, prema lemi [2.3.4] postoji rekurzivna funkcija
g : N — N takva da je [g(k)] = 7 ([f(k)]), Vk € N.

Jasno je da je S neprazan. Tvrdimo da je
S =y k Ag(k), Vk € N.

Neka je k € N. Odaberimo = € S. Tada postoji i € [f(k)] takav da je x € K(\;, p;).
Zbog diam I; < 27% imamo d(z, \;) < 27%. Za j = 71(4) vrijedi j € 7([f(k)]) = [g(k)]
i \i =, paje d(z,a;) < 27"

Obratno, neka je j € [g(k)]. Tada postoji i € [f(k)] takav da je j = 7(7), odnosno
Ai = aj. Konaéno, zbog I; NS # () postoji x € S takav da je

d(z, ;) = d(x, ;) < diam I; < 27",
Dakle, vrijedi S ~9-x Ayr), Yk € N, pa je S izracunljiv. O]

Lema 2.4.4. Neka je S kompaktan skup v metrickom prostoru (X, d). Pretpostavimo
da su ag,ay,...,a, € X 1 19,71,...,7, > 0 takvi da je

S C K(ag,r0) U K(ar,r1)U---UK(an, ).

Tada postogi p > 0 takav da za svaki x € S postoji 0 < i < n takav da je d(x,a;)+p <
T;.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. za svaki k € N postoji x € S takav da je
d(zg,a;) +27% >r;, Vi€ {0,1,...,n}.

Neka je (zy,), konvergentan podniz niza (xy)s i neka je lim x,, = z € S. Prelaskom
p—r00

na limes u gornjoj relaciji dobivamo d(z,a;) > r;, Vi € {0,1,...,n}. No, tada z ¢
K(a;,r;), Vi€ {0,1,...,n}, paz ¢S, sto je kontradikcija. O

Sada smo spremni za dokaz teorema.

Dokaz teorema[2.4.1. Pretpostavimo da je S izracunljiv skup u (X, d, o). U teoremu
vidjeli smo da je S izracunljivo prebrojiv. Pokazimo da je S poluizracunljiv.
Neka je j € N takav da je S C J; = Ui K(Ni, pi). 1z leme slijedi da postoji
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p > 0 takav da za svaki x € S postoji i € [j] za koji vrijedi d(x, \;) + p < p;. Neka je
h: N — N rekurzivna funkcija iz leme [2.4.2 Odaberimo k € N takav da je 27% < £.
Za taj k imamo S C Jy) i za svaki i € [h(k)] vrijedi

Neka je i € [h(k)] iz € SN ;. Tada je d(x, \;) < p;. Za taj x, neka je m € [j] takav
da je d(z, \py) + it < pm. Imamo

AN, Am) + pi < d(Niyx) +d(x, N\p) + pi < d(x, M) + 2p; < d(x, A\p) + 1 < P

<22k

Dakle, d(\i, A\m) + pi < pm, odnosno I; Cp I,,. Pokazali smo: za svaki ¢ € [h(k)]
postoji m € [j] takav da je I; Cp I,,. Prema tome, vrijedi Juxy Cp Jj.

Obratno, ako postoji £ € N takav da je Jyx) Cr Jj, onda je Juu) € J; pa je i
S C J;. Dakle, za svaki j € N vrijedi ekvivalencija

Lako se vidi da je skup
{G.F) N[ Juy Sr Jj}

rekurzivno prebrojiv, pa po teoremu o projekciji slijedi da je skup {j e N | S C J;}
takoder rekurzivno prebrojiv. Dakle, S je poluizracunljiv.

Pretpostavimo sada da je S poluizracunljiv i izracunljivo prebrojiv. To znaci da
su skupovi
rekurzivno prebrojivi. Promotrimo skup

Q={(k,j)eN*|SCJ; i (Vie[f)(LNS#0 i p <277},

Tvrdimo da vrijedi
(1) za svaki k € N postoji j € N takav da je (k,j) € €,
(2) € je rekurzivno prebrojiv.

Dokazimo to.
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(1) Neka je k € N. Familija {K(a;,r) |1 €N, reQ, 0<r <27} tvori otvoreni
pokrivac od S. Kako je S kompaktan, postoje ig,41,...,%m € Nirg,r,...,rm €
Q,0<7r0,71,...,Tm < 27% takvi da je

S C K(a,ro)U--UK(ay,,rm) 1 SNK(a,,1m) #0, vVt e {0,1,...,m}.

Za svaki t € {0,1,...,m} odaberimo p; € N tako da bude (ay,, ) = (Ap,, pp,) 1
nadimo j € N takav da je [j] = {po,p1, ... Pm}. Imamo S C J; i za svaki i € [j]
vrijedi SN I; # 0 i p; < 27%. Dakle, za taj j vrijedi (k,j) € Q.

(2) Imamo Q = Oy N Oy N Q3, pri ¢emu je
O ={(k,j) eN*|SCJ;}, Qo={(kj)eN|LNS#D Vie[j]}
i Q= {(kJ) eN?|p<27F Vielj}.

Kako je T'y rekurzivno prebrojiv, jasno je da je €2 rekurzivno prebrojiv. Iz
Qy = {(k,7) € N*| [j] C Ty} vidimo da je i €y rekurzivno prebrojiv. Takoder,
skup

I = {(i,k) e N* | p; < 27%}

je rekurzivno prebrojiv, pa je i Q3 = {(k,j) € N* | [j] x {k} C '} rekurzivno
prebrojiv. Dakle, Q) je rekurzivno prebrojiv.

Iz (1) i (2) po teoremu slijedi da postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva
da je (k, f(k)) € Q, Vk € N. Neka je k € N. Tada je

SC iy 1 (Vie[f(R)])(LNS#D i p<27).
Kako je diam I; < 2p; < 2-27% Vi € [f(k)], imamo
SC Jpuray 1 (Vie[f(k+2)])(LNS#0 i diaml; <27F),

pa iz leme [2.4.3 slijedi da je S izracunljiv skup. m

2.5 Koizracunljivo prebrojivi skupovi

Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i neka je S C X. Kazemo da je S
koizrac¢unljivo prebrojiv (co-c.e.) ako je S = X ili ako postoji rekurzivna funkcija
f:N— Ntakva daje X \ S = U Iy;). Ekvivalentno, S je koizracunljivo prebrojiv
ieN
ako postoji rekurzivno prebrojiv skup A C N takav da je X \ S = U I;.
i€A
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2.5. Koizracunljivo prebrojivi skupovi

Neka je i € Nir > 0 racionalan broj. Za skup K(a;,7) kazemo da je raci-
onalna zatvorena kugla u (X, d, ). Primijetimo da je, uz oznaku I; = K(\;, pi),

{f, | i€ N} familija svih racionalnih zatvorenih kugli u (X, d, ).

Lema 2.5.1. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i S zatvoren skup u (X, d).
Pretpostavimo da je skup {2 eN| NS = (7)} rekurzivno prebrojiv. Tada je S ko-

wzracunljivo prebrojiv.

Dokaz. Oznacimo A = {z eN|NS = (Z)} . Tvrdimo da je X \ S = U I;.
i€A
Imamo

>

Dakle, | JI; € X'\ S.
icA
Neka je z € X'\ S. Kako je S zatvoren, postoji r > 0 takav da je K (z,7) C X'\ S.
Nadalje, postoji j € N takav da je a; € K(z,7). Odaberimo k£ € N tako da je

T < q < 5. Tada je v € K(aj,7) € K(aj,q). Neka je sada i € N takav da je

(0, ) = (N, pi). Imamo z € I;. Vrijedi
r

) C K(z,r) C X\ S.

Dakle, I; NS = ), odnosno i € A. Stoga je X \ S C U I; i tvrdnja je dokazana. [J
icA

Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Za i,j € N definiramo
IZ'O[]' = d()\l,)\]) > pZ—ij

i kazemo da su I; i I; formalno disjunktni. Uocimo da I; ¢ I; povlaci .fz N1l = 0.

Direktno iz definicije slijedi:
Propozicija 2.5.2. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Skup
{(i,)) eN* | ;o I;}

je rekurzivno prebrojiv.

Za i,u € N pisemo I; o J, ako je I; o I;, Vj € [u]. Uocimo da I; ¢ J, povlaci
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2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Propozicija 2.5.3. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Skup
T ={(i,u) e N*| ;0 J,}
je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. 1z prethodne propozicije znamo da je skup S = {(i,j) eN?*| [ <>Ij} rekur-
zivno prebrojiv. Za i,u € N vrijedi

Prema napomeni i propoziciji [1.4.11] funkcija N? — P(N?), (i,u) — {i} x [u] je
r.r.0, pa je zbog (i,u) € T < {i} x [u] C S skup T rekurzivno prebrojiv. O

Za u,v € N pisemo J, ¢ J, ako za svaki ¢ € [u] i za svaki j € [v] vrijedi [; ¢ ;.
Koristedi propoziciju lako vidimo da vrijedi sljedece:

Propozicija 2.5.4. Skup T = {(a,b) € N* | J, o J,} je rekurzivno prebrojiv.

Lema 2.5.5. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i i € N. Neka je v € X,
x ¢ I, ie>0. Tada postoji j € N takav da jei € I;, I; o 1; i p; < e.

Dokaz. 1z x ¢ I; slijedi d(x, \;) > pi, pa postoji s € Q, 0 < s < ¢ takav da je
d(z, N\i) > pi + 2s. (2.4)
Znamo da postoji u € N takav da je © € K(ay,s). Neka je j € N takav da je
(o, s) = (Aj, p;). Tada je z € ;.
Pretpostavimo da je d(\;, Aj) < p; + p;. U tom slucaju imamo
d(z, A;) < d(z, Aj) +d(Aj, \i) < pj+ pi+pj = pi + 2s,
sto je u kontradikeiji s (2.4]). Dakle, d(\;, Aj) > p; + pj, pa je I; o ;. O

Propozicija 2.5.6. Neka je S poluizracunljiv skup u izracunljivom metrickom pros-
toru (X,d,a). Tada je S koizracunljivo prebrojiv.

Dokaz. Neka je i € N. Tvrdimo da je
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2.5. Koizracunljivo prebrojivi skupovi

Pretpostavimo da je 1;N.S = §. Prema prethodnoj lemi, za svaki = € S postoji j, € N
takav da je z € [;, i I; ¢ I;,. Kako je {I;, | z € S} otvoreni pokriva¢ za S, a S je
kompaktan, postoje xg, x1,...,r, € S takvi da je

SCI, U--Ul

Ty ©

Neka je ¢ € N takav da je [¢] = {Jjugs Jurs- -+ Jun } - Tada je S C J,. Takoder, za svaki
u € [0] vrijedi I; ¢ I, pa je I; o J.
Obrat slijedi direktno iz ¢injenice da I; ¢ J; povlaci In J; = 0.

Lako se vidi da je skup

{(G,J) eN*|SC T i LioJ;})
rekurzivno prebrojiv. Odavde pomoc¢u teorema o projekciji zakljucujemo da je skup
{z‘eNyLms:@}

takoder rekurzivno prebrojiv. Sada iz leme [2.5.1] slijedi da je S koizracunljivo pre-
brojiv. O]

Primjer 2.5.7. Neka je (R, d, o) izracunljiv euklidski prostor i a,b € Q, a < b. Tada
je la, b] izracunljiv skup u (R, d, ).
Odaberimo N € N takav da je %% < 1. Definirajmo funkciju r : N> = Q

N
formulom -
r(i k) = a + ZEVfQCZ), Vi k € N.

Tada je [a,b] =g« {r(0,k),r(1,k),....,r(N - 2" k)}, Vk € N.

Za sve i,k € N postoji j € N takav da je r(i,k) = «;, pa koriste¢i teorem m
lako zakljuéujemo da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da je r(i, k) =
Qyu(ik), Vi, k € N. Tada imamo

[a, 0] ok {auim |0<i < N-2"} =a ({p(i,k)[0<i< N-2F}).
Funkcija @ : N — P(N), ®(k) = {¢(i,k) |0<i < N-2F} jerro. i ®(k) # 0 za
svaki k € N, pa prema lemi [2.3.4] postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je
O(k) = [f(k)] za svaki k € N. Dakle, vrijedi

[a,b] mo-r a(R(K)) = o ([f(K)]) = Apwy, VR EN,
pa je [a, b] izracunljiv skup. <

Analogni rezultat vrijedi i u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru:
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2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Primjer 2.5.8. Neka je n € N\ {0}. Neka je (R",d, «) izracunljiv euklidski prostor
ia,beQ,a<b Tada je [a,b]" izracunljiv skup u (R", d, ).
Neka je N € N takav da je b*Ta < \/Lﬁ Definirajmo funkciju r : N> — Q formulom

i(b—a)

r(i, k) =a+ N ook

Vi, k € N.

Tada je
[a,b] ~y-r {r(i,k)|0<i< N-2"},
odakle slijedi
[a,0]" g {(r(in, k), ..., 7(in, k) | O < iy,... iy < N 28},

Definirajmo funkciju R : N? — Q" R(i,k) = (r((i)1,k),...,7((0)n, k)), Vi,k € N.
Uoc¢imo da za sve i,k € N postoji j € N takav da je R(i,k) = o, pa iz teorema
mozemo zakljuciti da postoji rekurzivna funkcija ¥ : N> — N takva da je
R(i, k) = o), Vi, k € N. Prema tome, imamo

[a, b]" ~2-k {ozw,m 10 <i<(pips2-- 'pn)N'Qk} )

Funkcija ¥ : N — P(N),

U(k) = {¢(i,k) 10 <i< (pipa-- -pn)N'zk}

jerr.oi U(k) # 0, Vk € N, pa iz leme znamo da postoji rekurzivna funkecija
g : N — N takva da je (k) = [g(k)] za sve k € N. Dakle, imamo

[a,0]" mo-r o (W(k)) = a([g(F)]) = Agwy, ~ VEEN,
odnosno, [a, b]" je izracunljiv skup u (R™, d, a). <
Neka je (X,d, «) izra¢unljiv metricki prostor. Kazemo da je (X,d,«) lokalno
izracunljiv ako za svaki kompaktan skup K u (X, d) postoji izracunljiv skup S u
(X,d,a) takav da je K C S.

Uocimo da iz prethodnog primjera slijedi da je izrac¢unljiv euklidski prostor (R™, d, «)
lokalno izracunljiv.

Lema 2.5.9. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i S # X koizracunljivo
prebrojiv skup u (X, d, «). Tada postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da je

X\S:UJf(z’) /) Jf(z-) QJf(Z-H), Vi € N.

€N
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2.5. Koizracunljivo prebrojivi skupovi

Dokaz. Kako je S koizracunljivo prebrojiv, znamo da postoji rekurzivna funkcija
g : N = N takva da je X \ S = [J,cy Ly()- Oznacimo sa @ funkciju N — P(N) koja
svakom i € N pridruzuje skup {g(0), g(1),...,g(i)}. Jasno, ® je r.r.o. funkcija. Kako
je za svaki ¢ € N skup ®(i) neprazan, prema lemi postoji rekurzivna funkcija
f N —= N takvda da je

®(i) = {9(0),9(1),...,9()} = [f(D)], Vi € N.
Za i € N imamo
Ty = | o= Iy UTyay U+ U Ly,
vE[f ()]
pa vrijedi Jpi) C© Jpp1) 1 X \ S = U Iy = U (i) ]
ieN ieN
Lema 2.5.10. Postoji rekurzivna funkcija f : N*> — N takva da za sve a,b € N vrijedi
JoUJp = Jf(a,b)-

Dokaz. Imamo

Luh=nulJL= | I

icla] el i€laub]
Funkcija @ : N2 — N, ®(a,b) = [a] U [b] je r.r.0. 1 ®(a,b) # 0 za sve a,b € N, pa
postoji rekurzivna funkcija f : N> — N takva da je ®(a,b) = [f(a,b)], Va,b € N.
Sada je

JoUJp = U I; = U Ii = Jg(ap);
ie[a]ulb] i€[f(a,b)]

pa je f upravo trazena funkcija. m

Propozicija 2.5.11. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor. Pretpostavimo
da je (X,d,«) lokalno izracunljiv. Ako je S C X kompaktan skup u (X,d) i ko-
izracunljivo prebrojiv u (X, d, «), onda je S poluizracunljiv.

Dokaz. Kako je S koizracunljivo prebrojiv, iz leme[2.5.10|znamo da postoji rekurzivna
funkcija f : N — N takva da je
X\S=UJw 1 T S T, Vi €N, (2.6)
ieN

Neka je A C X izracunljiv skup takav da je S C A. Pretpostavimo da je 7 € N takav
da je S C J;. Kako je A izracunljiv, A je kompaktan skup u (X, d), pa je tadai A\ J;
kompaktan. Kako je A\ J; C X\ S, iz (2.6) vidimo da je

{Jpw |7 € N}
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2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

otvoren pokriva¢ od A\ J;. Prema tome, postoji i € N takav da je A\ J; C Jyg),
odnosno A C J; U Jyp).

Obratno, ako su i,j € N takvi da je A C J; U Jy(;), onda je S C J; zbog Jy;) C
X\ S. Dakle, za j € N vrijedi S C J; ako i samo ako postoji i € N takav da je
AC J; U Jf(i).

Neka je g : N> — N rekurzivna funkcija takva da za sve a,b € N vrijedi J, U J, =
Jg(ap)s kao u prethodnoj lemi. Sada za j € N imamo

SCJ; & (FieN)AC Iy

Neka je
Q={(j.i) € N*| A C Jygr0} -

Kako je skup ' = {n € N| A C J,,} rekurzivno prebrojiv (jer izrac¢unljivost od A
povlagi poluizracunljivost od A), iz

Q= {(j,5) e N | g(j, f(i)) € '}

vidimo da je i  rekurzivno prebrojiv. Stoga je
SCJ; & (FieN)(j,i) e,

pa iz teorema o projekciji zakljucujemo da je skup {j € N| S C J;} rekurzivno pre-
brojiv. Dakle, S je poluizracunljiv. O]
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Poglavlje 3

Izracunljivost poluizracunljivih
skupova

3.1 Preliminarni rezultati

Primjer 3.1.1. Neka je (R, d, ) izra¢unljiv euklidski prostor i a, b izra¢unljive tocke
u (R,d,a) takve da je a < b. Tada je segment [a,b] izracunljiv skup u (R,d, a).
Dokazimo to.

Neka su (ag)ken 1 (bx)ren rekurzivni nizovi u R takvi da je

|CL — CLk| < 2_(k+3) s |b — bk| < 2_(k+3) i ap < bk

za svaki k € N. Tada je [a,b] =13 [ag, bg], Vk € N,
Odaberimo N € N takav da je b’T‘l < % Tada za bilo koji £ € N imamo

b, — ay, by, — b b—a a — ay 1 1 1
<-4+-4+-=-<1.
N = N‘+‘N+ N 372738
Definiramo funkciju r : N> — Q formulom
N i(by — ay) .
r(i, k) = ap + N ook Vi, k € N.
Uotimo da je tada [ay, bx] ~o-r {r(0,k),7(1,k),...,r(N -2* k)} . Sada analogno kao
u primjeru mozemo zakljuciti da je [a, b] izracunljiv. <

U prethodnom primjeru vidjeli smo da je segment u R s izracunljivim krajnjim
tockama izrac¢unljiv skup u izra¢unljivom euklidskom prostoru (R, d, ). Prirodno je
pitanje vrijedi li i obrat, tj. vrijedi li

la,b] izracunljiv skup = a i b izracunljive tocke.
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Sljedeca propozicija pokazat ¢e da je odgovor na to pitanje potvrdan.

Propozicija 3.1.2. Neka je (R,d,«) izracunljiv euklidski prostor. Neka su a,b €
R takve da je a < b i segment [a,b] je izracunljiv skup u (R, d,«). Tada su a i b
wzracunljive tocke.

Dokaz. Kako je [a,b] izracunljiv skup, postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva
da je
[a,b] No—k Af(k), Vk € N.

Tvrdimo da vrijedi
}a—minAf(k)‘ <27k Vk € N.

Naime, za k € N vrijedi:

1° Ako je a < min Ay, znamo da postoji ¢ € [f(k)] takav da je |a — ;| < 27%, pa
iz a < minAyp) < o slijedi [ — min Aggy| < 27k,

2° Ako je a > min A 41, znamo da postoji « € [a, b] takav da je |min Ay — x| < 27,
pa iz min Apy) < a < z slijedi |a — min Ay < 275

Promotrimo funkciju g : N = Q, g(k) = min Ay(;). Ona zadovoljava
la — g(k)| < 27, Vk € N. (3.1)

Vrijedi

g(k) = min {a; | i € [f(k)]} = min {ags, |0 <0 < TR} vk € N.
Znamo da je a : N — Q rekurzivna funkcija, pa je i funkcija ¢ : N> — Q, (i, k) =
(s> V(i, k) € N? rekurzivna. Sada iz

g(k)= min_ (i, k), Vk € N

0<i<f(k)

prema propoziciji zaklju¢ujemo da je g rekurzivna funkcija, pa iz (3.1)) slijedi
da je a izracunljiva tocka.
Na slican na¢in pokazuje se i izracunljivost od b. O

Primjer 3.1.3. Neka su FF: N — Qi v € R kao u primjeru [1.3.4, Uoc¢imo da je
funkcija F strogo rastuéa, tj. 0 < F(k) < F(k+ 1), Yk e Ni F(k) — v < 2.
Tvrdimo da je skup [, 2] koizracunljivo prebrojiv u (R, d, «).
Imamo
R\ [7,2] = (=00,0) U (=7,7) U (2, +00).
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3.1. Preliminarni rezultati

Uoc¢imo da je
= JK(=(i+1),i+1).

1eN

Bududi da za svaki i € N postoji j € N takav da je (—(¢ + 1),i + 1) = (A}, pj),
primjenom teorema(1.1.9/ mozemo zakljuciti da postoji rekurzivna funkcija f : N — N
takva da je (—(¢+1),i+ 1) = (Asq4), pry), Vi € N. Tada je skup A = {f(i) | i € N}

rekurzivno prebrojiv i vrijedi (—o0,0) = U I;. Analogno, mozemo naci rekurzivno

€A
prebrojiv skup B C N takav da je (2, +o0) U I;.
i€B
Nadalje, vrijedi
= (JK(0,F(@)
ieN

Kako za svaki i € N postoji j € N takav da je (0, F'(i)) = (\;, pj), ponovno primjenom
teorema [I.1.9] dobivamo rekurzivnu funkciju ¢ : N — N za koju vrijedi (0, F(i)) =
(Agi), Pg(i)), Vi € N. Tada je skup C' = {g(i) | i € N} rekurzivno prebrojiv i vrijedi

=J 5
icC

Konac¢no, imamo

R\ [7,2] = (—00,0) U (—z,z) U (2, +00)

=JnulJrnulJn

€A ieC i€B
- U =
1i€c AUBUC

Kako je AU B U C rekurzivno prebrojiv skup, slijedi da je [z, 2] koizra¢unljivo pre-
brojiv.

Uocimo jos sljedeée: bududi da je (R, d, «) lokalno izracunljiv i da je [, 2] kom-
paktan, propozicija povlagi da je [y, 2] poluizracunljiv skup u (R, d, «). No,
taj skup nije izracunljiv jer bi u suprotnom iz prethodne propozicije slijedilo da je «
izracunljiva tocka. <

Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i S C X. Prema teoremu m
vrijedi implikacija
S izracunljiv. = S poluizracunljiv.
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Primjer [3.1.3| pokazuje da obrat ne vrijedi nuzno, tj. da postoji poluizracunljiv skup
koji nije izracunljiv.
Rezultati koje navodimo u nastavku daju neke dovoljne uvjete uz koje obratna
implikacija ipak vrijedi. Primjerice, ona vrijedi za konac¢ne skupove.
Lema 3.1.4. Postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da je I; = Jggy, Vi € N.
Dokaz. Opcenito, vrijedi
Jj:I(j)OUI(jhU"'UI(j)J,_, Vj e N.

Kako za svaki i € N postoji j € N takav daje (j)o =417 =0, iz teoremaMslijedi
da postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

i=(f@o i FO=0,  VieN
Tada je Jy;) = I;, Vi € N, odnosno f je upravo trazena funkcija. O
Propozicija 3.1.5. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i S C X jednoélan
skup.  Pretpostavimo da je S poluizracunljiv u (X,d,«). Tada je S izracunljiv u
(X,d, ).
Dokaz. Kako je po pretpostavci S poluizracunljiv, znamo da je skup
Q={jeN|SCJ}
rekurzivno prebrojiv. Prema teoremu [2.4.1], dovoljno je pokazati da je S izracunljivo
prebrojiv u (X, d, «).
Neka je i € N. Kako je S jednoclan, vrijedi
Neka je f : N — N funkcija iz prethodne leme. Imamo

LNS#0 <« SCJyu & [fHeQ < ief'(Q).

Dakle, skup {1 € N | I; NS # 0} = f~1(Q) je rekurzivno prebrojiv, pa je S izracunljivo
prebrojiv. 0

Lema 3.1.6. Neka je S C X poluizracunljiv skup u izracunljivom metrickom prostoru
(X,d,«) i neka je m € N. Tada je skup S\ Jp, poluizracunljiv u (X,d, «).
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3.2. Lancasti kontinuumi

Dokaz. Kako je S po pretpostavei poluizracunljiv, skup I' = {i € N | S C J;} je re-
kurzivno prebrojiv. Prema lemi[2.5.10} postoji rekurzivna funkcija f : N> — N takva
da je

JoUJp = Jf(a,b)u Va, beN.

Za j € N imamo
S\ngJj 54 SngUJ] <~ Sgl]f(m,j)-

Odavde slijedi da je {j e N| S\ J,, C J;} = {jeN| f(m,j) €T}, pa je skup
{j e N| S\ J,, C J;} rekurzivno prebrojiv. Dakle, S\ .J,,, je poluizracunljiv. O

Propozicija 3.1.7. Neka je (X,d, o) izracunljiv metricki prostor i S C X konacan
skup. Ako je S poluizracunljiv u (X, d,«), onda je S izracunljiv u (X, d, a).

Dokaz. Neka je S = {x1,2s,...,2,}. Oznacimo
D =min{d(zy,x;) |i €{2,...,n}}

ineka je e € Q, e < 2. Sada za svaki i € {2,...,n} odaberimo «; € K(z;,¢). Imamo
D
d((lfl,Oéi) > d(xl,xi) — d(xi,ai) >D—¢e¢> 3 > €,

pa 1 ¢ K(«a;,¢), zasve 2 <i < n.
Zai € {2,...,n} postoji j; € N takav da je (i, e) = (A}, pj;). Jasno, tada je x; € I},
Neka je m € N takav da je [m| = {j2,Js,...,jn}. Tada je J,, = I;, U---UI; . Kako
je
{xl} =5 \ I,

skup {21} je po lemi[3.1.6] poluizracunljiv, pa iz propozicije[3.1.5[slijedi da je izracunljiv.

Analogno dobivamo da su svi skupovi {z2}, {z3}, ..., {x,} izracunljivi. Sada
primjenom propozicije zakljucujemo da je S izracunljiv. O

3.2 Lancasti kontinuumi

Za metricki prostor (X, d) koji je povezan i kompaktan kazemo da je kontinuum.

Neka je X skup te Cy, C1, ..., C, konacan niz podskupova od X. Za Cy, C4,...,C,
kazemo da je lanac u X ako za sve i,j € {0,1,...,n} vrijedi
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Skupove Cy, ..., C, nazivamo karikama lanca.

Ako je Cy, (Y4, ..., C, konacan niz skupova i S skup takav da je
SCCoUCLU---UCy,,
kazemo da niz Cy, CY, ..., C, pokriva S.
Neka je (X, d) metricki prostor te Cy, C1, . . ., Cy, lanac u X. Kazemo da je Cy, C, ..., C,
(i) otvoren lanac u (X, d), ako su Cy, C4, ..., C, otvoreni skupovi;
(ii) kompaktan lanac u (X, d), ako su Cy, C, ..., C, kompaktni skupovi;
(iii) e-lanac u (X,d), ako je diam C; < e, Vi € {0,1,...,n}.

Neka je (X, d) kontinuum. Kazemo da je (X, d) lan¢ast kontinuum ako za svaki
e > 0 postoji otvoreni e-lanac u (X, d) koji pokriva X.

Slika 3.1: primjer lanca

Za lancaste kontinuume vrijedi sljedeca karakterizacija:

Teorem 3.2.1. Neka je (X,d) kontinuum. Tada je (X,d) lancast kontinuum ako i
samo ako za svaki € > 0 postoji kompaktan e-lanac koji pokriva X.

Najprije ¢emo dokazati nekoliko tehnickih lema:

Lema 3.2.2. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Tada za svakie > 0 postoje
kompaktni skupovi Ko, K1, ..., K, u (X,d) takvi da je diam K; < e, Vi € {0,1,...,n}

Dokaz. Bududi da je (X,d) kompaktan, on je i potpuno omeden, pa postoje tocke
Xo,x1,...T, € X takve da je

X = K, %) U UK (2, §>-
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No, tada je i
X = K(zo, §> U umxn,g)
i vrijedi diam K (;, $) < %E <e,Vie{0,1,...,n}. Dakle, vrijedi tvrdnja. ]

Neka je (X, d) metricki prostor. Za A C X i r > 0 definiramo

N(A,r) = U K(z,r).

Jasno, N(A,r) je otvoren skup.
Ako je A neprazan i omeden, onda je i N(A,r) neprazan i omeden i vrijedi
diam N(A,r) < diam A + 2r. Nadalje, za r1 < r vrijedi N(A,r;) C N(A,r).

Lema 3.2.3. Neka su A i B neprazni kompaktni skupovi u metrickom prostoru (X, d).
Pretpostavimo da je AN B = 0. Tada postoji ro > 0 takav da je

N(A,TO)QN(B,T()) :Q)

Dokaz. Imamo
d(A, B) =inf{d(a,b) |a € A, be B}.
d(A, B)

Kako su A i B kompaktni i disjunktni, vrijedi d(A, B) > 0. Stavimo o = :
Pretpostavimo da postoji y € N(A,r9) N N(B,rg). Tada postoje x1 € Aizy € B
takvi da je d(x1,y) < ro i d(z2,y) < ro. No, odavde slijedi
d(l‘l, 1’2) < 2rg = d(A, B),
Sto je kontradikcija s definicijom udaljenosti skupova A i B. n

Lema 3.2.4. Neka je (X,d) metricki prostor i K konacna familija nepraznih kom-
paktnih skupova u (X,d). Tada postoji ro > 0 takav da za svaki r < ry vrijedi:

ako su K, L € K takvi da KN L =0, onda je N(K,r)NN(L,r) = 0.

Dokaz. Oznac¢imo

F={(AB)eKxK|ANB=0}.

Ako je F = (), tvrdnja trivijalno vrijedi. Pretpostavimo da je F # (). Jasno, F je
konacan skup. Za svaki par (K, L) € F prema prethodnoj lemi postoji r,y > 0
takav da je N(K, T(K,L)) N N(L,?”(K7L)) = @
Definirajmo rq = min {T(Kl/) | (K,L) € ]:} . Ako je r < 19, onda je r < 1k r) za
sve (K,L) € F, paje
N(K,r) N N(L,7) = 0.
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Dokaz teorema[3.2.1. Neka je (X, d) kontinuum. Dokazujemo ekvivalenciju
(X,d) lancast < Ve > 0 postoji kompaktan e-lanac koji pokriva X.

Pretpostavimo da je (X,d) lancast kontinuum. Neka je ¢ > 0. Tada postoji
otvoreni e-lanac Cy,...C, u (X, d) takav da je X = CoU---UC,,.

{Cy,...C,} je otvoreni pokriva¢ od X. Ozna¢imo s A > 0 njegov Lebesgueov
broj. 1z leme slijedi da postoje kompaktni skupovi Ky,..., K,, takvi da je
X=KyU---UK,, idilamK; <\, Vi € {0,...,m}.

Za i € {0,...,n} fiksirajmo z; € C; i definiramo

C{:( U K}-)U{xi}.

J
K;CC;

Skupovi C{, . .., C!, su kompaktni, vrijedi C! C C;, Vi € {0,...,n}i1 X = C{U---UC.

Da bismo pokazali da oni ¢ine kompaktan e-lanac, jos treba vidjeti da je

CINCl 40 & li—jl<l

Ako je C;NC% # 0, onda je i C;NC; # 0, pa je [i — j| < 1. Obratno, ako je i = j,
tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je j = i+ 11 C/NCY,, = 0. Znamo da za
p,q €1{0,...,n} [p—q| > 2 povlaci C, N C} = (), pa su u tom slucaju skupovi

Cou---uC; i CiuU---UC,

disjunktni, neprazni, zatvoreni i u uniji daju X. No, to je u kontradikciji s povezanosti
od X.

Dokazimo sada obrat. Neka je ¢ > 0. Po pretpostavci, postoji kompaktan 3-
lanac Ky,..., K, koji pokriva X. Iz leme slijedi da postoji r > 0 takav da je
N(K;,r) N N(K;,r) = 0 za sve i,j € {0,...,n} takve da je |i — j| > 2. Mozemo
pretpostaviti da je r < 5.

Dakle, za |i — j| > 2 je N(K;,r) N N(K;,r) =0, azal|i —j| <1je K;NK; #0, pa
jei N(K;,r) N N(Kj,r) # (. Takoder, vrijedi diam N (/;,7) < §+2-5 = ¢, paje
N(Koy,7),...,N(K,,r) otvoreni e-lanac koji pokriva X. ]

Neka je Cy,C1, ..., C, lanac u skupu X i neka su a,b € X takvi da je a € Cj i
b € C,,. Tada kazemo da je Cy,C1,...,C, lanac u X od a do b.
Ako je (X, d) metricki prostor, govorimo o otvorenim, kompaktnim i e-lancima
u X od a do b.

66



3.2. Lancasti kontinuumi

Neka je (X, d) kontinuum te neka su a,b € X. Kazemo da je (X, d) kontinuum
lancast od a do b ako za svaki € > 0 postoji otvoreni e-lanac u (X, d) od a do b koji
pokriva X.

Iz dokaza teorema lako se vidi da vrijedi sljedece:

Teorem 3.2.5. Neka je (X, d) kontinuum i a,b € X. Tada je (X, d) lancast od a do
b ako i samo ako za svaki € > 0 postoji kompaktan e-lanac od a do b koji prekriva X.

Primjer 3.2.6. Segment [0, 1] je kontinuum lancast od 0 do 1. Zaista, za ¢ > 0
mozemo odabrati n € N takav da je % < g, 1tada je

o) ][5

kompaktan e-lanac od 0 do 1 u [0, 1]. Tvrdnja sada slijedi prema teoremu <

Propozicija 3.2.7. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f : X — Y
homeomorfizam.

(i) Ako je (X,d) lancast kontinuum, onda je i (Y,d') lancast kontinuum.

(i1) Ako je (X,d) kontinuum lancast od a do b, onda je (Y,d') kontinuum lancast
od f(a) do f(b).

Dokaz.

(i) Neka je € > 0 proizvoljan. Kako je X kompaktan i f : X — Y neprekidna,
znamo da je funkcija f uniformno neprekidna pa postoji 6 > 0 takav da za
z,y € X d(z,y) < ¢ povlaci d (f(x), f(y)) <e.

Neka je Cy, C1, ..., C, otvoreni d-lanac u (X, d) koji pokriva X. Jasno, tada je

f(Co)U f(CU---U f(C,) = fF(CoUCLU---UC,) = f(X) =Y,

skup f(C;) je otvoren i diam f(C;) < e, Vi € {0,1,...,n}. Nadalje, kako je f
bijekcija, vrijedi f(C;) N f(C;) = f(C; N C}), pa imamo

Prema tome, f(Cy), f(Ch),..., f(Cy) je otvoreni e-lanac u (X, d) koji pokriva
X.
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(ii) Dokaz provodimo analogno. Uoc¢imo da a € Cy i b € C,, povladi f(a) € f(Cy) i
f() € f(Ch).

O
Odavde lako slijedi:

Korolar 3.2.8. Neka je L luk s krajnjim tockama a ©b. Tada je L kontinuum lancast
od a do b.

Lema 3.2.9. Postoji rekurzivna funkcija g : N — N takva da je oy C J;, Vi € N.

Dokaz. Neka je j € N. Imamo J; = I, U I;), U---U I . Kako je

J
Iy = K (AGyor PGro) = K (@ ((5)0)s GmaG)0) 5

slijedi az,((j),) € Jj- Kako je funkcija j — 71((j)o) rekurzivna, to je upravo trazena
funkcija. [

Za ¢ € N oznacimo H, = (J(g)o, e J(g)z) i UHg = U J;.
Jel]

Propozicija 3.2.10. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor te neka je S
kompaktan neprazan skup u (X,d). Pretpostavimo da postoji rekurzivna funkcija
f N =N takva da za svaki k € N vrijeds

(1) S S UH w;

(2) ;NS #0, vje[f(k);

(3) diam J; < 27% V5 € [f(k)].

Tada je S izracunljiv skup u (X, d, «).

Dokaz. Neka je k € N. Imamo S C U J;. 1z pretpostavki (2) i (3) slijedi da je
Jelf (K]

S %2_1@ {[L’j |] € [f(k)]}

za bilo koji izbor z; € J;, j € [f(k)]. Iz leme znamo da postoji rekurzivna
funkcija g : N — N takva da je oy € J;, Vi € N. Stoga je

S mp {agy) |7 € [f(R)]} ={a | i€ g([f(R)])}.
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Funkcija @ : N — P(N) koja svakom k € N pridruzuje skup g([f(k)]) je rr.o. i
®(k) # 0 za svaki k € N, pa znamo da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva
da je ®(k) = [p(k)], VE € N. Prema tome, za svaki k € N imamo

S~ {as [ 1€ ®(k)} ={ai | i € [p(k)]} = Aoy,
odnosno, S je izracunljiv skup. O]

Lema 3.2.11. Postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da je |UH: = Je),
V¢ e N.

Dokaz. Imamo
Ur=Us=U(Ut)= U n
JE[L] Jjel] \i€lj] i€Uj¢qq ]
Prema teoremu funkcija A : N — P(N),
A = (1]
jeld]

je r.r.o. Kako je za svaki £ € N skup A(¢) neprazan, postoji rekurzivna funkcija
¢ : N — N takva da je A(¢) = [¢(¢)], V¢ € N. Sada iz

Ure= U = U Li=J4o
ieAe)  iEl(o)

vidimo da je ¢ trazena funkcija. ]

Propozicija 3.2.12. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor i S C X polu-
izracunljiv skup. Tada je skup Q = {0 € N | S C|JHs} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Kako je S poluizracunljiv, znamo da je skup I' = {j € N | S C J;} rekurzivno
prebrojiv. Neka je ¢ funkcija iz prethodne leme. Za ¢ € N imamo

e & SCH, & SCJw < (()el.

Dakle, Q2 = (~}(T) je rekurzivno prebrojiv skup. O
Lema 3.2.13. Neka su xq,...,Zn, Yo, .., Yn € R brojevi takvi da je
|z — yi] <e, Vie{0,1,...,n}
za neki € > 0. Tada je
lmax{zo,...,x,} —max{yo,...,yn}| <e
7
lmin{zo, ..., z,} — min{yo,...,yn}| <e.
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Dokaz. Neka je max{zo,...,z,} = z; 1 max{yo,...,¥n} = y;. Znamo da je tada
r; < z; 1y <vyj;. Ako je z; < y;, onda je z; < x; < y; pa je |x; — y;| < e. Ako je
y; < x;, onda je y; < y; < z; pa je ponovno |x; — y;| < .

Tvrdnja za minimum se dokazuje analogno. O]

Propozicija 3.2.14. Neka su f : N¥*' - R i a : N¥ = N rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije g, h : NF = R,

g(x) =max{f(i,z) | 0 <i<ax)}, Vo € N

h(x) = min {f(i,k) | 0 <i < a(z)}, Vr € N
rekurzivne.

Dokaz. Neka je F': N¥+2 — Q rekurzivna aproksimacija od f. Fiksirajmo x € N¥ i
J € N. Znamo da je tada

f(i,2) = F(i,z, )| <277, Vi € N.
Stoga je prema lemi |(3.2.13
max{f(5,7) |0 < i < a(x)} — max{F(i,z, ) |0 < i < a(x)}] <27,

Dakle, imamo |g(z) — G(x,7)| < 2779, pri ¢emu je G : N¥HL — Q,
G(z,j) = max{F(i,z,j) | 0 <i < a(2)}

rekurzivna funkcija. Dakle, g je rekurzivna.
Rekurzivnost od h pokazuje se analogno. O

Neka je (X, d) metricki prostor. Nekajen € Ntezg, x1,...,2, € Xirg,rq,...,1 >
0. Definiramo

D = ( max d(xi,xj)) + 2 max r;.

0<4,5<n 0<i<n

Za D kazemo da je formalni dijametar pridruzen nizu (xo, 7o), ..., (Zn, 7).
Uocimo da je diam (K (zg, 7o) U -+ - U K(x,,7,)) < D. Zaista, ako su a € K (z;,7;)
ibe K(xj,r;) za neke (ne nuzno razlicite) ¢,7 € {0,1,...,n}, imamo

d(a,b) < d(a,r;) + d(ws, ;) + d(z;,0) < d(zi25) + 1 +71; < D.
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Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Za j € N imamo
Ji =1y U Ul = K(Agy, piro) U -+ U K (A £G);)-

J J

Definiramo realan broj fdiam(j) kao formalni dijametar pridruzen nizu

Uocimo: diam .J; < fdiam(yj).
Propozicija 3.2.15. Funkcija fdiam : N — R je rekurzivna.

Dokaz. Neka je 7 € N. Imamo

fdiam(j) = max (max d(AG)us /\(]-)v)> + 2 max pgj), -

0<u<j \0<v<j 0<u<j

Funkcija N* — R, (j,u,v) — d(\(j).. Ag),) je rekurzivna, pa primjenom propozicije
zakljucujemo da su i funkcije

(j,u) — max d()\(j)u,)\(j)v) i j+— max (max d()\(j)u,)\(j)v))

0<v<j 0<u<j \0<v<j

rekurzivne. Na slican nacin zakljucujemo i da je funkcija N — Q, j — max p),
0<u<j

rekurzivna. Prema tome, funkcija fdiam je rekurzivna. O]
Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor. Neka je A C X, j € Nir > 0.
Pisemo A C, J; ako vrijedi:
(i) ACJj,
(i) LNA#D, Vielj],
(iii) p; <r, Vi€ [j].
Uocimo da za r' < r vrijedi A C,v J; = A C, Jj.

Propozicija 3.2.16. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor, A # 0 kompaktan
skup u (X,d) i > 0. Tada postoji j € N takav da je A C, J;.
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Dokaz. Odaberimo ¢ € Q, q < r. Kako je {(a;,q) | i € N} otvoreni pokrivac od A,
postoje ig, 11, ...,1, € N takvi da je

AC K(a,q)U---UK(as,,q) 1 ANK(ay,,q) #0, ¥je{0,...,n}.
Za svaki j € {0,...,n} postoji t; € N takav da je (ay,,q) = (A, p;). Tada je

K(ai;, q) = 1.
Kako je A # 0, {to,...,t,} je neprazan konacan podskup od N, pa postoji j € N
takav da je {to,...,t,} = [j]. Po konstrukciji je A C, J;. O

Propozicija 3.2.17. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i neka su A i
B disjunktni neprazni kompaktni skupovi v (X, d). Tada postoji v > 0 takav da za
u,v € N vrijedi

(AC,. J, @ BC,.J,) = J,oJ,.

Dokaz. Buduéi da su A i B disjunktni i kompaktni, znamo da je d(A,B) > 0.
Oznacimo

d(A, B)
4
Pretpostavimo da je A C, J, 1 B C, J, za neke u,v € N. Neka sui € [u] 17 € [v].
Tvrdimo da je I; ¢ I;. Pretpostavimo suprotno, tj.
d(Ai; Aj) < pi + pj-
Znamo da je I; N A # 0, pa postoji a € I; N A. Takoder, zbog I; N B # 0 postoji
be I;NB. Za takve a i b vrijedi

d(a,b) < d(a, X;) +d(Xi, ;) + d(A;,0) < pi + pi + pj + pj < 4r =d(A, B),

> 0.

r =

sto je u kontradikeiji s definicijom broja d(A, B). Dakle, za sve i € [u] i j € [v] vrijedi
I; o I;, paje J, o J,. ]

Korolar 3.2.18. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka je F konacna
familija nepraznih kompaktnih skupova u (X, d). Tada postoji v > 0 takav da za sve
medusobno disjunktne K, L € F 1 u,v € N vrijeds

(KCp Jo i LC,J,) = Jyod,.

Dokaz. Oznacimo
A={(K,L)| K, Le F, KNL=0}.

Jasno, familija A je konacna. Ako je A = ) tvrdnja trivijalno vrijedi, pa pretposta-
vimo da je A neprazna. Prema prethodnoj propoziciji, za svaki (K, L) € A postoji
rx,n) > 0 takav da K G, Ju 1 L Sy ) Jy povlac Jy, o J,,.

Neka je r = min {r 1) | (K,L) € A} . Sada za sve disjunktne K, L € F i u,v € N
takve da je K C,. J, 1 L C, J, vrijedii K C Jy1L C Jy, paje JyoJ,. O

T(K,L) T(K,L)
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Propozicija 3.2.19. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor, A C X ir > 0.
Ako je A C, J;, onda je fdiam(j) < diam A + 4r.

Dokaz. Vrijedi
fdiam(j) = d(Au, Ay) + 2puw

za neke u, v, w € [j]. Kako I, i I, sijeku A, znamo da postoje z € ANI,iye€ ANI,.
Sada je

d(Aus Ay) < d(Ay, ) +d(z,y) + d(y, \y) < py +diam A + p, < 2r + diam A,
pa imamo fdiam(j) < 2r 4+ diam A + 2p,, < diam A + 4r. O
Neka je ¢ € N. Kazemo da je H, formalni lanac ako za sve u,v € {0,1,...,¢}
takve da je |u —v| > 1 vrijedi Jip, © Jup, -

Propozicija 3.2.20. Skup Q = {¢ € N | H, je formalni lanac} je rekurzivno prebro-
Ji0.

Dokaz. 1z propozicije znamo da je skup
I'={(a,b) e N*| J, 0 Jp}
rekurzivno prebrojiv. Vrijedi

(e & (Vu,ve{0,....0}) [u—v|>1 = (((),,((),) €T
S {0, (0)y) |u,ve{0,...,0}, lu—v|>1} CT.

Dovoljno je pokazati da je funkcija ® : N — P(N?),
O(0) = {((Dus (0)0) | w0 €{0,..., €}, Ju—wv| > 1}

rr.o,jerjeQ={{eN| /) CTI}.
Lako se vidi da je funkcija ¥ : N — P(N?),

U(0) = {(l,u,v) | u,v €{0,...,0}, |u—v|>1}

r.r.o. Takoder, funkcija g : N3 — N2, g(¢,u,v) = ((£)y, (£),) je rekurzivna. Sada iz
O(0) = g(¥(¥)), V¢ € N slijedi da je ® r.r.o. funkcija. O

Lema 3.2.21. Neka je x izracunljiva tocka u izracunljivom metrickom prostoru
(X,d,a). Tada su skupovi

{€€N|x€J(g)0} 1 {XGN‘JZGJ(@)Z}

rekurzivno prebrojivi.
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Dokaz. Kako je z izracunljiva tocka, iz propozicije [2.3.8 znamo da je {x} izracunljiv
skup, pa je prema teoremu [2.4.1] i poluizracunljiv. To znaci da je skup

I'={ieN|zelJ}
rekurzivno prebrojiv. Sada tvrdnja slijedi iz

{teN|zeJy,}={teN|({),ecl}

{teN|zeJy}={leN|();el}.

Za ¢ € N definiramo
fmesh(¢) = max {fdiam(j) | j € [(]} .
Uoc¢imo da je funkcija fmesh : N — R rekurzivna.

Teorem 3.2.22. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor te neka je S C X
poluizracunljiv skup. Pretpostavimo da je S, kao potprostor od (X,d), kontinuum
lancast od a do b, pri éemu su a i b izracunljive tocke u (X, d, ). Tada je S izracunljiv
skup u (X, d, ).

Dokaz. Fiksirajmo k € N. Neka je ¢ = % i neka je Ky, K, ..., K,, kompaktan e-
lanac od a do b koji prekriva S. Prema korolaru [3.2.18, postoji r > 0 takav da, ako

sui,j€{0,1,...,m} takvi da je |i — j| > 1, vrijedi
(Kz C, Ju i KJ C, Jv) = Ju 3% Jv, Vu,v € N. (32)

Mozemo pretpostaviti da je r < €. Prema propoziciji|3.2.16| za svakii € {0,1,...,m}
postoji u; € N takav da je K; C, J,,. Odaberimo ¢ € N takav da je (ug,...,un,) =
((0)g,-..,(0);). Tada za Hy = (Juy, - - - » Ju,,) vrijedi

m

s c|JHe

a€ Ky C J(g)o ibe K, C J(g)?.

Nadalje, iz (3.2) vidimo da je H, formalni lanac. Takoder, za svaki i € {0,1,...,m}
prema propoziciji |3.2.19| vrijedi

fdiam(u;) < e + 4r < 5e < 27F,
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3.2. Lancasti kontinuumi

pa je fmesh(() < 27

Promotrimo skup

Q = {(k,0) € N* | H, je formalni lanac, S C | JHs, a € Ju),, b€ Jo,
i fmesh(¢) <27}
Skupovi
Q1 = {(k,¢) € N*| H, je formalni lanac}

Qy = {(k,e) eEN?*|SC U?—Lg} i Q={(k,0)eN*|aeJy,ibe Jy,}
su rekurzivno prebrojivi redom prema propozicijama (3.2.20] [3.2.12] i lemi [3.2.21] a
kako je funkcija fmesh : N — R rekurzivna, i skup Q4 = {(k, ) € N? | fmesh(¢) < 27*}
je rekurzivno prebrojiv. Stoga je, zbog 2 = QN2 NN3NE, 1 Q2 rekurzivno prebrojiv.

U gornjem razmatranju vidjeli smo da za svaki k € N postoji £ € N takav da je
(k,0) € Q. Stoga prema teoremu postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva

da za svaki k € N vrijedi (k, ¢p(k)) € . Za dokaz teorema dovoljno je jos vidjeti da
funkcija ¢ zadovoljava uvjete

(1) S CUHew),

(2) J; NS #0, Vj € [p(k)],
(3) diam J; < 27*, Vj € [p(k)]
iz propozicije B-2.10]

Iz (k, (k) € Q jasno je da vrijedi (1) i (3). Dokazimo (2). Radi jednostavnosti,

oznac¢imo t = (k) i
Co = Jio))o: C1= Jipk)rs---» Ct = o)

i pretpostavimo da je C; NS = zanekii € {0,...,t}. Znamo dajea € Cyib € (Y,
pa je 0 <14 < t. Kako je H,() formalni lanac, imamo

i—jl>1 = CnC; =0,

pa je
SC(CoU---UC_)U(CiaU---UCY).

Ovime je inducirana separacija od S, $to je u kontradikciji s povezanosti od S. Dakle,
vrijedi (2). Prema propoziciji [3.2.10, S je izracunljiv skup. O

Korolar 3.2.23. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i S C X poluizracunljiv
skup. Ako je S luk s izracunljivim krajnjim tockama, onda je S izracunljiv.
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

3.3 Dvodimenzionalne ¢elije

Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metric¢ki prostor i U C X. Kazemo da je X c.e. otvoren
skup ako postoji rekurzivno prebrojiv A C N takav da je U = U I;.
icA
Uocimo: skup S C X je koizracunljivo prebrojiv ako i samo ako je X \ S c.e.
otvoren. Takoder, ako su U i V' c.e. otvoreni skupovi, onda je i U UV c.e. otvoren.

Lema 3.3.1. Neka je U C R c.e. otvoren skup wu izracunljivom euklidskom pros-
toru (R, d', ). Tada su skupovi U x R i R x U c.e. otvoreni u dvodimenzionalnom
izracunljivom euklidskom prostoru (R?,d, a).

U=J1={JKEN )

i€A i€A

Dokaz. Znamo da je

za neki rekurzivno prebrojiv skup A C N. Stoga je
UxR=|J (KN, p) xR).
i€A
Uz oznaku \; = (A}, A7), definiramo skup
Q= {(i,4) € N| X =Xl +p; <pf}.
Za (27]) € Q Vrijedi <)‘]1 - pja)‘} + IOJ> - <)‘2 - p;7)‘; + p;>7 pa je K(()\;7>\3)7p]) -
(N — ph, No 4+ pi) x R. Prema tome, vrijedi

U KOyop) © N =0 N+ pl) xR,
(i,jj)eﬂ

Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je (z,y) € (N, — pi, A, + p}) x R. Odaberimo
ri, e € Q takve da je

IS £ .
I€<T1—§,T1+§> 1 |>\;—T1|+5<p2.

Nadalje, odaberimo r, € Q takav da je y € (ro — 5,72 + 5). Tada je
(ma y) € K ((Tla r2)7€>

Neka je j € N takav da je ((r1,72),€) = (A, pj). Tadaje (¢,7) € Qi (z,y) € K(A}, pj).
Dakle, pokazali smo

U KOyop) = N =g N+ pf) x R= K(X, p}) x R.
6f)en
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

Sada je

UxR=|JENp xR =] ( U K(A wj)) = JEX. 0,

€A €A jer
(4,7)€

pricemuje ' = {j € N| (i € A) (i, ) € Q}. Iz oblika funkcije a (primjer 2.1.1]) lako
zakljucujemo da je 2 rekurzivno prebrojiv, pa je i I' rekurzivno prebrojiv. Dakle,
U x R je c.e. otvoren.

Analogno dobivamo i da je R x U c.e. otvoren. O

Primjer 3.3.2. Neka su (R, d, ) i (R?, d,«) izracunljivi euklidski prostori i neka je

7 iz primjera [1.3.4 U primjeru vidjeli smo da su skupovi (—o0,0), (—v,7) i
(2,+00) c.e. otvoreni u (R,d,a’). Tada je i (—o0, ) c.e. otvoren. Imamo

R*\ ([7,2] % [0,1]) = ((=00,7) x R) U ({2, +00) x R) U
U (R x (=00,0)) U (R x (1,400)).

Prema prethodnoj lemi, R? \ ([v,2] x [0,1]) je c.e. otvoren, pa je [y,2] x [0,1] ko-
izracunljivo prebrojiv. Kako je (R? d,a) lokalno izracunljiv i [v,2] x [0,1] je kom-
paktan, slijedi da je [, 2] x [0, 1] poluizracunljiv skup.

Pretpostavimo da postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je za svaki
kEeN

[’y, 2] X [0, 1] ok Af(k) = {(a Qs ) ’ 1€ [ (l{)]}
Funkcija g : N — Q,
g(k) = min {al [ i € [f(R)]} = min {aly, 10 <5< T}
je rekurzivna. Fiksirajmo k € N i promotrimo sljedece slucajeve:

1° v < g(k)
Kako je d((7,0), a;) < 27% zanekii € [f(k)] iy < g(k) < a}, imamo

v —g(k)| < |y —af| <d((v,0), a;) <27

2° g(k) <~
Znamo da je g(k) = o} za neki i € [f(k)]. Kako je d(ay, (x,y)) < 27% za neki
(z,y) € [1,2] x [0,1], iz o} < v < z slijedi
lg(k) =] < loj —a <27".
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

U oba slucaja dobivamo |y — g(k)| < 27%, sto je u kontradikciji s ¢injenicom da ~y nije
izracunljiv.
Dakle, skup [, 2] x [0,1] je poluizracunljiv, ali nije izracunljiv u (R?, d, ). <

Uoc¢imo da smo tvrdnju korolara [3.2.23| mogli formulirati i na sljedeé¢i nacin:

Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor i f : [0,1] — X smjeStenje
takvo da su f([0,1]) i f({0,1}) poluizrac¢unljivi skupovi. Tada je f([0, 1])
izracunljiv skup.

Naime, ako je skup f({0,1}) = {f(0), f(1)} poluizrac¢unljiv, kao u dokazu propozicije

3.1.7| dobivamo da su skupovi {f(0)} i {f(1)} izracunljivi, pa su prema propoziciji
2.3.8 f(0) i f(1) izracunljive tocke.

Oznacimo 1% = [0,1] x [0,1] i 9I* = ({0,1} x [0,1]) U ([0,1] x {0,1}). Zeljeli
bismo generalizirati gornji rezultat u dvodimenzionalnom slucaju. Konkretno, cilj
nam je pokazati da vrijedi:

Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor i f : I? — X smjestenje
takvo da su skupovi f(1?) i f(9I?) poluizracunljivi. Tada je f(I?) izracunljiv
skup u (X, d, a).

Uoc¢imo jo§ da primjer pokazuje da je pretpostavka da je f(0I%) polu-
izracunljiv nuzna: skup [y,2] x [0,1] iz tog primjera je homeomorfan s I? i polu-
izracunljiv, ali nije izracunljiv.

Uvedimo sljedeée oznake za parove nasuprotnih stranica od I?2:

Ay ={(z1,22) € b | m = 0}, 312{(1'1,91?2)6[2’«%’1:1},

Ay ={(z1,m5) €Iy |13 =0},  By={(a1,5) € I |wy =1} (3.3)

Uoc¢imo da je tada
OI? = A, UB, U Ay U Bs.

Promotrimo jo§ neka topologka svojstva skupa I2.

Neka je X topoloski prostor i A,B C X. Za L C X kazemo da je particija
izmedu A i B ako postoje disjunktni otvoreni skupovi U, W C X takvi da je A C U,
BCWiX\(UUW)=L.

Teorem 3.3.3 (Engelking, [4]). Neka su Ay, By, Ay i By podskupovi od I* definirani
s (3.3). Ako je Ly particija izmedu Ay i By @ Lo particija izmedu Ay i Bo, onda je
LiN Ly # 0.
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

Slika 3.2
Dokaz. Neka su U; 1 W; otvoreni skupovi takvi da je A; CU;, B; CW;, UyNnW; =10
i I?\ L; = U; UW;, i € {1,2}. Definirajmo funkcije fi, fo: I — I,

d!E,Li

1 (z, L;) 1
1 - 2\W,
) 2d@ ) v d@ ) T2 T €A o
f@) =071 e, L) 1 v=12
— 2 +o,  zelP\U,
2d(z, L) + d(x, B;) 2

Lako se provjeri da su funkcije f; i fo neprekidne i vrijedi

1
fi(x):§<:>x€Li, filx)=1 < z€A; i fi(x)=0 & z€ B,

za i = 1,2. Pretpostavimo da je L; N Ly = (). Tada funkcija F : I? — 1% F(z) =
(fi(z), f2(x)) ne poprima vrijednost a = (3, 3) .

Neka je p : I* \ {a} — I? projekcija iz a na dI°. Imamo da je po F : I? — I*
neprekidna funkcija i vrijedi
(po F)(I*) COI* = Ay U B, U Ay U By.
Kako je
(po F)(Int I*) C OI*, (poF)(A) C B; i (poF)(B;) C A, i=1,2,

slijedi da je (po F)(z) # x za svaki x € I%. No, to je u kontradikciji s Brouwerovim
teoremom o fiksnoj tocki. Dakle, vrijedi L, N Ly # 0. O
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Korolar 3.3.4. Neka su A;, By, i = 1,2 definirani s (3.3). Pretpostavimo da su
Uy, Uy, Vi, Vs otvoreni skupovi u I? takvi da je

U NB =0, VinA; =1, Uynvy =1,
Uy,NBy=0, VonNAy =0, Uy N Vo = 0.

Tada je
4 U, UU, UV, U Vs

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je {Ui, Us, Vi, Va} otvoreni pokrivac od I2.
Oznac¢imo njegov Lebesgueov broj s A i odaberimo kona¢no mnogo zatvorenih skupova
K, ..., K; dijametra manjeg od A koji prekrivaju I?. Znamo da je tada svaki K
sadrzan u Uy, V;, U, ili V5. Definirajmo

Fr=AU| J{K | K Ui}, Gi=B U J{K; | K; € Wi,

F=A U J{K; | K; CUs} i Gy=ByU|J{K; | K; € Vol
F1, F5, Gy i Gy su zatvoreni skupovi u I? koji u uniji daju I? i vrijedi
A;CF, B CG;, i FFNG;=0, i=1,2.

Znamo da za i = 1,2 postoje disjunktni otvoreni skupovi W2 i W} takvi da je

F,CW?iG; CW}! Tadaje L; = I"\ (W U W}) particija izmedu A; i B;. Imamo
LinNLy=\(WYUW] UWJUWy) CI*\ (UG UFUG,) =0,

sto je u kontradikciji s prethodnim teoremom.
Dakle, vrijedi I? # U; U U, UV U V5. ]

Neka je X skup i m € N. Za funkciju C' : N2, — P(X) kazemo da je 2-lanac u
X duljine m ako za sve a,b € N?, vrijedi

CoNCy#0 < pla,b) <1

Pri tome je p metrika na N2, definirana sa p((a1, az), (b1, b2)) = max{|a;—bi|, |az—bs|}.
Ako je (X, d) metricki prostor, na prirodan nac¢in definiramo otvoreni 2-lanac,
kompaktni 2-lanac i e-2-lanac u (X, d).
Ako je C' : N2, — P(X) neka funkcija i S C X, kazemo da C' pokriva S ako je
sc | Cla).

aeNZ,
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

Slika 3.3: 2-lanac duljine 5

Primjer 3.3.5. Zan € N\ {0}, neka je F" : N2_, — P(I?),

: i i1l 4 j+1 .
iy = { ] X |:_7—:| ; Vi,j € Np_y.

n n n n

Tada je F™ kompaktan 2-lanac u I? koji pokriva I2. Nadalje, vrijedi

Konaéan 2-niz u N je svaka funkcija a : N2, — N, za neki m € N.

Propozicija 3.3.6. Postoje rekurzivne funkcije ¥ : N> — N i w : N — N takve da
je svaki konacan 2-niz a u N jednak funkciji Ni(i) — N, (j1,72) = X(4, j1, jo) za neki
© € N.

Dokaz. Neka je f : N?* — N bilo koja rekurzivna injekcija (npr. (z,y) — 27713v+1),
Neka su ¥ : N? - Niw: N — N dane formulama

E(iajbj?) = (Tl(i))f(jlaj2) i W(Z) = TQ(i)a Viajlan € N.

Neka je m € Nia : N2, — N proizvoljan 2-niz. Oznac¢imo N = max{f(ji,J2) |
(j1,72) € N2 }iza k € {0,..., N} definirajmo

[ — {a(j17j2)7 k= f(jl;jz)
=

0, inace.
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Kako je (bo, b1, . ..,by) neprazan konacan niz u N, postoji v € N takav da je

(bo,bl, N 7bN) = ((U)O, P (U)g) .

Neka je i € N takav da je (u,m) = (71(i), 2(7)). Jasno je da je tada w(i) = m, a za
Jis J2 € N, imamo

E(i7j1aj2) = (Tl(i))f(jlyjz) = (U>f(j1,j2) = bf(j17j2) = Q(jy,j42)-

Takoder, ocito su ¥ i w rekurzivne, pa su to upravo trazene funkcije. O

Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Za ¢ € N oznac¢imo

2 _
Hy = (‘]ijl’j?))ogjl,jzgw(é)'
Kazemo da je H? formalni 2-lanac ako za sve ji, jo, j1,j5 € {0,1,...,w(f)} vrijedi
=il > 1l i = ol > 1 = Jnegige) © Iy
Nadalje, kazemo da je H7 pravi 2-lanac ako za sve ji, Jja, j1,75 € {0,1,...,w(f)}
vrijedi
max{|j1 —jil,[2 =R} <1 = Jnwjiin OV Iseig 70

Sliéno jednodimenzionalnom sluc¢aju, umjesto U Js:(0.41.j») kratko pisemo |J Hj.
0<j1,j2<w(¢)

Propozicija 3.3.7. Skup Q = {¢ € N | H? je formalni 2-lanac} je rekurzivno pre-
brojiv.
Dokaz. Prema propoziciji skup I' = {(u,v) € N*| J, ¢ J,} je rekurzivno pre-
brojiv.
Lako se vidi da je funkcija ¥ : N — P(N°),
U ={(,i,5,4,5)4,5,,7 <w@i(li—¢]>1ii|j-j1>1)}, WeN

r.r.o. Bududi da je funkcija f : N° — N2 f({,4,5,4,7") = (3({,4,5),2((,7,5"))

rekurzivna, zakljucujemo da je funkcija ® : N — P(N2) O(¢0) = f(¥(¢)) rr.o. Sada

iz

(e & ((Vi,j,i/,j’ <w(@))(li—d|>1ili]j—j>1) = (5((4,5),5(,7,5)) € r)
& o) CT

slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv. m
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

Propozicija 3.3.8. U izracunljivom metrickom prostoru (X, d, o) skup
{(6,7) eN* | ;N I; # 0}

je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ovo lako slijedi iz

IZOI]#Q <~ (EIkGN) OZkE]Z‘iOé]CEIj.

Propozicija 3.3.9. U izracunljivom metrickom prostoru (X,d, a) skup
{(u,v) eN?*| J, N J, # 0}
je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodne propozicije i

JNJ, 40 o Gie)@iel]) LN 0.

Propozicija 3.3.10. U izracunljivom metrickom prostoru (X, d, ) skup
Q= {¢eN|H] je pravi 2-lanac}
je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Lako se vidi da je funkcija ® : N — P(N?),
(0) = {(2(¢,4,5), 26,7, ) [ 1, 5,7, 5" S w(0), li—d| <1, [j— 5 <1}
r.r.0. Sada tvdrnja slijedi iz prethodne propozicije zbog

e & Jxnweij) N JIsery # 0, Vi, j,7, 5 <w(f) t.d.
i—d[<1ilj—J]<1
& o) C{(u,v) | J.NJ, £ 0}
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Za ¢ € N definiramo

fmesh?(¢) = max fdiam(X(¢,4, ).

0<i,j<w(f)

Kako je
fmesh?(f) = max < max fdiam(Z(@,i,j))),

0<i<w(f) \0<j<w(?)

zakljuéujemo da je funkcija fmesh? : N — R rekurzivna.

Neka je X skup, m € Ni C : N2, — P(X) proizvoljna funkcija. Oznacimo

oc= ] CG,j).
i€{0,m}
ili je{0,m}
Nadalje, uvodimo oznake:

o-C=Jcoq, ovc=]cm,i),

i<m i<m

o'C=\]JcG0, oc=|]cim).

i<m i<m

Takoder, ako je m > 1, oznacavamo

o=c= J ctjy. o/c= |J <G,

Jj<m Jj<m

1€{0,1} ie{m—1,m}
o'c= |J cGj), dc= ] CG.y).

i<m i<m

je{0,1} je{m—-1,m}

Lema 3.3.11. Postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da je |JH? = Jew),
V¢ € N.

Dokaz. Imamo

Uri= U Beaw= U U n|= U I

0<j1,j2<w(f) 0<j1,j2<w(l) \4€[E((,51,52)] i€Uo<j; jo<w(e) [E(:51,52)]
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

Promotrimo funkciju ® : N — P(N),

o) = |J [0

0<41,52<w(f)
Kako su funkcije ¥ : N — P(N3) i A : N* — P(N),
\Il(é) = {(€7j17j2) | 0 < j17j2 < w<£)} 1 A(€7j17j2) = [2(€7jl7j2)]

I.T.0., iz

zakljucujemo da je i ® r.r.o. Stoga postoji rekurzivna funkcija ( : N — N takva da

je ®(¢) = [((¢)]. Sada je
UHi= U L= o
ie¢(e)
pa je ( trazena funkcija. O]

Direktno iz definicije poluizracunljivog skupa i prethodne leme slijedi:

Propozicija 3.3.12. Neka je S poluizracunljiv skup u izracunljivom metrickom pros-
toru (X, d, ). Tada je skup {¢ € N | S C|JHZ?} rekurzivno prebrojiv.

Lema 3.3.13. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Tada postoji rekurzivna
funkcija v : N — N takva da je OH = J,), V0 € N.

Dokaz. Definiramo funkciju ¥ : N — P(N3),

Lako se vidi da je ¥ r.r.o. funkcija. Imamo

;= ==Y U =l= U =&

10 2€u(0) \i€[2(2)] i€l cu () [S(2)]

Kako je funkcija @ : N — P(N), ¢&(¢) = U [X(2)] r.r.o., znamo da postoji rekur-
zeW(L)
zivna funkcija v : N — N takva da je ®(¢) = [v(¢)], ¥/ € N. Sada je

oM} = |J L= T,
iv(0))

dakle, v je trazena funkcija. m
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Odavde slijedi:

Propozicija 3.3.14. Neka je S poluizracunljiv skup u izracunljivom metrickom pros-
toru (X, d, «). Tada je skup {¢ € N | S C OHZ} rekurzivno prebrojiv.

Za u,v € N definiramo relaciju
JuCrJy & (Vie[u])(Fe]) L Crlj
Jasno, J, Cr J, povlaci J, C J,.
Propozicija 3.3.15. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Skup
Q= {(u,v) eN?| J, Cp J,}
je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Promotrimo sljede¢i skup:
I'={(i,v) eN*|(Fj € [v]) I Cr I;}
={(i,v) eN*|(FjeN) L; CrI;ijev]}.

Iz propozicije [2.2.3| i teorema o projekciji slijedi da je I' rekurzivno prebrojiv. Sada
za (u,v) € N? imamo

(u,v) €eQ & (VMieu))(i,v)el < [ux{v} CT.

Kako je funkcija N* — P(N?), (u,v) — [u] x {v} r.r.o., odavde slijedi da je Q
rekurzivno prebrojiv. O

Lema 3.3.16. Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor i neka je A kompaktan
skup u (X,d). Pretpostavimo da je v € N takav da je A C J,. Tada postoji A > 0
takav da za svaki v € N vrijedi

A Q,\ Ju = Ju gF Jv‘

Dokaz. Tvrdimo da postoji p > 0 takav da za svaki x € A postoji j € [v] takav
da vrijedi d(z, \;) + i < p;. Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki n € N postoji
x, € A takav da vrijedi

(¥ € [6]) dlon )+ 2 oy
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

Kako je A kompaktan, postoji podniz (x,, ), niza (x,) i a € A takav da je lim z,, =
n—oo

a. Tada za svaki j € [v] vrijedi

1

Pn
Neka je j € [v] takav da je a € I;. Tada je d(a, \;) < p;. S druge strane, pustanjem
n — 00 U gornjem izrazu za taj 7 dobivamo

d(aa )\]) Z Pj7

sto je u kontradikciji s izborom j.

Dakle, postoji > 0 s trazenim svojstvom. Stavimo A = £. Pretpostavimo da je
ACy .

Neka je i € [u]. Imamo p; < A i K(\;, p;)NA # ). Prema tome, postoji z € A takav
da je d(z, \;) < p;. Takoder, znamo da postoji j € [v] takav da je d(z, \;) + 1 < p;.
Imamo

A, Aj) + ps < (v, ) + d(z, \)) + g < d(z,\) + g + g <

Dakle, vrijedi I; Cp I;. Kako je ¢ bio proizvoljan, slijedi J, Cp J,. ]
Lema 3.3.17. Neka su Uy, Us, Vi, Vs otvoreni skupovi u I? takvi da je
ACU, BiCVi, Ay CUy i By CVs.
Tada postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi
OTF"CUy, O7F'CVy, OMF'"CU, i O'F"CVs,
pri cemu je F™ 2-lanac iz primjera[3.3.5
Dokaz. Oznacimo

A =min {d(A;,I*\ U1), d(By,I*\ V1), d(As, I\ Us), d(By, 1>\ Va)}

2v/2
i odaberimo ny € N takav da je — < A.
N

Neka je n € N, n > ngy. Tvrdimo da je 05 F™ C U;. Neka je x € 0= F™. Tada je
reFr 1€{0,1}, j €{0,...,n— 1}, odnosno

1)
1 RN 19 i1
xE{O,—} X [ZL] ili {—,—}x {l,‘H }
n n n n n n n
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Prema tome, imamo x = (u,v), gdje je u < 2. Definirajmo & = (0,v). Imamo

n
reA CU

2 2V2
d(x,i‘):ug—<—\/_</\.
n Un

Stoga je x ¢ I?\ Uy, odnosno x € U;. Dakle, vrijedi 0= F™ C U;.
Preostale inkluzije dokazuju se analogno. O]
Za a, !l € N pisemo 0= HZ Cr J, ako je
Jsj1js) CF Ja, Vi € {0,1}, Vi € {0,...,w(?)}.
Analogno definiramo 07H; Cp J,, OVH] Cp Jo 1 0"H] Cp .
Propozicija 3.3.18. U izracunljivom metrickom prostoru (X, d, ) skupovi

{(t,a) eN? | O"H2 Cp T}, {(0,0) eN? | OFHE Cp J, ),
{(t,a) eN? | "HZ Cp J,} @ {(t,a) e N? | 9"HE Cp J, )

su rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Lako se vidi da je funkcija ® : N? — P(N?),
(¢, a) = {(X(£, j1,J2),0) | 0 < ji, 2 S w(f), jr € {0,1}}
r.r.o. Kako je
O"H; CrJo <  O((a) C {(u,v) | Iy Cr L},

iz propozicije |3.3.15|slijedi da je skup {(f, a) € N? | 05 H? Cp Ja} rekurzivno prebro-

jiv. Analogno dokazujemo da su preostala tri skupa rekurzivno prebrojiva. O

Propozicija 3.3.19. Neka je (X, d,a) izracunljiv metricki prostor i f : I — X
smyjestenje. Neka su ay,as, b, by € N takvi da je

f(A1) C o, f(B1) Cdbyy [(A2) C oy @ f(B2) C iy
Neka je € > 0. Tada postoji £ € N takav da je
(1) H? je pravi formalni 2-lanac,

(2) f(I*) CUHE,
(8) fmesh?(f) < ¢,
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

(4) (0I?) C O3,
(5) OFH2 Cr Juy, O°H? Cr Jyy, OVHE Crp Ju, i OVHE Cr Jy,.

Dokaz. Kako je f uniformno neprekidna, postoji § > 0 takav da za A C I? vrijedi

diamA <5 = diam f(A4) < g
Kako su f7'(J.,), [~ (Jy,), f7 (Jay) 1 f71(Js,) otvoreni skupovi u I? takvi da je
Al gfil(‘]m% Bl gfil(‘]ln)a AQ gfil(‘]@) 1 Bngil(Jbz)a
prema lemi postoji ng € N takav da za n > ng vrijedi
O=F" - fﬁl(JCLl)? O~ F" - fﬁl(Jbl)v 8an C fﬁl(‘]@) 1 8TTF” C fﬁl(‘]lm)?
odnosno
FOOTF™) C Jay, FOTF™) C dyy, f(OUF™) C Juy i fOTFT™) C . (3.4)

Odaberimo n > ng takav da je ‘/75 < 0. Tada je diam Fj} < 4,Vi,j < n —1, pa je
diam f(F;) < 5, Vi,j <n— 1.

Prema korolaru [3.2.18) postoji r > 0 takav da za sve i,7,7, 5 € {0,...,n — 1}
takve da je |i —4'| > 11ili |[j — 5| > 11 u,v € N vrijedi

Prema lemi |3.3.16| » mozemo odabrati tako da vrijedi

fF) S Ju = Ju S Jay,s Vi € {0,1}
fES) S Ju = Ju Cr iy, Vie{n—-2n—1} (36)
fFD) S Ty = Ju CF Jay, vj e {0,1}

fES) S Ju = Ju Cr iy, Vie{n—2,n—-1}

Takoder, mozemo pretpostaviti da je r < g.
Zasvei,j €{0,...,n— 1} odaberimo u;; € N takav da je f(F}}) C, J,,;. Kako je
(uij)0<ij<n_1 konacan 2-niz u N, postoji £ € N takav da je
(Uij)ogi,jgn—l = (E(gviaj))ogi7j§w(€) :
Tada je

’H? = (JE(&Z‘J))ogi,jgw(e) - (J“ij)()gi,jgn—l'
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Iz (3.9) slijedi da je H}? formalni 2-lanac. Nadalje, iz konstrukcije je jasno da je H?
pravi 2-lanac. Dakle, vrijedi (1).
Imamo

= J rEeme U e =UHE

0<i,j<n—1 0<i,j<n—1

odnosno, vrijedi (2).
Kako je f(FZ’;‘) C, Ju,;, prema propoziciji [3.2.19| vrijedi

fdiam (u;;) < diam f(F}}) + 4r < % +4- % =,

pa je

fmesh(¢) = 0B fdiam(u;;) < e.

Prema tome, vrijedi (3). Takoder, iz konstrukcije od H? lako slijedi
f(OI%) € f(OF™) € OMy,
pa vrijedi (4). Konacno, iz (3.6) slijedi (5), ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 3.3.20. Neka je (X, d,a) izracunljiv metricki prostor i f : I*? — X
smyjestenje. Fiksiraymo aq, by, as,bs € N tako da je

f(AL) € Joy, f(B1) C© by, f(A2) C Jay @ f(B2) C b,

te
Joy Ny, =0 1 Jyy N Ty, = 0.

Pretpostavimo da postoji ¢ € N takav da vrijeds

(1) H? je formalni 2-lanac,

(2) f(I*) CUHS,

(3) [O1) C 02,

(4) OFHE Cp Juy, O7HECr Jy,, OVH2 Cr J,, i OH2 Cr Jy,.

Tada “strogo unutrasnje karike” od H3 sijeku f(I?), tj. vrijeds
Tsieig N F(I?) # 0, Vi, j €4{2,...,w(f) — 2}.
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3.3. Dvodimenzionalne ¢elije

Dokaz. Radi jednostavnosti zapisa, uvedimo oznake
m=wl) i Ciy=Jsuyj)-
Tada je (Cij)o<i,j<m konacan 2-niz otvorenih skupova u (X, d) za koje vrijedi
i—d|>1ili|[j—j|>1 = CiyNCyy=0, Vi, i, 5 < m.
Odaberimo ig, jo € {2,...,m — 2}. Tvrdimo da vrijedi
Cigjo N F(I?) # 0.

Pretpostavimo suprotno. Tada iz slijedi
f(1?) c U Cij. (3.7)
0<i,j<m
(4.9)#(i0,50)
Promotrimo sljedece skupove (slika [3.4):

U1 = U Cij U U Cij s ‘/1 = U Cij ) U Cij )
1€{0,1} 1<ig ie{m—1,m} i>ig
1<j<m—1 1<j<m—1
U2 — U Cij U U Cij y ‘/2 — U Cij U U Cij
je{0,1} 1<i<m—1 je{m—-1,m} 1<i<m—1
J<Jo J>Jjo

Ocito su Uy, Vq, Uy, Vs, otvoreni skupovi u (X, d). Nadalje, imamo
$€U1$$€Cij,i<i0 1 l’EVvl:JIGCij,Z.>Z'0,

pa je U; NV, = ). Analogno pokazujemo Uy NV, = (). Lako se vidi da za 0 < 4,5 < m,
(Z,j) 7& (io,jo) Vrijedi Cij g U1 U ‘/1 U U2 U ‘/2, pa 17 " Slljedl

f(I*) CULUVLUU, U Vs, (3.8)
Tvrdimo da vrijedi
UnfB)=0, Vinf(A4) =0, UsNf(By)=0 i Vonf(A)=0. (3.9)
Imamo

U1 = U Cij U U Cij

1€{0,1} ) i<ig )
<g<m—
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3. IZRACUNLJIVOST POLUIZRACUNLJIVIH SKUPOVA

Ja1 Jb

1 Jb

Jay

(a) skupovi Uy i V; (b) skupovi Uy i V5

Slika 3.4

Iz @) slijedi | ] Cy C Jo,, pazbog Jo, N Jy, =01 f(B1) C Jy, vrijedi
1€{0,1}

U ¢ | nfB)=0. (3.10)

1€{0,1}
Takoder, kako je (Cjj)o<i j<m formalni 2-lanac, vrijedi
( U cij> noc = 0.
1<t,57<m—1

Bududi da je

U Cij C U Cij,

1<ig 1<i,j<m—1
1<j<m—1
Z slijedi
U ¢ |nrB)=0 (3.11)
1<t
1<j<m—1
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Iz (3.10]) i (3.11) slijedi Uy N f(By) = 0. Analogno dokazujemo i preostale tvrdnje.
Promotrimo sada skupove f~*(Uy), f~(V1), f~4(Us) i f~'(V). To su otvoreni
skupovi u I? takvi da je

o) n )

a iz (3.8) slijedi

0 i )N () =0,

e U) U (V) U U2) U fH(Va).
Takoder, iz slijedi
fFAUO)NB =0, fHVi)NA =0, [HU)NBe=0 i f'(Va)nA,=0.
No, to je u kontradikeiji s korolarom [3.3.4] Dakle, vrijedi Cj,;, N f(1%) # 0. O

Teorem 3.3.21. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i neka je f: I* — X
smjestenje. Pretpostavimo da su f(I1?) i f(OI?) poluizracunljivi skupovi u (X,d, ).
Tada je f(I?) izracunljiv skup.

Dokaz. Fiksirajmo aq, by, as, by € N takve da vrijedi

f(Al) C JCLI? f(Bl) C an f(A2) C Ja2 1 f(BQ) - ‘]52

JoyNdy, =0 1 Jyy Ny, = 0.

Prema propoziciji 3.3.19} za svaki k € N postoji ¢ € N takav da vrijedi
1) H? je pravi formalni 2-lanac,
2) f(I?) CUHE,

4

(1)

(2)

(3) fmesh?(¢) < 27,
(4) f(OI*) COHZ i
()

5) OH2 Cp Juy, 07HE Cp Jyy, OVHE Cp Juy 1 0THE Cpo .

Promotrimo skup
Q= {(k,¢) e N* | vrijedi (1) — (5) } -

Taj skup je rekurzivno prebrojiv - to slijedi iz propozicija [3.3.7], [3.3.10] i [3.3.18],
¢injenice da je funkcija fmesh® : N — R rekurzivna i pretpostavke da su f(I?) i
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f(0I?) poluizrac¢unljivi skupovi. Sada prema teoremu zakljucujemo da postoji
rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da sa svaki k € N vrijedi (k, p(k)) € Q.

Neka je k € N. Oznacimo ¢ = (k). Jasno, za (k,£) vrijedi (I)-(5). Prema
propoziciji [3.3.20] imamo

Jsig N f(I?) #0, V1 <i,j<w(l)—1.

Neka je g : N — N rekurzivna funkcija takva da je oy € J;, Vi € N, kao u lemi
3.2.9 Tvrdimo da vrijedi

{ags@ig |1 <i,j <w(l) — 1} mgo-n f(I7). (3.12)
Zal<i,j<w(l)—1znamo da je

Ugs(ei) € Jueig) 1 Jsag NI #0.
Kako je fmesh®(¢) < 2%, imamo fdiam(X(¢,4,5)) < 27% pa postoji x € f(I?) takav

da je
d(ageseigy, ) < 27F < 3-27%,

Obratno, za z € f(I?) zbog (2)) znamo da je = € Js; ;) za neke 0 < 7, j < w(¢). Lako
se vidi da postoje i, € {1,...,w(l) — 1} 14", j" € {2,...,w(l) — 2} takvi da je

max{|i — |, |7 — 7|} <1 i max{]i' —i"|,|j = 7"} < 1.
Kako je HZ pravi lanac, slijedi da postoje
a € Jswig) NJdsearyy 1 b€ Iswijn NI jm-
Stoga je
d(z, ag(sieagy) < d(z,a) + d(a,b) + d(b, o) <3-27"

Dakle, vrijedi (3.12)).
Buduéi da je funkcija ® : N — P(N),

O(k) = {g(S(0,0,5)) | 1 <i,j < w(t) — 1}, vk € N

r.r.o. i skup ®(k) je neprazan za svaki k € N, znamo da postoji rekurzivna funkcija
h: N — N takva da je ®(k) = [h(k)], Vk € N. Sada iz (3.12) slijedi

f(I2) 3.0k Ah(k)a Vk € N7

odakle zakljucujemo da je f(I?) izracunljiv skup. O
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3.4. Izracunljiv tip

3.4 Izracunljiv tip

Neka je A topoloski prostor i B potprostor od A. Kazemo da ureden par (A, B) ima
izracunljiv tip (za klasu izracunljivih metrickih prostora) ako za svaki izracunljiv
metricki prostor (X, d, «) i svako smjestenje f : A — X takvo da su skupovi f(A) i
f(B) poluizra¢unljivi vrijedi da je f(A) izracunljiv.

Za topologki prostor A kazemo da ima izracunljiv tip ako (A, () ima izracunljiv
tip.

Drugim rije¢ima, za topoloski prostor A vrijedi

za svaki izracunljiv metricki prostor (X,d,«) i
A ima izracunljiv tip < svako smjestenje f : A — X takvo da je f(A)
poluizracunljiv vrijedi da je f(A) izracunljiv

za svaki izracunljiv metricki prostor (X, d, a) vri-
< jedi da je svaki poluizracunljiv skup S koji je ho-
meomorfan s A izracunljiv.

Neka je K kontinuum lancast od a do b. 1z teorema [3.2.22] slijedi da (K, {a,b})
ima izracunljiv tip. Nadalje, iz teorema [3.3.21|slijedi da (12, 9I?) ima izracunljiv tip.

Iz propozicije slijedi da svaki konacan topoloski prostor ima izracunljiv tip.
Moze se pokazati da jedini¢na kruznica S* = {x € R? | ||z|| = 1} ima izracunljiv
tip. Zapravo, svaka sfera S""! = {x € R" | ||z|| = 1} ima izracunljiv tip. Opéenito,

ako je M kompaktna mnogostrukost, onda M ima izrac¢unljiv tip. Ako je M kom-
paktna mnogostrukost s rubom, onda (M,dM) ima izracunljiv tip.
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Poglavlje 4

Izracunljivi topoloski prostori

4.1 Osnovne definicije i primjeri

Neka je (X, T) topoloski prostor. Neka je (I;);eny niz u 7 takav da je {I; | i € N}
baza topologije T . Pretpostavimo da postoje rekurzivno prebrojivi skupovi C, D C N2
takvi da vrijedi

(1) ako je (,4) € C, onda je I; C I,

(2) ako je (i,j) € D, onda je ; N I; =0,

(3) akosui,j € Nix € I;N;, onda postoji k € Ntakav dajex € I i(k,1),(k,j) € C,

(4) akosuz,y € X, z # y, onda postoje i, j € Ntakvidajex € I;,y € 1;i(i,j) € D.

Tada za (X, T, (I;)) kazemo da je izracunljiv topoloski prostor.
Za skupove C i D kazemo da su karakteristi¢ne relacije za (X, T, (I;)).

Uocimo: ako je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, onda je (X, 7) Hausdor-
ffov prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

Propozicija 4.1.1. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka je Ty topolo-
gija inducirana metrikom d. Neka je (I;)ien niz racionalnih otvorenih kugli v (X, d, &)
definiran na standardni nacin sa

Tada je (X, Tq, (I;)) izracunljiv topoloski prostor.
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4. IZRACUNLJIVI TOPOLOSKI PROSTORI

Dokaz. Jasno je da vrijedi I; € 74, Vi € N. Neka je U € T; i ¢ € U. Tada postoji
r > 0 takav da je K(z,r) C U. Odaberimo ¢ € Q takav da je 0 < € < 5. Tada postoji
i € N takav da je x € K(ay,¢€). Vrijedi

K(a;,e) C K(z,r) CU

No, znamo da je K(oy,e) = I; za neki j € N, pa je
xel; CU.
Dakle, {I; | i € N} je baza topologije Ty.
Definirajmo skupove
C={(i,j))eN°|LCrL;} i D={(i,j)eN’|LoI}.

Iz propozicija i znamo da su skupovi C i D rekurzivno prebrojivi. Nadalje,
imamo
LCrl; = LCI

]i<>]j = Ilﬂ.f]:@,

pa vrijedi i iz definicije karakteristi¢nih relacija.
Pretpostavimo da su ¢,j € N takvi da postoji € I; N I;. Tada je d(x, \;) < p; 1
d(z, ;) < pj. Odaberimo ¢ € Q takav da je ¢ > 0 i

d((l], )\2)—1—28 < ps, d(l’, /\j)+2€ < pj-
Znamo da postoji u € N takav da je x € K(ay,€). Imamo
d(o, i) + e < d(ay,x) +d(x,\;) +e < d(x, ;) + 2 < p;.

Analogno dobivamo d(a,, Aj) + ¢ < p;. Neka je k € N takav da je (o, €) = (Mg, pr)-
Tada je
Iy Cr 1, Ih Cr Ly 1 x€ I,
pa vrijedi (3)).
Neka su sada z,y € X, x # y. Odaberimo ¢ € Q takav da je 0 < 4e < d(z,vy).
Neka su u,v € N takvi da je 2 € K (o, €)1y € K(ay, ). Kad bi bilo d(a,, o) < 2e,
imali bismo

d(z,y) < d(z, o) + d(aw, ap) + d(ow, y) <e+2e+e=4e

sto je u kontradikeiji s izborom broja . Dakle, vrijedi d(ay,, o) > 2¢. Nekasui,j € N
takvi da je (A, pi) = (au,€) 1 (N\j,pj) = (o, €). Tada je x € I;, y € I; i I, 0 1}, pa
vrijedi (). Prema tome, (X, 7g, (I;)) je izracunljiv topoloski prostor. ]
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Ako je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor, za prostor (X, 7y, (I;)) iz prethodne
propozicije kazemo da je izracunljiv topoloski prostor pridruzen izracunljivom me-
trickom prostoru (X, d, «).

Napomena 4.1.2. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor i x € X. Tada je x
izracunljiva tocka u (X, d, ) ako i samo ako je skup {I; | z € I;} rekurzivno prebrojiv.
Naime, ako je x izrac¢unljiva tocka, onda je skup {z} izrac¢unljiv, pa je i izra¢unljivo
prebrojiv. To znaci da je skup

Uil{z} C L} ={L |z € L}

rekurzivno prebrojiv. Obratno, ako je skup {I; | x € I;} rekurzivno prebrojiv, imamo
da je skup {z} izra¢unljivo prebrojiv. Takoder, za j € N imamo

reld, & (Felj]) xel;
& (FieN)zeliielf

pa iz teorema o projekciji slijedi da je {x} poluizracunljiv. Stoga je {x} izracunljiv,
pa je x izracunljiva tocka.

Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Kazemo da je z € X izracunljiva
tocka u (X, T, (I;)) ako je skup {i € N |z € I;} rekurzivno prebrojiv.
Neka je S C X zatvoren skup u (X, 7). Kazemo da je S izrac¢unljivo prebrojiv
skup u (X, T, (I;)) ako je skup {i € N | I; NS # 0} rekurzivno prebrojiv.
Za j € N definiramo
i€ly]

Ako je S kompaktan skup u (X,7T), kazemo da je S poluizracunljiv skup u
(X, T,(I;)) ako je skup {j € N| S C J;} rekurzivno prebrojiv.
Lako se vidi da ova definicija ne ovisi o izboru funkcija o : N> -+ Nin: N — N,
Za S C X kazemo da je izracunljiv skup u (X, 7T, ([;)) ako je izracunljivo
prebrojiv i poluizracunljiv.

Primijetimo da su definicije izrac¢unljivo prebrojivog i poluizracunljivog skupa u
izracunljivom topoloskom prostoru direktne generalizacije odgovaraju¢ih definicija u
izracunljivom metrickom prostoru, a prema napomeni isto vrijedi i za definiciju
izracunljive tocke.

Napomena 4.1.3. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor, zp € X i S C X.
Neka je (X, 74, (I;)) izracunljiv topoloski prostor pridruzen prostoru (X, d, «). Tada
vrijedi:
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4. IZRACUNLJIVI TOPOLOSKI PROSTORI

(i) xo je izracunljiva tocka u (X,d,«) ako i samo ako je ¢ izrac¢unljiva tocka u

(Xv 7;la ([z))a

(ii) S je izracunljivo prebrojiv skup u (X, d,a) ako i samo ako je S izracunljivo
prebrojiv skup u (X, Ty, (1;));

(iii) S je poluizracunljiv skup u (X, d, ) ako i samo ako je S poluizracunljiv skup

u (X7 7dd) (IZ))v
(iv) S jeizracunljiv skup u (X, d, o) ako i samo ako je S izracunljiv skup u (X, 7z, (1;)).

Neka je (X, 7T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor te neka su C i D karakteristicne
relacije za (X, T, (I;)) takve da vrijedi

(5) D je simetricna,

(6) C je refleksivna i tranzitivna,

(7) zai,j,k € N takve da je (k,i) € C1i (i,5) € D vrijedi (k,j) € D.

Tada za C i D kazemo da su prave karakteristi¢ne relacije za (X, T, (1;)).

Propozicija 4.1.4. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Tada postoje
prave karakteristicne relacije za (X, T, (1;)).

Dokaz. Neka su C i D neke karakteristicne relacije za (X, T, (I;)). Definiramo

D' =DU{(j,i) e N*| (i,j) € D}

C’:{(i,j)€N2|(EInGN)(ElaO,...,a,LEN) i =ag, j=a,
i Vk < n (ag, ap1) € C}.

Imamo C C C'i D C D' Jasno je da je D’ rekurzivno prebrojiv skup. Kako je skup
Q={aeN]|((a), (a)rt1) € C Yk <a}
rekurzivno prebrojiv, iz
C'={(i,j) eN* | (Ja €N) (a)o =1, ag=jia€cQ}
slijedi da je i C' rekurzivno prebrojiv.
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Iz konstrukcije je jasno da je relacija D’ simetricna i relacija C’ refleksivna i tran-
zitivna. Nadalje, ako je (i,7) € C’, iz (1)) 1 tranzitivnosti inkluzije slijedi I; C I,. Ako
je (i,7) € D', ocito vrijedi I; N I; = (. Dakle, C' i D’ su karakteristicne relacije za

Pretpostavimo sada da su C i D karakteristicne relacije za (X, T, (I;)) koje zado-
voljavaju i @ Definiramo

D' ={(i,j) € N*| (3u,v €N) (u,v) € D, (i,u) €Ci (j,v) €C}.

Sada su C i D’ trazene prave karakteristicne relacije. Naime, jasno je da je D’ rekur-
zivno prebrojiv i da vrijedi (I))-(6). Odaberimo (k,i) € C i (¢,7) € D'. Tada postoji
(u,v) € D takav da je (i,u),(j,v) € C. Iz (k,i) € C1i (i,u) € C slijedi (k,u) € C, a
zatim iz (j,v) € C i (u,v) € D slijedi (k, j) € D'. Dakle, vrijedi (7). O

4.2 Efektivna separacija kompaktnih skupova
Neka je (X, T, (;)) izracunljiv topoloski prostor te neka su C i D fiksirane prave
karakteristi¢ne relacije za (X, T, (1;)).

Lema 4.2.1. Neka jen € N, ig,...,i, € Niz € L, N---N1;, . Tada postoji k € N
takav da je x € I, i (k,io), ..., (k,i,) € C.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Za n = 0 tvrdnja je oc¢ita, a za n = 1 to

je upravo uvjet (3).
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n > 1. Neka je
zel,N---NI

n+1
za neke ig, ..., 1,41 € N. Tada je z € [;, N ---NI; , pa po pretpostavci postoji k' € N
takav da je z € I} i (K',i;) € C, Vj € {0,...,n}. Sada imamo = € Iy N 1; ., pa
prema postoji k € N takav da je x € Iy, (k,k') € Ci (k,i,1) € C. Odavde zbog
tranzitivnosti od C slijedi (k,i;) € C, Vj € {0,...,n+ 1}. O
Neka su 72, a € N. Definiramo sljede¢u relaciju:

]i gC Ja ~ (E]j € [CL]) (17]) eC.
Ocito, ako je I; C¢ J,, onda vrijedi I; C J,. Nadalje, za a,b € N definiramo

Jy Ce Jy & (VZ c [a]) I; Ce Jy
i tada kazemo da je J, C-podskup od J,.
Jasno, J, C¢ Jp povlaci J, C J,.
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Propozicija 4.2.2. Skup Q = {(a,b) € N? | J, Cc o} je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. 1z rekurzivne prebrojivosti od C lako slijedi da je skup
I'={(i,a) e N*| [; C¢ J,}
rekurzivno prebrojiv. Sada iz
(a,0) € Q <  [a] x{b} CT
zakljucujemo da je i {2 rekurzivno prebrojiv. O]

Propozicija 4.2.3. Neka je K kompaktan skup uw (X, T) i K C J, N Jy za neke
a,b € N. Tada postoji c € N takav da je K C J,. te J. Ce Jy 1 J. Ce Jp.

Dokaz. Neka je x € K proizvoljan. Tada je z € J, N J,, pa postoje i € [a] i j € [b]
takvi da je € I; N I;. Prema (), postoji k € N takav da je z € I, i (k,1), (k,j) € C.
Dakle, za svaki x € K mozemo pronaci k, € N takav da je

T &€ ]k:m Ikz Ce Ja 1 Ikz Ce Jb.

Kako je K kompaktan, postojin € Nixy,...,z, € K takvidaje K C I, U---Ulj, .
Sada za ¢ € N takav da je [¢] = {ky,, ..., ks, } vrijedi J. Ce Jy, J. Ce i K C J.. O

Uoc¢imo da za a,b,c € N vrijedi
JoCe iy Cede = JuCe o,
odnosno, relacija C¢ je tranzitivna.
Korolar 4.2.4. Neka je K kompaktan skup u (X, T). Pretpostavimo da je
KCJ,N---Nd,,, ay,...,a, € N.
Tada postoji ¢ € N takav da je K C J. 1 J. C¢ Joy,, --- Je e Ja,-

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom pomocu propozicije [4.2.3] sli¢no kao lemu

421 O

Neka su i,a € N. Pisemo I; op J, ako je (i,7) € D, Vj € [a]. Lako se vidi da je
skup
{(i,a) e N* | Liop J, }
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rekurzivno prebrojiv. Nadalje, za a,b € N definiramo
Jyopdy & (V’L € [CL]) I, op Jp

i kazemo da su J, i J, D-disjunktni.
Uocimo: ako je J, ¢p Jp, onda je J, N J, = (). Takoder, uo¢imo da vrijedi

Joopdy & Jyop s
Propozicija 4.2.5. Skup Q = {(a,b) € N* | J, op Jp} je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz
(a,b) € < [a] x {b} C {(i,a) €N?| I;op Ja}

i ¢injenice da je skup s desne strane rekurzivno prebrojiv. O
Lema 4.2.6. Neka su i,a,b,c,d € N. Tada vrijedi:

(i) ako je I; op Jy i Jy Ce Ju, onda je I; op Jy;

(ii) ako je J.op Jo @ Jy Ce Ja, onda je J.op Jy;
(11i) ako je J.op Ju, Jy Ce Jo @ Jg Ce Je, onda je Jgop Jp.
Dokaz.

(i) Za svaki j € [b] postoji k € [a] takav da je (j,k) € C, a iz [; op J, slijedi
(i,k) € D. Prema uvjetu (7)), tada vrijedi (¢, j) € D.

(ii) Za svaki i € [c] imamo I; op J,, pa tvrdnja slijedi iz (i).

(iii) Iz J.op Ju 1 Jy Ce J, prema (ii) slijedi J. op Jp. Odavde i iz J; Ce J. ponovno
prema (ii) slijedi Jq op Jp.

]

Lema 4.2.7. Neka je K neprazan kompaktan skup v (X,7T) i x € X \ K. Tada
postoje i,a € N takvi da je x € I;, K C J, i [; op J,.

Dokaz. Neka je y € K proizvoljan. Tada je ocito x # y, pa prema (4] postoje
iy, Jy € Ntakvidajez € I;,, y € I, i (iy, j,) € D.
Kako je K kompaktan, postoje n € N i yp,...,y, € K takvi da je

KCI, U UL

yn *
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Tada imamo z € ;, N---N1;, . Prema lemi{.2.1} postoji ¢ € N takav da je x € I; i
(t,1y,) € C, YVt €{0,...,n}.

Kako je (iyy,Jyo)s - --» (Iy,, Jyn) € D, prema imamo (1, jy,),---, (4, jy,) € D.
Neka je a € N takav da je [a] = {jy,, .-,y }- Tada je K C J, i vrijedi I; op J,. O

Propozicija 4.2.8. Neka su K i L neprazni disjunktni kompaktni skupovi v (X, T).
Tada postoji a,b € N takvi da je K C J,, L C Jy @ J, op Jp.

Dokaz. Prema lemi f.2.7] za svaki € K postoje ¢;,i, € N takvi da je z € I;,,
LCJ. il op ch. Kako je K kompaktan, postoji n € N1i zg,...,z, € K takvi da
jeKC, U---UI,

Imamo LCJ., ﬂ --NJ., . Prema korolaru 4 4 postoji b € N takav da je L C J,

iJy Ce cho, . Jb Ce Je, Prema lemi 4 mamo i Izz op Jy, ... Ii,, op J.
Sada za a € N takav da je al = {iz,, - - Vl"lJedl K CJ,iJ,op J. O

Teorem 4.2.9. Neka je F konacna familija nepraznih kompaktnih skupova u (X, T)
i neka je A C N konacan skup. Tada za svaki K € F moZemo odabrati ix € N tako
da vrigedi:

(i) za svaki K € F vrijedi K C J;,.,

(ii) ako su K,L € F takvi da je KN L =0, onda je J;,. op J;

iL

(iii) ako je K € F ia € A takav da K C J,, onda je J;,. T¢ J,.

Dokaz. Za svaki par disjunktnih skupova K, L € F prema propoziciji |4.2.8| postoje
wk,r), V(k,r) € N takvi da je K C J, L C Juery i Juger, 0 o
Neka je K € F. Skup

(K,L)? (K,L)"

I'={uxgy|LeFtdKNL=0}U
U{vemy | LEFtdLNK =0}U{ac A| K C J,}

je konacan i vrijedi K C J, za svaki t € I, pa prema korolaru postoji ixg € N
takav da je K C J;, i J;, C¢ Jy, VE €T

Jasno je da vrijede tvrdnje (i) i (iii). Dokazimo (ii). Neka su K, L € F takvi da
je KNL=0. Tada je J;,. C¢ Ju Ji, Ce J, i Jui ) ©D oy P2 Prema lemi

(%, Jir (x,1) 1

4.2.6 (iii) imamo J;, op J;, . O

Teorem 4.2.10. Neka je (X, T,
C,D

) izracunljiv topoloski prostor. Tada postoje re-
kurzivno prebrojivi skupovi 2

(1)
C N? takvi da vrijedi:
(1) za sve (i,7) € C, vrijedi J; C Jj;
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(2) za sve (i,7) € D wvrijedi J; N J; = 0;

(3) ako je F meprazna konacna familija nepraznih kompaktnih skupova u (X, T) i
ako je A C N konacan, onda za svaki K € F mozZemo odabrati i € N tako da
vrijedi:

(i) za svaki K € F vrijedi K C J;,,
(ii) ako su K,L € F takvi da je KN L =0, onda je (ix,i1) € D,
(i1i) ako je K € F i a € A takav da K C J,, onda je (ix,a) € C.

Dokaz. Neka su C i D prave karakteristicne relacije za (X, T, (I;)). Stavimo
C={(,j)eN’*| J; Cc J;} i D={(i,j) e N*|Jyop J;}.

Prema propozicijama i skupovi C'i D su rekurzivno prebrojivi. Jasno je
da vrijedi (1) i (2). Prema teoremu vrijedi (3). O

4.3 Hausdorffov kontinuum

Neka su U i V familije skupova. Kazemo da U profinjuje V ako za svaki U € U
postoji V' €V takav da je U C V.

Neka je Cy,...,C,, lanac u skupu X te neka je U familija podskupova od X.
Kazemo da je Cy,...,C,, U-lanac ako familija {Cy,...,C,,} profinjuje U. Dakle,
Co, ..., Ch, je U-lanac ako za svaki i € {0,...,m} vrijedi C; C U za neki U € U.

Neka je X topoloski prostor. Kazemo da je X Hausdorffov kontinuum ako je
X povezan i kompaktan Hausdorffov prostor.

Za Hausdorffov kontinuum X kazemo da je lancast ako za svaki otvoren pokrivaé
U od X postoji otvoreni U-lanac Cy, ..., C,, koji pokriva X.

Propozicija 4.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je (X,d) lancast konti-
nuum ako i samo ako je (X, Ty) lancast Hausdorffov kontinuum.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) lancast kontinuum. Neka je U otvoren pokrivaéc
od (X, T4). Kako je (X, d) kompaktan, postoji Lebesgueov broj A > 0 za U. Neka je
Co, . .. Cp, otvoren A-lanac u (X, d) koji pokriva X. Iz definicije Lebesgueovog broja
slijedi da {Cy, ..., C,,} profinjuje U.

Obratno, pretpostavimo da je (X, 7;) Hausdorffov kontinuum. Neka je ¢ > 0.
Tada je

u:{mx,g)mex}
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otvoreni pokrivac za (X, 73), pa postoji otvoreni U-lanac Cy, ..., C,, koji pokriva X.
Zbog diam K (7, 5) < &, Vo € X imamo da je Cy, ..., Cy, e-lanac. O]

Neka je X Hausdorffov kontinuum i neka su a,b € X. Kazemo da je X lancast
od a do b ako za svaki otvoreni pokrivac U od X postoji otvoreni U-lanac Cy, ..., C,,
koji pokriva X takav da a € Cyib e C,,.

Propozicija 4.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor i a,b € X. Tada je (X,d) konti-

nuum lancast od a do b ako i samo ako je (X, Tq) Hausdorffov kontinuum lancast od

a do b.

Dokaz. Dokaz provodimo analogno kao za propoziciju |4.3.1] O]

Uoc¢imo: ako je (X, T, (1;)) izra¢unljiv topoloski prostor i S C X kompaktan,
onda je prostor S s relativnom topologijom metrizabilan. Naime, kako je (X, 7T)
Hausdorffov, S je kompaktan Hausdorffov prostor, pa je normalan. Buduéi da (X, T)
zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, i S zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti,
pa slijedi da je S metrizabilan.

Propozicija 4.3.3. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor i xg € X izracun-
ljiva tocka. Tada je skup {j € N| o € J;} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz
ro€J; & (Fielj]) x €l
prema teoremu o projekciji. O

Propozicija 4.3.4. Neka je (X, 7T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. Tada postoji
rekurzivna funkcija g : N®> — N takva da je

Ju Uy U Jy = Jg(umw)s Vu,v,w € N.
Dokaz. Funkcija @ : N3 — P(N), ®(u,v,w) = [u] U [v] U [w] je rr.o. i ®(u,v,w) #

0, Vu,v, w € N. Stoga postoji rekurzivna funkcija g : N*> — N takva da je ®(u, v, w) =
[9(u,v,w)], Yu,v,w € N. Tada je

Lulul,=JoolJnuolUn= U L= U I=Jyuew

1€ [u] JjEv] kelw] 1€ [u]Uv]U[w] i€[g(u,v,w)]
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Napomena 4.3.5. Ako je (X, T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor, i o € X takav da
je {zo} poluizracunljiv skup, onda je {x¢} izra¢unljiv skup. Naime, imamo

pri cemu je f: N — N rekurzivna funkcija takva da je I; = Jy;), Vi € N.

Teorem 4.3.6. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor i S poluizracunljiv
skup u (X, T, (I;)). Pretpostavimo da je S, kao potprostor od (X,T), Hausdorffov
kontinuum lancast od a do b, pri éemu su a i b izracunljive tocke v (X, T, (1;)). Tada
je S izracunljiv skup u (X, T, (I;)).

Dokaz. Kako je S Hausdorffov kontinuum, on je kompaktan, pa postoji metrika d na
S takva da se T; podudara s relativnom topologijom na S.

Promotrimo najprije slu¢aj a = b. Prema propoziciji 4.3.2}, za svaki ¢ > 0 postoji
otvoreni e-lanac Cy, ..., Cy, u (S,d) od a do b koji pokriva S. Kako je a € Cy, b € C),
ia=b,slijedi m = 0ili m = 1. Stoga je diam S < 2, Ve > 0, pa imamo S = {a}.
No, tada je S izracunljiv prema napomeni [£.3.5

Pretpostavimo da je a # b. Neka je i € N takav da je I; NS # (). Tada postoji
r e SNI, x ¢ {a,b}. Naime, kad bi bilo I; NS C {a, b}, skup I; NS bi istovremeno
bio zatvoren (jer je konacan) i otvoren (jer je I; otvoren) u S, §to je nemoguce zbog
povezanosti od S.

Neka je x € SN 1;, © # a,b. Tada postoji r > 0 takav da je K(x,r) C I;NS. Neka
je € = min{r, d(a,z), d(b,x)}. Jasno, imamo ¢ > 0. Neka je Ky, ..., K,, kompaktan
e-lanac u (S,d) od a do b koji pokriva S. Tada je z € K, za neki 0 < n < m.
Zbog diam K,, < d(a,z) i diam K,, < d(b,x) vrijedi n # 0 i n # m. Takoder, zbog
diam K,, < r imamo K,, C K(z,7), pa je K, C I,.

Promotrimo skupove

F1:K1U"'UKn,1, FQIKn 1 FgZKnJrlUUKm

Imamo a € Fi, b€ Fyix € F, C I;. Takoder, vrijedi Fy N F3 =015 = F, U F,U F.
Neka su C' i D rekurzivno prebrojivi skupovi kao u teoremu i neka je
J N = Nrekurzivna funkcija takva da je I; = Jy;), Vi € N. Tada postoje u, v, w € N
takvi da vrijedi Fy C J,, F» C J,, F3 C Jy, (u,w) € D i (v, f(i)) € C.
Prema tome, ako je i € N takav da je I; NS # (), postoje u,v,w € N za koje
vrijedi

(i) a € Jy, b€ Jy,

(i) S C J,UJ, U Jy,
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(iii) (u,w) € D,

(iv) (v, f(2)) € C.

Iz pretpostavke teorema, propozicija i i ¢injenice da su C'i D rekurzivno
prebrojivi skupovi slijedi da je skup

0= {(i,u,v,w) € N? | vrijedi (i)-(iv)}

rekurzivno prebrojiv. Dakle, ako je I; NS # 0, postoje u,v,w € N takvi da je
(1, u,v,w) € Q.

Pretpostavimo sada da za ¢ € N postoje u,v,w € N takvi da je (i,u,v,w) € Q.
Tvrdimo da je tada I; NS # ). Pretpostavimo suprotno. Tada iz (v, f(i)) € C slijedi
Jo € Jrwy = L;, paje J,N S = 0. Odavde i iz (ii) slijedi S C J, U J,. Iz (iii) slijedi
J, N J, = 0. No, kako je a € J, i b € J,, ovo je u kontradikciji s povezanosti od S.
Dakle, vrijedi I; NS # ().

Zaklju¢ujemo da za ¢ € N vrijedi

LNS#0 < (Fu,v,weN) (i,u,v,w) € Q.

Prema teoremu o projekciji, odavde slijedi da je skup {i € N | ;S # 0} rekurzivno
prebrojiv. Stoga je S izra¢unljivo prebrojiv. Dakle, S je izracunljivo prebrojiv i
poluizracunljiv skup u (X, T, (I;)), odnosno, S je izracunljiv. ]

Neka je A topoloski prostor i B potprostor od A. Za ureden par (A, B) kazemo
da ima izracunljiv tip za klasu izracunljivih topoloskih prostora ako za svaki
izracunljiv topoloski prostor (X, T, (I;)) i svako (topolosko) smjestenje f : A — X
takvo da su skupovi f(A) i f(B) poluizracunljivi vrijedi da je f(A) izracunljiv skup
u (X, T, (L))

Lema 4.3.7. Neka je S poluizracunljiv skup w izracunljivom topoloskom prostoru
(X, T,(L;)) i neka je m € N. Tada je i skup S\ Jp, poluizracunljiv.

Dokaz. Tvrdnja lako slijedi iz ¢injenice da za ¢ € N vrijedi
S\ngjl = SQJZUJm ~ Sgt]h(i,m%

pri cemu je h : N? — N rekurzivna funkcija takva da je [h(u,v)] = [u] U [v], Vu,v €
N. ]

Propozicija 4.3.8. Neka je X Hausdorffov kontinuum lancast od a do b i neka je
f: X = Y homeomorfizam. Tada jeY Hausdorffov kontinuum lancast od f(a) do

f(b).
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4.3. Hausdorffov kontinuum

Dokaz. Kako je X Hausdorffov kontinuum i Y je homeomorfan s X, jasno je da je Y
Hausdorffov kontinuum. Neka je V otvoreni pokriva¢ od Y. Tada je

U={r"(v)|vev}

otvoreni pokriva¢ od X. Neka je Cy,...,C,, otvoreni U-lanac u X od a do b koji
pokriva X. Tada je f(Cy),..., f(Cy) otvoreni V-lanac u Y od f(a) do f(b) koji
pokriva Y. O

Propozicija 4.3.9. Neka je A Hausdorffov kontinuum lancast od a do b. Tada
(A, {a,b}) ima izracunljiv tip za klasu izracunljivih topoloskih prostora.

Dokaz. Neka je (X, T,(l;)) izracunljiv topoloski prostor i neka je f : A — X
smjestenje takvo da su skupovi f(A) i f({a,b}) poluizracunljivi.

Ako je a = b, slicno kao u dokazu teorema zakljucujemo da je A = {a}.
Tada je f(A) = {f(a)} jednoclan poluizracunljiv skup u (X, T, (;)), pa je izracunljiv
prema napomeni [4.3.5]

Pretpostavimo sada da je a # b. Tada je f(a) # f(b), pa postoji m € N takav da

je f(a) € Jn 1 f(b) & Jyn. Prema lemi [4.3.7, imamo da je skup
f{a,0})\ T = {f(a), f(O)}\ Jm = {f(b)}

izracunljiv. Analogno dobivamo i da je {f(a)} izracunljiv. Dakle, f(a) i f(b) su
izracunljive tocke u (X, T, (I;)). Nadalje, prema propoziciji f(A) je Hausdorffov
kontinuum lancast od f(a) do f(b), pa je prema teoremu izracunljiv skup u
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavamo izracunljivost poluizracunljivih skupova u
izracunljivim metrickim prostorima. Rad je podijeljen u cetiri poglavlja. U prvom
poglavlju generaliziramo teoreme klasi¢ne teorije izracunljivosti na funkcije s kodome-
nama Z, Q i R, te dokazujemo tehnicke rezultate koji ¢e nam biti korisni u kasnijim
razmatranjima.

U drugom poglavlju definiramo izra¢unljiv metricki prostor i uvodimo osnovne
pojmove vezane uz izracunljivost u metrickom prostoru. Proucavamo wzracunljivo
prebrojive, izracunljive, poluizracunljive i koizracunljivo prebrojive skupove. Doka-
zujemo da je kompaktan skup u izracunljivom metrickom prostoru izracunljiv ako i
samo ako je poluizracunljiv i izracunljivo prebrojiv.

Glavni dio rada je tre¢e poglavlje, u kojem dokazujemo izracunljivost nekih po-
luizracunljivih skupova u izracunljivom metrickom prostoru. Konkretno, dokazu-
jemo da je poluizracunljiv lancast kontinuum s poluizracunljivim krajnjim tockama
izracunljiv, te da je poluizracunljiva dvodimenzionalna celija s poluizracunljivim ru-
bom izracunljiva.

U cetvrtom poglavlju definiramo nesto opéenitiji ambijent, izracunljiv topoloski
prostor, i dokazujemo da je poluizracunljiv Hausdorffov kontinuum s poluizracunljivim
krajnjim tockama izracunljiv u izracunljivom topoloskom prostoru.






Summary

In this thesis we study computability of semicomputable sets in computable metric
spaces. The thesis is divided into four chapters. In the first chapter we generalise
theorems from classical computability theory to functions with values in Z, Q and R,
and we prove some technical results which will be useful in further studies.

In the second chapter we define computable metric spaces and we introduce some
basic notions regarding computability in a metric space. We study computably enu-
merable, computable, semicomputable and co-computably enumerable sets. We show
that a compact set in a computable metric space is computable if and only if it is
semicomputable and computably enumerable.

The main part of this thesis is the third chapter, in which we prove computability
of certain semicomputable sets in a computable metric space. Namely, we prove that
a semicomputable chainable continuum with semicomputable endpoints is computa-
ble, and that a semicomputable two-dimensional cell with semicomputable border is
computable.

In the fourth chapter we define a more general ambient space, computable topo-
logical space, and we show that a semicomputable Hausdorff continuum with semi-
computable endpoints is computable in a computable topological space.
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