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Uvod

U krivulje drugog reda ubrajamo elipsu, hiperbolu i parabolu. Cesto ih drugadije nazi-
vamo i konike ili ¢unjosjecnice. Navedene krivulje proucavale su se i definirale joS od
starogrckih vremena. Menehmo (375.pr.Kr-320.pr.Kr), Apolonije (262.pr.Kr-190.pr.Kr.),
Papus (290.-350.) te Ruder Boskovi¢ (1711.-1787.) samo su neki od matematicara koji
su se time bavili. Svaki od njih imao je poseban pristup ovim krivuljama pa ih je i defini-
rao na drugaciji nac¢in. U ovom radu predstavili smo razli¢ite pristupe krivuljama drugog
reda te naveli i nekoliko definicija: metricka, Papus-BoSkoviceva, algebarska te definicija
konike kao presjek stoZaste plohe ravninom. Za polaznu definiciju odabrali smo metricku
definiciju, a za ostale definicije smo pokazali da su joj ekvivalentne.

Rad je podijeljen u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju navedene su metricke definicije
elipse, hiperbole i parabole. Opisani su temeljni pojmovi vezani uz navedene krivulje i
analiziran je medusoban odnos pravca i krivulje. U drugom poglavlju naveli smo nekoliko
razlicitih teorema koji opisuju krivulje drugog reda i dokazali da su ekvivalentni metric¢koj
definiciji svake od krivulja.

Treée poglavlje sadrzi dokaze razliCitih svojstva elipse, hiperbole i1 parabole, provedenih
koordinatnom metodom. U Cetvrtom poglavlju prikazano je nekoliko zadataka s mate-
matic¢kih natjecanja. Odabrani zadatci su rijeSeni koordinatnom metodom.

Sve slike u ovom radu izradene su u programu dinamicne geometrije GeoGebra.



Poglavlje 1

Definicije i temeljni pojmovi

1.1 Elipsa

U ovom poglavlju definirat ¢emo elipsu, hiperbolu i parabolu navodeéi njihove metricke
definicije. Te definicije mogu se naci u svim srednjoskolskim udzbenicima iz matematike
za treci razred. Uz to, objasnit ¢emo temeljne pojmove vezane uz navedene krivulje i
izvesti njihove jednadZbe. Osvrnut ¢emo se i na medusoban odnos pravca i krivulja drugog
reda.

Definicija 1.1.1. Neka su F, i F, dvije évrste tocke u ravnini E* i neka je a pozitivan realan
broj takav da je a > % |F'1F>|. Elipsa je skup svih tocaka ravnine za koje je zbroj udaljenosti
od toc¢aka F i F, konstantan i jednak 2a.

g

c

Slika 1.1: Elipsa
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To moZemo zapisati i ovako:
E={T € E*: |F\T| +|F.T| = 2a}.
Cvrste to¢ke F i F, nazivaju se Zaristima ili fokusima elipse. Ako to¢ka T pripada elipsi,

tada duzine F\T i F,T zovemo radijvektorima to¢ke 7', a duljine tih duZina oznacavamo
|F\T| = r,|F,T| = r,. Poloviste duzine FF, nazivamo srediSte ili centar elipse i

oznacimo ga slovom O. Broj —|F F;| nazivamo linearni ekscentricitet elipse i oznacavamo

slovom e. Pravac F| F;, sijece elipsu u tockama koje nazivamo tjemena elipse. Oznacimo
ih s A1 B. Budu¢i da je A na elipsi vrijedi

|F1A| + |FLA| = 2a.
Kad |F,A| zamijenimo s |FA| + |F F,| dobivamo
2|1F Al + |F1Fy| = 2a,
2|F1A| + 2|F,0| = 2a,

|AF\| +|F,0| = a,

odnosno
|AO| = a.

Drugim rije¢ima, tjeme A je od srediSta elipse udaljeno za a. Isto vrijedi i za drugo tjeme
B. Simetrala duZine F F, sijeCe elipsu u tockama koje takoder nazivamo tjemenima elipse.
Oznacimo ih slovima C i D. Budu¢i da je C na simetrali vrijedi |FC| = |F,C|. Buduéi da
je C na elipsi vrijedi

2a = |F\C| + |F,C| = 2|F,C]|,

odnosno
|F1C| =da.

U pravokutnom trokutu F;OC vrijedi Pitagorin poucak, tj.
|OCP? = |[F\CP* = |OF,[* = a* - ¢*, |0C| = Va? - e

Time smo dobili udaljenost tjemena C do sredisSta elipse. Taj se broj oznaCava slovom b.
Isto vrijedi i za to¢ku D.

Sada ¢emo, koristeci se definicijom elipse, izvesti njenu jednadzbu.
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Neka su dane tocke F, i F, i neka je O poloviste duZine F F,. Ako postavimo pravokutni
koordinatni sustav tako da mu je ishodiSte u to¢ki O, a da se F; 1 F, nalaze na osi x, tada
F\ i F, imaju koordinate F(—e,0), F;(e, 0).

Neka je T'(x,y) proizvoljna tocka elipse. S obzirom da pripada elipsi, onda vrijedi

|F\T| + |F,T| = 2a,

odnosno

Vx +e)? +y2 + (x - e)? +)? = 2a.
Kvadriranjem jednadzbe +/(x + e)?> + y> = 2a — /(x — €)? + y? te sredivanjem dobivamo

a+(x—e)? +y? =a* - ex.
Ponovnim kvadranjem i sredivanjem dobivamo
(@ — x> + azy2 = a*(a* - é%).

2 2

Bududi da je a > e, onda je i a*> > €2, pa se uz b> = a® — ¢* prethodna jednadzba moZe
zapisati u obliku

P*x* + a*y? = a*b*.
Dijeljenjem s a*b* dobivamo

X2 2
;+%:L (1.1)

Jednadzba (I.I)) naziva se kanonska jednadzba elipse.

Pokazimo da vrijedi i obrnuto, odnosno ako koordinate proizvoljne tocke T (x,y) zadovo-
ljavaju jednadZbu (1.1)), onda tocka T pripada elipsi s fokusima F(—e, 0), F,(e,0).

Dakle, trebamo pokazati da je zbroj udaljenosti |FT|+|F,T| jednak 2a. Za navedene toCke
T,F;iF, vrijedi

IFiTI= N(x+e)+y*,  |FiTl= V(x—e)* + )y~

2

Iz jednadZbe elipse imamo da je y* = b? (1 - x—z) aiz b = a® — €* slijedi da je €* = a® — b?
a

i a> = ¢* + b*. UvrStavanjem navedenog i sredivanjem slijedi

e

—X+a
a

° 2
|F\T| = (—x+a) =
a
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Analogno je
e
a——x
a
Bududi da je a > e 1|x| < a, onda su izrazi unutar apsolutne vrijednost pozitivni pa vrijedi

2
|F,T| = (a - E)c) =
a

e e
|[F1T|=-x+a, |F.,T|=a-—x.
a a

Konac¢no, zbrajanjem se dobije
e e
|F\T|+ |FT|= —x+a+a——-x=a+a=2a
a a

pa zakljucujemo da to¢ka T pripada elipsi.

Oznac¢imo s A 1 B to¢ke u kojima elipsa sijeCe x-os, a s C i D u kojima sijeCe y-os.
UvrStavanjem y = 0 odnosno x = 0 u jednadzbu elipse, slijedi A(—a, 0), B(a, 0), C(0, —b),
D(0, b). Navedene tocke su tjemena elipse. DuZina AB zove se velika os, a njezina duljina
2a duljina velike osi. DuZina CD zove se mala os elipse, a njezina duljina 25 duljina male

. . e . vy e . oo L
osi. Broj & = — naziva se numericki ekscentricitet i za njega vrijedi 0 < ¢ < 1 jer je
a
e <a.

Jo§ ¢emo opisati medusoban polozaj pravca i elipse. Pravac i elipsa mogu imati dvije,

jednu ili niti jednu zajednicku tocku. Postavimo pravokutni koordinatni sustav tako da mu

je ishodiste u srediStu elipse, a da je pravac FF, os x. U tom sustavu elipsa ima jednadzbu
2 2

x° 0y o . . . .

= + m 1, a pravac ima jednadzbu y = kx + [. Presjek pravca i elipse odredujemo

rjeSavanjem sustava odredenog njihovim jednadZzbama. Uvrstimo li y iz prve jednadzbe u

drugu, nakon sredivanja ¢emo dobiti kvadratnu jednadzbu
@’k + b)x* + 2a°klx + a*(P - b*) = 0. (1.2)

Pravac sijece elipsu u dvije tocke ako je diskriminanta kvadratne jednadzbe D > 0, a ako je
D < 0, onda nemaju zajednickih to¢aka. Pravac je tangenta elipse ako pripadna kvadratna
jednadzba ima jedno rjeSenje, odnosno ako je diskriminanta kvadratne jednadzbe
D = 0. Slijjedi da ¢e pravac y = kx + [ biti tangenta elipse ako 1 samo ako je

ak+ b =1 (1.3)
Jednakost (1.3)) zovemo uvjet dodira pravca i elipse.
Odredimo jednadZzbu tangente elipse ako je zadano njeno diraliSte D;(x;, y;). RjeSenje jed-
nadzbe (I.2) uz uvjetdaje D = 0 je
ka?
[

X1 =
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pa uvrStavanjem u jednadZzbu pravca dobivamo

b2
i = 7-

ka®> b?
Dakle, diraliste tangente je tocka D, (—%, 7) . Iz ovoga slijedi da su koeficijent smjera

tangente k 1 odsjecak / jednaki

b? b?
k=-22 =2
asyi V1
UvrStavanjem navedenih koeficijenata u jednadZbu pravca y = kx + [, dobivamo da je
jednadzba tangente elipse s diraliStem u tocki D;(xy, y;)

b2X1 b2
y=——F—X+—,
ayi Vi
odnosno ax o vy
1 1
2t Tl

1.2 Hiperbola

Definicija 1.2.1. Neka su F, i F, dvije razlicite ¢vrste tocke u ravnini E* i neka je a
pozitivan realan broj takav da je a < % |FF1F>|. Hiperbola je skup svih tocaka ravnine za
koje je apsolutna vrijednost razlike udaljenosti od tocaka F i F, konstantna i jednaka 2a.

To moZemo zapisati i ovako:

H= {T € EX: ||F\T| - |F,T| = 2a}.

Cvrste tocke F; i F, nazivaju se ZariStima ili fokusima hiperbole. Ako to¢ka T pripada
hiperboli, tada duzine F|T i F,T zovemo radijvektorima tocke 7', a duljine tih duZina
oznaCavamo |F\T| = ry,|F,T| = r,. PoloviSte duZzine FF, nazivamo srediste ili centar

1
hiperbole i ozna¢imo ga slovom O. Broj =|F; F;| nazivamo linearni ekscentricitet hiper-
g ] 3 P

bole i oznac¢avamo slovom e.
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Slika 1.2: Hiperbola

Pravac F| F, sijeCe hiperbolu u tockama koje nazivamo tjemena hiperbole. Oznacimo ih s
A1 B. Bududi da je A na hiperboli vrijedi

|F1A| = |[F2A]| = 2a.

Tocka A se nalazi blize fokusu F; pa za nju vrijedi |F,A| — |F1A| = 2a. Kad |F,A| zamije-
nimo s |F; F5| — |F1A| dobivamo

|F F>| = 2|F1A| = 2a,
2|F10| - 2|F1A| = 2a,

|F10| - |[F\A| = a,

odnosno
|AO| = a.

Drugim rijecima, tjeme A je od srediSta hiperbole udaljeno za a. Isto vrijedi i za drugo
tjeme B.

Odaberimo na simetrali duzine FF, to¢ke C i D takve da je |CA| = |CB| = |DA| =
|IDB| = e. Tocke C i D nazivamo imaginarnim tjemenima. Primijetimo da C i D nisu toCke
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hiperbole jer je ||F1C| — |F,C|| = ||F1D| — |F,D|| = 0.
U pravokutnom trokutu COA vrijedi Pitagorin poucak, tj.

|OCI> = |CAP = |AO]* = & — &%, |OC| = Ve? - a2.

Time smo dobili udaljenost tjemena C do sredista elipse. Taj se broj oznaCava slovom b.
Isto vrijedi i za to¢ku D.

JednadZzbu hiperbole mozemo odrediti sli¢no kao i jednadzbu elipse.

Postavimo koordinatni sustav tako da mu je ishodiste u polovistu duZine F\F, , a fokusi
hiperbole leZe na osi x. Tada F; i F, imaju koordinate F(—e, 0), F>(e,0).

Neka je T'(x,y) proizvoljna tocka hiperbole. S obzirom da pripada hiperboli, onda vrijedi

|F1T| = |FoT|| = 2a,

odnosno

‘\/(x+e)2 +y% — \/(x—e)2 +y2l = 2a.
Slijedi da je

\/(x +e)? +y*— \/(x —e)? +y* = +2a.

Kvadriranjem jednadzbe +/(x + e)?> + y> ¥ 2a = +/(x — €)? + y? te sredivanjem dobivamo
+a/(x +e)? +y2 = a* + ex.

Ponovnim kvadranjem i sredivanjem dobivamo

(@ — eHx* + a*y* = d*(a* - &%).

Bududi da je a < e, onda je i a* < €%, pa se uz b* = €* — a® prethodna jednadzba moZze
zapisati u obliku

—b’x* + a*y? = —a*b.
Dijeljenjem s —a’b* dobivamo

xl 2
;—%:L (1.4)

Jednadzba (I.4) naziva se kanonska jednadzba hiperbole.
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Pokazat ¢emo da vrijedi i obrnuto, ako koordinate tocke 7'(x,y) zadovoljavaju jednadZbu
(L.4), onda tocka pripada hiperboli s fokusima F(—e,0), F»(e,0). Dakle, potrebno je

2
pokazati da je |[F,T| — |F.T]l = 2a. Za koordinate tocke T vrijedi y* = bz(x—2 _ 1), pa je
a

onda

2
IF\T| = y(x+e)? +y> = X2+ 2ex + €2 +)2 = \/x2+2ex+e2+b2(x—2—1),
a

Kako je b* = e* — a?, slijedi

2 2
|F\T| = \/a2+2ex+ e—zx2 = (a+fx) = la+ S4l.
a a a
Analogno se dobije
|F>T| = |a - fx.
a
Bududi da je a < e1|x| > a, razlikujemo dva slucaja.
Akoje x> 0, ondajea+ Sx>0ia—- Sx <0,
a a
Akojex<0,0ndajea+fx<0ia— x>0
a a
Dakle, ako je x > 0, onda je
e e
IF\T) ~ |FaTl| = |a+ $x— ( —a+ —x) = 24] = 2a.
a a
Ako je x < 0, onda je
e e
IF\T| - |F, T = ' —a- —x—(a— —x) = |- 24| = 2a.
a a

ZakljuCujemo da to¢ka T pripada hiperboli.

Oznacimo s A 1 B tocke u kojima hiperbola sijeCe x-os. UvrStavanjem y = 0 u jednadZbu
hiperbole dobivamo A(=a, 0), B(a,0). Navedene tocke su tjemena hiperbole. DuZinu AB
zovemo realnom osi, a CD, C(0, —b), D(0, b) imaginarnom osi hiperbole.
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Realan broj a zovemo duljinom realne poluosi, a » duljinom imaginarne poluosi hiperbole.
Za numericki ekscentricitet hiperbole & = ¢ vrijedi € > 1, jer je e > a.
a

Analiziraymo medusoban poloZaj pravca i hiperbole. Pravac i hiperbola mogu imati dvije,
jednu ili niti jednu zajedni¢ku tocku. Postavimo koordinatni sustav tako da mu je x-
og praVZac F\F,, a ishodiste srediSte hiperbole. U tom sustavu hiperbola ima jednadZbu
% - Z—z = 1, a pravac y = kx + [. Presjek pravca i hiperbole odredujemo rjeSavanjem sus-
tava odredenog njihovim jednadZbama. Broj zajednickih tocaka pravca i hiperbole ovisi o
diskriminanti pripadne kvadratne jednadZzbe

(b* — AP*k*)x* = 2ad%klx — a*(b* + ) = 0. (1.5)

Pravac sijeCe hiperbolu u dvije toc¢ke ako je diskriminanta kvadratne jednadzbe D > 0, a
ako je D < 0, onda nemaju zajednickih toCaka. Pravac e biti tangenta hiperbole ako je
diskriminanta kvadratne jednadzbe (|1.5)) D = 0, odnosno ako i samo ako je

ak> - b =P (1.6)

Jednakost zovemo uvjet dodira pravca i hiperbole. Analogno kao i kod elipse, slijedi
da je jednadzba tangente hiperbole s diraliStem u tocki D;(xy, y;)

b2X1 b2
= 2—x - —,
asyi Y1
odnosno
XX Y1y 1
@ b

Hiperbola je, za razliku od elipse, neogranic¢ena krivulja i ima asimptote. Asimptota hi-
perbole je graniCan poloZaj tangente kada se diraliSte tangente giba po grani hiperbole u
beskonacnost. Hiperbola ima dvije asimptote i njihove jednadzbe su

b
y=+—x
a
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1.3 Parabola

Definicija 1.3.1. Neka je d ¢vrsti pravac i F &vrsta tocka u ravnini E* koja ne pripada
pravcu d. Parabola je skup svih tocaka ravnine koje su jednako udaljene od pravca d i
tocke F.

To moZemo zapisati i ovako:

P= {T € E*: d(T,F) = d(T, d)}.

Y
d
T/

Slika 1.3: Parabola

Tocka F zove se zariSte ili fokus parabole, a pravac d direktrisa ili ravnalica. Ako
s N oznalimo noZiste okomice iz fokusa F na direktrisu, onda je poloviite duZine FN
tjeme parabole. OCito je da tjeme pripada paraboli, jer je jednako udaljeno od fokusa i od
direktrise. Povuc¢ena okomica naziva se os parabole.

Sada ¢emo izvesti jednadZbu parabole. Odaberimo koordinatni sustav tako da mu je is-
hodiSte u tjemenu parabole, a x-os os parabole. Direktrisa d u tako odabranom koorinat-

nom sustavu ima jednadzbu x + g = 0, gdje je p bilo koji pozitivan realan broj. Slijedi da
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fokus ima koordinate F' (%, O). Neka je T'(x,y) proizvoljna toc¢ka parabole. S obzirom da
pripada paraboli, vrijedi da je d(T, F) = d(T, d), odnosno
PV . p
= +yP=x+=.
(x 2) YT
Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo

¥’ =2px. (1.7)

JednadZzba (1.7 naziva se kanonska jednadzba parabole. Jo§ je nazivamo i tjemenom jed-
nadzbom.

Pokazat ¢emo da vrijedi 1 obrnuto, ako koordinate proizvoljne to¢ke T zadovoljavaju jed-
nadzbu (1.7)), onda toCka T pripada paraboli. Za svaku tocku T'(x,y) koja se nalazi u 1. ili
IV. kvadrantu vrijedi

2
A(T, F) = (x—g) +y2, d(T,d):x+§.

Za koordinate tocke T vrijedi y* = 2px pa uvritavanjem u d(T, F) dobivamo

.= e8] +2me= 4 -

Buduci da se T nalazi u L. ili IV. kvadrantu, slijedi da je x > 0. Takoder vrijedi da je p > 0.

+_
Ty

i

ZakljuCujemo da je x + g > (), odnosno

d(T,F)=x+ g = d(T, d).
Time smo dokazali da tocka T lezi na paraboli te da je (1.7) zaista jednadZba parabole.

Pravac i parabola mogu imati dvije, jednu ili niti jednu zajednicku to¢ku. Broj zajednickih
toCaka ovisi o broju rjeSenja sustava odredenog jednadZbom pravca i parabole:

y=kx+1
y? = 2px.

UvrStavanjem y iz prve jednadZbe u drugu dobit éemo kvadratnu jednadzbu

K2x® + 2kl - p)x + > = 0. (1.8)
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Pravac sijece parabolu u dvije tocke ako je diskriminanta kvadratne jednadzbe D > 0, a
ako je D < 0, onda nemaju zajednickih toCaka. Pravac je tangenta parabole ako pripadna
kvadratna jednadzba (1.8) ima jedno rjeSenje, odnosno ako je diskriminanta D = 0. Dakle,
slijedi da je y = kx + [ tangenta parabole ako i samo ako je

p =24, (1.9)

Jednakost (1.9) zovemo uvjet dodira pravca i parabole. Odredimo sada jednadZbu tan-
gente ako je zadano njeno diraliSte D;(x;, y;). RjeSenje jednadzbe (1.8) uz uvjetdaje D = 0
je
p —kl

2
pa uvrStavanjem u jednadzbu pravca dobivamo

X1 =

n= 2
1=
Odavde slijedi
k=2
M1
Koristenjem Cinjenice da za koordinate tocke D, vrijedi y? = 2px; i uvrStavanjem u x; =
p —kl dobi
2 » dobivamo
iy
N1
Dakle, jednadZba tangente na parabolu je
M M

odnosno
yy1 = p(x + xp).



Poglavlje 2

Ekvivalentne definicije

U ovom poglavlju navest ¢emo nekoliko teorema koji opisuju krivulje drugog reda te ¢emo
dokazati da su ekvivalentni metrickoj definiciji pojedine krivulje.

2.1 Konike kao presjek stozaste plohe

Definirajmo prvo stoZastu plohu. Neka su o i1 s dva razliCita pravca sa zajedni¢kom tockom
0. Skup svih tocaka prostora $to ga opisuje pravac s kada se zavrti oko pravca o za 360°,
zove se stozasta ploha. Tocka O zove se vrh, pravac o os, a pravac s izvodnica stoZaste
plohe. Izvodnicama nazivamo i sve pravce koji nastaju opisanom rotacijom pravca s za
proizvoljni kut.

Teorem 2.1.1. Elipsa, hiperbola i parabola su presjeci ravnine i stoZaste plohe.

Ako ravnina sijece sve izvodnice, a ne prolazi vrhom stoZaste plohe, onda je presjek elipsa.
Ako je ravnina usporedna s dvjema izvodnicama, a ne prolazi vrhom stoZaste plohe, onda je
presjek hiperbola. Ako je ravnina usporedna s jednom izvodnicom, a ne sadrZi tu izvodnicu,
onda je presjek parabola.

Dokaz.
Dokaz ¢emo provesti posebno za svaku od navedenih krivulja. Dokaz je preuzet iz izvora
(6] i [8].

Elipsa
Neka je 7 ravnina kojom je presjecena stozasta ploha. Buduci da ravnina sijece sve izvod-
nice i ne prolazi vrhom, presjecna krivulja se nalazi na samo jednom dijelu stoZaste plohe

(gornjem ili donjem.) UpiSimo u taj dio stoZaste plohu dvije kugle, K; 1 K, koje dodiruju

14
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ravninu 7w odozgo 1 odozdo. Oznacimo s F 1 F, tocke u kojima kugle K; 1 K, dodiruju
ravninu. Pokazat ¢emo da je presjek stoZaste plohe i ravnine r elipsa kojoj su toc¢ke F; i
F, fokusi.

Slika 2.1: Elipsa

Neka je T proizvoljna tocka s presjecne krivulje. Kugla K; dira plohu duz kruZnice k;, a
kugla K, duZz kruznice k;. Izvodnica koja prolazi tockom 7 dira kruZnice k; 1 k; u toC¢kama
D, i D, redom. Ako iz bilo koje tocke izvan kugle povuc¢emo dvije tangente na kuglinu
plohu, tj. na sferu, onda su udaljenosti te tocke od diraliSta na sferi medusobno jednake.
Dakle, vrijedi

ITF| =|TDyl, |TF| =|TD,|.

Zbrajanjem navedenih jednakosti dobivamo da je
ITF\| +|TFa| = TD1| +|TDy| = DDyl

Budu¢i da je DD, izvodnica uspravnog krnjeg stoSca, slijedi da je |D;D;| konstanta.
MozZemo staviti [D{D;| = 2a,a € R,a > 0. Dakle, |TF;| + |TF,| = 2a za svaku tocku
T na presjecnoj krivulji pa zakljuCujemo da je ta krivulja elipsa s fokusima F; i F,.
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Hiperbola

Neka je m ravnina kojom je presjeCena stoZasta ploha. Buduci da je ravnina usporedna s
dvjema izvodnicama, sijeCe oba dijela stozaste plohe. UpiSimo u tu stoZastu plohu dvije
kugle K; i1 K, koje dodiruju ravninu 7 s iste strane. Oznacimo s F; 1 F, to¢ke u kojima
kugle dodiruju ravninu, a s k; 1 k, kruznice duZz kojih kugle K i K, diraju plohu.

Slika 2.2: Hiperbola

Neka je T proizvoljna tocka s presjecne krivulje takva da je |T Fy| > |T F5|. Izvodnica koja
prolazi tockom 7 dira kruZnice k; i k, u tockama D; 1 D, redom. Budu¢i da su pravci TF i
T D, tangente povucene na sferu, gdje su F'| i D diralista, vrijedi |T F{| = |T D;|. Analogno
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|T F>| = |T D,|. Oduzimanjem navedenih jednakosti dobivamo da je
|TF| — |TF>| = |TD:| — |TD,| = |DDs|.

Kruznice k; i k, leze u paralelnim ravninama pa su zato sve izvodnice krnjeg stoSca kojemu
je gornja osnovka krug omeden kruZnicom k;, a donja osnovka krug omeden kruznicom k,
jednake duljine, odnosno |D;D| je konstanta.

Ako je proizvoljna tocka T takva da je |T F| < |T F5|, onda oduzimanjem dobivamo

|TF,| = |TF\| = |TD,| —|TD| = |D;Ds|.

MozZemo staviti |D;D| = 2a,a € R, a > 0. Dakle, opéenito vrijedi da je ||T F|-|T F»|| = 2a,
za svaku tocku T na presjecnoj krivulji. Zaklju€ujemo da je presjecna krivulja hiperbola s
fokusima F; 1 F».

Parabola

Neka je 7 ravnina kojom je presjeCena stoZasta ploha te neka je s izvodnica s kojom je
paralelna. Budu¢i da je m paralelna s jednom izvodnicom, u stoZastu plohu moZemo upisati
samo jednu kuglu K koja dodiruje plohu i ravninu. Oznacimo s F toCku u kojoj kugla K
dira ravninu i s k; kruZnicu duZ koje K dira plohu.

Slika 2.3: Parabola
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Neka je T proizvoljna tocka s presjecne krivulje. Neka je k, kruZnica koja se nalazi na
stozastoj plohi, prolazi tockom 7', a ravnina te kruZnice paralelna je s ravninom kruznice
ky. Oznacimo s D tocku u kojoj izvodnica OT sijeCe k. Tocke F i D su diraliSta tangenti
povucenih iz to¢ke T na sferu. Vrijedi da je |TF| = |T D|.

Neka su A i B tocke u kojima izvodnica s sijeCe kruznice k; i k, redom. KruZnice k; i
k, leze u paralelnim ravninama pa su zato sve izvodnice krnjeg stoSca kojemu je gornja
osnovka krug omeden kruznicom k;, a donja osnovka krug omeden kruznicom k, jednake
duljine, odnosno vrijedi |JAB| = |T D|. DuZina AB nalazi se u osnom presjeku koji je odreden
tockama O, S, F, gdje je S srediSte upisane kugle. Oznac¢imo s m; ravninu kruZnice ki, a
s d pravac koji je presjek ravnina i ;. Svaka ravnina koja sadrzi pravac S F' je okomita
na ravninu x jer je pravac S F okomit na zr. Zato je i osni presjek OS F okomit na ravninu
n. Ravnina m; je takoder okomita na osni presjek pa je 1 pravac d okomit na taj presjek.
ZakljuCujemo da je pravac d okomit na AB jer se AB nalazi u ravnini OS F.

DuZinu AB mozemo translacijom dovesti u poloZaj EG, tako da se E nalazi na pravcu d,
a G na promjeru BH kruZnice ky. Oznacimo s N noZiSte okomice iz tocke T na pravac d.
Ocito TN L d. Takoder vrijedi i da je |TN| = |EG|. Imamo:

ITF| =|TD| =|AB| = |[EG| = [TN]|,
odnosno |TF| = |TN|, Sto znaci da je
d(T,F)=d(T,d).
Dakle, za svaku to¢ku 7" na presjecnoj krivulji vrijedi da je jednako udaljena od tocke F' 1

od pravca d, pa je presjecna krivulja parabola s fokusom F i direktrisom d. O

Kugle koriStene u ovom dokazu nazivaju se Dandelinovim kuglama, po belgijskom ma-
temati¢aru G.P. Dandelinu (1794.-1849.). On je otkrio povezanost izmedu presjeka stoSca
i ravnine, fokusa konika te kugli upisanih u stozac koje diraju ravninu kojom je presjecen.
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2.2 Algebarska definicija

Teorem 2.2.1. Neka je S skup definiran jednadZbom
apx* + 2a1,xy + a22y2 +2a1x+ 2a,y+a =0

ap ap

matrica
dpp adx

u pravokutnom Kartezijevom koordinatnom sustavu i neka je A = [

linearnog operatora pridruZenog toj jednadzbi. Tada, ako je:

1. detA > 0, onda je S elipsa, skup koji sadrZi samo jednu tocku ili prazan skup.

2. detA < 0, onda je S hiperbola ili unija dvaju ukrstenih pravaca.

3. detA = 0, onda je S parabola, unija dvaju paralelnih pravaca, jedan pravac ili prazan
skup.

Skup § naziva se krivulja drugog reda. Ovaj teorem opravdava naziv krivulje drugog reda
za elipsu, hiperbolu i1 parabolu. Zamijetimo da nam sadrzaj teorema govori da nisu samo
te tri krivulje krivulje drugog reda. Zato, ponekad, za elipsu, hiperbolu i parabolu kazemo
da su nedegenerirane krivulje drugog reda, dok druge vrste nazivamo degeneriranim krivu-
ljama drugog reda.

Dokaz ovog teorema preuzet je iz izvora [8]].

Dokaz.
U Kartezijevu koordinatnom sustavu (O, A f) dana je jednadzba krivulje drugog reda

anx’ +2a12xy+a22y2 + 2a1x + 2a,y +a = 0. (2.1)

Pridruzit éemo toj krivulji simetri¢an linearan operator u bazi A f) koji je dan matricom

app an
A= .
ap axp

Ako je u Kartezijevom pravokutnom koordinatnom sustavu (O, i f) krivulja dana svojom
jednadzbom (2.1) i ako su 4; i A, svojstveni vektori simetri¢nog linearnog operatoﬁraﬁpri—
druzenog toj krivulji, onda postoji Kartezijev pravokutni koordinatni sustav (O, i, j) u
kojem krivulja ima jednadZbu

X7+ Y2 +2bix +2byy +b = 0. (2.2)
Sustav (O, i/, f’) je dobiven iz sustava (O, A f) rotacijom za kut ¢. Vrijedi da je

4
’

2 . 2
i’ = cos i+ singj,
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-

J = —sin go?+ CosS gof.

Veza izmedu koordinata u ta dva sustava je dana s
x = x"cosg —y sing,

y = x'sing +y cos ¢.

Matrica A u bazi (i7 , f’) ima oblik

A4 0
=5 af
gdje su 4; 1 A, svojstvene vrijednosti operatora A.
Buduci da determinanta matrice A ne ovisi o izboru koordinatnog sustava, promatrat ¢emo
matricu A u bazi (i, j*). Imamo dakle detA = A, - A,.
Razlikujemo sljedeca dva slucaja: detA # O i1detA = 0.

1. slucaj detA = A; - A, # 0.

To znali da su i A; i A, razliiti od 0. Zbog toga jednadzbu krivulje (2.2) moZemo zapi-
sati ovako: , ) ) )
b b by b
/ll(x’+—1) +/12(y’+—2)+ - 12
Ay Ao

. o by b - . y
Translatirajmo sada koordinatni sustav za vektor =Ly /1—2 f’. Tom translacijom se tocka O

1 2
by by

preslika u tocku O’ (——, ——) . Oznacimo s x”’ i y”” nove koordinate, u sustavu (O’, 7 , f’).
1 2
. . . . s e 7’ ’ b
Veza sa starim koordinatama je dana na sljedeéi nacin: x” = x’ + /1—1, yi=y+ /1—2 Dakle,
1 2
u sustavu (O, 7 , f’) jednadzba 1b poprima oblik
b b2
X+ 4y +b-L -2 =0,
1 2y R
2 2
Neka je ¢ = b — —- — —%. Sada navedena jednadzba izgleda ovako:
1 2

X+ Ly?+¢=0.

S obzirom na predznake brojeva A; i A,, unutar prvog slucaja razlikujemo dva podslucaja.
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1.A detA = Ay - Ay > 0.

To znadi da 4, i A, imaju iste predznake.

Ako je ¢ = 0 onda slijedi da je x” = 01y” = 0, pa se skup S sastoji od samo jedne tocke.
Ta tocka je ishodiSte O” u koordinatnom sustavu (0’ 7 , f’).

Ako je ¢ # O 11istog predznaka kao i 4; 1 A,, onda ne postoji niti jedna tocka ¢ije koordinate
zadovoljavaju jednadzbu, pa je S prazan skup.

Ako je ¢ # 0 irazli¢itog predznaka kao i 4; i A,, onda imamo

/11)(:”2 + /12}/,2 =—c,

odnosno ) )
/17 17
R
c c
A A

ZakljuCujemo da je u ovom slucaju krivulja elipsa.

1.B detA = A - A < 0.
To znadi da 4; i1 A, imaju razli¢ite predznake.
Ako je ¢ = 0 onda imamo
/l])C”2 + /12)1”2 = O,

//:+ _/?;lx//
Y=, 25

Dakle, u ovom slucaju skup S se sastoji od para ukrStenih pravaca.
Ako je ¢ # 0 onda imamo

odnosno nakon sredivanja

x1/2 72
—< t <=1
4 A

pa se u ovom slucaju radi o hiperboli.

2. sluéaj detA = /11 . /12 =0.
MozZemo uzeti da je A, # 0. Tada jednadZba (2.2) izgleda ovako:

Y% +2b1x' +2byy +b =0.

Unutar drugog slucaja takoder razlikujemo dva podslucaja.
2.A Ako je by = 0, onda imamo

y? +2by +b =0,
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odnosno ) 2
by p

bl + —) +b—-—==0.
2(y 1 1

. . . by - . “
Translatirajmo sada koordinatni sustav za vektor —/1—2 f’. Tom translacijom se toc¢ka O pres-
2

) b ) . . > s
lika u tocku O’ (O, —/1—2) Oznac¢imo s x” i y” nove koordinate, u sustavu (O’, 17, f’). Veza
2

) ) ) e 2
sa starim koordinatama je dana na sljedeéi nain: x” = x',y" =y + R Dakle, u sustavu
2

(0',7, ') jednadzba (2.2) poprima oblik

2
Ly?+b--2=0,
2y 1

b2

odnosno uz oznaku ¢ = b — /1—2
2
Y +c¢=0.

Ako je ¢ = 0, onda je y” = 0, odnosno krivulja je jedan (dvostruki) pravac.
Ako su ci 4, istog predznaka, onda ne postoji niti jedna tocka ¢ije koordinate zadovoljavaju
jednadzbu, pa je S prazan skup.
Ako su c 1 4, razlicitih predznaka, onda imamo

/12)//2 = —c

y/’ — i _i'
N 4

Dakle, u ovom slucaju radi se o dva paralelna pravca.

2.B Ako je by # 0, onda jednadZbu (2.2) moZemo zapisati u obliku:

by \2 b2
/lz(y'+—2) +2bxX +b—-2=0
A 2

by \2 b b3
/lz(y'+—2) +2b1(x'+—— 2 ):O

A 2by  2b1A,
.o . . b% > by o ..
Translatirajmo sada koordinatni sustav za vektor (— —+ )z’ ——j’. Tom translacijom
2by 2b A, A
b b5 b,

se tocka O preslika u tocku O’ (—— +

,——|. Oznac¢imo s x”’ 1 y”” nove koordinate,
2b, | 25y /12) Y
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2 9 . . . . 4. v
u sustavu (0,7, j’). Veza sa starim koordinatama je dana na sljedeci nacin:

b b b S
X' =x + 2_1?1 - le/lz, yi=y + /l_i Dakle, u sustavu (O’, 7, j') jednadZba izgleda
" +2bx" = 0.
Ocito je da se u ovom slucaju radi o paraboli. O

2.3 Papus-Boskoviceva definicija

Teorem 2.3.1. Neka je € pozitivan realan broj, F ¢vrsta tocka ravnine i d ¢vrsti pravac te
ravnine takav da se F ne nalazi na tom pravcu. Skup tocaka T ravnine za koje je omjer
udaljenosti do tocke F i udaljenosti do pravca d konstantan i jednak & je krivulja drugog
reda sa Zaristem F. Ako je € < 1, onda se radi o elipsi, ako je € > 1 o hiperboli, a ako je
e = 1 onda je krivulja parabola.

Ideja dokaza preuzeta je iz izvora [12].

Dokaz.
Odaberimo koordinatni sustav takav da mu se ishodiSte nalazi u tocki F, a pravac d ima
jednadzbu x — C = 0,C > 0. Tada za tocku T (x, y) krivulje vrijedi

d(T.F)
dT.d) _°

odnosno

Vxr+y? =¢lx-C|.

¥ +y =& (x-C0). (2.3)

Kvadriranjem dobivamo

C predstavlja udaljenost to¢ke F od pravca d.
Razlikujemo dva slucaja:
d(T,F)

d(T,d)

l.slucaj: € = 1. Tada vrijedi = 1 pa je to po definiciji parabola s fokusom F' i

direktrisom d.
2.slucaj: € # 1. Raspisivanjem (2.3))dobivamo

X+ y2 = &2x? = 26%Cx + £2C?,

28°C
(1—82)()C2+ 18 2)c)+))2:<92C2.
—-&
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Svodeci izraz u zagradi na potpuni kvadrat dobivamo

20 \2 202
) eC , &C
(1 8)(x+—1_82) +y = 2

Dijeljenjem s 1 — &> dobivamo

ot e2C\ 2 _ gXC?
1-¢ -8 (1-g)

Konac¢no, dijeljenjem s izrazom na desnoj strani jednadzbe dobivamo

( £C \

X+

ef
&)

g2C? &C

(1-¢2)’ 1-¢

=1. (2.4)

Akojees < 1,ondaje &’ < lpajel—e&*>0.
Akojee> 1,ondaje s> > 1pajel — &> <0.
2c2
Primijetimo da je izraz ﬁ uvijek pozitivan.
—-&
&2

Izraz je pozitivan ako je € < 1, a negativan ako je £ > 1.

1-¢&2
Prema tome, jednadzba (2.4) je kanonska jednadZba elipse ako je € < 1, a kanonska jed-
nadzba hiperbole ako je £ > 1. PokaZimo jos da je to¢ka F(0,0) fokus navedene elipse i

hiperbole. Dokaz ¢emo provesti za elipsu, dok za hiperbolu ide analogno. Navedena elipsa
2

ima srediSte u tocki (—1—

— O) , a kvadrati duljina velike i male poluosi su joj

202 2
5 eC , &cC

_(1—82)2’ 1o

Pokazat ¢emo da je linearni ekscentricitet dobivene elipse jednak udaljenosti tocke F i
srediSta elipse. Imamo:

2 o= L
2 = eC? eC
- (1-g)y 1-¢&
4c2
& = 2
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Odavde slijedi

_&C
‘i e
Dakle, vidimo da se tocka F(0,0) nalazi na udaljenosti e od srediSta elipse pa je F fokus
dobivene elipse. Za hiperbolu, analognim postupkom dolazimo do istog zakljucka.
O

2.4 Alternativna definicija hiperbole

U ovom odlomku navest éemo alternativnu definiciju hiperbole, kao geometrijsko mjesto
toCaka 7. Definicija je preuzeta iz izvora [8]].

Teorem 2.4.1. Zadana su dva pravca koja se sijeku i tocka unutar krakova kuta kojeg
tvore ta dva pravca. Paralele kroz navedenu toc¢ku s danim pravcima odreduju paralelo-
gram. Geometrijsko mjesto toc¢aka takvih da je povrsina tog paralelograma konstantna je
hiperbola kojoj su zadani pravci asimptote.

y“

\

Dokaz.

Neka su k i [ dva pravca koja se sijeku u tocki O i neka je kut izmedu tih pravaca manji
od 180°. Neka je tocka T(x,y) proizvoljna tocka unutar krakova toga kuta. Tockom T
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povucimo paralelu s pravcem k i ozna¢imo s P sjeciSte te paralele s pravcem [. Tockom
T povucimo paralelu s pravcem /i ozna¢imo s Q sjeciSte te paralele s pravcem k. Dobili
smo paralelogram OPT Q. Dokazat ¢emo da je geometrijsko mjesto tocaka T takvih da je
povrsina paralelograma OPT Q konstanta hiperbola kojoj su pravci k i [ asimptote.

Odaberimo koordinatni sustav takav da mu je toCka O ishodiSte, a x-os simetrala kuta
izmedu pravaca k i [. Oznacimo s 2a kut izmedu pravaca k i [. Neka je to¢ka C tocka na
x-osi Cija je apscisa jednaka x. Oznac¢imo s R sjeciSte pravaca k i CT. Dobiveni trokut
TRQ je jednakokracan pa vrijedi |QR| = |QT| = |OP)|.

IzraCunajmo duljine stranica paralelograma OPT Q odnosno |QP| 1 |0Q|.

U pravokutnom trokutu OCR vrijedi

paje
|OC| = cosa - |OR).

Oznacimo s N tocku u kojoj pravac PT sijeCe x-os. U pravokutnom trokutu NCT vrijedi

pa je
|CT| =sina - |NT).

UvrStavanjem |OC| = x, |CT| = y, |OR| = |OQ| + |OP| 1 |NT| = |OQ| — |OP| u prethodne
dvije jednakosti, dobivamo sljedeci sustav jednadZzbi:

{ x =cosa- (|0Q| +|0OP))
y =sina - (|0Q| - |OP)).

Dijeljenjem prve jednadzbe s cos a, a druge sa sin « te zbrajanjem jednadzbi dobivamo

001=3 (== + =),

cosa Ssina

Iz toga slijedi

1/ x y
OP:—( - )
|OP| >

cosa sina
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Dakle, povrSina paralelograma OPT Q jednaka je

P

00| - |OP| - sin 2a

B 1 x2 y2 »
= E ) -2S8Ina - CosSa

cos2a  sin‘a

1
= E(x2 tga -y ctg ).

27

Oznacimo s A poloZaj tocke T na pozitivnom dijelu x-osi. To¢kom A povucimo para-
lelu s y-osi i oznacimo s B presjek s pravcem k. Oznacimo udaljenosti |OA| = a i |AB| = b.
Tockom A potom povucimo paralele s pravcima k i [ i sjecista s pravcima / i k ozna¢imo s

E 1 F redom.

b
Dobiveni Cetverokut OEAF je romb. Njegova povrSina jednaka je P = %.

S obzirom da trazimo geometrijsko mjesto to¢aka 7' takvih da povrSina bude konstanta,

izjednacit cemo dobivene povrSine

1 b
E(X2 tga —y ctga) = %.

b
U pravokutnom trokutu OAD vrijedi tga = —ictga = g pa uvrStavanjem u prethodnu
a

jednakost dobivamo

i, b 2a)_ab
2(x a Y p) T

Sredivanjem prethodne jednakosti dobivamo

2 2
X
22

a®: b2

¢ime je dokazana tvrdnja da je spomenuta krivulja zaista hiperbola.



Poglavlje 3

Svojstva krivulja drugog reda

U ovom poglavlju dokazat ¢emo koordinatnom metodom neka svojstva elipse, hiperbole
1 parabole. Svojstva su preuzeta iz izvora [10] i [11]. U izvoru [10] navedena svojstva
veéinom su dokazana sintetickom metodom dok ¢emo ovdje dokaze izvesti analitickom, tj.
koordinatnom metodom.

3.1 Elipsa

U sljedeéim propozicijama odabran je koordinatni sustav takav da mu se ishodi$te nalazi u
sredistu elipse, a x-os podudara s velikom osi elipse.

Propozicija 3.1.1. Tangenta t u tocki T elipse raspolavlja vanjski, a normala n unutarnji
kut sto ga tvore dva radij-vektora tocke T.

Dokaz.

Neka je T(x;,y;) bilo koja to¢ka elipse b>x* + a’y* = a’b*.

Pravci FiT i1 F,T redom imaju jednadzbe y = N (x+e)iy= N (x —e).
X +e Xy —e

Implicitni oblici tih jednadzbi su redom y;x — (x; + e)y+ey; = 0iy;x—(x; —e)y—ey; = 0.
Simetrale kuta Sto ga zatvaraju radij-vektori tocke 7 su zapravo simetrale pravaca F T i
F,T. Pokazat ¢emo da su te simetrale ujedno tangenta i normala elipse u tocki 7.

28



POGLAVLIJE 3. SVOJSTVA KRIVULJA DRUGOG REDA 29

Za proizvoljnu tocku U(x,y) koja se nalazi na simetrali pravaca F;T 1 F,T vrijedi da je
jednako udaljena od oba pravca, odnosno d(U, F,T) = d(U, F,T). Koristeci formulu za
udaljenost tocke od pravca, slijedi

[yix —(x1 +e)y + eyl _ [yix—(x1 —e)y — eyl

y% + (x) + e)? y? +(x; —e)?

:

Uvrstavanjem 4/y? + (x| + €)?> = ry = a+&x1 1 4y} + (x; — €)> = r, = a—&x; u prethodnu
jednakost, slijedi

rycyix—(x+e)y+eyi|l =r - [yix—(x; —e)y —eyil,
odnosno
(a—ex) - yix—(xi+e)y+eyil =(a+ex):|yix—(x; —e)y—eyl.
Razlikujemo dva slucaja:

(@a—ex)) - [yix—(x1+e)y+ey)l =(a+exy): [yix—(x1 —e)y—ey)]

(@a—e&xy) [yix—(x1 +e)y+ey)] =—(a+ex)) - [yix—(x1 —e)y—ey)l.
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1. slucaj
. . . .. . . € .
Sredivanjem jednakosti 1 uvrStavanjem € = — dobivamo
a

e e , e e ,
—aey +aeyy — —X1y1X + —X{y = aey — aey, + —x;y;x — —Xxyy.
a a a a

MnoZenjem jednakosti s a te dijeljenjem s dva dobivamo
e

a’y — a’y, + x|y 1x — x%y =0.

2
a
Bududi da se to¢ka T'(xy, y;) nalazi na elipsi, za njene koordinate vrijedi x7 = a* — ﬁyf pa
uvrStavanjem u prethodnu jednakost imamo
b*x1xy; + azyfy = d’b%y,.
Dijeljenjem s y; # 0 dobije se
bx;x + azyly = a’b?,

Sto je jednadZba tangente na elipsu u tocki 7'(xy, yy).

Analogno, u drugom slucaju dobivamo

@y, 2

= ——X—- =Y,
y bxy szl

Sto je jednadZba normale na elipsu u tocki 7'(xy, y;).
O

Propozicija 3.1.2. NoZista okomica spustenih iz oba Zarista elipse na tangentu elipse leZe
na kruznici k polumjera a sa sredistem u sredistu elipse. Tu kruZnicu nazivamo glavna
kruznica elipse.

Dokaz.
Neka je T(x;,y;) tocka elipse i neka je ¢ tangenta na elipsu u toc¢ki 7. Tangenta ¢ ima
. b*x : : . :
jednadzbu y = —z—lx + —. Jednadzba pravca n okomitog na ¢ koji prolazi fokusom F;
ayi Y1
2
jey = l%(x + e). Neka je tocka N sjeciSte tangente ¢ i okomice n. Odredimo njene
X1

koordinate.
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a2y1 602)’1 _ _b2X1 + b_2
b2x, b>x, a%y, Y1
(a2y1 b>x; ) b*  ea*y,
—_— —_— = — -
b%x, az}’1 Y1 b*x,
a4y% + b4x% B b*x; — eaZy%

X =
a’b’x;y, b*x1y;

a*(b*x; — ea’y;

a*y? + b*x3
Odredili smo apscisu tocke N. Ordinatu ¢emo dobiti uvrStavanjem apscise u jednadzbu

tangente 7.

px, @(b'x —ed’y]) b

a’y; a*y? + b*x? i

6,2 2722 4120 162
=b°x7 + ea”b”xy; + a'b7y; + b°x;

yl(a4y% + b4x%)
a’b*y(ex, + a*)

a“yf + b4x%
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Dakle N(az(b4x1 —ea’y}) a*b*y(ex; + az))

42 4 A2 0 A2 o A2
a*y; + b*x; a*y; + b*x;

Trebamo joS pokazati da je |ON| = a.

Izratunajmo najprije |ON|* = x3, + y3.

a*(b*x; - ea2y% 2 a4b4y%(ex1 + a?)?

2 .2
Xy +Y
N TN 2 2 2 2
(a*y] + b*x))? (a*y] + b*x7)?
4
a
= W(ng% - 2a’b'exy} + e*a’y} + b’ xiyt + 2a’bex,yt + a*b'y?)
(a*yy + b*xy)
o

_ a8 02, 244 342022 4342
= (a4yf " b4xf)2(b xy+ea’y] +b e xiy; +ab’yy).

Uvrstavanjem e = a*> — b* u prethodnu jednakost dobivamo

a4

(a4y% + b“x%)2

4
a
= O = a s b - b '
1 1

ONF BB + (a® = bH)a*y! + b*(a* - bP)xiyT + a*by})

Sada koristimo Cinjenicu da se tocka 7" nalazi na elipsi pa njene koordinate zadovoljavaju
jednakost b*x? + a’y? = a*b*. Uvrstavanjem b*x? = a*b* — a*y} dobivamo

4

ONF? = @ R BO(@’h? = a’y)) + a'y) — d'b’y] + @’byi(a@’D’ - a’y)
+ m(—b“yﬁcﬂbz — ) +ad'by)
= —(a“yf flb“xf)z (@b® — a’b®y; + a®y} - a'b*y} + a'b'y? — a*b*y))
+ W(—azb%ﬁ + 512194y‘11 + a4b4y%)
= W(dzbg - 2a2b6y% + 616)/11 - 2a4bzy‘11 + 2a4b4y% + a2b4y%)
a®

) (a4y2+—b4xz)2(b8 = 20°] +a'yi = 2a°b’y] + 2a°b'y] + bYyY).
1 1
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Prepoznajemo da je izraz u zagradi kvadrat trinoma pa ga i zapisujemo u tom obliku.
Imamo:

6

a
|0N|2 — (a2y2 + b4 _ b2y2)2
(a*y? + b*x?)? ! !
a’ 4, 2.2 4 2.2\2
= —————-a(ay;+b" —-by))
(a*y? + b*x?)?
a’ 2, 2.2 4 2. 2\12
= —————=la(a"y; +b" = b7y))]
(a*y? + b*x?)?
a’ 272 2\2
= ——————(da'y] +a’b* - a’b%y))

(a4y% + b“x%)2
a’ 4.2 2/ 212
T G app et r
1 1

Ponovnim uvr§tavanjem b’x? = a*b* — a*y? dobivamo

(12

(a4y% + 19436%)2

= Clz.

|ON? (a*yt + b*x})?

S obzirom da je |ON|? = a?, zakljuGujemo da je |ON| = a. Isto vrijedi i za noZiste okomice
spustene iz fokusa F, pa je tvrdnja dokazana.
O

Propozicija 3.1.3. Tocka koja je simetricna jednom Zaristu elipse s obzirom na tangentu
elipse naziva se suprotiste tog Zarista s obzirom na tu tangentu. Sva suprotista jednog
Zarista leZe na kruzZnici ky polumjera 2a sa sredistem u drugom Zaristu. KruZnica k, naziva
se kruZnica suprotista prvog Zarista.

Dokaz.

Neka je T'(x;,y;) tocka elipse, ¢ tangenta na elipsu u tocki 7' i neka je S (xg, ys) tocka sime-
tri¢na fokusu F; s obzirom na tangentu #;. Neka je N(xy,yy) noZiste okomice povucene
iz fokusa F na tangentu 7. U dokazu propozicije [3.1.2] odredili smo koordinate tocke N i
pokazali da vrijedi x3, + y3 = a*. Koordinate totke S dobit ¢emo koriste¢i Einjenicu da je
N poloviste duZine FS.
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—e€ + Xg

+Ys

Vrijedi xy =
udaljenost [F,S|.

,0dnosno xg = 2xy +eiyy = , odnosno yg = 2yy. Odredimo

Vxs = xp)2 + (s = yr)? = VQ2xy + e — e)? + (2yy — 0)?

\Ax +4yE = (JA4(xd +y3) = Vda? = 2a.

Analogno se pokaZze da ako je S suprotiSte fokusa F, s obzirom na tangentu ¢, onda je
|FF1S| = 2a. Vidimo da je udaljenost uvijek konstantna i ne ovisi o izboru tangente pa za-
kljucujemo da sva suprotista jednog fokusa lezZe na kruznici sa srediStem u drugom Zaristu,
polumjera 2a. O

|F>S |
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3.2 Hiperbola

U sljedecim propozicijama, odabran je koordinatni sustav takav da mu se ishodiSte nalazi
u srediStu hiperbole, a x-os podudara s realnom osi hiperbole.

Propozicija 3.2.1. Odresci neke sekante hiperbole izmedu asimptota i hiperbole su medusobno
Jednaki.

Dokaz. Neka je pravac y = kx + [ sekanta hiperbole. Tocke u kojima sekanta sijece hiper-
bolu ozna¢imo s A 1 D, a toCke u kojima sijeCe asimptote B1 C.

Koordinate tocaka A i D dobit emo rjeSavanjem sustava jednadzbi

y=kx+1
r_Y_
az b

Uz uvjet da je > + b* — a’k* > 0, dobije se

A

a’kl — ab V2 + b2 — a’ k> b*l — kab VI2 + b? — a*k>
b2 — a2 ’ b2 — a2

a*kl + ab V2 + b* — a’k?> bl + kab VI* + b? — a*k>
b b?> — a’k? ’ b?> — a’k? '
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Koordinate tocke B dobit ¢emo rjeSavanjem sustava jednadZzbi

y=kx+1
b

y=-=x.
a

—al bl
SlijedidajeB( a )

b+ka b+ka

Koordinate tocke C dobit ¢emo rjeSavanjem sustava jednadzbi

y=kx+1
b

y=-—x.
a

!
SlijedidajeC( al_ b )

b—ka' b-ka

IzraCunajmo kvadrate traZzenih udaljenosti.

( —al @kl - abVE+ B2 —a2k2]2 ( bl bl -kabVE+ D2 —a2k2]2

AB]> = -
IAB] b+ ka b — 212 b+ xa b — 212
ab(NE+ 2~ -1\ (kab(NE+ D2 — a2k - D)\
= b2 — 2k - b2 — 2k
a’*b*(1 + k?) VET =2 I}
e (VE+p -2k -1) .

Analogno se za |CD|? dobije

212 2
N S YN el
|CD|” = e a2k2)2( 2+ b2 — a?k? - l) )

Dakle, |[AB| = |CD|, pa je dokaz zavrSen. |
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Propozicija 3.2.2. Diraliste tangente hiperbole raspolavija odrezak te tangente izmedu
asimptota.

Dokaz.

Neka je T'(xy, y;) diraliSte tangente ¢ hiperbole i neka su M i N sjeciSta tangente ¢ s asimp-
totama. Odredimo koordinate tih to¢aka. JednadzZba tangente ¢ glasi

XX Y1y 1
@ » b
a jednadZbe asimptota su
b
y=*—x.
a

. Ly . b oy . b
Neka je M sjeciSte tangente ¢ s asimptotom y = —x, a N sjeciste t s asimptotom y = ——x.
a a
RjeSavanjem sustava jednadzbi

b
y=—-x
anxyy
@ b
dobije se
a*b ab®

M

xib—ay,’ x;b—ay,)

RjeSavanjem sustava jednadzbi
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dobije se

N a’b —ab?
xib+ay,’ x;b+ay,)

N . —. . Xy + X +
Poloviste duzine M N ima koordinate ( M N, yM T IN

UvrStavanjem x koordinata tocaka M i N u navedenu formulu dobije se sljedece:

Xy + Xy 1( a’b N a’b )_ 1( 2a°b*x, )_ a’b*x, 3.1
2 2Q\xb-ayy  xib+ay) 2\ -a%y?) T 302 - a2y ’
Uvrstavanjem y koordinata to¢aka M i N u navedenu formulu dobije se sljedece:
YutYN 1( ab? ab? ) 1 ( 2a’b*y, ) 3 a’b*y, (3.2)
2 2\xb-ay xb+ay) 2\2p-a2?) B2 -ay '

Buduc¢i da se tocka T nalazi na hiperboli, njene koordinte zadovoljavaju jednadZzbu: bzx% -
a’y; = a*b*. Uvritavanjem navedene jednakosti u (3.1) i (3.2)) dobivamo

Xy +xy  a’b*x;

> e
YMtIYN a’b’y, _
2 - azbz =Y

pa zakljuujemo da je poloviste duZine MN upravo tocka T (x1, y;).
|

Propozicija 3.2.3. Produkt udaljenosti neke tocke hiperbole od obiju asimptota je kons-
tantan.

2 2 b
Dokaz. Neka je T(xy,y;) tocka hiperbole x_z'z_z =1, p; asimptota y = —x, 1 p, asimptota
a a

y = ——x. IzraCunat ¢emo udaljenost tocke T od obiju asimptota i nakon toga njihov
a
produkt.

Udaljenost tocke Ty(xp,yo) od pravca p Cija je jednadzba y = kx + [ dana je formulom

_ |kxo + 1 = yol

d(To, p) N



POGLAVLIJE 3. SVOJSTVA KRIVULJA DRUGOG REDA 39

Slijedi da je

b -b
ZXI — Y1 7)51 -V
dT,p) = ——=, d(I,p)) = —F/———

Produkt navedenih udaljenosti je
b -b , (b \?
—X1 = Yi|- ;Xl -V Y~ (—Xl)

d(T, py) - d(T, py) = & _ a

Buduci da se totka T nalazi na hiperboli, za njene koordinate vrijedi y? = —ux; — b

Uvrstavanjem navedenog u produkt udaljenosti dobivamo

—xi-b - =i
Cl2 1 02 1 b2 a2b2
d T, d T, = = =
(T, p1) - d(T, p2) e Prd 2+
—) +1
a a?

ZakljuCujemo da produkt udaljenosti neke to¢ke hiperbole od obiju asimptota ne ovisi o
izboru toc¢ke, odnosno produkt je konstantan.
O

Propozicija 3.2.4. Povucemo li nekom tockom T hiperbole paralele s asimptotama, te
paralele sijeku realnu os u dvije tocke U i V tako da vrijedi

joU| - oV| = &,
pri cemu je O centar hiperbole.
Dokaz.
Neka je to¢ka T'(x;,y;) tocka hiperbole ;-Z—i = 1. JednadZba pravca p; koji prolazi
tockom T paralelnog s asimptotom y = ;x jey—y = g(x — x1), a jednadZba pravca
p> paralelnog s asimptotom y = —gx jey—-y = —a(x — x1). Tocke U 1 V dobit ¢emo

presjekom x- osi 1 pravaca p; i p, redom.
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Dakle, U(x1 - %yl,O), V(X1 + %)’Ivo)-

Izracunajmo produkt udaljenosti |OU| - |OV].

2,2 _ 2.2
b xy —avy

b2

2
a ,

X%_ﬁ)ﬁ

a
Xy + E}’l

a
X1 =70

ouU|-|0V| =
|0U|- |0V 5

Buduci da se tocka T nalazi na hiperboli, za njene koordinate vrijedi sljedece:

b*xt — a’yt = a*b*. UvrStavanjem navedenog u produkt udaljenosti dobivamo
272

b2

= 612.

loU|-|oV] =

1

40
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3.3 Parabola

U sljedecim propozicijama, odabran je koordinatni sustav takav da mu se ishodiSte nalazi
u tjemenu parabole, a x os podudara s osi parabole.

Propozicija 3.3.1. Tangenta u nekoj tocki parabole raspolavija kut sto ga tvore radij-
vektori te tocke.

Dokaz.

Neka je ¢ tangenta u tocki T(x;,y;) parabole y* = 2px,p > 0. JednadZba te tangente
je yyi = p(x + x;). Neka je tocka S na direktrisi takva da su TF i TS radij vektori
tocke T. Po definiciji parabole, trokut 7S F' je jednakokracan. U jednakokratnom tro-
kutu vrijedi da simetrala kuta nasuprot osnovice prolazi poloviStem osnovice i okomita je
na nju. Neka je #; simetrala kuta /FTS. Naci ¢emo jednadzbu pravca t; i pokazati da
je taj pravac ujedno i tangenta na parabolu u tocki T. Koordinate navedenih tocaka su:

T(x1,y), F (g 0) S (—g, yl). Neka je P poloviste duzine FS. Shijedi da je

odnosno
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Pravac F'S ima jednadzbu

odnosno

Simetrala kuta #; okomita je na pravac F'S 1 prolazi tockom P pa je njezina jednadzba

y-3 = Lx-0),
Y1

odnosno
y= £x + )
Y1 2

MnozZenjem prethodne jednadZzbe s y; dobije se

P

Kada iskoristimo ¢injenicu da se toka 7' nalazi na paraboli i da vrijedi y* = 2px;, dobije
se

i = px + xp),

Sto je zapravo jednadZba tangente ¢ u tocki 7.
|

Propozicija 3.3.2. NoZista okomica spustenih iz Zarista na tangente parabole leZe na nje-
zinoj tjemenoj tangenti.

Dokaz. Neka je yy; = p(x + x;) jednadZba tangente parabole y* = 2px u tocki T(x;, y;).

Koeficijent smjera tangente je —. Okomica na tangentu je pravac ¢iji je koeficicijent smjera
Y1

n pa okomica koja prolazi ZariStem parabole ima jednadZbu
p

Y1 Y1
——Xx+ —=.
px 2

Oznacimo s N noZiSte te okomice na tangentu. ToCka N se nalazi i na tangenti i na okomici
pa ¢emo njene koordinate dobiti rjeSavanjem sustava
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Slijedi xy = 0, yy = 221, Buduéi da tjemena tangenta ima jednadZbu x = 0, zaklju€ujemo

1
da se tocka N nalazi na tjemenoj tangenti.
O

Propozicija 3.3.3. Tocku S osnosimetricnu Zaristu F s obzirom na tangentu parabole na-
zivamo suprotiste Zarista. Sva suprotista Zarista leZe na ravnalici.

Dokaz. Bududi da je tocka S (xg,ys) osnosimetri¢na ZariStu F (g, 0), nalazi se na pravcu

FN, gdje je N nozZiSte okomice spustene iz F na tangentu. Osim toga, vrijedi i1 da je
|ISN| = |NF|, odnosno to¢ka N je poloviSte duZine S F. Ratunamo x koordinatu tocke S .
Vrijedi
_Xs + X
XN = )
U propoziciji [3.3.2] smo dokazali da tocka N leZzi na tjemenoj tangenti, odnosno da joj je
apscisa jednaka 0. UvrStavanjem x koordinata tocaka F 1 N slijedi

odnosno

ZakljuCujemo da se tocka S nalazi na ravnalici x = —g.
O

Propozicija 3.3.4. Neka je dana tetiva parabole. Poloviste svih tetiva paralelnih s danom
tetivom cine polupravac paralelan s osi parabole. Nazivamo ga promjerom konjugiranom
danoj tetivi. Tangenta paralelna danoj tetivi naziva se konjugiranom tangentom.

Dokaz.

Neka je y = kx+[ pramen pravaca paralelnih zadanoj tetivi, pri cemu je k € R fiksan,al € R
varijabilan. Oznac¢imo sa S (xy,y1) 1 S2(x2,y2) sjeciSta dane tetive 1 parabole. Koordinate
tih tocaka su rjeSenja sustava jednadzbi

y=kx+1
y? = 2px.

Buduci da Zelimo pokazati da poloviSta duzina S,S, leZe na pravcu paralelnom s osi x,
racunat ¢emo samo ordinate sjecista.



POGLAVLIJE 3. SVOJSTVA KRIVULJA DRUGOG REDA 44

UvrStavanjem x = y% u jednadZbu parabole, dobivamo

y—1
= 2p2—",
y 14 A
odnosno
ky* = 2py + 2pl = 0.

Koordinate polovista tetive S 1.5, su

+
P(xl Xz’J’1 +y2).
2 2

2
Zbroj rjeSenja kvadratne jednadzbe ky> — 2py + 2pl =0je y; + y, = TP pa slijedi

X1+ Xxo p)
P =
( 2 Tk

Vidimo da ordinata polovista uvijek ima istu vrijednost (za zadanu parabolu i zadanu tetivu)
tj. ne ovisi o parametru /. Zakljucujemo da polovista svih tetiva paralelnih zadanoj leze na
pravcuy = % koji je paralelan s osi parabole.

O
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Propozicija 3.3.5. Tangente t, i t, parabole u krajnjim tockama D, i D, neke tetive sijeku
se u tocki na pravcu koji sadrZi promjer koji je konjugiran toj tetivi. Diraliste Q pripadne
konjugirane tangente q jednako je udaljeno od polovista tetive DD, i sjecista tangenata
tit.

Dokaz. Neka je t; tangenta s diraliStem u D(xy, y;), a t, tangenta s diraliStem u D,(x,, y»).
t..yyr = p(x + x1) th...yy» = p(x + x;) OznacCimo sa S (xg, ys) sjeciSte tangenti #; i t,.
Koordinate tocke S dobit ¢emo rjeSavajem sustava jednadzbi

yyi = p(x + xp)
yy2 = p(x + x2).

p(x + x1)
Y1

UvrStavanjem y = iz prve jednadZbe u drugu dobivamo

plx+ x1)
Yi

‘2 = p(x+ x2)

Y2 p(x+x1) =y p(x+ x2)
@2 - )’2)x = X2y1 — X1)2

_ X2V T e
o=y
Kada dobivenu apscisu tocke S uvrstimo u jednu od jednadzbi, dobije se y = p - il
Y2 =)
Dakle, S(m1 R )
Y2=N Y2=)1

U propoziciji [3.3.4) smo pokazali da poloviSta paralelnih tetiva parabole leze na pravcu
Y= gdje je k koeficijent smjera pravca koji odsjeca spomenute tetive. Koeficijent smjera
Y2 =)
Xy — X1 I
da se S zaista nalazi na pravcu koji sadrzi promjer konjugiran tetivi D, D,.

tetive DD, je , pa vidimo da toc¢ka S takoder lezi na pravcu y = % ZakljuCujemo

Preostaje pokazati da je |S Q| = |QP|, gdje je P poloviste D, D,.

Tocka Q se nalazi na pravcu y = % i na tangenti y = kx + [. Da bi pravac y = kx + [ zaista

bio tangenta parabole y*> = 2px, mora zadovoljavati uvjet dodira, tj. mora vrijediti p = 2kl.

Odavde slijedi da je [ = %, pa je jednadZba tangente oblika y = kx + %{
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Dakle, x koordinatu to¢ke Q dobit ¢emo rjeSavanjem sustava jednadzbi

p
y=kx+ —
2k
_P
k
IzjednaCavanjem navedenih jednadZzbi dobije se da je xy = %

Pokazat éemo da je to¢ka Q poloviste duzine S P.

Xs +Xxp 1.(X2Y1—X1)’2+X1+x2)
2 2 Y2 =) 2

1 oy —xyn - xiy + oy
2 2(yva =)

L oy = x0) + yi(x — x1)
2 2(y2 = y1)

_ 1 Ga=x)0n + )

2(y2 = y1)
_ ity
- 2

SBI-RI= v
>~

=
&%
. [\S)

O

Propozicija 3.3.6. Sjeciste triju tangenata parabole i Zariste parabole vrhovi su tetivnog
Cetverokuta.

Dokaz. Cetverokut je tetivan ako mu se moZe opisati kruznica. Pokazat ¢emo da Zariste
parabole leZi na kruZnici opisanoj sjeciStima tangenata parabole. Neka su 74, 1, 1 73 tangente
parabole y? = 2px s dirali§tima u tockama T, (x1, 1), T (x2, y2) i T3(x3, y3) redom. Tangente
imaju sljedece jednadZzbe

f.yy1 = p(x + x1),

f..yy2 = p(x + x2),

..yy3 = p(x + x3),
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odnosno

2

foyyr = px+ 2
1--Yy1 =p ok

Slika 3.1: Tetivni Cetverokut

Neka su tocke A, B i C presjeci tangenata, A = t; Nt , B=1t Nt31C = t; N t;. Koordinate
tih tocaka dobivamo rjeSavanjem sustava jednadzbi navedenih tangenata. Slijedi:

A Yiya Y1ty y2y3 Y2+ 3 Yiys y1ty3
2p’ 2 ) 2p’ 2 ) 2p’ 2 )

Srediste trokutu ABC opisane kruZnice odredit éemo kao presjek simetrala stranica AB i
AC. Polovista stranica P4p 1 P4c imaju koordinate

P = ()’2()’1 +Y3) Yi+2y, +)’3)
AB — )
4p 4
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p _(M0u+y9 %n+yz+m)
AC = , .

4p 4
Koeficijent smjera pravca AB je

Y2t+y3 Vit Y3 =i

kap = 2 2 _ 2 =L
Y2y3 Y12 203 -y) ¥
2p 2p 2p

Slijedi da je koeficijent smjera simetrale stranica AB

/ Y2
kap = ——.

Analogno, imamo da je

Yitys Yity y3—¥

kAC = 2 2 = 2 = B
Y13 Niy2 iz =y oy
2p 2p 2p
paje
/ N
Ko = -2
AC p

1z toga slijedi da simetrale stranica AB 1 AC imaju jednadzbe

yo o vOn 43y 42y, + s
SAB..Y = ——X + 17 + 1 ,

Vi ViO2+y3) 2y +y2+ys
SAac...y = ——X + + .
P 4p? 4

Koordinate srediSta S kruznice opisane trokutu ABC dobivamo rjeSavanjem sustava jed-
nadzbi

S+ + 2y, +
_)Qx_i_yz@l y3)+)’1 Y2+ )3

y:

P 4p? 4

Vi y%@z +y3) 2y1+y2 + 3
y=—-—x+ + :

P 4p? 4

Slijedi

S P ) TYY3 Yy Yitya+ys  Yi)ays
4 4p ’ 4 4p? )"
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Polumjer kruznice je R = |AS| = |BS| = |CS|. Slijedi

R =[P Y2 TY1Y3 +Y2ys Vi) ? L[ Tyt ys  yiys Vit ?
4 4p 2p 4 4p? 2 ’

odnosno

2 2
R = (P L 2 T)1)3 +y2y3) + (—)’1 Y2ty Y1y2y3) .

4 4p 4 4p?

Preostaje jos pokazati da i zariSte F (g, O) hiperbole pripada navedenoj kruznici. Odredimo
kvadrat udaljenosti |F'S|.

2 2
Yy + Vi3 +yays g) N (y1 tytys )’1)’2)’3)

FS[* =
IES] ( 4p 4 4 4p?

Raspisivanjem prethodnog izraza dobije se da je on jednak upravo R? pa slijedi da je |FS| =
R. ZakljucCujemo da se ZariSte F nalazi na kruZnici opisanoj trokutu ABC pa je Cetverokut
ABFC tetivan 1 time je dokaz gotov.

O

Propozicija 3.3.7. Ako tangenta t neke tocke T parabole sijece os u tocki U , a normala u
tocki 'V i pri tome je K noZiste okomice iz tocke T na os, onda vrijedi:

|UA| = |AK]|, |UF| = |FV]|.
Dokaz. Tangenta ¢t parabole u tocki T'(xy, y;) ima jednadZbu yy, = p(x + x;), a normala n

parabole u istoj tocki ima jednadZbu y—y, = —&(x—xl). S obzirom da se sve tocke U, V, K

1 A nalaze na osi parabole (x-osi), znamo da im je ordinata jednaka 0. Potrebno je odrediti
apscise navedenih toCaka. Apscisu tocke U dobit ¢emo odredivanjem presjeka tangente ¢ s
0si x.

0-y1 = p(x+xp)
0=px+x)
x+x =0

X = —Xi.

Dakle, U(—x;,0).
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Apscisu tocke V dobit ¢emo odredivanjem presjeka normale 7 s osi x.

Y1
O-y1=—-—=x-x1)
p
V1 = ~lx+ &Xl
p
)ix =—x1t+ty
p
XxX=x1+p

Dakle, V(x; + p,0). Tocka K ima istu apscisu kao i tocka T, pa slijedi K(x;,0). Koordi-
nate ZariSta 1 tjemena su nam takoder poznate. A(0,0), F (g, ()). Izracunajmo udaljenosti

|UA|,|AK|,|UF|i|FV]|.
|UA[ =[xyl = [ = x| = x4,

|AK] = xg| = |xi| = x1,

UF = e = vl = |8 = 20| = 2
|FV] = |xy = xp| = xl+p—§‘=§+xl-

Vidimo da vrijedi |UA| = |AK|,|UF| = |FV], pa je time tvrdnja dokazana. O



Poglavlje 4

Konike u srednjoskolskom obrazovanju

Definiciju, jednadZbu 1 temeljna svojstva elipse, hiperbole i parabole, ucenici rade u treCem
razredu srednje Skole. U ovom poglavlju prikazat cemo neke od zadataka vezanih uz krivu-
lje drugog reda, koji su se pojavljivali na matematickim natjecanjima. Svi odabrani zadatci
su za natjecatelje koji pohadaju Cetvrti razred srednje Skole te su rijeSeni koordinatnom
metodom.

Prvo ¢emo prikazati rjeSenje primjera koji se pojavio na drzavnom natjecanju Skolske go-
dine 2006./2007. u B kategoriji. Primjer je preuzet iz izvora [4]].

Primjer 4.0.1. Pravac kroz (0,a) sijece simetrale kvadranata koordinatnog sustava u
tockama A i B. PokaZite da poloviste duZine AB leZe na hiperboli. Odredite jednadzbu
i koordinate sredista te hiperbole.

RjeSenje:
Neka je p pravac koji prolazi tockom (0,a). Njegova jednadzba je oblika y = kx + a.
Simetrale kvadranata koordinatnog sustava su pravci Cije su jednadzbe y = —xiy = x.

Odredimo sjeciSte pravca y = —x s pravcem p :

—x=kx+a

—x—kx=a

x(-1-k)=a
a

X =-
1+k

_a
YT 1Tk
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Dakle, sjeciSte pravacay = —x 1 p je tocka

a a
Al- —.
( l+k 1+ k)
Odredimo sjeciSte pravcay = x s pravcem p :

x=kx+a

x—kx=a

x(1-k)=a

y:

Dakle, sjeciste pravacay = x 1 p je tocka

a a
B(l—k’l—k)'
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Koordinate poloviste P duZine AB su

a a
1+k T1-k —a -k +a(l +k) ak
Xp = = =
g 2 2(1 - k2) 1-k2
a a
Cd+k 1k _al-B+al+k)  a
= 2 ST -k 1k

Dakle
P ak a
1-k21-k2)

X X
Ocito vrijedi y = = odnosno k = —. UvrStavanjem navednog u y = > dobivamo
y

1-k

Sredivanjem dolazimo do jednadZbe hiperbole

-3 2=

2 4’
odnosno
(-5
- = 2
2L~
@ @
4 4

Dakle, polovita P duZine AB opisuju hiperbolu navedene jednadzbe. Srediste te hiperbole

je tocke (O, g) i hiperbola ima fokuse na osi ordinata.

Sada ¢emo dokazati propoziciju koja se pojavila na Skolskom natjecanju u A kategoriji
Skolske godine 2007./2008. Propozicija je preuzeta iz izvora [3]].
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Propozicija 4.0.2. Zadana je elipsa s jednadZbom b>x* + a*>y* = a’b*. DokaZi da sva
sjecista po dvije medusobno okomite tangente ove elipse leZe na istoj kruznici.

Slika 4.1: Okomite tangente elipse
Dokaz.

Neka su #; i t, dvije medusobno okomite tangente elipse

f..y= kx + ll,

1
H...y= —%x + [,.

Iz uvjeta dodira pravaca t, i t, i elipse, imamo

K+ =B, a+ kb = kPL. (4.1)

Koordinate sjeciSta tangenti su rjeSenja sustava jednadzbi

y=kx+1[

1 ]
y = ——X+ [
k 2
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Imamo
kx+11 :—1X+lz
k
Kx+kl, = —x + ki,
(K> + D)x = kl, — ki,
k(L - 1)
KR+1
Slijedi
_ kz(lz -0 _ kzlz + 1
TR+ TR

Zbrajanjem x? + y? dobivamo
X2 + yz — kz(lz - 11)2 4 (k212 + ll)z
@+1)? k1)
L~ 221 + K28 + KL + 22D 1, + P
(k> + 1)?
KRR + 1) + LG + 1)
*2+ 1)
® + DL + P)
*+ 1)
KL+ 1
K+1°

Uvrstavanjem (@.I)) u prethodnu jednakost dobivamo

21y = a’ + k*b* + a’k* + b?
K+1
kK*(a® + b?) + a*b?
K +1
(@ +bHK*+ 1)
kK +1
a* + b

Dakle vidimo da sva sjeciSta po dvije medusobno okomite tangente ove elipse leZze na
kruZznici x* + y* = a* + b°.
]
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Sada ¢emo rijeSiti primjer koji se pojavio na Zupanijskom natjecanju u A kategoriji Skolske
godine 2009./2010. Primjer je preuzet iz izvora [3l.

Primjer 4.0.3. Dana je parabola y* = 2px, p > 0. Na paraboli su dane tocke A, B i C (A
ima najvecu, a C najmanju ordinatu) tako da je simetrala kuta <ABC paralelna s x-osi.
Ako je duljina projekcije duzine AC na y-os jednaka 4p, odredi ordinatu polovista duZine
BC.

RjeSenje:

Vi A Ve
Koordinate tocaka A, Bi C su A —A,yA , B —B,yB ,C —C,yc .
2p 2p

|

Slika 4.2: Parabola

Buducdi da je simetrala <ABC paralelna s x-osi, zaklju¢ujemo da pravci AB i BC s pozitiv-
nim dijelom x-osi zatvaraju suplementarne kutove. To znaci da su im koeficijenti smjera
suprotni, odnosno ks = —kpc. Slijedi

YB—Ya _ Yc—JYB

XBp — XA Xc — XB
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YB— YA :_)’C—)’B

Yo Vi Yo Vs

2p 2p 2p 2p

YB — YA :_yc—)’B

YE—Yi Yo~
1 1

YB t Y4 _)’c+)’B
YBtYa = —Yc—YB

ya + 2}’3 +Yyc = 0. (42)

Buduéi da je duljina projekcije duZine AC na y-os jednaka 4p, to moZemo zapisati kao
ya —Yc = 4p, odnosno y4 = yc + 4p. UvrStavanjem u (4.2)) dobivamo

ye+4p+2yp+yc =0

2yp +2yc = —4p

YB+Yc ==2p
YetYe _ _
2
. : o I +
pa je ordinata poloviSta P duZine BC jednaka yp = L > e _ .

Posljednju ¢emo dokazati propoziciju koja se pojavila na Skolskom natjecanju u A katego-
riji Skolske godine 2013./2014. Propozicija je preuzeta iz izvora [1]].

Propozicija 4.0.4. Tockama A, B i C parabole povucene su tangente na tu parabolu. One
se u parovima sijeku u tockama K, L i M tako da je KL tangenta u tocki A, KM tangenta u
tocki B, a LM tangenta u tocki C. Presjek pravca AC i paralele s osi parabole kroz tocku
B je tocka N. DokaZi da je cetverokut KLMN paralelogram.

Dokaz.
Neka je y> = 2px jednadZba parabole i neka su 4,13 i fc tangente parabole povudene u
tockama A(x,, ya), B(xg, yg) 1 C(xc, yc). Jednadzbe tih tangenti su:

ta..yya = p(x + xa),

tg...yyp = p(x + Xxp),

tc..yye = p(x + x¢).
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Slika 4.3: Cetverokut KLMN

Tocke K, L i M su sjecista odgovarajucih tangenti pa njihove koordinate dobivamo rjeSavanjem
sustava jednadzbi.

RjeSavanjem sustava

yya = p(x + xa)
yyg = p(x + xp)

dobivamo

K = ()’AXB — Xayp P(Xp — XA))
YB=Ya  Ys—Ya |
Budu¢i da tocke A, B 1 C leze na paraboli, za njihove koordinate vrijedi

i 5 Y

XA = 5&3 = Z,Xc = 2p-
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UvrStavanjem navedenog u koordinate tocke K dobivamo

Db Y Ve
YA 2 VB 2 2 2p

K , P
YB — YA YB — YA

odnosno

K yA)’B,yA + VB '
2p 2

Analogno se dobiju i koordinate to¢aka L 1 M:

1 [YaYe Yatye
2p 7 2 )

M()’B)’C’ YB +)’c).
2p 2

Pravac AC ima jednadZbu
_ Yo~ )a
Xc — XA

y=Ya (x = x4),

a paralela s x-osi kroz toCku B ima jednadZbu y = yp. RjeSavanjem sustava tih dviju jed-
nadzbi dobivamo koordinate tocke N. Slijedi

N((YB — ya)(Xc — x4)

+ -xA’yB) .
Yc —Ya

Koristeci Cinjenicu da tocke A, B i C leZe na paraboli, dobivamo

N (yAyB — yaYc + YBYc )
s ¥YB|-
2p

Da bismo dokazali da je ¢etverokut KLMN paralelogram, dovoljno je dokazati da mu se
dijagonale raspolavljaju, odnosno da se poloviSta duzina KM i LN podudaraju.

P _(XK+XM )’K+yM)_(yA)’B+)’BYC ya+2yg +YC)
KM = = ;

2 2 4p 4

P _(xL+xN yL+yN)_(yAyB +Ypye Ya +2yp +yc)
LN — - .

2 72 4p ’ 4
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Vidimo da se polovista duZina podudaraju pa zaklju¢ujemo da je etverokut KLMN para-
lelogram.

O

Napomena: Zadatak se mogao rijeiti na jo§ nekoliko na¢ina. Cetverokut je paralelo-
gram ako su mu nasuprotne stranice paralelne, pa se nakon odredivanja koordinata to¢aka
K,L,M i N moglo pokazati da je KL || MN i LM || KN. Takoder, Cetverokut je parale-
logram ako su mu nasuprotne stanice jednake duljine, pa se nakon odredivanja koordinata
toCaka K, L, M 1 N moglo pokazati da je |[KL| = |[MN|i |LM| = |KN|.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu bavimo se razliitim pristupima krivuljama drugog reda.

Na pocetku rada naveli smo metricke definicije elipse, hiperbole i parabole. Potom smo
krivulje drugog reda definirali na joS nekoliko nacina: pomoc¢u Papus-BoSkoviceve defi-
nicije, algebarske definicije te kao presjek stoZaste plohe ravninom. Dokazali smo da su
navedene definicije ekvivalentne metrickoj definiciji svake od krivulja. U drugom dijelu
rada naveli smo svojstva elipse, hiperbole i parabole te ih dokazali koordinatnom meto-
dom. Prikazano je i nekoliko zadataka s matematickih natjecanja te su odabrani zadatci
rijeSeni koordinatnom metodom.



Summary

In this thesis, we considered different approaches to the second-order curves.

In the first part of the thesis, we gave metric definitions of ellipse, hyperbola and parabola.
Then we defined the second-order curves in several other ways using the Pappus-Boskovié
definition, the algebraic definition, and as intersection of a conical surface. We have pro-
ved that the above definitions are equivalent to the metric definition of each of the curves.
In the second part of the thesis we stated the properties of an ellipse, hyperbola and pa-
rabola and proved them with coordinate method. We also presented several mathematical
competitions problems and solved them with coordinate method.
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