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Uvod

U svakodnevnom Zivotu okruZeni smo velikom koli¢inom podataka. Razvoj racunarske
znanosti i unaprjedenje tehnologije omogudili su znanstvenicima i inZenjerima da, pomodéu
matematicke teorije, obrade tako velike skupove informacija i iz njih izvedu odredene za-
kljucke. Zbog toga je strojno ucenje, koje se kao grana umjetne inteligencije bavi automat-
skom obradom podataka, izrazito zanimljivo podrucje istraZivanja.

Osnovni cilj strojnog ucenja je izvodenje znanja iz skupa podataka kojim raspolazemo
i koriStenje racunala u svrhu donosenja odluka, to jest na osnovi videnih podataka konstru-
irati model koji ¢e predvidjeti svojstva novih, nevidenih podataka. Strojno ucenje se moze
podijeliti na tri osnovne grupe s obzirom na skup problema koje rjeSavaju: nadzirano, ne-
nadzirano i polunadzirano strojno ucenje.

Nadzirano ucenje podrazumijeva da su podaci dani kao parovi, odnosno podrazumi-
jeva postojanje ulazne i izlazne vrijednosti, a nasa je zadaéa odrediti ovisnost medu njima.
S obzirom na izlazne vrijednosti razlikujemo klasifikaciju i regresiju. U slucaju nenad-
ziranog u¢enja nemamo znanja o ciljnoj varijabli, a potrebno je odrediti neku pravilnost
u podacima. Neke od zadac¢a nenadziranog u€enja su grupiranje, smanjanje dimenzional-
nosti 1 procjena gustoe. U ovom radu ¢u se usredoto€iti na nadzirano ucenje, odnosno
na jednu njegovu tehniku modeliranja koju nazivamo metoda potpornih vektora. Metoda
jednostavnim postupkom dolazi do odredenog podskupa podataka iz ukupnog skupa kojim
raspolazemo kako bi konstruirala model koji ¢e vrSiti predikciju izlaznih vrijednosti novih
podataka.

U prvom poglavlju predstavit ¢u osnovne zadace klasifikacije i regresije. Kako su za
metodu potpornih vektora klju¢na znanja iz teorije optimizacije, u drugom ¢e poglavlju
biti rije¢ o nekim rezultatima iz tog podrucja. U treem i Cetvrtom poglavlju prikazat ¢u
kako se metoda potpornih vektora koristi u problemima klasifikacije i regresije. Stvarni
problemi Cesto zahtjevaju nelinearna rjeSenja pa se algoritmi za u€enje moraju tome pri-
lagoditi. Velika prednost metode potpornih vektora je njena sposobnost transformiranja
nelinearnog problema pomocu jezgrenog trika. O tom zanimljivom svojstvu viSe ¢u reéi
u petom poglavlju. U Sestom poglavlju predstavio sam neke implementacijske probleme
1 algoritam sekvencijalne minimalne optimizacije koji se jako Cesto koristi za rjeSavanje
problema kvadratnog programiranja. U sedmom poglavlju moZete vidjeti kako je metoda
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potpornih vektora vrlo mocan alat u ekstrakciji informacije na primjerima analize tekstu-
alnih podataka.



Poglavlje 1

Nadzirano ucenje

Algoritmi nadziranog ucenja pokuSavaju utvrditi ulazno-izlaznu vezu u skupu poda-
taka, D = {(x1,y1),...,(xn, y¥)} € X X Y, koji je unaprijed zadan i kojeg nazivamo skup
primjera za ucenje. X je ulazni prostor ili prostor primjera, a Y nazivamo izlazni prostor
ili prostor oznaka. Osnovne zadace nadziranog ucenja su klasifikacija i regresija. Kod
klasifikacije primjerima pridruzujemo oznaku klase kojoj pripadaju, dok im kod regresije
pridruZzujemo neku kontinuiranu vrijednost.

1.1 Klasifikacija

U slucaju klasifikacije ciljna varijabla y je nominalna ili diskretna, odnosno prostor Y
je diskretni prostor oznaka klasa kojima primjeri mogu pripadati.

Zadatak klasifikacijskih algoritama je konstrukcija hipoteze koja odreduje pripada li
primjer nekoj klasi ili ne. To, na primjer, moZe biti indikatorska funkcija koja s obzirom
na odnos primjera x prema hiperravnini u prostoru koju je konstruirao algoritam odreduje
pripada li primjer klasi. Model je skup svih ostvarivih hipoteza.

S obzirom na skup primjera za uenje odabiremo sloZenost hipoteze. PresloZeni modeli
dovode do prenaucenosti Sto rezultira loSom sposobnoS¢u generalizacije. Drugim rije¢ima,
hipoteza se previse prilagodi skupu primjera za ucenje pa loSe reagira na dosad nevidene
primjere. S druge pak strane, nedovoljno sloZene hipoteze dovode do podnaucenosti §to
rezultira velikim greSakama na skupu primjera za u€enje. Takve hipoteze ¢e i loSe genera-
lizirati.

Postoji Citav niz modela kojima rjeSavamo klasifikacijske probleme. Dijele se na pa-
rametarske (sloZenost modela ne ovisi o broju primjera za ucenje) i neparametarske (broj
parametara i sloZzenost rastu s brojem primjera za ucenje). Primjeri parametarskih modela
su logisticka regresija, perceptron, metoda potpornih vektora u primarnoj formulaciji itd.
Neki od neparametarskih modela su stabla odluke, algoritam k-najbliZih susjeda 1 metoda
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potpornih vektora u dualnoj formulaciji.
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Slika 1.1: Binarna klasifikacija primjera iz R> metodom potpornih vektora. KoriStenjem
razliCitih jezgri postignuta je razliCita sloZenost. Na prvom grafu je koriStena linearna
jezgra, na drugom polinomijalna stupnja 2, a na tre¢em polinomijalna stupnja 4. Vise o
tome u petom poglavlju.

1.2 Regresija

U slucaju regresije varijabla y je kontinuirana, y € R. 1z skupa za u€enje O induciramo
nepoznatu funkciju f : X — R na nacin da u najboljem slucaju vrijedi y; = f(x;). UCenje
funkcije je zapravo interpolacija izmedu tocaka x;, to jest ekstrapolacija izvan tih tocaka.
Kako je u podacima Cesto prisutan Sum &, to jest nezeljena anomalija koja se moze javiti
zbog pogreSaka u mjerenju ili oznacavanju, zapravo imamo y; = f(x;) + . Rezultat u€enja
je aproksimacija funkcije f koju nazivamo hipoteza.

Primjer 1.2.1. Neka je zadan skup podataka D = {(0,4),(1,1),(2,2),(3.5,5), (4, 3)}. Uce-
njem modela linearnom regresijom dobivamo hipotezu h ~ 0.268x + 2.4375. Srednja
kvadratna pogreska (% N i = h(x))?) je 1.839. Primjer vidimo na slici

Kod regresije takoder moZe doci do prenaucenosti, odnosno podnaucenosti. To vidimo
na sljede¢em primjeru.

Primjer 1.2.2. Proizvoljno generiram skup od 50 primjera, uniformno distribuiranih u
intervalu [-5, 5] pomoéu funkcije f(x) = 4 + x — x> — 6x° uz Sum o = 200. Na slici
prikazan je graf funkcije koju smo dobili linearnom aproksimacijom, na slici graf koji
smo dobili polinomijalnom aproksimacijom stupnja 3, a na slici vidimo graf funkcije
koju smo dobili polinomijalnom aproksimacijom stupnja 8.
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Slika 1.2: Linearna regresija.
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Slika 1.3: Linearna regresija.
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Slika 1.4: Polinomijalna regresija stupnja 3.
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Slika 1.5: Polinomijalna regresija stupnja 8.
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Osnovni teoremi optimizacije

U ovom poglavlju obradit ¢emo osnovne teoreme u teoriji optimizacije koji ¢e nam
kasnije pomo¢i u konstrukciji metoda za ucenje. Za viSe informacija pogledati deveto
poglavlje u knjizi [[L1].

2.1 Fermatov teorem

Teorem opisuje metodu za pronalazak minimuma, odnosno maksimuma, funkcije defi-
nirane na ¢itavom prostoru, bez ogranicenja.

Funkcija f(x) definirana na R” ima lokalni minimum (maksimum) u tocki x* € R" ako
postoji okolina to¢ke x* takva da za svaki x iz te okoline vrijedi f(x*) < f(x) (f(x*) > f(x)).
Lokalne minimume i maksimume zajednicki zovemo lokalni ekstremi.

Za pocetak promotrimo funkcije definirane na R.

Definicija 2.1.1. Funkcija f(x) definirana na R je diferencijabilna u tocki x* ako postoji a

takav da vrijedi
S+ ) = f(x") + ad + r(), (2.1)

gdje je r(d) = o(|A]); to jest za proizvoljni € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki 1 € R

A <6 (2.2)
povlaci
(D] < elal. (2.3)
a nazivamo diferencijal funkcije f u tocki x*, a oznacava se sa f”(x").
Odnosno,
k /l _ 3k
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Teorem 2.1.2. (Fermat). Neka je f(x) funkcija jedne varijable, diferencijabilna u tocki x*.
Ako je x* tocka u kojoj funkcija f poprima lokalni ekstrem, onda je

f(x)=0. (2.5)

Tocka x* za koju vrijedi (2.3) naziva se stacionarna tocka.

*

Definicija 2.1.3. Funkcija f(x) definirana naR" je diferencijabilna u tocki x* = (xi, ..., x},)
ako postoji a = (ay, ..., a,) takav da vrijedi

f&+h) = f(x)+ Z ah; + r(h), (2.6)
i=1

gdje je r(h) = o(|h|); to jest za proizvoljni € > 0 postoji 6 > 0 takav da

|h| = vVhy+---+h, <6 (2.7)

povlaci
|r(h)| < eh. (2.8)
a = (ay,...,q,) nazivamo gradijent funkcije f u toc¢ki x*, a oznaCava se sa V f(x").
Vrijednost
¢ = lim L& ¥ 4e) = J(X) (2.9)
A-0 A
gdjejee; = (0,...,1,...,0) naziva se i-ta parcijalna derivacija 1 oznaava se sa f, (x*) ili

0f(x")/0x;, odnosno u skracenom obliku d,, f(x*).

Korolar 2.1.4. (Fermatov teorem za funkciju n varijabli). Neka je f funkcija n varijabli,
diferencijabilna u tocki x*. Ako je x* tocka u kojoj f poprima lokalni ekstrem, onda je

Vf(x") =0, (2.10)

odnosno,

(X)) == fi,(x") =0. (2.11)

2.2 Lagrangeov teorem

Sljedeci korak u teoriji optimizacije je promatranje problema uvjetne optimizacije, od-
nosno trazenje minimuma (ili maksimuma) funkcije f, s n varijabli, pod uvjetom da vrijede
odredene jednakosti:

fi(x) = = fulx) = 0. (2.12)
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Za funkcije fi(x), k = 0,1,...,m, pretpostavljamo da posjeduju odredenu glatkocu, od-
nosno pretpostavljamo da su u skupu X, X C R”", neprekidne, kao i njihove parcijalne
derivacije (klase C' na X).

KaZemo da je x* € X tocka lokalnog minimuma (maksimuma) u problemu

fo(x) = min (2.13)

s ograni¢enjima (2.12)) ako postoji € > 0 takav da za svaki x koji zadovoljava (2.12) i uvjet

x—x"|<e& (2.14)
vrijedi
Jo(x) = fo(x*) 2.15)
(fo(x) < fo(x")).

Sljedeci teorem navodim bez dokaza. Za viSe informacija pogledati [3]].

Teorem 2.2.1. (Teorem o implicitnoj funkciji). Neka je F(x,y) € C' u okolini tocke (x*,y")
takva da vrijedi F(x*,y*) = 01 F\(x",y") # 0. Tada postoji okolina U toc¢ke (x*,y*) u kojoj
postoji implicitna funkcija y = f(x) takva da vrijedi f(x*) = y* i F(x, f(x)) = 0 za svaki

x € U. Takoder,
F

ffx)=-—, xeUl. (2.16)
F
U sljedecem teoremu pretpostavljamo da je n = 2 i da je zadan samo jedan uvjet
jednakosti. Za viSe informacija pogledati [4]].

Teorem 2.2.2. Neka su funkcije f(x,y) i g(x,y) klase C' na okolini toc¢ke (x*,y*) i neka je
(x*,y") tocka lokalnog ekstrema funkcije f, pod uvjetom da vrijedi jednakost g(x,y) = O.
Neka je Vg # 0. Tada postoji A takva da vrijedi

V(f + Ag)(x",y") = 0. (2.17)

Dokaz. Kako je, po pretpostavci, Vg # 0, tada vrijedi da je barem jedna od vrijednosti
gx(x,y)1g,(x, y) razli¢ita od 0 u nekoj tocki (x, y). Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo
da u tocki (x*, y*) vrijedi

gy (x*,y") #0. (2.18)

Iz pretpostavki teorema znamo da je g € C! i da vrijedi

g(x",y) =0 (2.19)
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pa moZemo primjeniti teorem koji kaZe da postoji funkcija y = y(x) takva da vrijedi
g(x, y(x)) = 0.
Nadalje, vrijedi
Y =-& (2.20)
y
Kako funkcija f(x,y) u tocki (x*,y*) ima lokalni ekstrem, slijedi da f(x, y(x)) ima lokalni
ekstrem. Iz toga slijedi sustav

T+ Y (x)=0 u (x*, y*
f, fyy(gx) (x*, y") 2.21)
y(x) = s
Nadalje, definiramo
A= —ﬁ, (2.22)
8y
to jest
fi+g,=0. (2.23)
Iz 2.21) i (2.22) slijedi
JSx+ 8. =0. (2.24)
Iz @23) i 2% imamo (T7).
O
Definiramo funkciju
L(x, 4, d0) = ) Afilx) (2.25)
k=0
koju zovemo Lagrangeova funkcija, a koeficijente Ay, k = 0, 1,...,m zovemo Lagrangeovi

multiplikatori.
Sada ¢emo generalizirati prethodni teorem.

Teorem 2.2.3. (Lagrange). Neka su funkcije fi(x), k = 0,1,...,m, neprekidne i diferen-
cijabilne u okolini tocke x*. Ako je x* tocka lokalnog ekstrema, tada moZemo pronaci
Lagrangeove multiplikatore 1* = (A7,...,4;,) i Ay takve da nisu svi jednaki nuli i da su
zadovoljeni sljedeci uvjeti (uvjeti stacionarnosti):

L.(x",A",2)=0, i=12,...,n (2.26)
Da bi osigurali da je 4y # 0 dovoljno je da su vektori

VA, VAKD, ..., Vfiu(x") (2.27)
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linearno nezavisni. Stoga, da bi pronasli stacionarnu tocku moramo rijesiti sustav n + m
jednadzbi

i( Z /lkfk(x)) =0 (njednadzbi,i=1,...,n) (2.28)
(9xl~ =0
filx) =+ = f,(x) =0 (m jednadzbi) (2.29)

san + m + 1 nepoznanica. Ako je 4o # 0 moZemo sve koeficijente pomnoZiti konstantom
kako bi dobili 4y = 1. Tada je broj nepoznanica jednak broju jednadzbi.

2.3 Kuhn-Tuckerov teorem

Razmatramo problem konveksne optimizacije u kojem minimiziramo konveksnu funk-
ciju cilja pod odredenim konveksnim uvjetima nejednakosti.

Definicija 2.3.1. Skup A, podskup vektorskog prostora X, je konveksan ako za svaki x i y
iz A vrijedi da je segment

[x,y]=1{z: z=ax+ (1 —-a@)y, 0 <a <1} (2.30)
sadrian u A.

Definicija 2.3.2. Funkcija f na nepraznom konveksnom skupu je konveksna ako za svaki x
iy iz tog skupa vrijedi

flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a)f(y), 0<a<l. (2.31)

Neka je X vektorski prostor i A, A C X, konveksan. Neka su fi(x), k = 0,...,m,
konveksne funkcije.
Sada razmatramo problem konveksne optimizacije:

Jo(x) — inf (2.32)

s ogranic¢enjima
x €A, (2.33)
fillx) 0, k=1,...,m. (2.34)

U rjeSavanju problema koristimo Lagrangeovu funkciju
L=Lx, A0, D) = ) Afil), (2.35)
k=0

gdijeje A = (Ay,...,An).
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Teorem 2.3.3. (Kuhn-Tucker). Ako x* minimizira funkciju (2.32)) s ogranicenjima (2.33) i
(2.34), tada postoje Lagrangeovi multiplikatori A5i A* = (A3, ..., A,) takvi da nisu svi nula
i da vrijedi sljedece:

(a) Princip minimuma:
I){legl L(x, Ay, A7) = L(x*, A5, A7), (2.36)
(b) Nenegativnost multiplikatora:
4,20, k=0,1,....,m, (2.37)
(c) Kuhn-Tuckerovi uvjeti:
Lh(x)=0, k=1,...,m (2.38)

Ako je Ay # 0, tada su uvjeti (a), (b) i (c) dovoljni da x* bude rjeSenje optimizacijskog
problema.
Da bi 4y # 0 dovoljno je da je zadovoljen tzv. Slaterov uvjet, to jest, dovoljno je da
postoji x takav da vrijedi
fix) <0, k=1,....,m. (2.39)

Korolar 2.3.4. Ako je zadovoljen Slaterov uvjet moZemo uzeti da je 1y = 1 i zapisati
Lagrangeovu funkciju u obliku

Lix, 1,2) = fy(0) + ) Afilx). (2.40)
k=1

Sada su Lagrangeova funkcija, definirana na m + n varijabli, i uvjeti Kuhn-Tuckerovog
teorema ekvivalentni postojanju sedlaste tocke (x*, A*) Lagrangeove funkcije, to jest, vrijedi

mi/? L(x,1,A") = L(x",1,A%) = max L(x*, 1, ). (2.41)

Uocimo da lijeva jednakost proizlazi iz uvjeta (a) teorema, dok desna jednakost proiz-
lazi iz uvjeta (b) i (c).

MoZemo primjetiti da u Kuhn-Tuckerovom teoremu, uvjet (a) opisuje Lagrengeovu
ideju: Ako je x* rjeSenje minimizacijskog problema s ograni¢enjima (2.33)) i (2.34)), tada je
1 minimum Lagrangeove funkcije. Uvjeti (b) 1 (c) su specifi¢ni za ogranicenja nejednakosti.
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Metoda potpornih vektora u
problemima klasifikacije

Metode za konstrukciju razdvajajucih hiperravnina iznimno su vaZne u konstrukciji al-
goritama za klasifikaciju. Temelje se na pronalasku hiperravnina u prostoru koje uspjesno
razdvajaju primjere iz skupa za ucenje na klase. U ovom poglavlju razmotrit éemo pose-
ban nacin konstrukcije koji koristi samo odredene vektore iz skupa za uenje, tzv. potporne
vektore. Promatramo iskljucivo binarnu klasifikaciju. Vise detalja moZete pronaci u dese-
tom poglavlju knjige [11].

3.1 Optimalna hiperravnina
Kazemo da su dva kona¢na podskupa vektora x iz skupa za ucenje
D={(x,y): xR, ye{-1L1},i=1,....N} 3.1

gdje je jedan podskup I za koji vrijedi y = 1, a drugi podskup /I za koji je y = —1,
razdvojivi hiperravninom

(¢, x) =c, (3.2)

ako postoji jedini¢ni vektor ¢ (||¢]|=1) 1 konstanta c takvi da vrijede nejednakosti

(¢, x;) >c, zax;€l,

33
(¢, xj) <c, zax;ell. (3.3)

Ixll = / x% + - -+ + x2 je Euklidska norma vektora x na R", a (-, -) skalarni produkt induciran

tom normom.

13
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Za proizvoljni jedini¢ni vektor ¢ odredujemo dvije vrijednosti:
ci(¢) = min(g, x;),
x;el

e () = 2}3}}(‘15, xj)-

Neka je jedini¢ni vektor ¢, takav da maksimizira funkciju margine

c1(¢) — c2(¢)
= = 1
p() 3 gl =1,
pod uvjetima nejednakosti (3.3). Tada ¢, i konstanta
_ C1(¢o) + ca(¢o)

2

14

(34

(3.5)

(3.6)

odreduju hiperravninu koja razdvaja vektore iz skupa I od onih iz skupa I i posjeduje
maksimalnu marginu (3.5)), to jest maksimalno je udaljena od primjera iz oba podskupa.

Takvu hiperravninu nazivamo optimalna hiperravnina.

hiperravnina

margina

Slika 3.1: Skica optimalne hiperravnine.
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Napomena 3.1.1. Optimalna hiperravnina je samo jedna od hiperravnina koja uspjesno
razdvaja linearno separabilne primjere.

Teorem 3.1.2. Optimalna hiperravnina je jedinstvena.

Dokaz. Moramo pokazati da tocka ¢, u kojoj neprekidna funkcija p(¢) postize maksimum
postoji u skupu ||@|| < 1 1 da se nalazi ba$ na rubu ||¢]| = 1.

Postojanje maksimuma proizlazi iz neprekidnosti funkcije p(¢) na zatvorenom po-
drucju ||g|| < 1.

Pretpostavimo da se maksimum postiZe u nekoj tocki ¢, u unutrasnjosti. Tada bi vektor

«_ o
= 3.7
il G
definirao ve¢u marginu
pg") = £ (3.8)
lIdoll

Maksimum funkcije p(¢) ne moze se postici u dvije razliCite rubne tocke. U protivhom,
kako je funkcija p(¢) konveksna, maksimum bi se postigao na svakoj tocki pravca koji spaja
te dvije tocke, a kako znamo da su to tocke u unutrasnjosti za koje smo pokazali da se u
njima ne mogu postizati maksimumi, dolazimo do kontradikcije. O

Kako nam je cilj pronaci uc¢inkovitu metodu za konstrukciju optimalne hiperravnine,
preformulirat ¢emo problem: trazimo uredeni par vektora wy 1 konstane by koji zadovolja-
vaju

(WO, xi> + bo > 1’ zay; = 1’ (3 9)
(wo, xj) +bo < -1, zay;=-1, .

gdje vektor wy ima najmanju normu
Wl = (w, w). (3.10)

Teorem 3.1.3. Vektor wy koji minimizira (3.10) s ogranicenjima (3.9) povezan je s vekto-
rom ¢q koji definira optimalnu hiperravninu preko jednakosti

Wo

bo (3.11)

~lwoll
Margina py izmedu optimalne hiperravnine i razdvojenih vektora jednaka je
1

1, .
p(o) = sup 5 (min(do, ) — max(do. x) = . (3.12)
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Dokaz. Pokazimo jedinstvenost vektora wy u kojem kvadratna funkcija (3.10) poprima
minimum uz uvjete (3.9). Definirajmo jedini¢ni vektor ¢y kao u (3.11).
Uz uvjete (3.9) imamo

Wo 1 4 Wo 1
— | == - _ 3.13
”(HWOH) 2(“(”%”) CQ(HWOH))ZHWOH (-13)

Da bi dokazali teorem, dovoljno je pokazati da je nejednakost

1
p(ﬂ) > — (3.14)
lIwoll/) IIwoll
nemoguca. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji jedini¢ni vektor ¢* takav da vrijedi ne-

jednakost

1
p(@") > —. (3.15)
lIwoll
Definirajmo novi vektor
. ¢
W= ——, (3.16)
p(#")

koji ima manju normu od ||wy||. Lako se provjeri da ovaj vektor takoder zadovoljava uvjete

(3.9) ako je

(@) + c(e)
— S

To je kontradikcija s pretpostavkom da je wy najmanji vektor koji zadovoljava (3.9)) O

b= (3.17)

Dakle, vektor wy s najmanjom normom koji zadovoljava uvjete (3.9) definira optimalnu
hiperravninu. Ako dodatno vrijedi da je b = 0, optimalna hiperravnina prolazi kroz is-
hodiste.

Radi jednostavnosti, uvjete (3.9) zapisat cemo u ekvivalentnom obliku

yvilwo, xiy +b) > 1, i=1,...,N. (3.18)

Stoga, da bi pronasli optimalnu hiperravninu, potrebno je minimizirati kvadratnu funkciju
(3.10) tako da su zadovoljeni uvjeti (3.18).

Ovakav optimizacijski problem mozZemo rijeSiti u primarnom prostoru - prostor para-
metara w i b, ali znaCajnije rezultate dobit ¢emo ako se prebacimo u dualni prostor - prostor
Lagrangeovih multiplikatora koje smo definirali u proslom poglavlju.

Kako je pokazano u proslom poglavlju, da bi rijesili problem kvadratne optimizacije,
kakav imamo ovdje, moramo pronaci sedlo Lagrangeove funkcije

!
Lv, b, @) = 300, w) = D il x) + b1 = 1), (3.19)
i=1
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gdje su @; > 0 Lagrangeovi multiplikatori. Kako bi pronasli tocku sedla moramo minimi-
zirati funkciju u w 1 b 1 maksimizirati je u nenegativnim Lagrangeovim multiplikatorima
a; > 0.

Prema Fermatovom teoremu, tocka u kojoj se postize minimum mora zadovoljavati

N
duL=w =) yiaixi =0, (3.20)
i=1
N
OL =) yia; =0, (3.21)

1z toga slijedi da za svaki vektor w koji definira optimalnu hiperravninu moraju vrijediti
jednakosti

N
W= i, (3.22)

N
> viai =0. (3.23)

i=1

Supstitucijom (3.22) u (3.19) uz (3.23)), dobivamo

N N
1
W(a) = E @ =3 E Viy i {Xi, X ;). (3.24)
i1

i,j=1

Promijenili smo oznaku sa L(w, b, @) u W(a) kako bi naglasili da nam je preostala jedna
varijabla a takva da je
@ >0, i=1,...,N, (3.25)

po kojoj maksimiziramo funkciju uz ograni¢enja (3:23). Neka je ap = (a%,a),...,a%)
tocka u kojoj se postize maksimum. Tada dobivamo rjeSenje

N
wo = Zyia?xi. (3.26)
i=1

Optimalna rjeSenja zadovoljavaju Kuhn-Tuckerove uvjete iz proslog poglavlja
a(yi({wo, x;y +bp) — 1) =0, i=1,...,N. (3.27)

Iz uvjeta (3:27) zakljuCujemo da nenul vrijednosti @’ odgovaraju onim vektorima x; koji
zadovoljaju jednakost
yil{wo, x;) + bo) = 1. (3.28)
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Geometrijski, ti vektori su najblizi optimalnoj hiperravnini. Njih nazivamo potporni vek-
tori. 1z (3.26) vidimo da oni imaju klju¢nu ulogu u konstruiranju optimalne hiperravnine
koja je oblika

N
flx,a0) = > yidxi, x) + by, (3.29)
i=1

Neka je Ny broj potpornih vektora. Tada za b, vrijedi

Nsy Nsy

bo = 5~ Z(— — (o, x,)) = Z(ys — (o, X)) (3.30)

Uocimo da ni razdvajajuca hiperravnina (3.29) ni funkcija cilja (3.24)) ne ovise eksplicitno
o dimenziji vektora x, ve¢ samo o skalarnom produktu vektora. Ova Cinjenica ¢e nam
kasnije omogucditi da hiperravninu konstruiramo u viSedimenzionalnim prostorima (¢ak u
beskona¢nodimenzionalnim Hilbertovim prostorima).

Navedimo svojstva optimalne hiperravnine.

1. Optimalna hiperravnina je jedinstvena, to jest uredeni par vektora wy i konstante b
je jedinstven, u skupu hiperravnina za koje vrijedi min,ex [{w, x;) +b| = 1,i=1,..., N (to
je skup kanonskih hiperravnina).

2. Neka je wy vektor koji definira optimalnu hiperravninu. Tada je maksimum funkci-
onala W(«a) dan sa

1 1
Wian) = 540, wo) = > af. (3.31)

To proizlazi iz jednakosti (3.23) i (3.27)

3. Norma vektora w, definira marginu optimalne razdvajajuce hiperravnine

1
pwp) = —

) (3.32)
lIwoll

4. Iz svojstava 2. 1 3. slijedi

2
W(a) < W(ay) = 1( ) a # . (3.33)

1
(wo)
Ovaj izraz mozZe se izabrati kao kriterij linearne neseparabilnosti dvaju skupa podataka.

Definicija 3.1.4. Dva skupa podataka su linearno 5-neseparabilna ako je margina izmedu
hiperravnine i najblizeg vektora manja od 9.

Stoga, ako prilikom maksimizacije vrijednost W(a) prijede 1/26%, mozemo prepostaviti
da su dva skupa koja zelimo razdvojiti -neseparabilna i da je razdvajanje s marginom &
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nemoguce.
Kada pronademo potporne vektore moZemo izraCunati gornju granicu za ocekivanu
vjerojatnost pogreske na testnom skupu:

E(broj potpornih vektora)

N b
gdje je Ey oCekivanje za sve skupove za uCenje veliCine N. UoCavamo da ¢e mali broj
potpornih vektora rezultirati boljom generalizacijom. Za detalje pogledati [6].

Ey(vjerojatnost pogreske) <

3.2 Optimalna hiperravnina u slucaju nerazdvojivih
skupova

Sada ¢emo generalizirati koncept optimalne hiperravnine na slucaj nerazdvojivih sku-
pova.

Neka je D iz (3.1)) takav da se ne moZe linearno razdvojiti, odnosno ne moze se razdvo-
jiti hiperravninom na nacin da su svi elementi x iz skupa / na jednoj strani hiperravnine,
a preostali na drugoj. Primjer linearno nerazdvojivog skupa u R? vidimo na slici Iz
definicije neseparabilnosti, to znaci da ne postoji par w i b takav da vrijedi

1
(w,wy < 2 A? (3.34)
1 da vrijede nejednakosti

yviw,xp)+b)>1, i=1,2,...,N. (3.35)

Cilj nam je konstruirati hiperravninu sa najmanje greSaka. Kako bi to postigli, uvodimo
nenegativne varijable

é:l’""é:N- (336)

Pomocu njih formuliramo problem traZenja hiperravnine sa najmanje greSaka na skupu za
ucenje na sljede¢i nacin: minimiziramo funkcional

N
OE) = ) &) (3.37)
i=1

sa ogranicenjima

yiw,xp+b)>1-¢, i=12,...,N, & >0 (3.38)

(w, w) < A%, (3.39)
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Slika 3.2: Linearno nerazdvojivi skupovi u R,

gdjeje 6(&) =0akoje & =0,a60(&) =1akojeé; >0,i=1,...,N. Ovakva formulacija
problema naziva se meka margina.

Poznato je da je za neseparabilan slucaj ovaj optimizacijski problem NP-tezZak, stoga raz-
matramo njegovu aproksimaciju: minimiziramo funkcional

N
OE) =& (3.40)
i=1

s ograni¢enjima (3.38)) i (3.39), gdje o > 0 predstavlja malu vrijednost. Od sada uzimamo
o = 1, najmanji o koji definira jednostavni optimizacijski problem.
Dakle, minimiziramo funkcional

N
OEb) = & (3.41)
i=1

s ograni¢enjima (3.38) i (3.39). Hiperravninu
(wo, x) +b =0 (3.42)

koju smo konstruirali iz rjeSenja takvog optimizacijskog problema nazivamo generalizi-
rana optimalna hiperravnina, ili zbog jednostavnosti, optimalna hiperravnina.
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Kako bismo pronasli rjeSenje ovog optimizacijskog problema trebamo pronaci sedlo

Lagrangeove funkcije

N 1 N N
Lov.b.a.B.y) = ) &= 3y A = (wow)) = ) aiilowox) +0) = 1 +6) = ) Biéi (343)
i=1 i=1 i=1

(minimum u varijablama w, b, & 1 maksimum u nenegativnim multiplikatorima «;, 8;, y).
Parametri koji minimiziraju Lagrangeovu funkciju moraju zadovoljavati sljedece uvjete

N
OwL =yw — Z a;y;ix; = 0,

i=1

N
OpL = — Zyiai =0,
i=1

65.L:1—ai—,8i:0.

Si

Iz tih uvjeta proizlazi

1 N
w = ;/ IZZ] a;yiXi,

N
Z a;y; = 0,
i=1
a; +ﬁ[ =1.

Supstitucijom u Lagrangeovu funkciju uz (3.48)), dolazimo do funkcionala

N N
1 yA?
W(a,y) = ; a; — Z ”221 @;a;yiy {Xi, Xj) — 7,

kojeg maksimiziramo uz ogranicenja

M-

1l
—_

yia; =0,

4
OSQ’,’SI,
>

v > 0.

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
(3.52)

Maksimizacija (3.49) pod tim uvjetima moZe se provesti rjeSavajuci problem kvadratne
optimizacije, nekoliko puta, za fiksne vrijednosti y, a maksimizacija s obzirom na y preko
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line search metode. Takoder, moZemo pronaci parametar y koji maksimizira (3.49) i sups-
tituirati ga natrag u (3.49)). Lako se provjeri da se maksimum od (3.49) postize u

\/22]]':1 @;i@;yiy {Xi, Xj)

3.53
Y 1 (3.53)
Na taj nacin dolazimo do funkcionala
N N
W)=Y ai—AL| > aeyiy i, x)) (3.54)
i=1 i,j=1
kojeg moramo maksimizirati s ogranienjima
N
i =0,
Z g (3.55)
0< a; < 1.
Vektor parametara @y = (oz‘l), cees ag,) definira generaliziranu optimalnu hiperravninu
A N
flx) = Z alyi(x;, x) + b. (3.56)
\/Zﬁljﬂ CY?CY?)’I‘)’J'(?CI" X)) i=l
Vrijednost konstante b bira se tako da budu zadovoljeni Kuhn-Tuckerovi uvjeti
A N
a?( D afyid, x) + b) =0, r=1,....N. (3.57)
\/2%21 a?a?yiyj<xi, X)) i=l

Generalizacija meke margine

Kako bismo pojednostavili racunanje, moZemo uvesti modificirani koncept generalizi-
rane optimalne hiperravnine koja je odredena vektorom w koji minimizira funkcional

1 N
O(w.£) = 5w, w) + C( > gl-) (3.58)
i=1

pod uvjetima (3.38). Parametar C > 0 je unaprijed odabrana vrijednost, a odreduje kom-
promis izmedu veli¢ine margine i ukupne kazne (mekoce margine). NajceSce se odabire
eksperimantalnim metodama poput unakrsne provjere.
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Koristeci istu tehniku uvodenja Lagrangeove funkcije, dolazimo do metode za rjeSenje
koja je skoro ekvivalentna metodi za optimizacijski problem kod separabilnog slucaja.
Pripadna Lagrangeova funkcija je

1 N N N
Lovb.éa )= 20ww) + C ) &= 3 aii(w.x) + D) = 1+&) = ) B (3.59)
i=1 i=1

i=1

gdje su @; > 016; > 0 Lagrangeovi multiplikatori. Nakon derivacije gornjeg izraza po w,
b i &; dobivamo

N
w= > ayix, i=1,...,N, (3.60)
i=1
N
Dayi=0, i=1,...,N, 3.61)
i=1
CL’,':C—ﬁ,', izl,...,N. (362)

1z uvjeta Kuhn-Tuckerovog teorema imamo:

ai(yi(iwo, x;) +bo) = 1+&)=0, i=1,...,N,

Bi& =(C—a)é&=0, i=1,...,N. (3.63)

Kako bismo pronasli vektor w generalizirane optimalne hiperravnine potrebno je maksimi-
zirati isti funkcional kao u separabilnom slucaju

N N
1
W(a) = E =3 § iy (X, Xj) (3.64)
i=1

i,j=1

uz drugadija ogranicenja:
0<a;<C, i=1,...,N,

N

3.65
Z a;y; = 0. ( )
i=1

Prelaskom u dualni oblik reducirali smo broj varijabli na N.

Iz (3.63) proizlaze tri moguéa rjeSenja za «;:

1. @; = & = 0 pa su primjeri x; to¢no klasificirani,

2. C > a; > 0, iz toga slijedi y;({wo, xi)+bo)—1+&; = 01&; = 0. Stoga, y;({wy, xi)+by) =
1 1 x; je potporni vektor. Takve potporne vektore zovemo slobodni. Oni leze na dvijema
marginama,

3. a; = C, iz toga slijedi y;({wo, xi) + bg) — 1 + & = 01 & > 0. x; je potporni vektor
1 to ograniceni. LeZi na "pogreSnoj” strani margine. Za 1 > & > 0, x; je 1 dalje tocno
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Optimalna hiperravnina je oblika

klasificiran, no za & > 1, x; je pogresSno klasificiran. Detaljnije o ovome u knjizi [6].

N
> afyida, x) + by = 0. (3.66)
i=1

Za racunanje b, koristimo isti izraz kao u (3.30), ali koristimo iskljucivo slobodne pot-
porne vektore.

Ako je koeficijent C u funkcionalu jednak optimalnoj vrijednosti parametra 7y
za maksimizaciju funkcionala (3.49), tada se rjeSenja oba optimizacijska problema podu-
daraju.



Poglavlje 4

Metoda potpornih vektora u
problemima regresije

U ovom poglavlju pokazat ¢u kakvu ulogu potporni vektori imaju u rjeSavanju pro-
blema regresije. Za vise informacija pogledati [9]].

4.1 &-SV regresija
Neka je dan skup primjera za ucenje
D:{(-xl’yl)9'--9(xN9yN)}CXXR, (41)

gdje je X ulazni prostor, najcesce R". Kod s—SVﬂ regresije cilj nam je pronadi funkciju f(x)
Cija je udaljenost od svakog y;, i = 1,..., N, najviSe € i koja je najviSe moguce ravna (u
smislu najmanjeg moguéeg nagiba). Drugim rije¢ima, greske nam nisu vazne sve dok su
one manje od €.

Op¢i oblik linearne funkcije f dan je sa

fx)=w,x)+b, welX,beR 4.2)

gdje je sa (-, -) dan skalarni produkt na X. Funkcija iz (4.2)) je to ravnija §to joj je manji w,
a jedan od nacina da to postignemo je minimizacija Euklidske norme ||w||. Formalno, ovaj
problem moZemo napisati kao problem konveksne optimizacije, slicno kao u konstrukciji
optimalne hiperravnine iz prethodnog poglavlja:

1
§||W||2 — min, 4.3)

Isupport vectors (eng. potporni vektori)

25
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s ogranicenjima
—w,x;))—b < ¢,
i~ W, 50 4.4)
w,x)+b—-y <e.

Tu smo prepostavili da je ovaj problem konveksne optimizacije rjeSiv, odnosno da je
moguce pronaci funkciju f koja aproksimira sve parove (x;, y;) sa preciznoscu €. Medutim,
to nije uvijek slucaj pa je potrebno uraCunati pogreSku, odnosno uvesti varijable &; 1 &7,
i =1,...,N, analogno kao kod problema meke margine. Dolazimo do novog problema
konveksne optimizacije:

N
SIP + € ;@i +£) - min, 4.5)

s ogranicenjima
yi—w,x)—b<e+¢,
w,x)y+b—-y <e+é&, (4.6)
fl" fz* 2 O

Parametar C > 0 je, kao i prije, unaprijed odabrana vrijednost (unakrsna provjera), a
odreduje kompromis izmedu veliine nagiba funkcije f i veli¢ine pogreske koju toleri-
ramo. Primjecujemo da gornjoj formulaciji odgovara funkcija

. = {O’ kel <e @.7)

|| — &, inace,

koju nazivamo e-robusna funkcija gubitka.

40

5

30

25

20
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0.0

Slika 4.1: &-SV regresija i e-robusna funkcija gubitka
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Dualna formulacija

Kao i u slucaju konstrukcije optimalne hiperravnine, problem je lakse rijesiti u dualnoj
formulaciji. Kasnije ¢emo vidjeti da je upravo to kljuc za pronalazak nelinearnih rjeSenja.
Definiramo Lagrangeovu funkciju

1 N N
L=l +C 3 G+ &)= D aile +& = yi+ (wox) + b)-
i=1 i=1
(4.8)

N N
= DA+ E +yi— (wox) —b) = > (B +BiED.
i=1 i=1

Dualne varijable iz (4.8) moraju biti nenegativne a;, @}, 5;, 87 > 0. Moramo pronaci tocku
sedla Lagrangeove funkcije u primarnim varijablama:

N
L= (a] - ) =0, (4.9)
i=1
N
L =w—= > (@i—a))x =0, (4.10)
i=1
0L =C—a’ B =0. (4.11)

Supstitucijom @.9), @.10) i @.11) u (@.8)) dobivamo dualni optimizacijski problem:

N
W = —% Z(ai —a;)(aj — @){x;, xj)—

ij=1

(4.12)
N N
—£ Z(a,- +a))+ Zy,-(a[ — @;) — max,
=1 i=1
s ogranicenjima
N
a;—a;) =0,
;( ) (4.13)

a;,a; €[0,C].

Varijable §; i i smo eliminirali pomocu uvjeta (4.11). Iz gornje formulacije problema
proizlazi da je funkcija f sada dana sa

N
F) = > (e — @) x)y + b. (4.14)
i=1
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Za w vrijedi
N
w= (@ —a)). (4.15)
i=1

Iz uvjeta Kuhn-Tuckerovog teorema znamo da vrijedi

ai(e+& —yi+(w,x;) +b) =0,

(4.16)
ai(e+& +yi—(w,x)—b)=0,
i
(€ -z =0, 4.17)
(C—a))E = 0.

Iz gornjih uvjeta mozemo donijeti nekoliko vaznih zaklju¢aka. UoCavamo da se samo oni
primjeri (x;, y;) za koje vrijedi al(.*) = C nalaze izvan g-okoline funkcije f, odnosno imaju
greSku é—‘f*) razli¢itu od nule. Takoder, vrijedi a;a; = 0, to jest ne postoje primjeri za koje
su i ;1 a; razliCiti od nula jer bi u protivnome obje varijable greske bile nenula. Za
ozg*) € (0, C) imamo fg*) = 0 i drugi faktor u (4.16) mora biti nula. Iz toga proizlazi da za b
vrijedi:

b=y, —(w,x;)—¢&, zaa;€(0,0),

* (4.18)
b=y, —(w,x)+e zaa; €(0,0).

Kako za sve primjere strogo unutar &-okoline funkcije f ;i @} nestaju, odnosno drugi
faktor u je razli¢it od nule, oni ne sudjeluju u konstrukciji funkcije f. Preostale
vektore, kao 1 u slu€aju klasifikacije, nazivamo potporni vektori.

4.2 Funkcija rizika

Na samom pocetku predstavit ¢u osnovne pojmove iz teorije vjerojatnosti. Za vise
informacija o tome pogledati [8]. Za viSe informacija o funkciji rizika pogledati [9].

Osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti

Definicija 4.2.1. Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R je diskretna
slucajna varijabla na (Q, ¥, P) ako postoji prebrojiv skup S = {ay,as, ...} C R takav da je
(a) X(w) € S za sve w € Q;
b){X=a;}={weQ: X(w)=a;} € F zasve j€N.

Definicija 4.2.2. Neka je (QQ, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R je slucajna
varijabla na (Q, ¥, P) ako vrijedi

(X<x}={weQ: X(w)<xteF, VxeR.
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Definicija 4.2.3. Neka je (Q, 7, P) vjerojatnosni prostor i neka je X : Q — S =
={ay,as, ...} C Rdiskretna slucajna varijabla. Funkcija p : R — [0, 1] definirana sa

p(x) =P(X =x) =P({w € Q : X(w) = x})
Zove se vjerojatnosna funkcija gustoce slucajne varijable X.

Definicija 4.2.4. Neka je X slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru
(Q, 7, P). Funkcija distribucije od X je funkcija P : R — [0, 1] definirana sa

P(x)=P(X <x), xeR.

Napomena 4.2.5. Vjerojatnost da slucajna varijabla X poprimi vrijednost x i da sluc¢ajna
varijabla Y poprimi vrijednost y pisemo kao P(X = x,Y = y), odnosno krace P(x,y).
Uvjetna vjerojatnost P(y|x), odnosno vjerojatnost da varijabla Y poprimi vrijednost y, pod
uvjetom da je varijabla X poprimila vjerojatnost x definirana je kao

P(x,y)

P(ylx) = PO

Napomena 4.2.6. Dvije slucajne varijable X i Y su nezavisne akko za sve intervale A i B,
A, B C R, vrijedi
PXeAYeB)=PXeAPY €B).

Opcenito o funkciji rizika

Postavimo regresijski problem na drugaciji naCin. Pretpostavimo da su svi primjeri iz
skupa za uenje D iz (4.1]) uzorkovani nezavisno i iz iste zajednicke distribucije P(x, y). Ta
se pretpostavka oznacava sa iid. Funkciju f ¢emo traZiti tako da minimizira funkciju rizika

R(f) = f e vy FOO)p(x, ). 4.19)

c(x,y, f(x)) oznalava funkciju troska koja odreduje koliko ¢emo kaZnjavati pogreske s ob-
zirom na dani skup podataka 9. Kako problem ne znamo rijesiti egzaktno, koristit cemo
skup podataka D, koji nam je ve¢ poznat, kako bi aproksimirali traZeno rjeSenje. Integra-
ciju zamijenjujemo empirijskom procjenom i dolazimo do problema minimizacije empirij-

ske funkcije rizika
N

1
Remp(f) = 5 ) el yin fx). (4.20)

i=1
U slucaju kada imamo mali broj primjera u ulaznom prostoru sa velikom dimenzijom,
minimum empirijske funkcije rizika moze dovesti do prenaucenosti i loSe generalizacije.
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1z tog razloga potrebno je dodati izraz koji ¢e kontrolirati takve pojave. To nas dovodi do
regularizirane funkcije rizika

A
Rreg(f) = Remp(f) + EHW”Z’ (4.21)

gdje je A > 0 regularizacijski faktor.

Napomena 4.2.7. Regularizacija je metoda kojom se sprjecava prenaucenost modela, a
sastoji se od toga da se u funkciju koja odreduje pogresku direktno ugradi mjera sloZenosti
modela. Na taj se nacin zapravo sprjecava pretjerana sloZenost jer s njom raste i ukupna
pogreska. Regularizacijski izraz opcenito je oblika

A n
4 q
2 ;—1 [wil?,

gdje je A regularizacijski faktor. Sto je A vedi, to se vise kaznjavaju sloZeni modeli. Najcesce
uzimamo q = 2 zato sto je analiticki najpogodnije. To se naziva L,-regularizacija. Za q = 1
imamo Ly-regularizaciju.

Postavlja se pitanje kako odabrati funkciju troska c(x, y, f(x)). U slucaju &-SV regresije
imali smo

c(x,y, f(x) =1y = f(ls (4.22)
pa je minimizacija (@.21)) s funkcijom troska (@.22)) ekvivalentna minimizaciji (4.5)) (C =
1/AN). Nastoji se, opCenito, izbjeci koriStenje komplicirane funkcije troska jer moze do-
vesti do zahtjevnih optimizacijskih problema. Takoder, cilj nam je zadrZati konveksnost
kako bi mogli koristiti poznate rezultate iz teorije optimizacije koji se oslanjaju na to svoj-
stvo. Idealno je koristiti funkciju troSka koja najbolje odgovara skupu podataka s kojim
radimo.

Ako pretpostavimo da za podatke iz uzorka vrijedi

vi=gx)+é&, i=1,...,N, (4.23)

gdje je g neka funkcija, a & Sum 1 ako je p gusto€a vjerojatnosti Suma, optimalna funkcija
troSka u smislu maksimalne izglednosti bila bi

c(x, y, f(x)) = —log p(y = f(x)). (4.24)

Izglednost skupa podataka

Dy = {(x1, f(x1), ..., (xy, fxy)} (4.25)
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Funkcija troska Funkcija gustoce
g-robusna c(é) = él: P& = 5 exp(=éle)
Laplaceova c(&) = €l PE&) = 5 exp(-I€l)
Gaussova c(¢) = 18 P& = —=exp(-5)

Hubertova

C®:{%@% all <o NQW¥WG%LZMQST

€l — %, inace exp(5 — I¢]), inace

polinomijalna c(é) = élgl” pé) = #/p) exp(—I|é”)

1

po dijelovima (&) = {Wp_l &r, zalfl<o oE) {eXp(—,%;’-l), zalfl <o

polinomijalna €] - a‘%l, inace

exp(GpT?l — &), inacde

Tablica 4.1: Poznate funkcije troSka i odgovarajuée gustoce

pod pretpostavkom da postoji Sum i da su podaci iid je

N N N
POAD) = | | Pl yi)) = | | PGy = | | poi = £, (4.26)
i=1 i=1 i=1

Maksimizacija P(D;|D) je ekvivalentna minimizaciji —log P(D|D), pa iz (4.24) dobi-

vamo
N

~log P(DD) = D c(xi,yiy f(xi). (4.27)
i=1

No, na gore opisan nacin mozemo doci do funkcije troska koja nije konveksna, pa joj stoga
moramo naci odgovarajuu konveksnu zamjenu.

Rjesavanje jednadzbi

Zbog jednostavnosti dodatno ¢emo pretpostaviti da je ¢ simetri¢na i da ima najvise dva
prekida u +&, & > 0 u prvoj derivaciji 1 da je nula na intervalu [—¢, €]. Sve funkcije troSka
iz tablice d.1] su takvog oblika. ¢ je, dakle, oblika

_Jo. zaly- f< e
o, f00) = {E(ly — f@)|—#). inate. (+:28)

Uocavamo sli¢nost sa e-robusnim gubitkom. Ovaj izbor moZemo generalizirati na opce-
nitije konveksne funkcije trosSka. Za funkcije koje nisu nula na [—¢, €] uvodimo dodatne
varijable. Za svaki uzorak moZemo izabrati razliCite funkcije troska ¢;, ¢} i razliCite &;, €.
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Takoder, mozemo dodati viSe Lagrangeovih multiplikatora u slu¢aju dodatnih prekida.

Analogno kao u #.5) dolazimo do problema konveksne optimizacije. Drzat emo se
iste notacije i koristit éemo konstantu C (umjesto normalizacije sa A i N) radi jednostav-
nosti. Racunamo:

N
e ;«?@) +3E)) — min, 4.29)

s ogranicenjima
yi—{w,x)—b<e+&,
W, x)+b—-y <e+&, (4.30)
&6 > 0.

Koristimo Lagrangeovu funkciju i dolazimo do problema dualne optimizacije:

N
W = —% Z(ai —a;)(a; — @)){x;, xj)+

ij=1

N (4.31)
+ Z(yi(oz,- —a;) —&la; + a))+
i=1
+C(T(&) + T(&))) — max,
gdje je
N
v ;(a" T @)%, 4.32)
T(§) := (&) — £0:¢(8),
s ograni¢enjima
Tihiai—ap) =0,
& = inf{§|Co:C > a},
a,é > 0.

Primjeri

PokaZimo gornji racun na primjerima iz tablice Konkretno, na dva primjera ¢emo
pokazati kako se (.31)), (4.32) i (4.33) mogu dalje pojednostaviti do oblika koji je primje-
njiv u praksi. U slucaju e-robusne funkcije, to jest ¢(¢) = €] imamo

T =¢-€-1=0. (4.34)
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g a CT(a)
e-robusna e#0| a€[0,C] CT(a)=0
Laplaceova | e=0| a €[0,C] CT(a)=0
Gaussova | &=0| a € [0, ) CT(a) = —3C'd?
Hubertova [e=0]a€[0,C] | CT(a)=—-30C"'a?
polinomijalna | £=0 | @ €[0.00) | CT(a) = -ZLC 7107
po dijelovima RIS
) B e=0|acl0,C] | CT(a)=-E0cCriagr
polinomijalna P
Tablica 4.2: Vrijednosti izraza u konveksnoj optimizaciji u ovisnosti o izboru funkcije
gubitka

1z §:¢(¢) = 1 zakljuCujemo
¢ =inf{é|C > a} = 01istoga a € [0,C]. (4.35)

U slucaju po dijelovima polinomijalne funkcije gubitka razlikujemo dva razlicita slucaja:
¢ <oié > 0. Uprvom sluaju imamo

1 1 -1
TE) = ——¢& - —& = L glrgr (4.36)
por- or! p
1€ ={4Co'Per! > a} = ocC 7T i stoga
- 1 P P
T¢) = -2 o e, 4.37)
p
U drugom slucaju (¢ > o) imamo
-1 -1
T =¢-ol— =L (4.38)
p p
i
& =nf{é|C > a} = oistogaa € [0,C]. (4.39)
Ta dva slucaja mozemo sjediniti u
- 1 )4 P
@ e[0,CliT(@) = -L—oC e, (4.40)
p

Uocavamo da maksimalni nagib funkcije ¢ odreduje vrijednosti koje @ moze postiéi. U
slucaju s := supep+ 0C(§) < oo dobivamo kompaktne intervale [0, Cs] za @. To znaci da je
utjecaj jednog primjera ogranicen, $to vodi do robusnijih procjenitelja.

Vazno je napomenuti da ¢emo u slucajevima kada je € = 0 izgubiti prednost rijetke
dekompozicije, Sto je problemati¢no u slucajevima kad imamo veliki skup podataka jer
znatno usporava proces predikcije.



Poglavlje 5

Nelinearni rezultati koristenjem jezgri

U ovom poglavlju razmatramo postupak kojim metoda potpornih vektora daje neline-
arne rezultate, $to je pogodno u klasifikaciji kada primjeri nisu linearno odvojivi i regresiji
u slucaju da funkcija koju trazimo nije linearna. Nelinearnost se, na primjer, moze postici
tako da se primjeri za uCenje preslikaju u neki prostor vece dimenzije kojeg nazivamo
prostor znacajki i oznatavamo sa 7 :

O X—>F.

Cilj nam iskoristiti dosadasnje metode pronalaska rjeSenja u prostoru znacajki, Sto Ce re-
zultirati nelinearnim rjeSenjima u ulaznom prostoru.

Primjer 5.0.1. Preslikavanje ® : R* — R? dano sa
O(x1, %) = (x7, V2x102, 33) (5.

je primjer preslikavanja sa ulaznog prostora R* u prostor znacajki R®. Indeksi elemenata
u ovom slucaju oznacavaju komponente u vektoru x € R2. Ucenje (linearnom) metodom
potpornih vektora na podacima koji su prethodno prebaceni u prostor znacajki na ovaj
nacin rezultira kvadratnom funkcijom. Na slici|5.1|je prikazano preslikavanje pomocu ®

primjera sa slike

Preslikavanje poput ovoga iz primjera [5.0.1 moZe postati racunalno zahtjevno ako se
radi o preslikavanju u znacajke polinomijalnog tipa velikog stupnja i u prostor znacajki
velike dimenzije jer je broj razli¢itih znacajki dan sa (d+[’; H), gdje je d dimenzija prostora,
a p stupanj polinoma.

Za viSe informacija o koriStenju jezgri pogledati [9]].

34
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Slika 5.1: Primjeri sa slike [3.2] preslikani pomocu preslikavanja iz primjera[5.0.1]

5.1 Implicitno preslikavanje koriStenjem jezgri

Na primjeru [5.0.T] uo¢avamo da vrijedi:
(D(x), D(x)) = <(x%, \/Exlxz, x%), (x’lz, \/Ex'lxg, x§2)> = (x, x')%. (5.2)

Kako znamo da ¢e se u dualnome problemu metode potpornih vektora preslikani vektori
®(x) uvijek pojavljivati u obliku skalarnog produkta, to nam omogucéava uvodenje tzv.
Jjezgrenog trika. Umjesto eksplicitnog preslikavanja @(-) uvodimo funkciju

k(x, x') := (@(x), P(x'))
koju nazivamo jezgrenom funkcijom. To nam omogucava da regresijski optimizacijski pro-

blem napiSemo u obliku:

1 N
—3 D@ - a))(@; - k(i x))-

ij=1

N N
—-£ Z(ai +a))+ Zyi(ai —a}) - max
i=1 i=1

(5.3)
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s ogranicenjima

N
—a) =0,
;(a @) (5.4)
a;,a; €[0,C].
Zawi f vrijedi
N
W= (@ - a))D(x), (5.5)
i=1
N
F) = D (e = a)k(x, x) + b. (5.6)

i=1
Analogno, u klasifikaciji, u optimizacijskom problemu, skalarni produkt zamijenimo
jezgrenom funkcijom k. U tom slucaju je optimalna hiperravnina iz (3.66)) oblika

N
Z @0yik(x;, x) + by = 0. (5.7)
i=1

Uocavamo da koriStenjem jezgri w vise nije eksplicitno dana.
U nelinearnom slucaju, optimizacijski problem odgovara pronalaZenju funkcije s naj-
manjim mogu¢im nagibom u prostoru znacajki, a ne u ulaznom prostoru.

5.2 Upvjeti za jezgre koje koristimo u metodi potpornih
vektora

Postavlja se pitanje koje funkcije k(x, x") odgovaraju skalarnom produktu u nekom
prostoru znacajki F .
Neka je Q C R” otvoren skup opskrbljen Lebesgueovom mjerom nasljedenom iz R”.

Definicija 5.2.1. Za p € R, 1 < p < oo, definiramo
LP(Q)={f:Q—> R : fjeizmjerivai flf(x)lpdx < oo}.
Q

1
L?(Q) je normiran prostor s normom || f1.r) = ( fg |f (x)|”dx) ",
Definicija 5.2.2.

L¥(Q) ={f:Q —> R : fjeizmjeriva i postoji konstanta C tdj. |f(x)| < C s.s}
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L>(€) je normiran prostor s normom || f1|z~q) = Inf{C : [f(x)| < C s.s}.
Definicija 5.2.3. ¢! = {(x,), € F' : 32, |x,| < o0}

' je normirani prostor s normom ||x|; = Doy 1xal.
Za vise detalja o prethodnim definicijama pogledati [2].

Teorem 5.2.4. (Mercer). Neka je k € L*(X?) takav da je operator Ty : L*(X) — L*(X),
Tif) = [ ke o) (58)
X

pozitivno definitan. Neka je y; € L*(X) svojstvena funkcija od Ty koja odgovara svojstve-
noj vrijednosti A; # 0 i neka je ||yl = 1. Sa w_] je dana njena kompleksno konjugirana
vrijednost. Tada

(a) (A(T)); € L',

(b) yj € L¥(X) i sup; |yl < oo,

(c) k(x,x") = Yjen A jml// i(X") vrijedi za skoro sve (x,x") gdje niz konvergira apso-
lutno i uniformno za skoro sve (x, x’).

Drugim rijecima, teorem znaci da ako

f k(x, X)) f() f(x)dxdx >0, Vfe LX), (5.9)
XxX

k(x, x") predstavlja skalarni produkt u nekom prostoru znacajki. Iz toga proizlaze neka
svojstva koja imaju jezgre koje zadovoljavaju Mercerovo svojstvo. Takve jezgre nazivamo
SV prikladne jezgre. Za viSe detalja o Mercerovom teoremu pogledati [10].

Korolar 5.2.5. (Linearna kombinacija jezgri). Neka su ki(x,x") i ko(x,x") SV prikladne
jezgreicy,cp >0, tada je i

k(x,x") := c1ki(x, X') + coka(x, x7) (5.10)
SV prikladna jezgra.
Korolar slijedi direktno iz svojstva linearnosti integrala.

Korolar 5.2.6. (Integral jezgre). Neka je s(x,x") funkcija simetricna u argumentima na
X X X, tada je

k(x,x') := f s(x, 2)s(x’, 2)dz (5.11)
X

SV prikladna jezgra.
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Korolar slijedi iz i (5.11) zamjenom poretka integracije.
Za jezgre koje su tipa skalarnog produkta , to jest k(x, x") = k({x, x")) postoje dovoljni
uvjeti da bi bile SV prikladne jezgre.

Teorem 5.2.7. Svaka jezgra koja je tipa skalarnog produkta k(x,x") = k({x,x)) mora
zadovoljavati

k(&) >0 (5.12)
0¢k(€) 2 0 (5.13)
Oek(€) + E0:k(€) = 0 (5.14)

za svaki & > 0 kako bi bila SV prikladna jezgra.

Uvjeti iz teorema su nuZni ali ne i dovoljni.
Iz skupa primjera za uenje D iz (&.1)) moZemo konstruirati simetri¢nu N X N matricu

k(xi,x1)  k(xi,x2) ... k(x1,xy)
_ k(xz, x1)  k(x2,x2) ... k(x2,xn)
k(xn, x1) k(xy,x2) ... k(xn,xy)

koju nazivamo jezgrena matrica.
Prema Mercerovom teoremu, ako je K pozitivno semidefinitna, to jest Yx # 0, x'Kx > 0
za svaki D, tada k zadovoljava Mercerovo svojstvo.

5.3 Primjeri jezgri koje koristimo u metodi potpornih
vektora

Eksplicitnim racunanjem preslikavanja mozZe se pokazati da su homogene polinomi-
jalne jezgre
k(x, x') = (x, x')P, (5.15)

gdje je p € N, SV prikladne jezgre. 1z toga moZemo zakljuciti da su i nehomogene polino-
mijalne jezgre
k(x,x") = ({x, X'y + ¢)’, (5.16)

gdje je p € N, ¢ > 0, takoder SV prikladne jezgre. To se moZe vidjeti ako k napiSemo kao
sumu homogenih jezgri i primjenimo korolar[5.2.5]
Jos jedna jezgra koja se Cesto koristi u praksi je jezgra tangensa hiperbolnog

k(x,x') = tanh (& + ¢(x, X')). (5.17)
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Iz teorema [5.2.7] vidi se da za © < 0 ili ¢ < 0 jezgra ne zadovoljava Mercerovo svojstvo.
Jedan od najvaZnijih primjera su radijalne bazne funkcije oblika

k(x, x') = k(llx = XD,
koje ovise iskljucivo o udaljenosti medu primjerima. Gaussova jezgra

llx — x|

o) = expl=yl - xIP), (5.18)

k(x,x") = exp{ -
poseban je slu¢aj radijalne bazne funkcije. Parametar y = 1/20 predstavlja preciznost.
Na temelju udaljenosti primjera u ulaznome prostoru Gaussova jezgra odreduje slicnost u
prostoru znacajki. Kako se za slicne primjere k(x, x") priblizava 1, ti primjeri su blizu i u
prostoru znacajki. S druge strane, velika udaljenost primjera u ulaznom prostoru rezultira
ortogonalnoscu u prostoru znacajki. To proizlazi iz ¢injenice da se k(x, x") priblizava nuli.
Velika vrijednost parametra y moZe dovesti do toga da su svi primjeri u prostoru znacajki
medusobno ortogonalni §to vodi do prenaucenosti pa je stoga nuzno u praksi odabrati po-
voljan . Suprotno, mala vrijednost moZe dovesti do podnaucenosti.



Poglavlje 6

Implementacija

U ovom poglavlju predstavit ¢u Siru sliku metode potpornih vektora u regresiji, neke
probleme prilikom implementacije i algoritam koji se najcesée koristi u rjeSavanju pro-
blema. Za vise detalja o ovome pogledati [9] i [6]].

6.1 Sira slika

Ulazni podaci, za koje trebamo napraviti predikciju, preslikavaju se u prostor znacajki
preslikavanjem ®. Zatim se racunaju skalarni produkti sa slikama primjera iz skupa za
ucenje koje smo takoder dobili iz preslikavanja @. To odgovara pronalazenju vrijednosti
jezgrene funkcije k u tim to¢kama. Konacno, skalarni produkti, odnosno vrijednosti jez-
grene funkcije, sumiraju se sa teZinama «;—a;. Ako dodamo konstantu b dobijemo konacni
izlaz.

Slika [6.1] prikazuje kako metoda potpornih vektora izabire funkciju s najmanjim
moguéim nagibom medu onima koje aproksimiraju dani skup podataka sa odabranom pre-
ciznoS€u. lako zahtjevamo da je funkcija najravnija u prostoru znacajki, izrazito je ravna i
u ulaznom prostoru, no vise o tome zasto je to tako moZzete pronaci u [9].

Slika pokazuje odnos izmedu kvalitete aproksimacije 1 broja potpornih vektora.
Manja preciznost rezultira manjim brojem potpornih vektora. Sve preostale tocke skupa za
ucenje su redundantne, to jest bez tih primjera bi dobili istu aproksimaciju.

Na slici@moiemo vidjeti kojim intenzitetom Lagrangeovi mutiplikatori a; i a; povla-
¢e 1 guraju aproksimaciju unutar e-okoline. Te "sile” se aktiviraju samo u slu¢ajevima kada
aproksimacija dira ili potencijalno izlazi iz unaprijed odredene okoline. To je direktna ilus-
tracija djelovanja uvjeta Kuhn-Tuckerovog teorema: ili je regresija unutar okoline pa su
Lagrangeovi multiplikatori nula ili moramo primjeniti silu u obliku @; # 01 @ # 0 kako bi
uvjeti bili zadovoljeni.

40
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10 — sincix) === aproksimacija
10 sincixj+0.1

0.8 — sinc(x)-0.1
o0&

06 06

04 04

02 0z
00

0o
=02

-0.2

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
12 —=- aproksimacija 15 —=- aproksimacija
sinc(x)+0.2 sinc(x)+0.5

— sinc(x)-0.2 — sinc(x}-0.5

NI ; ; : M ; ; :

Slika 6.1: Gornji lijevi graf: Originalna funkcija sinc x, gornji desni graf: aproksimacija sa
e = 0.1 preciznos¢u, donji lijevi graf: &€ = 0.2, donji desni graf: &€ = 0.5.

6.2 Problemi u implementaciji

Klasifikacijski optimizacijski problem (3.64)) s ograni¢enjima (3.63)) moZemo zapisati
u matricnom obliku:
- 0.5¢"Ha + p"a — max, 6.1)

s ogranic¢enjima
yTa/ =0,

. (6.2)
OSQ’,‘SC lzl,...,N,

gdje je @ = [a), @, ...,ay]’, H N x N Hesijan takav da je H;; = y;iyi{xi, xj), odnosno, u
slu¢aju da imamo jezgrenu funkciju k umjesto skalarnog produkta, H;; = y;y;k(x;, x;), a p
je vektor N jedinica p = [11...1]".
Regresijski optimizacijski problem (5.3) s ograni¢enjima (5.6) moZemo zapisati u ma-
tri¢nom obliku:
0.5¢" Ha + pa — min, (6.3)
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

N ; : T3 ; ; :

Slika 6.2: Gornji lijevi graf: puna linija predstavlja aprosimaciju, manje crne tocke skup
podataka, a vecCe crvene potporne vektore za € = 0.5, gornji desni graf: € = 0.2, donji ljjevi
graf: £ = 0.1, donji desni graf: £ = 0.02.

gdje je @ = [ay, @2, ...,an,a],a5,...,ay], H, Hesijan, 2N X 2N matrica oblika H =[K
—K;—K K] gdje je K N X N matrica takva da je K;; = (x;, x;), odnosno K;; = k(x;, x;). p je
oblika p = [e =y, €= Yy2,...,€ = YN, E+ V1,E + Y2, ..., € + yy]. OgraniCenja (5.6) ostaju
1sta.

Kada je skup podataka izrazito velik (na primjer N > 2000) problem kvadratnog pro-
gramiranja postaje zahtjevan. Ako klasificiramo skup za ucenje od 50000 primjera, matrica
H, koja je gusto popunjena i loSe uvjetovana pa Cesto zahtjeva regularizaciju (dodavanje
malih vrijednosti na dijagonalu), ima 2, 5 - 10° elemenata. U slu¢aju da koristimo 8-bajtnu
floating point reprezentaciju potrebno je 20000 megabajta memorije, $to je izrazito puno.
To je glavni nedostatak metode potpornih vektora.
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=== aproksimacija
----- alpha

15

10

o5

oo : N

= 3 ; : ;

Slika 6.3: Sile koje zadrZzavaju aproksimaciju unutar e-okoline

6.3 Komadanje i SMO algoritam

Komadanje

Postupak se oslanja na ¢injenici da su jedino potporni vektori kljucni za formiranje re-
zultata, odnosno kada bi bili dani samo potporni vektori dobili bi identi¢no rjeSenje kao u
slu¢aju da smo imali na raspolaganju cijeli skup za u€enje. Kako nam prije rjeSavanja pro-
blema nije poznato koji su vektori iz skupa za u€enje potporni, po€injemo sa proizvoljnim
podskupom skupa za ucenje, to jest prvim komadom koji je dovoljno mali s obzirom na
memoriju racunala. U¢imo model na tim podacima, zadrZavamo samo potporne vektore a
ostatak nadopunjavamo primjerima na kojima bi trenutni procjenitelj dobivao greske (npr.
podaci izvan g-okoline u slucaju regresije). Model u¢imo na novim podacima i ponavljamo
iteracije sve dok nisu zadovoljeni uvjeti Kuhn-Tuckerovog teorema za sve primjere.

Neka je S,, C {1,...,N} skup oznaka primjera koje koristimo za ucenje modela, a
S¢ c {l,...,N} skup oznaka fiksiranih primjera. Vrijedi da je §,, U S, = {I,...,N} i
Sy NSy = 0. Uzmimo primjer regresije s konveksnom funkcijom troSka. Jedini nekva-
dratni dio pojavljuje se u »; T'(a;) + T(a;). Bez smanjenja opCenitosti pretpostavit cemo
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dajee # 0ia € [0,C]. Problem @.31) s ograni¢enjima (4.33) mozemo zapisati kao

1
-3 DG apay - o x)+

i,jeSw

+ Z(ai - a?)(y,- - Z(a,,- — @)%, xj>)+ (6.4)
i€S,, JjeSy
+ ) (=el; + af) + C(T(a) + T(@}))) — max,

i€S,,

s ogranicenjima
Dlei—ap) == (@-a),
i€S i€S ¢ (6.5)
a; € [0, C]

SMO algoritam

John C. Platt predloZio je 1999. godine SMqﬂ algoritam koji komadanje dovodi do ek-
strema iterativno birajuci podskupove veliCine 2. Pokazalo se da je taj nacin i do nekoliko
puta brzi od klasi¢nog komadanja. Kljuc je u tome da se za skup veli€ine 2 optimizacijski
problem moZe rijeSiti analiticki, bez koriStenja kvadratnih optimizatora.

U slucaju regresije algoritam se koristi samo za e-robusnu funkciju gubitka jer je za
vecinu ostalih konveksnih funkcija gubitka nemoguce dobiti eksplicitno rjesenje.

Promatramo problem u slucaju dva indeksa (i, j) u §,, skupu. C; moze biti
razli¢it za svaki primjer (moze se Cak razlikovati za a; 1 @}). Definiramo pomocnu va-
rijablu s := y;y; za klasifikaciju (y; € {—1,1}). Za regresiju razlikujemo Cetiri slucaja:
(@i, a;), (ai,a;), (a7, a)), (aj,a;). Neka je s = 1 u prvom i zadnjem slucaju, a u ostalima

s = —1. Iz ograniCenja sumacije za klasifikaciju imamo
s + @ = sa " + i =1y, (6.6)

a za regresiju

(ai _ Cl;k) + (aj _ aj) — (astari _ a?stari) + (a;mri _ a;smri) =. (67)

Kako je a/;*) € [0, C;*)] tada a/f*) € [L,H] gdje su L i H dani u tablicama i 6.2
Sada je potrebno rijeSiti optimizacijski problem analiticki za dvije (odnosno Cetir1 u slucaju
regresije) varijable. Definiramo ¢; kao gresku trenutne hipoteze na primjeru x;

i =yi—fx)=yi— [Z k(x;, Xj)(Oli - Ol}k) +b|. (6.8)
j=1

!'Sequential Minimal Optimization (eng. sekvencijalna minimalna optimizacija)
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‘ Yi#Yj \
L = max(0,y)
H = min(C;,y + C))

L Yi=Y;
L = max(0,y - C))
H = min(C;, y)

Tablica 6.1: Ogranic¢enja domene za klasifikaciju

a;

L= max(()J, v)

H = min(C;, C; +y)
L = max(0, -y — C})
H = min(C;, —y)

| 2 | o] |

L = max(0,y - C))

“ | H=min(C,y)

L = max(0, —y)

i H = min(C;, -y + C))
Tablica 6.2: Ogranicenja domene za regresiju

Pomocu toga definiramo

Vii=Yis Z(aa —@,)Kia + b
a#i,j (6.9)

=@ + (a,;vtari _ a,;_kstari)Kii + (a;tari _ a/j_stari)Ki.

pa vrijedi
Vi — Vj - ')/(Klj - K]]) =% ’}/j + (a,;vtari - a,;kstari)(Kii + K]] - ZKU) (610)

Ako ograni¢imo na (i, j) imamo

1 CL’i—CY;-k ! K Kij a,-—a/;‘ +V(C¥ a,*)+

2 a;— j Kj[ ij a/j—ozj. e i (611)

+vi(a; —a)) —&le; + a; + @ + ;) > max,
s ograni¢enjima
(@ — ) +(@; - ) =
Ime=Y (6.12)

. .
@, a;,aj, aj € [0, C]
Nadalje, potrebno je eliminirati «;, ; koristeci ograniCenje sumacije. Zanemarujuci dije-
love neovisne o cyl(.*) dolazimo do problema

1 .
—E(CYI' - a?)2(K,~,~ + ij - ZKij) - S(Cl’l' + G’;k)(l - S)+ (613)

+(a; — a;)(v; —v; — ¥(K;; — Kjj)) — max,
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Vi—yi— (K_K) N D -
@, a; VTR TR a,istarz + Pi—pj

1 D
x vi—v;—y(Ki;—Kjj)-2¢ _ Qi 4 pi—p;j—2¢

a;,
J Ui ! /]
(1’:(’ (l’j Vj—vl'+’y(Kij—ij)—28 — aiksmri _ t,Dl'—t,Dj+28
Ui ! Ui
at, vty K=K stari _ $im$i
! J 1 ! i

Tablica 6.3: Maksimum problema kvadratnog programiranja

s ogranicenjima
o e [LW, H™]. (6.14)

Maksimum (6.13)) u ovisnosti o @;, @ vidimo u tablici[6.3] Definiramo 1 := K;; + K;;—2K;;.
Sve sto treba ponovo izraCunati je ¢}*" — ¢}”*" 1 to na nacin

(p;mvi _ (p;govi — gthari _ ((ar_wvi _ a/#fnovi) _ (a/‘_stari _ a?stari))(Kii _ Kij)_

l l l

_ QO;m”‘ _ ((a,?ovi _ ;novi) _ (a;tari _ a/;stari))(Kij _ ij) (615)

= pari _ ‘p;fovi — (@ = @y — (@t — gy,

Zbog numericke nestabilnosti moZe se dogoditi da je n < 0. Kako k& mora zadovolja-
vati Mercerovo svojstvo, u takvom slucaju n = 0. Optimalna vrijednost «; lezi na grani-
cama H ili L. Odgovarajucu granicu moZemo odabrati racunajuci gradijent ili jednostavno
uvrStavajuci vrijednosti u funkciju cilja.

Postavlja se pitanje kako pravilno odabrati indekse (i, j) kako bi maksimizirali funkciju
cilja. Koristimo se dvijema petljama. Za indeks i vanjska ide po svim primjerima koji ne
zadovoljavaju uvjete Kuhn-Tuckerovog teorema, prvo samo po onima gdje Lagrangeovi
multiplikatori nisu ni na donjoj ni na gornjoj granici. Kada su ti zadovoljeni ide po svim
primjerima koji ne zadovoljavaju Kuhn-Tuckerove uvjete. Prebacujemo se na indeks j. Za
velike korake prema minimumu potrebno je traZiti velike korake u ;. Kako je racunalno
skupo racunati n za sve moguce parove (i, j) maksimiziramo apsolutnu vrijednost brojnika
u tablici [6.3] Biramo onaj indeks j koji odgovara maksimumu apsolutne vrijednosti.

SMO algoritam ne daje automatski vrijednosti za b, no ako je barem jedna od varijabli
ag*) 1 ai.*) unutar granica mozemo koristiti (4.18)). Ako to nije slucaj postoji cijeli interval
(npr. [b;, b;]) unutar kojeg mozemo traziti odgovarajuce vrijednosti za b. Tada jednostavno
uzimamo b = b’;bj
U dodatku A u [9] nalazi se pseudokod za ovaj algoritam u regresiji.
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Primjeri u analizi teksta

U ovom poglavlju ¢u na dva primjera prikazati koriStenje metode potpornih vektora.
Primjeri su pisani u programskom jeziku Python, a metoda je implementirana preko scikit-
learn biblioteke o kojoj viSe mozete pronaci na [1].

Prije svega potrebno je definirati mjere to¢nosti. Pretpostavimo da imamo binarnu kla-
sifikaciju na pozitivne i negativne primjere. Primjeri koji su ispravno klasificirani su tocno
pozitivni (TP) 1 to¢no negativni (TN). Neispravno klasificirani primjeri su lazno pozitivni
(FP) i laZzno negativni (FN).

Tocnost je udio to¢no klasificiranih u skupu svih primjera:

T TP+TN
"~ TP+TN+FP+FN’

Preciznost je udio tocno pozitivnih u skupu pozitivno klasificiranih primjera:

TP

P= .
TP+FP

Odziv je udio to¢no pozitivnih primjera u skupu svih pozitivnih primjera:

_ TP
~ TP+FN’

F, mjera je harmonijska sredina preciznosti i odziva:

2 2PR

F, = -,
! + P+R

L4 1
PTR

F, mjera je dobar kompromis izmedu preciznosti i odziva i Cesto se koristi kao mjera
toCnosti.
0 — 1 pogreska pokazuje udio pogresno klasificiranih primjera.

47
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Analiza filmskih kritika sa IMDDb web stranice

IMDb je web stranica na kojoj korisnici mogu pisati filmske kritike i ocjenjivati filmove
ocjenama od 1 do 10.

Sa [/] preuzeo sam skup podataka koji se sastoji od 25000 kritika. One s ocjenom
<= 4 oznacene su kao negativne, dok su one s ocjenom >= 7 oznacene kao pozitivne. Za
pojedini film nije dozvoljeno vise od 30 kritika.

Primjer pozitivne kritike je:

”Bromwell High is nothing short of brilliant. Expertly scripted and perfectly delivered,
this searing parody of a students and teachers at a South London Public School leaves you
literally rolling with laughter. It’s vulgar, provocative, witty and sharp. The characters are
a superbly caricatured cross section of British society (or to be more accurate, of any so-
ciety). Following the escapades of Keisha, Latrina and Natella, our three "protagonists”
for want of a better term, the show doesn’t shy away from parodying every imaginable
subject. Political correctness flies out the window in every episode. If you enjoy shows that
aren’t afraid to poke fun of every taboo subject imaginable, then Bromwell High will not
disappoint!”

Primjer negativne kritike je:

”Ned aKelly is such an important story to Australians but this movie is awful. It’s an
Australian story yet it seems like it was set in America. Also Ned was an Australian yet he
has an Irish accent...it is the worst film [ have seen in a long time”

Kritike sam vektorizirao pomocu TfidfVectorizer metode koja se nalazi u scikit-learn
biblioteci. Ona mjeri frekvenciju pojavljivanja svake rijeci i skalira ih na na¢in da smanji
utjecaj onih rijeci koje se pojavljuju cesée (poput rijeci the). Svaka komponenta vektora
predstavlja jednu rije€. Tako su kritike postale tocke u prostoru dimenzije 74849.

Podijelio sam skup podataka na skup podataka za ucenje i skup podataka za testiranje
na nacin da sam nasumicno odabrao 80% primjera za ucenje iz cijelog skupa.

Ucenje sam proveo pomocu S VC metode u kojoj je implementirana metoda potpornih
vektora za klasifikaciju. Za parametar C odabrao sam vrijednost 1. Kako je broj znacajki
znantno veci od broja primjera odlucio sam se za linearnu klasifikaciju.

Na skupu primjera za testiranje izracunao sam tocnost i F; mjeru. Toc¢nost je 0.895, a
F; mjera 0.896. Usporedbe radi, u slu¢aju polinomijalne klasifikacije stupnja 2 klasifikator
je sve primjere iz skupa za testiranje oznacio kao negativne pa je to¢nost 0.497.
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Identifikacija neZeljene elektronicke posSte (spam)

Nezeljena posta podrazumijeva elektroni¢ke poruke najéesce komercijalnog karaktera
koje nerijetko nastoje obmanuti primatelja. Zbog toga je potrebno nezeljenu postu odvojiti
od korisnih poruka, odnosno klasificirati svu poStu na onu koju primatelj Zeli otvoriti i onu
koju ne Zeli.

Sa [S] preuzeo sam skup podataka koji se sastoji od 4601 vektora sa 58 komponenata
koji su nastali vektoriziranjem elektonickih poruka. Prvih 48 komponenata predstavljaju
postotak pojavljivanja odredenih rijeci u poruci. Sljedec¢ih 6 oznacavaju postotak pojavlji-
vanja odredenih znakova. Komponenta nakon predstavlja prosjecnu duljinu neprekidnog
niza velikih slova, zatim sljede¢a pokazuje najvecu duljinu neprekidnog niza velikih slova.
Komponenta nakon predstavlja ukupnu koli¢inu velikih slova. Posljednja komponenta je
nominalna i pokazuje je li poruka neZeljena ili ne.

Skup podataka sam opet nasumic¢no podijelio na skup za ucenje i skup za testiranje na
nacin da je 60% primjera u skupu za ucenje.

Kako je broj znacajki u ovom primjeru znatno manji od broja primjera odlucio sam se
za Gaussovu jezgru. Na temelju 0—1 pogreske proveo sam unakrsnu provjeru za parametre
C iy, tojest za svaki C € {27°,27%,...,2} i za svaku y € {271°,2714, ... 23} u¢io sam
model pomocu ugredene S VC metode i ratunao 0 — 1 pogresku na skupu za ucenje i skupu
za testiranje. Iz najmanje pogreske na skupu za testiranje koja iznosi 0.077 zaklju¢io sam
da je optimalni C = 2!!, a optimalni y = 27!3, Rezultate unakrsne provjere moZemo vidjeti
na slici Na njoj je prikazana ovisnost pogreske o parametrima C i y. Sto je podrudje
svjetlije to je pogreSka manja.
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Pogretka ucenja

Ispitna pogretka
10 A 10 4 \ \
o 1 o 1 [

Slika 7.1: Ovisnost 0-1 pogreske ucenja i 0-1 ispitne pogreSke o parametrima C 1 y. Na
osima su ispisani eksponenti broja 2.

otl0
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Sazetak

Metoda potpornih vektora jedna je od tehnika nadziranog ucenja koja probleme klasi-
fikacije i regresije transformira u probleme kvadratnog programiranja. Osnovna ideja tih
dviju glavnih zada¢a nadziranog ucenja nalazi se u prvom poglavlju. Koristeéi teoreme iz
teorije optimizacije, koje sam predstavio u drugom poglavlju, metoda potpornih vektora
formulira hipotezu pomocu dijela primjera iz skupa za u€enje koje nazivamo potporni vek-
tori. U treem i Cetvrtom poglavlju opisao sam kako se dolazi do tih rezultata.

Dualna formulacija problema kvadratnog programiranja omogucéila nam je da za rjesa-
vanje problema koji zahtjevaju nelinearna rjeSenja uvedemo jezgrene funkcije. Svojstva
1 primjeri jezgrenih funkcija koje se koriste u metodi potpornih vektora opisani su u pe-
tom poglavlju. U pronalasku korisnih jezgara kljuan se pokazao Mercerov teorem. U
Sestom poglavlju pokazao sam neke probleme na koje nailazimo u implementaciji metode
na racunalu i kako se to uspjesno rjeSava primjenom iterativnih postupaka poput SMO al-
goritma.

Napokon, u posljednjem poglavlju pokazao sam kako se metoda potpornih vektora
koristi u analizi teksta. U prvom primjeru sam pomocu IMDb kritika filmova napravio
klasifikacijski model koji predvida je li kritika pozitivna ili negativna. U drugom primjeru
napravio sam klasifikacijski model koji nam govori je li elektroni¢ka poruka neZeljena ili
ne. Takoder, pokazao sam kako parametri C iy i odabir prave jezgrene funkcije utjecCu na
tocnost modela. Na ovim primjerima lako se vidi da je metoda potpornih vektora jednos-
tavan ali mocan alat za rjeSavanje klasifikacijskih zadataka.



Summary

Support vector machine is a supervised learning technique which transforms classifica-
tion and regression problems in quadratic programming ones. Basic idea of these two main
tasks of supervised learning is written in chapter one. Using theorems from optimization
theory, which I presented in chapter two, support vector machine formulates hypothesis
using only part of training dataset which we call support vectors. In chapters three and
four I described a way to get to these results.

Dual formulation of quadratic programming problem gave us the ability to use kernel
functions in solving problems that require nonlinear solutions. Characteristics and exam-
ples of kernel functions used in support vector machine are described in chapter five. Mer-
cer theorem was crucial in finding useful kernels. In chapter six I showed some problems
in implementing method on computer and how that can be successfully solved by using
iterative algorithms, such as SMO.

Finally, in the last chapter I showed how to use support vector machine in text analysis.
In the first example I used IMDb movie reviews to make classification model that predicts
whether a review is good or bad. In the second example I made classification model that
tells us if the e-mail is spam or not. I also showed how parameters C and vy and choosing
right kernel function affects model accuracy. On these two examples it’s easy to see that
support vector machine is simple yet powerful tool in solving classification tasks.
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