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Uvod

U vektorskim prostorima vrlo su znaCajne baze i sustavi izvodnica. Pomocu baze za dani
vektorski prostor, svaki se vektor tog vektorskog prostora moZe na jedinstveni nacin pri-
kazati kao linearna kombinacija elemenata iz baze. Baze su takoder i sustavi izvodnica za
dani vektorski prostor. Sustav izvodnica je skup vektora koji razapinje vektorski prostor te
se svaki vektor tog vektorskog prostora moze prikazati kao linearna kombinacija tog skupa
vektora, no ne na jedinstveni nacin kao baze. Ako pak nekoj bazi vektorskog prostora do-
damo barem jedan element, tada taj skup viSe nece biti baza. No, taj skup ostat ¢e sustav iz-
vodnica za taj vektorski prostor 1 svaki vektor tog vektorskog prostora moci ¢e se prikazati
(sada viSe ne na jedinstveni nacin) kao linearna kombinacija elemenata iz tog skupa, sus-
tava izvodnica. Posebna klasa baza za dani vektorski prostor su ortonormirane baze, ¢iji su
elementi jedini¢ne duljine i u parovima okomiti. Ako je {ey, ey, ..., e,} ortonormirana baza
n

za vektorski prostor H, tada za svaki x € H vrijedi x = Z(x, e;)e;. Prema tome, pozna-
vajuci koeficijente (x, e;),i = 1,2, ..., n, mozemo pomoéuln;wedene formule rekonstruirati
vektor x. Medutim, ako nemamo neki od koeficijenata (x, ¢;), onda ne¢emo uvijek moci
rekonstruirati x. Zato je od interesa naci skupove vektora {xi, x, ..., x} u H koji imaju
svojstvo da se svaki vektor x moZe rekonstruirati iz koeficijenata (x, x;), i = 1,2,...,k, ali
koji ¢e omoguciti slicnu rekonstrukciju i u slucaju kada se neki od ovih koeficijenata izgubi.
Tako dolazimo do pojma baznog okvira. Ovo je tema koja se vrlo intenzivno proucavai o
njoj postoji jako puno udZbenika i ¢lanaka. U ovom radu, najviSe smo koristili [4] i [S].

U ovom radu govorit ¢emo o baznim okvirima u unitarnim prostorima koji su upravo
sustavi izvodnica tih prostora. Sam naslov rada govori nam da ¢emo se najviSe baviti jed-
nom specificnom vrstom baznih okvira koje ¢emo zvati Parsevalovim baznim okvirima.
Vidjet ¢emo da oni posjeduju neka svojstva koje imaju i ortonormirane baze. No, na neki
nacin su “bolji” od baza jer omogucavaju rekonstrukciju ¢ak i uz gubitak nekih koefici-
jenata. Na pocetku rada upoznat ¢emo se s baznim okvirima za konacnodimenzionalne
prostore, njihovim karakteristikama i svojstvima. Kasnije éemo se upoznati s Parsevalo-
vim baznim okvirima. U ovome radu bit ¢e spomenuti 1 dualni bazni okviri koji igraju
vaznu ulogu u teoriji baznih okvira.






Poglavlje 1

Bazni okviri

U ovom poglavlju bavimo se baznim okvirima u euklidskom prostoru R". Potpuno ana-
logno se promatraju bazni okviri za C" 1 upravo zato ¢emo koristiti kompleksnu verziju
skalarnog produkta. Dakle ako su x = (x1, X2, ..., x,) 1y = (y1, Y2, ..., y,) elementi iz R*(ili
C"), tada je (x, y) oznaka za skalarni produkt vektora x i y zadan formulom (x, y) = Z XiVi.
i=1

U ovome radu koristit ¢emo notaciju skup vektora radije nego kolekcija vektora kad
¢emo govoriti o baznim okvirima. Nijedna od te dvije notacije nije potpuno precizna.
Naime, pod tim pojmom dopustat ¢emo ponavljanje istih vektora u skupu.

1.1 R™-bazni okviri

Definicija 1.1.1. Neka je k > n. KaZemo da skup vektora {vy,v,, ..., v;} u R" ima proSirenje
do baze za R* ako postoje vektori {wy, w, ..., wi} iz R¥" tako da je skup

b ol

Pomoéu pojma proSirenja do baze za R¥ definirat ¢emo R"-bazni okvir.

baza za R,

Definicija 1.1.2. R"-bazni okvir (eng. frame) je konacan skup vektora {vi,v,,..., v},
k > n u R" koji ima proSirenje do baze za R*.

Na sljede¢em primjeru vidjet ¢emo kako se nekom skupu vektora moze pridodati drugi
skup vektora tako da oni ¢ine proSirenje do neke baze.

3



4 POGLAVLIJE 1. BAZNI OKVIRI

Primjer 1.1.3. Razmatramo skup vektora

i, v2,v3} = {[8 [g] } R
Neka su vektori {wi, wy, w3} = {[0] , [0] , [2]} c R. Tada je
3] [o] [O
bl el = e
Wil Wl s o] [o] [2

baza za R?, dakle {vi,v,,v3} je R*-bazni okvir.
Uocimo da ovo proSirenje nije jedinstveno, tj. ako uzmemo {w\, wj, wi} = {[1] , [1] , [1]}

0
0

takoder dobijemo bazu za R>.

Primjer 1.1.4. Razmatramo skup vektora

21 13] 15] |0
{vi,va,v3,va) = (0], [Of, 2], |1 c R
of {O] [O] |0

Ocito je da za taj skup vektora ne postoji proSirenje do baze za R* jer su treée koordinate
svih vektora jednake 0. Prema definiciji m taj skup nije R3-bazni okvir.

Svaka baza za R" je o¢ito R"-bazni okvir. Takoder, R"-bazni okvir koji ima n elemenata
je nuzno baza za R". Medutim, iz definicije je jasno da nisu svi R"-bazni okviri baze.
Sljedeca tvrdnja kaZe da su svi R"-bazni okviri ujedno 1 sustavi izvodnica za R".

Lema 1.1.5. Skup vektora iz R" je R"-bazni okvir ako i samo ako je taj skup sustav izvod-

nica za R".
. . . . T

Dokaz. Neka je {vy,vy,..., v} sustav izvodnica za R" te neka je v; = [al,- a - am-] ,
i=1,2,...,k. Uvedimo matricu

ap di aiz ... di

azy dxp 4z ... dy

A= . . P

ap1 Apy Az ... Ak

te njene retke oznaimo s uy, us, . .., u,. S obzirom da je {v, v, ..., i} sustav izvodnica za

R”, rang matrice A je n, Sto znaci da je dimenzija prostora razapetog retcima od A takoder
jednaka n. OznaCimo s V = [ul u - un]. Tada je V potprostor od R¥ dimenzije n, pa



1.2. PARSEVALOVI SKUPOVIUR"

je dimenzija od V* jednaka k — n, pri ¢emu V* oznaava ortogonalni komplement od V u

. . T .
R¥. Neka je {Us1, Upsa, ..., u;} C R¥ baza za V* te neka je u; = [a,-l apn a,-k] Q=
n+1,n+2,...,k. Tadaje {u;,u,...,u;} baza za R*, $to znadi da je rang matrice kojoj su
retci upravo vektori uy, us, . . . , Uy, tj. matrice
a ap as aik
as an ans A
Ap+1,1 Ape12 Apel3 Anilk
Aps2,1 Ape22 Api23 A2k
| Al [23%9) ag3 Ak |

jednak k. No tada stupci ove matrice ¢ine bazu za R¥. Jo§ preostaje uociti da stupci matrice
A upravo proSiruju vektore uy, us, . . ., u; iz R" do baze za RF,

Ukoliko skup {v{,vs,..., %} € R” ne razapinje R”, dimenzija ljuske razapete retcima
matrice A je manja od n, pa nije dovoljno pridodati samo k — n redaka u matrici (I.1)) kako
bi se doslo do baze za R¥. U tom slucaju {vy, vy, ..., v} nije R"-bazni okvir. m|

Uocimo 1 u ovom dokazu da proSirenje do baze nije jedinstveno, jer smo za vektore
Upi1s Unis - - - U mogli uzeti bilo koju bazu za bilo koji direktni komplement od V u R*, ne
nuzno za ortogonalni komplement.

1.2 Parsevalovi skupovi u R”

Definicija 1.2.1. Konacan skup vektora {vi,v,,...,vi} u R" zove se Parsevalov skup ako
zadovoljava Parsevalov identitet, tj. ako za svaki x € R" vrijedi

k
R (1.2)
i=1

Kao osnovni primjer Parsevalovih skupova mogu nam posluZziti ortonormirane baze, tj.
one baze ¢iji su vektori jedini¢ne duljine 1 medusobno su okomiti.

Primjer 1.2.2. Neka je {fi, f>,..., fx} ortonormirana baza za R". Tada je ||fi|| = 1 za

i=1,....,nte(fi, fj) =0zai#+ ] AkojexeR”tadajexzZaiﬁ,gdjesual,az,...,an
i=1
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jedinstveni realni brojevi. Za sve j = 1,2,...,n tada vrijedi

x, fi) = < > aifi fj> = Dl £ = alfin ) = .
i=1 i=1

Stoga je x = Z(x, i) fi za sve x € R". Uvrstimo li to u jednakost (1.2)) dobivamo
i=1

P = ¢, x) = <Z<x,ﬁ>ﬁ, Z<x,fj>fj> = > G X X £) = ) K PP
i=1 j=1 i=1

i=j=1
Slijedi da svaka ortonormirana baza zadovoljava Parsevalov identitet.

U sljedecoj propoziciji dokazujemo da je Parsevalov identitet svojstvo koje garantira
da je zadani skup R"-bazni okvir.

Propozicija 1.2.3. Svaki Parsevalov skup za R" je ujedno i R"-bazni okvir.

Dokaz. Neka je {vy,va,..., v} Parsevalov skup u R". Neka je V potprostor od R" razapet
skupom {vy, v, ..., v}. Dabismo pokazali da je {v{, vs, ..., v} R"-bazni okvir, prema
treba pokazati da je {vy, v,, ..., v} sustav izvodnica za R". Skup {vi,v,,..., v} je sustav
izvodnica za R” ako je V = R”, odnosno ako je V+ = {0}. Prema tome, dovoljno je pokazati
daje V+ = {0}.

Neka je x € V*. Tada je {(x,v;) = 0zai=1,...,k Tadaiz (T.2) slijedi ||x|]* = 0 pa je
x=0,t. Vt ={0}. O

U definiciji naucili smo da R"-bazni okvir ima prosirenje do baze za R*. 1z pret-
hodne propozicije tada slijedi da, posebno, svaki Parsevalov skup za R” ima proSirenje do
baze za R¥. U sljedeéoj tvrdnji pokazujemo i vise. Preciznije, da se Parsevalov skup moZe
prosiriti do ortonormirane baze za R¥.

Lema 1.2.4. Parsevalov skup {vi,v,, ..., v} za R" ima prosirenje do ortonormirane baze
za RK.
Dokaz. Neka je V = [v1 vy oo vk] € M, matrica Ciji su stupci vektori iz zadanog

Parsevalovog skupa. Rang od V je jednak n, pa su retci od V linearno nezavisni. Takoder
¢emo pokazati da su ti retci 1 ortonormirani. Pomoc¢u Gramm-Schmidtovog algoritma lako
¢emo konstruirati vektore iz R¥ (kojih je k — n) koji u kombinaciji s retcima iz V (koji su
takoder vektori iz R¥) formiraju ortonormiranu bazu za R*. Pridodamo li tih k — n vektora
matrici V kao posljednjih k —n redaka, dobivamo matricu reda k s ortonormiranim retcima.
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Zavektor x =|x; xp --- xk], s x* oznaCavamo vektor x = [x_1 X, - x_k] Primi-
jetimo da je x*y = (y, x), gdje koristimo kompleksnu verziju skalarnog produkta. Jednakost
(I.2) mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

k

k
x'x=(x,x) = Z(x, ViXvi, X) = Z xvvix,
i=1

i=1

odnosno,
k
* * *
Xx=x [Z vivi]x.
i=1
k

Kako ova jednakost mora vrijediti za sve x € R”, slijedi da Z v;v; mora biti jednaka I,,
i=1
k

jedini¢noj matrici n-tog reda. Izracunajmo elemente matrice Z Viv;:
i=1

ay;
k k
. Ayl _
§ Viv; = § . [ali ay; am]
i=1 i=1 :
Api
k |Auid aydz; - 4Gy
=) _ _ _
=anan apaz - Qpiap
r ok k k ]
E aray; § aydy - § ayini
i=1 i=1 i=1
k k k
E apidy E auiQsj - E apiQpi
L i=1 i=1 i=1 :
k

Prema tome, na (i, j)-tom mjestu matrice Z v;v; nalazi se skalarni umnozak i-tog i
i=1
J-tog retka matrice V. Dakle, ako su u,u,,...,u, retci od V, tada je (u;,u;) = 9;; za
i,j=1,2,...,n Time smo dokazali da su retci matrice V ortonormirani.
O

Sljedeca tvrdnja je ocita posljedica leme [I.2.4] a odnosi se na karakterizaciju Parseva-
lovog skupa vektora.
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Korolar 1.2.5. Konacan skup vektora {vi,v,,...,vi} u R" je Parsevalov skup ako i samo
ako su retci matrice

V= [Vl Vo ... Vk]
ortonormirani vektori u R¥,
Pogledajmo sada jedan primjer Parsevalovog skupa koji nije ortonormirana baza.

Primjer 1.2.6. Neka je zadan vektorski prostor R?, te neka je

20 2[5 2=
o2 ) = H]’HZ]’ | 2”'
X1, X2, X3 { 31 3_% 3 _%

X4

N

X3 X2

Slika 1.1: Mercedes-Benz bazni okvir

Vektori x1, x, i x3 su prikazani na slici[I.1} Ovaj bazni okvir Cesto se zove Mercedes-
Benz bazni okvir. Naziv je dobio iz ocitih razloga. Matrica [x1 X X3] = B 1], gdje su
2

X1, X2 [ X3 vektori u stupcima, a y; i y, vektori u retcima, izgleda ovako:

iy
%

Tada je

G132) = \g(o PR} (_%) + (-?) . (_%)J _ %P? . ?) ~o,
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dakle y, i y, su ortogonalni. Nadalje,

2 2
2 V3 2 -3 6 6
||y1||=\/<y1,y1>:JOZ+(\/;-T] +[ 57] = E+1_:1’

2 2 2
2 2 -1 2 -1 /2 2 2
||y2||: v()’2,)’2>=¢(\/;) +[ 57] +[ 57] = §+E+E:1

Stoga, retci matrice [x1 X )C3] su ortonormirani pa prema lemi|l.2.5|znaci da su vektori

X1, X2 i x3 € R? primjer Parsevalovog skupa vektora.

T
Primijetimo takoder, da je za svaki x = [a b] € R? zadovoljena poznata jednakost
koja vrijedi za sve ortonormirane baze

x = {x, x1)x1 + {x, x2)x2 + {x, x3)x3. (1.3)

Zaista, imamo

2 V2 V2 V2 A2
b = _b’ b = — - _b’ b = - - _b’
(x,x1) \E () = = b (nw) = e o
pa direktnim uvrstavanjem slijedi (1.3).
Uocimo da je x; + x, + x3 = 0. Stoga, uz rastav x = (x, x1)x; + (X, X2)x + (X, X3)X3
vrijedi i
x = ((x,x1) + @) x; + ({x, x2) + @) xa + ({x, x3) + @) X3

za svaki a € R.

Proanalizirajmo jo§ malo ovaj primjer. Vektori x;, x; i x3 ¢ine sustav izvodnica za R?
(ujedno i R%-bazni okvir), ali ne ¢ine bazu jer su linearno zavisni (posto ih je 3 u dvodi-
menzionalnom prostoru). Oni takoder Cine Parsevalov skup vektora, pa za svaki vektor
x € R? vrijedi (T.3), a to je jednakost koja vrijedi za sve ortonormirane baze. Jednadzbu
(I.3) drugim rije¢ima mozemo izre¢i da koeficijenti u prikazu vektora x pomocu {x;, x,, x3}
1znose {{x, x1), {x, x2), {x, x3)}. Primijetimo joS, poSto su vektori xi, x; i x3 linearno zavisni,
da koeficijenti uz xy, x, i x3 vektora x nisu jedinstveni.

1.3 Opceniti Parsevalovi bazni okviri

U ovoj sekciji definiramo Parsevalove bazne okvire za proizvoljne konacnodimenzionalne
unitarne prostore. Naravno, u slu¢aju H = R” ovaj pojam ¢e se podudarati s ve¢ uvedenim
pojmom Parsevalovih skupova u R” iz prosle sekcije.

Neka je H n-dimenzionalan unitaran prostor. U nasim primjerima imat ¢emo euklidske
prostore R" 1 C".
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Definicija 1.3.1. Skup vektora {xi, x5, ..., x;} C H zove se Parsevalov bazni okvir za H
ako za svaki x € H vrijedi
k
P = > K, )P (1.4)
i=1
Skup vektora {xi,xs,...,x;} C H zove se napeti bazni okvir za H ako za svaki x € H
vrijedi
k
AP = ) e, xi) (1.5)
i=1
za neki A > 0.

U primjeru smo vidjeli da je svaki ortonormirani skup vektora u R" ujedno i
Parsevalov bazni okvir. Isti dokaz se moZe primijeniti i u slu€aju proizvoljnog unitarnog
prostora H. No, postoje i Parsevalovi bazni okviri koji nisu ortonormirane baze.

Jednakost (T.4) nam daje definiciju Parsevalovog baznog okvira. U primjeru Smo
vidjeli jos$ jedno svojstvo koje posjeduju Parsevalovi bazni okviri, a to je jednakost (1.3).
Drugim rije¢ima, svaki se vektor x mozZe rekonstruirati koriste¢i skalarne produkte (x, x;)
kao koeficijente. U sljedecoj propoziciji dokazat ¢emo da su ta dva svojstva ekvivalentna.
Prvo navodimo lemu koju ¢emo koristiti.

Lema 1.3.2. Neka su H, i H, unitarni prostori nad istim poljem, te ® : H, — H, izo-
metrija, tj. neka vrijedi ||Ox|| = ||x|| za svaki x € H,. Tada ® cuva skalarni produkt, tj.
vrijedi

(Ox,0y) ={x,y), x,yeH,.

Dokaz. Pretpostavimo da su H i H, redom unitarni prostori. Tada vrijedi

3 =7 (Il + 3P =llx=yIP),  Vx.yeH. (1.6)

Bl —

Ova jednakost se provjeri direktno koristeéi jednakost ||x + y||> = (x + y, x £ y) i svojstva
skalarnog produkta. Takoder, imamo

(Ox,0y) = £ (I0x + Oy’ — [|Ox - Oy*), Vx,y € H. (1.7)

FN,

Kako je ® izometrija, vrijedi

10x+ Oyl =IO £yl =llx £y, VYx,yeH,,
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pa se desne strane u jednakostima i (I.7) podudaraju. Slijedi da je (®x, ®y) = (x,y)
za sve x,y € H;. U slucaju kompleksnih unitarnih prostora H i H, dokaz se provodi na
isti nacin, ali umjesto (I.6) kompleksni skalarni produkt zadovoljava

: .
) = 7 (e 31 =l = 1) + fl(||x+ iyll® = llx = iyll®).

O

Propozicija 1.3.3. Skup vektora {x, x,, ..., x;} je Parsevalov bazni okvir za H ako i samo
ako sljedeca formula vrijedi za svaki x iz H
k

X = Z(x, X;)X;. (1.8)

i=1
Jednakost (I.8) zove se rekonstrukcijska formula za Parsevalov bazni okvir.

Dokaz. Neka {xi, xa, ..., x;} zadovoljava (I.§). Tada je prema definiciji taj skup Par-
sevalov bazni okvir ako za svaki x € H vrijedi jednakost (1.4)). Provjerimo:

k

k k k
P = (x.x) = <Z<x, xi>xl~,x> = D () = 3w = Y Kk xf
i=1 i=1 i=1

i=1

Dakle, vrijedi jednakost (I.4)) pa je jedan smjer ekvivalencije dokazan.
Obrnuto, pretpostavimo da je {xi, xo, . .., x;} Parsevalov bazni okvir, tj. da zadovoljava
jednakost (T.4). Neka je ® : H — C* linearni operator zadan kao

(x, x1) .
Ox = (x,:xz> = Z(X, xi)ei,
(X, X .
gdje je {ey, es, ..., e} standardna ortonormirana baza za C*. Tada je

k
10x1 = > Kx, x)? = I1xdP,
i=1

tj. O je izometrija. Prema prethodnoj lemi, ® Cuva skalarni produkt, tj. za sve x,y €
H vrijedi (@x,@y) = (x,y). Sada Zelimo potvrditi da (I.8) vrijedi za svaki x € H. U
sljede¢em koraku neka je {u;, u,, ..., u,} ortonormirana baza za H. Tada imamo

n n n k k n
x= ) (xupuy = Y (Ox,Ouu; = > ) g iy = Y 06 x) (i upduj,
Jj=1 J=1 i=1 j=1

J=1 i=1
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Sto nam daje

k
X = Z(x, X)X
i=1

Time smo dokazali da vrijedi (I.8)) te je i drugi smjer ekvivalencije dokazan. m|

Sljedeca propozicija dat ¢e nam formule koje dimenziju kona¢nodimenzionalnog vek-
torskog prostora H te trag linearnog operatora A na H dovode u veze s Parsevalovim
baznim okvirima.

Propozicija 1.3.4. Neka je H konacnodimenzionalni vektorski prostor, {xy, x, . . ., X} Par-
sevalov bazni okvir za H te A linearni operator na H. Tada vrijedi

k
. 2
dimH = > |l
i=1

k

tr(A) = Z(Axi,x,).

i=1

Dokaz. Neka je n = dim H ineka je {e}, e;, ..., e,} ortonormirana baza za H. Tada je

n n k k n k
n= ) llelP =D D KepxdlP = > > el = > Il
j=1

J=1 =1 i=1 j=1 i=1

U drugoj jednakosti smo koristili ¢injenicu da je {x;, x,, ..., x,} Parsevalov bazni okvir za
‘H, a u zadnjoj da je {e;, e, ..., e,} ortonormirana baza za .
Za trag linearnog operatora vrijedi

n

tr(A) = ) (Aej,e)).

J=1

k
Nadalje, koristeci rekonstrukcijsku formulu Ae; = Z(Ae i» Xi)X; 1z propozicije
i=1

[—

.3.3|1 line-

arnost skalarnog produkta dobivamo

n k n k n k
tr(A) = >’ <Z(Ae j,xi>xi,ej> = > D (e x(xe)y = >0 > (e ATx)xise)).

Jj=1 Yi=1 j=1 i=1 j=1 i=1
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U sljedecem koraku zamijenit cemo poredak suma. Koristec¢i svojstvo linearnosti skalarnog
produkta i definiciju adjungiranog operatora A* slijedi

k n k n k k
tr(A) = > > (xie)ep A'xiy = ) < D (iee A'xi) = > (xi A'x) = ) (Ax; xy).
i=1 i=1

i=1 j=1 i=1 ' j=1
O

Parsevalovi bazni okviri 1 ortonormirane baze dijele dva znacajna svojstva. Prvo svoj-
stvo je rekonstrukcijska formula iz jednadzbe (1.4)), a drugo svojstvo je jednadzba (I.8)
iz definicje Parsevalovih baznih okvira. Naravno, postoji i razlika izmedu Parsevalovih
baznih okvira i ortonormiranih baza. Tako je, primjerice, skup vektora u primjeru [[.2.6]
Parsevalov bazni okvir, a nije ortonormirana baza. U istome primjeru je oCito da skup vek-
tora nije medusobno okomit, dok su s druge strane norme svih vektora jednake (kao i u
ortonormiranim bazama).

1.4 Napeti bazni okviri u R?

U ovoj tocki bavit ¢emo se najjednostavnijim vektorskim prostorom, prostorom R? i nape-
tim baznim okvirima u tom prosotru ([3] i [2]]). Znamo da je kanonska baza za prostor R?

skup {ey, e}, gdje je e; = [(1)] ae = [(1)] te da se svaki vektor x € R?> moZe na jedinstven

nadin zapisati kao linearna kombinacija vektora e; i e,. Drugim rije¢ima, svi vektori iz R?
su oblika ae; + e, za neke jedinstvene realne brojeve a i 8. Skalari @ 1 f mogu se odrediti
pomocu skalarnog produkta neka dva vektora a i b iz R? koji je zadan kao

{a,b) =|al - |b| - cos ¢,

gdje su |a| 1 |b| duljine vektora a i b, a ¢ kut izmedu vektora a i b. Posto je skup {e;, e>}
Parsevalov bazni okvir, lako se iz jednakosti (T.8) vidi da tada za svaki x € R? vrijedi

x =(x,ep)e; +{x,e)e;.

Tada je @ = (x,e;), a B = (x, e;). Jednakost (I.8) smo nazvali rekonstrukcijska formula
za Parsevalov bazni okvir. U prvoj tocki rekli smo da za sve ortonormirane baze takoder
vrijedi (I.8). Dakle, osim vektora e; i e;, moZemo uzeti, primjerice, vektore e; i —e,,
—e; 1 e, —e; 1 —ey il bilo koja dva jedinicna medusobno okomita vektora jer oni €ine
ortonormirani skup za R2.
Na pitanje postoje li 3 ili viSe vektora, tj. postoje li vektori x;, x5, ..., x, zan > 3 takvi
da jednakost
X=X, x)x1 +{X, X)X + ...+ (X, X)X, (1.9)
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vrijedi za svaki x € R? odgovara nam propozicija Ona nam pokazuje da ovo svojstvo
zadovoljava bilo koji Parsevalov bazni okvir za R?.
U primjeru vidjeli smo da za svaki x € R? vrijedi

x = (X, x1)X1 + (X, X2)x0 + (X, X3)3,
N3 _\3
gdje je x; = \/g[(l)] , Xp = \/g[fl] axy= \/g[ 1 ] Pogledajmo sada sljedeci primjer.
2 2

Primjer 1.4.1. Neka je skup vektora {x,, x», X3, x4} u vektorskom prostoru R? jednak skupu

{[(1)] ’ H : m ’ [_11] } Ako je x = [Z] tada je

(x,x1)=a, (x,x)=a+b, (x,x3)=0b, (x,x4)=a->b.

Iz toga vidimo da je

1 0
+b1

! +(a+b) 1

0

(x, X)X X, X)X +H{(X, X3)X3+H(X, X4)X4 = a

+(a—b) [_11] = BZ] = 3x.

Ocito vektori xi, Xy, x3 i x4 ne zadovoljavaju (1.9) jer na kraju jednakosti stoji 3x umjesto
x. Ipak, jasno je da je ova relacija jednako dobra kao i (1.9).

Da bi vektori u primjeru zadovoljavali (1.9) moramo ih pomnoziti odgovaraju¢im
skalarom. Pogledajmo sada skup vektora iz primjera [I.4.1] koji su pomnoZeni s odgova-
raju¢im skalarom tako da zadovoljavaju (1.9).

Primjer 1.4.2. Neka je skup vektora {yi,y,y3,Vs} u vektorskom prostoru R? jednak skupu

{%xl, %gxz, \/T§x3, %gxét}, gdje su xi, xa, X3, x4 vektori iz primjera|l 4.1} Tada je

]?[ﬁ’]?[_ﬂ]}

G yDY+ (X Ya)y2 + (X, y3)y3 + (X, Ya)ys

31

!

Vi, y2,¥3, 4 = {— 0

Bl
Tada je

1 1
=3 (€x, x1)x1 + (X, X2)x0 + (X, X3)X3 + (X, X4)X4) = 3 3x=x

za svaki x € R2.
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Vidimo da skup vektora {y;,y,ys3, ¥4} u primjeru zadovoljava (I1.9), dok skup
vektora {x;, x5, x3, x4} iz primjera [1.4.1| ne zadovoljava (1.9) ve¢ zadovoljava relaciju koja
je malo opéenitija od (T.9). Dakle za vektore u primjeru vrijedi da je za svaki x € R?

3x = (X, x1)x1 + (X, X2)x2 + (X, X3)X3 + (X, X4)X4.

Ako to generaliziramo na n vektora, motivirani primjerom (1.4.1} promatrat ¢emo vektore
X1, X2,. .., %, za koje postoji A > 0 tako da za svaki x € R? vrijedi

Ax = (X, x1)0x1 + (X, X)X + ...+ {X, X)Xy (1.10)

Sada Zelimo dati jednu geometrijsku interpretaciju i karakterizaciju ovakvih vektora. Dakle,
neka su zadani vektori xy, xp, ..., X,. Znamo da se svaki od tih vektora moZe zapisati kao

Xi = |xcl(cos ey + singrey), k=1,2,...,n,
1
O 2
tivnim dijelom x osi, tj. s vektorom e;. Posto jednakost (T.T0) vrijedi za svaki x € R?, tada
vrijedi i za vektore e 1 e,. Tada vrijedi

n n

Ae| = kz;(el,xk)xk = kZ_; (ka| cos gok)lxkl(cos prer + sin gokez)

gdje je |x;| duljina vektora x, e; = [ e = [(1)], a ¢, kut koji vektor x; zatvara sa pozi-

n
2 2 2
= Z (lxkl cos” ey + |xx|” sin ¢y cos gokez),

k=1
n n

Ae; = Z(ez,xk>xk = Z (lxk| sin 90k)|xk|(005 prer + sin €0k€2)
=1 k=1

n
= Z (l)Ckl2 SiIl2 wre + |xk|2 sin © COS ngez).
k=1
Iz tih relacija vidimo da je

n n n

2 .2 2.2 2
Z (|Xk| cos SDk) =A, (|Xk| sin (Pk) =A, (|Xk| sin ¢y cos (Pk) =0,
k=1 k=1 k=1
iz Cega je ocito
n n n

D (1 cos? @) = D (1P sin® @), > (Il sin g cos i) = 0.
k=1 k=1 k=1
Takoder vidimo da je

n n n

2 2 2 q:i.2 2 2 2 o:.2
> (lP cos® @) = > (Il sin @) = > (el cos? e — el sin® i) = 0.
k=1 k=1 k=1
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Koristeci se formulama za kosinus i sinus dvostrukog kuta dobivamo

n n

Z (Ixil? cos 2¢1) = 0, Z (Ixel? sin 2¢;) = 0. (1.11)

k=1 k=1

Napomenimo samo da u svim koracima vrijede ekvivalencije pa ovaj raCun mozemo pro-
vesti unatrag. Drugim rije¢ima ako vektori xj, x,, ..., x, zadovoljavaju (I.11), onda oni
zadovoljavaju i (I.10) za neki A > 0.

Sada definirajmo vektore

we = x> cos 2¢rer + x> sin2¢pen, k=1,2,...,n.
Takve vektore zovemo dijagram vektorima pridruzenim vektorima xi, x», ..., X,. [z same

definicije vektora w; vidimo da je dijagram vektor vektora x; ustvari vektor ¢ija je duljina
jednaka kvadratu duljine pripadajuéeg vektora, tj. |x;|*, a ¢iji je kut koji zatvara s pozitivnim
dijelom x osi dvostruko veci (do na puni krug) od kuta kojeg pripadajuéi vektor x; zatvara
s pozitivnim dijelom x osi, tj. 2¢;. Ovi rezultati daju nam sljedeci teorem.

Teorem 1.4.3. Vektori xi, xa, ... x, € R? zadovoljavaju (T.11)) ako i samo ako njihovi dija-
gram vektori wi, ws, ... w, zadovoljavaju

wi+wry+...+w,=0.

Dokaz. Pretpostavimo da vektori x;, xa, . .., x, € R? zadovoljava (T.T1)). Tada je

n

n
wi+wr+...+w, = Z w; = Z (l)c,-l2 cos 2pe; + |x;]* sin 2(,0k€2)
i=1 i=1

- Z (I cos 2 ) e + Z (Ix:f* sin 26 ) €5 = 0,
i=1 i=1

jer je prema (L.IT)) Z (lxil2 cos 2cpk) =0i Z (lx,‘l2 sin 2gak) =0.
i=1 i=1
Ako wy, wy, ..., w, zadovoljavaju w; + w, + ... +w, = 0 tada je

n

Zn: Wi = Z (Ixi cos 2pce; + xif? sin 2¢ye,) = 0,
i=1

i=1

pa mora vrijediti an (Ix,-l2 cos 2(,0k) =01 Zn: (Ix,~|2 sin 2<pk) = 0. Dakle, x;,x,...,x, € R?

i=1 i=1

zadovoljavaju (L.TT). o
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Znamo da skup vektora xi, x,,...,%, € R? koji zadovoljavaju (I.9) odnosno (T.10)
zovemo Parsevalovim odnosno napetim baznim okvirima za R?. Takoder, prije smo napo-
menuli da ako vektori zadovoljavaju (I.11]), onda zadovoljavaju i (I.10) tj. oni ¢ine napeti
bazni okvir. Dakle, prema teoremu @], vektori xy, x,. .., X, ¢ine napeti bazni okvir za
R? ako i samo ako je zbroj pripadnih dijagram vektora w, ws, ..., w, jednak nulvektoru.
Pogledajmo sada na primjerima kako bi izgledali vektori i njihovi pripadni dijagram vek-

tori iz primjera 1

Primjer 1.4.4. U vektorskom prostoru R? neka je {x,, x», x3} jednak skupu

e e B A et

—

6 6

X3 W3

wi

\2 Wy
X3

Slika 1.2: Vektori i pripadajuci dijagram vektori

Na slici[l.2lmozemo vidjeti kako se dobivaju pripadajuci dijagram vektori od odgova-
rajucih vektora xi, x», x3. Vidimo, primjerice, da vektor xi, duljine \/g zatvara s pozitivnim
dijelom x osi kut 7, dok je njegov pripadajuci dijagram vektor wy duljine % (Sto je kvadrat

od \/g ) zatvara s pozitivnim dijelom x osi kut 7 ($to je dvostruko veci kut od 7).
Primjer 1.4.5. U vektorskom prostoru R* neka je {x, x», X3, X4} jednak skupu

ol [ B

Na slici [1.3] moZemo vidjeti kako se dobivaju pripadajuci dijagram vektori od odgo-
varajucih vektora xy, x,, x3, X4. Vidimo, primjerice, da vektor x,, duljine V2 zatvara s
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pozitivnim dijelom x osi kut %, dok je njegov pripadajuci dijagram vektor w, duljine 2 (sto
je kvadrat od \2) zatvara s pozitivnim dijelom x osi kut % (Sto je duplo veci kud od 7).

X3 Xa

X1

Xq

Wy

\

Slika 1.3: Vektori i pripadajuéi dijagram vektori

U teoremu @ smo naucili da vektori xi, x,, ..., x, ¢ine napeti bazni okvir ako i samo
ako njihovi dijagram vektori zadovoljavaju wy + w, + ... + w, = 0. Ako poslozimo di-
jagram vektore iz primjera [1.4.4]1[[.4.5] kao na slici [[.4] vidimo da je njihov zbroj jednak
nulvektoru. Dakle, vektori iz primjera[I.4.4]i prema teoremu [1.4.3|Cine napete bazne
okvire za R?.

W3 A

wh

Wy Wo
Wo Wa

| wh

P
-

Slika 1.4: Dijagram vektori iz primjera[1.4.4]i[I.4.5]
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Uocimo dakle, da nam teorem govori kako moZemo konstruirati napeti bazni

okvir za R?. Uzmimo neke vektore w, wy, ..., w, za koje vrijedi da je w; +wy +...w, = 0.
Da bismo konstruirali napeti bazni okvir, prema [I.4.3] mora vrijediti da su wy,wy,...,w,
dijagram vektori odgovarajucih vektora xi, x», ..., x, koji tada Cine napeti bazni okvir za

R2. Dakle, trebamo pronaéi “originale” odgovaraju¢ih dijagram vektora. To znaci da svaki
x; ima duljinu |wy]| te zatvara kut £ s pozitivnim dijelom x osi, gdje je [wy| duljina vektora
Wi, a ¢y kut koji vektor wy zatvara s pozitivnim dijelom x osi. Pogledajmo na primjeru kako
bismo konstruirali jedan napeti bazni okvir.

Primjer 1.4.6. U vektorskom prostoru R* neka je {w, w, w3, ws} jednak skupu

{of [} [3 |- vl

W3
x x
Wy wo 4 2
\L__xi
X
wy

Slika 1.5: Dijagram vektori i pripadajuci “originalni vektori”

Na slici moZemo vidjeti kako se od odgovarajucih dijagram vektora wy, w,, w3, wy
dobiju "originalni” vektori x\, x», x3, x4 koji tada ¢ine napeti bazni okvir za R>.

Pogledajmo sada jedan primjer u kojemu ¢emo imati dva skupa vektora koji su svi
norme 1. U prvome skupu imat éemo 5, a u drugome 7 vektora. Oni e biti smjeSteni
tako da ¢e kut izmedu susjednih vektora biti jednak 2?” odnosno 27” Drugim rije¢ima ako
svi vektori imaju isti pocetak, vrhovi svakog vektora su to¢no vrhovi pravilnog peterokuta,
odnosno sedmerokuta.

Primjer 1.4.7. U vektorskom prostoru R? neka su vi, v, v3,vs, Vs i Vi, Vh Vs Vs Ve, Ve, VY
vektori

2mi 2mi
COS =— . , COS == .
vi:[sinziri]’ i=0,1,...,4, vi:[SiHZ%i]’ i=0,1,...,6.
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L

Vy

Vs

Slika 1.6: Vektori vy, va, V3, Va, Vs 1 V', V5, Vi, V), Ve, Vi, VL
10 V2 V3o Vg5 Vs Vs V7

Vektori vi, vy, V3, V4, Vs i V], V), V5, Vy, Vs, Vg, Vo smjesteni su kao na slici @ Znamo da
Jje norma odgovarajucih dijagram vektora jednaka kvadratu norme “originalnih” vektora,
a kut koji zatvaraju odgovarajuci dijagram vektori sa pozitivnim dijelom x-osi jednak je
dvostrukom kutu koji zatvaraju "originalni” vektori sa pozitivnim dijelom x-osi. Posto je

norma svakog vektora jednaka 1, znamo da je i norma odgovarajucih dijagram vektora
jednaka 1. Lako je pokazati da je tada

w1

Vi, W2 =V3, W3=Vs5, W4 =V, W5 =1y,

te da je

Wy

Ws
Wy

Slika 1.7: Dijagram vektori wy, wa, w3, wa, ws 1 W}, W), Wi, w, i, wg, W/
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Odgovarajuée dijagram vektore moZemo vidjeti na slici[I.7) Vidimo da je skup dija-
gram vektora isti kao i "originalan” skup, samo sto su vektori permutirani.

Wg w3

Wo Wy

wy

1 . 1 3 4 / 4 4 / 4 4
Slika 1.8: Vektori wy, wy, wz, wg, ws 1 w), wi, wi, wi, wi, wg, w)

Ako posloZimo odgovarajuce dijagram vektore kao na slici [I.8 vidimo da je zbroj
dijagram vektora oba skupa jednak nulvektoru. Dakle, prema znamo da skupovi
V1, v2, V3, va, vs} i {V], V), V], vy, V5, v, Vo) formiraju napete bazne okvire za R2.

Motivirani prethodnim primjerom moZemo izreci sljede€u propoziciju generaliziranu
na skup od k vektora.

2nj k-1
Propozicija 1.4.8. Za k > 3, skup vektora {[Z?j 2K ]} je napeti bazni okvir za R.
& U j=0
cos
Dokaz. Odgovarajuéi dijagram vektori tada su { G LY

k=1
]} . MoZemo napisati komplek-
k1 j=o

sni broj modula 1 kao _
z=¢€" =cosf+isin.

Tada imamo poznati rezultat da je suma k-tih korijenova od jedinice jednaka nuli, §to ¢emo
dokazati koriste¢i geometrijske identitete. Tada je

k-1 . . k-1 4rik
4 4 i 1 —e 'k 1-1
E (cosﬂ+isinﬂ): E et = e4m~ = — =0
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Ovaj rezultat napisan u R? formi je

POGLAVLIJE 1. BAZNI OKVIRI



Poglavlje 2

Opceniti bazni okviri i pridruzeni
operatori

2.1 Opceniti bazni okviri

U ovoj tocki definirat éemo bazne okvire u opéenitim konaénodimenzionalnim unitarnim
prostorima H. Parsevalovi bazni okviri za H, koje smo upoznali u prethodnoj tocki, bit
¢e posebna vrsta opCenitih baznih okvira. Takoder, R"-bazni okviri, kojima smo zapoceli
ovaj rad bit ¢e bazni okviri za H = R”.

Definicija 2.1.1. Bazni okvir za unitarni prostor H je skup vektora {x;}ic; iz H za koji
postoje konstante 0 < A < B < oo takve da za svaki x € H vrijedi

Al < 3 K, x)l < Bl 2.1

iel

Konstante A i B zovemo redom donja i gornja granica baznog okvira {x;},c;. Primi-
jetimo da je svaki pozitivan A" < A takoder donja granica, a svaki konacan B’ > B gornja
granica baznog okvira {x;};c;. U daljnjem tekstu ¢emo bez dodatnih napomena pretpos-
tavljati da su A i B optimalne granice baznih okvira, tj. A je najveca donja granica, a B
je najmanja gornja granica. Bazne okvire za koje vrijedi da je A = B zovemo napetim
baznim okvirima. Bazne okvire za koje vrijedi da je A = B = 1 zovemo Parsevalovim
baznim okvirima (Sto se ocito podudara s ranije navedenom definicijama Parsevalovih
baznih okvira za H, napetih baznih okvira za H, te Parsevalovog skupa u R").

U ovom radu ¢emo se baviti kona¢nodimenzionalnim prostorima i kona¢nim baznim
okvirima. Znaci, dimH < oo icard/ < oco. Uofimo da u tom slucaju gornja ograda
uvijek postoji. Naime, ako je {xj, x», ..., x;} konacan skup vektora u H, tada primjenjujuci

23
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Cauchy-Schwarz-Bunjakovskijevu nejednakost |(x, y)| < [|x]| - [|yl|, dobivamo

k k
[ 20 < Y P - e = [Z ||xl~||2] AP, Vaxe H.
i=1

i=1

k

i=1
k

Stoga, moZemo uzeti B = Z [|x;
i=1

Znamo da je svaki ortonormirani skup uvijek Parsevalov bazni okvir. Takoder je lako

pokazati da kona¢na unija Parsevalovih ili napetih baznih okvira takoder formira napeti

bazni okvir.

2
II°.

Propozicija 2.1.2. Konacna unija baznih okvira za H ¢ini novi bazni okvir za H. Konacna
unija napetih baznih okvira za H ¢ini novi napeti bazni okvir za H.

Dokaz. Dokaz provodimo za dva (napeta) bazna okvira. Zaista, neka su {xj, x,...,x;} 1
{y1,¥2,...,y;} dva bazna okvira za H. Neka su njihove granice A i B, odnosno C i D. Tada
za svaki x € H vrijedi

k 1
AP < " K, xdP < BIMP,  CldP < ) 1¢e, v < DI,
i=1 i=1

odakle slijedi

k 1
(A +OlP < ) 16 x)P + > K,y < (B + D).
i=1 i=1

Prema tome, {x;, X2, ..., Xk, V1,2, - .., Y} je bazni okvir za H s granicama A + C i B + D.
Ako su {xy, x2, ..., x¢}1{y1,2,-..,y;} napeti bazni okviri, tadaje A = BiC = D, paje
A+ C = B+ D, $to znaci da je {x, x, ..., Xk, V1, Y2, - - . , y;} Napeti bazni okvir za H. O

U lemi [I.1.5]dokazali smo da je skup vektora iz R" ujedno i R"-bazni okvir ako i samo
ako je taj skup sustav izvodnica za R”. Isti rezultat vrijedi i za opéenite bazne okvire u
kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima, $to govori i sljedeca propozicija. Pret-
postavka da je H konacnodimenzionalan vektorski prostor se ne smije odbaciti. Naime,
tvrdnja ne vrijedi za beskonacnu dimenziju.

Propozicija 2.1.3. Neka je H konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je zadan
konacan skup {xy, x», . .., x} iz H. Tada je sljedece ekvivalentno:

(i) {x1,x2,...,x} je bazni okvir za H.

(ii) {x1,x2,...,x:} je sustav izvodnica za H.
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Dokaz. (1) = (ii): Koristeéi obrat po kontrapoziciji, pretpostavimo da {x, x,, ..., x;} nije
sustav izvodnica za H. Tada postoji nenul vektor x iz ortogonalnog komplementa M+,
gdje je M linearna ljuska skupa vektora {xi, x,, ..., x;}. PoSto je x ortogonalan na svaki x;

k
zai € 1,2,...,k, vrijedi da je Z |{x, x,~>|2 = 0. Stoga skup vektora {x;, x5, ..., x;} ne bi
i=1
imao pozitivnu donju granicu baznog okvira A te iz tog razloga ne bi bio bazni okvir.

(i) = (i): Pretpostavimo da skup vektora {xi, xp, ..., x;} nije bazni okvir za H. S
obzirom da za konacne bazne okvire gornja granica uvijek postoji, zakljucujemo da ne
postoji donja granica A. Dakle, za svaki pozitivan realan broj m, postoji vektor y,, € H
takav da je ||y,,|| = 1 1 da vrijedi

k
1 1
D Ky < =yl = =
m m

i=1

Posto je {y.},,_, ograniCen niz, tada prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu {y,,} >, ima
konvergentan podniz {y,, };. Neka je y limes niza {y,, };. Dakle, takav da lim ||y, — y|| = 0.
J—o0

Tada iz Cauchy-Schwarz-Bunjakovskijeve nejednakosti slijedi lim(y,,;, x;) = (y, x;) za sve
j—)OO

k k
0= li s 5P = ) 1 5P
j%;w P = 10X

i=1

i=1,2,...,k,paje

Tada je (y,x;) = 0zasvei =1,2,...,k, tj. y je ortogonalan na svaki x; zai = 1,2,...,k

iz Cega slijedi da je ili y = O ili skup {xi, x2, ..., x;} ne razapinje H. Kako je y = lim y,, ,
J—)OO ;
to je 1 |lyll = lim [[y,,l, jer je norma neprekidna funkcija. Svi vektori Ym; SU jedini¢ni, pa
Jj—ooo ’
je zato i y jedini¢ni vektor, dakle, y # 0. Time smo dokazali da skup {xi, x5, ..., x;} nije
sustav izvodnica za H ¢ime je i drugi smjer dokazan. O

2.2 Rekonstrukcijska formula

U prijasnjim to¢kama spomenuli smo rekonstrukcijsku formulu (1.8]) za Parsevalove bazne
okvire. Za opcenite bazne okvire, takoder imamo rekonstukcijsku formulu, ali je kompli-
ciranija od one za Parsevalove bazne okvire. O tome nam govori sljedeca propozicija.

Propozicija 2.2.1. Neka je {x\, x>, ..., xc} bazni okvir za H. Tada postoji bazni okvir
V1, V2, - .., Y&} takav da se svaki x € H moZe rekonstruirati formulama

k k
x= Z(x, Yi)Xi = Z(x, Xi)Yi- (2.2)
i=1 i=1
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Svaki bazni okvir {y;, y», . .., yx} koji zadovoljava (2.2)) zove se dualni bazni okvir od
{XI, X2y evns Xk}.

Dokaz. Kao i u dokazu propozicije koristit ¢emo linearni operator ® : H — Ck
definiran kao

(x, x1)
(X, x2)
X = .
(X, xi)
Pokazat éemo da je @ injektivan, tj. da je jezgra od ® upravo {0}. Neka je x € H takav da
je ®x = 0. Tadaje (x,x;) =0zai=1,2,...,k. Posto je {xi, xz,...,x;} sustav izvodnica

za H, mozemo zakljuciti da je x = 0. Stoga je ® bijektivan na svojemu rangu. Neka je
@ : C*¥ — H adjungirani operator operatora ®. Tada je ®*® : H — H takoder injektivan.
Zaista, ako je ©@*@x = 0 tada je [|@x|]> = (Bx, Ox) = (®*Ox, x) = 0, pa je Ox = 0 i zato je
x = 0. Prema teoremu o rangu i defektu slijedi da je ®*® i surjektivan, dakle i invertibilan
operator.

Neka je {e}, e,, . .., e} standardna ortonormirana baza za C*. Tada je

k
Ox = Z(x, x;)e;.
i=1

Za svaki x € H i za svaki j, prema definiciji adjungiranog operatora imamo
k
(x,0%;) =(Ox,¢;) = <Z(x, xiye;, ej> = (X, X;),
i=1
odakle slijedi (x,@®"¢; — x;) = 0 za svaki j = 1,2,...,k i svaki x € H. Uzmemo li

x = ®%¢; — x;, dobit ¢emo ||®*¢; — xj|| = 0, dakle ®*¢; = xj,1tako zasve j = 1,2,... k.
Oznacimo S = ©*0. Tada za svaki x € H imamo

k k
Sx=0'0x = G)*( Z(x, x,-)e,-) = Z(x, x)O%¢;,
=1

i=1

dakle,
k
Sx= Z(x, X)X (2.3)
i=1

Sada definirajmo y; = S 'x;zai = 1,2,..., k. Tada za svaki x € H vrijedi

k k k
x=S"'Sx=5""1 Z(X, X)X = Z(X, x)8 x; = Z(X, Xi)Yi.
P P P
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To nam daje jednu od jednakosti iz (2.2). Nadalje, posto je S hermitski operator (S = S*),
slijedi da je i S ~! hermitski operator pa je

k k k
x =85 = DS = ) (e ST = > (i
i=1 i=1 i=1

To nam daje drugu jednakost u (2.2)).

Da bi dokazali da je {y1,y,,...,y} bazni okvir, trebamo pokazati da postoje odgova-
rajuce granice baznih okvira. Neka su A 1 B redom donja i gornja granica baznog okvira
{x1, X2, ..., x}. Koriste¢i definiciju baznog okvira i ¢injenicu da je S~' hermitski opera-
tor pronaci éemo granice baznog okvira {S ~'x;,S ' x,,...,S'x;}. Prvo, iz ogranienosti
operatora S~ slijedi [|S x| < |IS 7| - ||x]| za svaki x € 9. Nadalje, iz ograni¢enosti od S
slijedi [|x|| = 1SSl < ISl - IS ' x|I, pa je m |lxll < IS ~'x|| za sve x € H. Konacno,

A
IS 17

k k
lIxdi? < AlIS ™'l < Z x, S )l = Z S~ x, x) P < BIIS TP < BIIS Pl

i=1 i=1

O

2.3 Operatori analize i sinteze

U dokazu propozicije koristili smo linearan operator kojeg smo oznacili s @. U
ovome dijelu definirat ¢emo taj operator te cemo dublje istraZziti njegova svojstva i rezultate.
U ovome dijelu uvijek éemo pretpostaviti da svaki vektor x € H ima vektorski oblik s
obzirom na fiksiranu bazu {u, uy, ..., u,} iz ‘H.

Definicija 2.3.1. Neka je {x,xs,...,x:} C H. Operator ® : H — CF definiran kao

(x, x1) k
Ox=| : |= Z(x, x;)e;
(x, xx) =1
zovemo operator analize od (x|, x,, ..., x;}, gdje je {e\, ey, ..., e} standardna ortonormi-

rana baza za CF.

Dakle, u dokazu propozicije [1.3.3] koristili smo operator analize. Osim operatora ana-
lize ®, vaznu ulogu u proucavanju baznih okvira ima i ®*, njegov adjungirani operator.
Kao S$to smo vidjeli u dokazu propozicije [2.2.1} ako je ®* adjungirani operator ope-

C1 k k
ratoru O, tada je ®@*¢; = x;, §to nam daje O*[| : || = O (Z Ciei] = Z cix;. Tada je
i=1

Ck i=1
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kompozicija ®*® dana sljedecom formulom

k

O'0x = Z(x, Xi)X;. 2.4)

i=1

Definicija 2.3.2. Andjungirani operator ®* operatora analize zove se operator sinteze.
Operator S = ©*0 : H — H zove se operator baznog okvira.

Napomenimo da te operatore moZemo definirati za bilo koji skup {xi, x,, ..., x} iz H
koji i ne mora biti bazni okvir.

U jednoj od narednih tvrdnji vidjet éemo koje svojstvo od O (i ®*) karakterizira opera-
tore analize i sinteze pridruZene baznom okviru.

k
Propozicija [1.3.3| nam govori da za svaki x € H vrijedi x = Z(x, X;yx; ako i samo

i=1
ako je skup vektora {xi, x,, ..., x;} Parsevalov bazni okvir. Dakle, oCito je da je operator

baznog okvira S identiteta, tj. S x = x za svaki x € H ako i samo ako je skup {x;, x, ..., X}
Parsevalov bazni okvir za H. OCcita posljedica toga je da je operator baznog okvira S
skalarni multipl od jedinicnog operatora ako i samo ako je skup {xy, x,, ..., x;} napet bazni
okvir.

Iz definicije slijedi

k
I0xP = > I0n X, xe H. (2.5)
i=1
Time smo dokazali sljedecu tvrdnju.
Propozicija 2.3.3. Neka je H vektorski prostor, {x1, x2, ..., x} C H i O operator analize
za {xy, xa2, ..., x}). Tada je sljedece ekvivalentno:
(i) {x1,x2,...,x} je Parsevalov bazni okvir za H.

(ii) O je izometrija iz H u CF.
(iii) Operator baznog okvira je identiteta.

Dokazimo sad analognu tvrdnju za opéenite bazne okvire.

Propozicija 2.3.4. Neka je H vektorski prostor, {x1, x5, ..., x} C H i O operator analize
za {x1, x2, ..., x¢}. Tada je sljedece ekvivalentno:
(i) {x1,x2,...,x:} je bazni okvir za H.

(ii) O je injektivan operator iz H u C*.



2.3. OPERATORI ANALIZE 1 SINTEZE 29

(iii) Operator baznog okvira je invertibilan operator na H.

Nadalje, ako je {xi,x», ..., x;} bazni okvir za H, tada su A = —L— i B = ||@|]* granice

lle-112
baznog okvira gdje je 7' : O(H) — H inverz od ©.

Dokaz. (i) = (ii): Koristit ¢emo obrat po kontrapoziciji. Neka je ®x = 0 za neki x # 0 iz
‘H. To znaci da je (x, x;) = 0 za svakii = 1,2,...,k. Dakle, x je ortogonalan na svaki x;.
Zbog toga, x nije u ljuski od {xy, x5, ..., x;}. PoSto bazni okvir mora biti sustav izvodnica,
prema lemi slijedi da {x;, xs, . .., x;} nije bazni okvir za H.

(ii) = (iii): Posto je C* = Ker(®*) ® Im(®), ako je y # 0 iz Im(®), tada je @*y # 0.
Ako pretpostavimo da je ® injektivno preslikavanje, znamo da za svaki x # 0 iz H za koji
je ®x # 0 vrijedi da je ®*®x # 0. Dakle, posto je ®*® linearan operator na H, on mora
biti i invertibilan.

(iii) = (i): Ako je S = ©*O invertibilan operator na H, neka je y; = S 'x; za

k

i = 1,2,...,k. Tada je x = Z(x,yi)xi koristeci se propozicijom [2.2.1} Zbog toga
i=1

{x1, X2, ..., xx} razapinje H i zbog toga je bazni okvir za H.

Da bismo odredili granice baznog okvira, nadovezat éemo se na jednakost (2.5). Neka

k
je {x1, X2, ..., x;} bazni okvir. Imamo da je Z [Cx, X2 = [1Ox]1* < |1O]12|x]1* za sve x € H,
i=1
Sto dokazuje da je ||®|*> gornja granica baznog okvira. Posto je © bijekcija na ®(#), imamo
2
daje ||x|P* = |©7'0x| < |O7'||®x]]* za sve x € H. Iz toga proizlazi da je 14— < ||©x]?.

lo-1?
Dakle, m je donja granica baznog okvira za {xi, xp, . . ., X}. O
Uzmimo standardnu ortonormiranu bazu {e;, e, ..., e} za C* i neku ortonormiranu
bazu {u;, u,,...,u;} za H. Operatorima analize i sinteze pridruZit ¢emo njihove matri¢ne
prikaze u ovom paru baza. Te matri¢ne prikaze cemo ponovno oznacavati s ® i ®*. Kako je
O'(e;)) =x;zai=1,2,...,k, tada se u stupcima od O* nalaze prikazi vektora x;, x, ..., X;
u bazi {uy, us, . . ., u}. Dakle,
O =|x; x - xgl.
Naravno, tada je matricni prikaz od ® u paru baze {u;, us, ..., u;} i {ey, es, ..., e} upravo
— x5 -
-
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Propozicija 2.3.5. Neka je T = [xl Xy e xk] € M. Tada vrijedi:
(i) {x1, %2, ..., xx} je bazni okvir za C* ako i samo ako je rang matrice T jednak n.

(ii) {x1,x2,..., X} je napeti bazni okvir za C" ako i samo ako je skup vektora smjeste-
nih u retke matrice T u parovima ortogonalan skup vektora s istom normom. Po-
sebno, {x1, x,, ..., x;} je Parsevalov bazni okvir za C" ako i samo ako je skup vektora
smjestenih u retke matrice T ortonormirani skup.

Dokaz. Prvo uo¢imo da je T matri¢ni zapis operatora sinteze ®* : C* — C" skupa
{x1,x2,...,x:}, gdje smo i u domeni i u kodomeni odabrali standardne ortonormirane baze.

Sada je rang od T jednak n ako i samo ako je rang operatora ®* takoder jednak n, Sto
znadi da je @ surjekcija. Prema lemi[2.3.4]to znaci da je {x;, x2, ..., x;} bazni okvir za C".
To dokazuje (i).

{x1, X2, ..., x¢} je napeti bazni okvir za C" ako i samo ako je ®*® = A - I, tj. ako i samo
ako je

<®*®€,‘,€j>:A<€i,€j>:A‘5,‘j, i,j: 1,2,...,1’[.

Prema tome,
(Q¢;, B¢;) = (@ O¢;, ej)=0, i#j

1@eill = V(Oe;,®e;)) = VA, i=1,2,...,n.

Uocimo da su ¢y, e, .. ., B¢, stupci matrice @, dakle, stupci od 7* = ® su medusobno
ortogonalni i svi jednake duljine. To znaci da su retci od T medusobno ortogonalni i svi
jednake duljine.

U slucaju Parsevalovog baznog okvira je A = 1, pa se gornja tvrdnja svodi na to da
retci od 7' ¢ine ortonormirani skup. O

Motivirani ovim rezultatom, imamo sljedecu definiciju.

Definicija 2.3.6. Matrica T € M, zove se matrica baznog okvira ako je ranga n. Matrica
T zove se matrica Parsevalovog baznog okvira ako je TT* = 1. Matrica T zove se matrica
napetog baznog okvira ako je TT* = Al za neki realan broj A > O.

Nakon §to smo definirali matricu baznog okvira, matricu Parsevalovog baznog okvira i
matricu napetog baznog okvira, dolazimo do sljedece korisne propozicije o baznim okvi-
rima i povezanosti izmedu granicama baznih okvira i svojstvenih vrijednosti matrica.

Propozicija 2.3.7. Neka je T = [x1 Xy - xk] € M, i neka su A,,;, i Ay, redom mini-
malna i maksimalna svojstvena vrijednost od TT*. Tada je sljedece ekvivalentno:

(l) /1min > 0.
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(ii) {x1,xa,..., X} je bazni okvir za C".
Nadalje, ako vrijede (i) i (ii), optimalne granice baznog okvira {x\,x;,..., X} Su Apin 1
/lmax-
Dokaz. Posto je TT* = S operator baznog okvira za {xi, x5, ..., X;} pozitivan operator,
svojstvene vrijednosti za S su sve nenegativni realni brojevi. Tada je 4,,;, > 0 ako i samo
ako je S invertibilna, pa je prema lemi [2.3.4] {x;, x,, ..., x;} bazni okvir ako i samo ako je
Ain > 0.

Gornja granica baznog okvira je ||| = [|0*@| = max {c(©*®)} = ... Svojstvene
vrijednosti od (®*®)~! su recipro¢ne vrijednosti svojstvenih vrijednosti operatora @*®.
Zato je najveca svojstvena vrijednost operatora (*®)~! upravo ﬁ Jos se treba sjetiti da
je donja granica baznog okvira jednaka gt dakle . O

Kada smo definirali operator analize ®, operator sinteze ®*, govorili smo i 0 svojstvima
operatora baznog okvira § = ®*0. Kod operatora baznog okvira, operator analize i ope-
rator sinteze komponirali smo na to¢no odreden nacin. Ako ih komponiramo suprotnim
redoslijedom dobit ¢emo drugi operator. Operator G = @®* zovemo Grammov opera-
tor. Grammov operator igra vaznu ulogu u teoriji baznih okvira. Elementi u matricnom
zapisu Grammovog operatora su skalarni produkti vektora baznih okvira, dakle Grammov
operator izgleda ovako:

X, x1) (X, x1) o0 (X, Xn)
G = 00" - <X1,'X2> <X2,'X2> <xk"x2>
x) o, x) o0 (s X

Uo&imo da su elementi na dijagonali matri¢nog zapisa Grammovog operatora redom ||x;||*
zai=1,2,...,k, upravo kvadrati norme elemenata baznog okvira. Slijedi karakterizacija

Parsevalovog baznog okvira pomoc¢u matri¢nog zapisa Grammovog operatora.

Propozicija 2.3.8. Skup vektora {xy, x,, ..., x¢} u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru
‘H je Parsevalov bazni okvir za H ako i samo ako je pripadajuci Grammov operator G
ortogonalni projektor (tj. vrijedi G = G* = G?) ranga n.

Dokaz. Kao Sto smo ve¢ spomenuli, {xi, X, ..., x;} je Parsevalov bazni okvir ako i samo
ako je operator baznog okvira ®*® jedini¢ni operator. Neka je G odgovaraju¢i Grammov
operator ®@®*. O¢ito je G* = G i G* = (B0")(00*) = O(O*0)O* = BIO* = G, §to
pokazuje da je G ortogonalni projektor na sliku od ®. Zbog GO = O slijedi n = r(®) =
r(GO®) < r(G) < n, pa je rang od G jednak n. O
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2.4 Kanonski Parsevalovi bazni okviri

Posto je operator baznog okvira S uvijek pozitivan invertibilan operator, to znaci da postoji

1 operator S 2 koji je takoder pozitivan operator. Takoder, inverz od S je pozitivan operator,
“- e s oot

a to znaci da postojii S 2.

Propozicija 2.4.1. Neka je {x|,x,,...,x} bazni okvir za H sa operatorom baznog ok-
vira S. Tada je {S_%xl,S‘%xz,...,S‘%xk} Parsevalov bazni okvir za H. Bazni okvir
{S ‘%xl, S ‘%xz, Y ‘%xk} nazivamo kanonski Parsevalov bazni okvir pridruZen baznom
okviru {xy, xa, ..., xi}.

Dokaz. Pokazat ¢emo da {S ‘%xl, S ‘%xz, e S‘%xk} zadovoljava iz propozicije re-
konstrukcijsku formulu (T.8)), $to dokazuje da je tada taj skup Parsevalov bazni okvir za H.
U racunu koji slijedi koristimo definiciju operatora baznog okvira S 1 svojstvo da je S -2
linearan i hermitski operator. Tada vrijedi

k k k
x=S81§§ ix=S"2 <S_%x, x,-> X; = S72 Z <x, S_%x,-> X; = Z <x, S_%xi> S_%xl-.
i=1 i=1 i=1
Posljednja jendakost nam predstavlja operator baznog okvira za {S X1, 871xs, ..., ST ixy)

s obzirom na vektor x. Posto je to uvijek jednako x, dokazali smo Parsevalovu rekonstruk-

.. . e 1 1 . .
cijsku formulu iz propozicije Dakle, {S2x1,8 2xs,...,8 2 x;) je Parsevalov bazni
okvir. O

Pogledajmo sada jedan primjer u kojemu imamo zadani bazni okvir te pomoc¢u opera-
tora baznog okvira § odredujemo kanonski Parsevalov bazni okvir.

Primjer 2.4.2. Neka je u C* zadan skup vektora {xi, x,, x3} = {[(1)] , [(1)] , [i]} Tada je

{x1, X2, X3} bazni okvir za C? jer je to ocito sustav izvodnica za C?.

(x, x1)
Operator analize ® : C*> — C? dan je formulom Ox = |{x,x)|, odnosno ako je
(x, x3)
X X Y
x:[l],tadajeG[l]: X
X2 X2
X1+ X2
Operator sinteze je ®* : C* — C?,
aq 3
" _ _ 1 0 1 _|lart a3
0 Zz —Zl:a/,-x,-—oz] 0 + a, l]+013 1] = oy + a5
3 i=
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Prema tome, operator S = @*® : C*> — C? zadan je kao

X M 2x) + x
@*@[ 1] =0 x |=7107.
X x| + 2%
X1+ X
Matricni zapis od operatora baznog okvira S = ©*0 u kanonskoj bazi za C” je S = 1 of
2 _1 1 1,33 1y ¥ N3
Tada je matricni zapis od S ' = [ 3 23], a matricni zapis od S 72 = 21 6\5 2 \/ﬁ
-3 3 14X 14
303 27 % 2776
ve . . 1 1 1 1 + 3 -5 + ¥3
Iz toga slijedi da je {S‘?xl, S72xp, S_7X3} =1l % 6 .| 35| Prema pro-
—_— + —_
2 3

poziciji m taj skup je Parsevalov bazni okvir $to se lako prOVJerz da za svaki x € C?
3

vrijedi x = Z(x, vi)v;, gdje je {vi,va,v3} = {S‘%xl,S‘%xz, S_%X3}.
i=1






Poglavlje 3

Dualni bazni okviri

U ovome poglavlju vise ¢emo istrazivati rekonstrukcijsku formulu (2.2)) iz propozicije
U toj propoziciji definirali smo dualne bazne okvire. Dualni bazni okviri su bitni za
rekonstrukciju, a Parsevalovi bazni okviri su oni koji su sami sebi dualni. Ta svojstva ¢emo
ovdje promatrati.

3.1 Kanonski dualni bazni okviri

Ako je {x1,x,...,x:} Parsevalov bazni okvir za H, tada za svaki x € H vrijedi rekons-
trukcijska formula

k
X = Z(x, X)X
i=1

S druge strane, ako je {x;, x,, ..., x;} opCeniti bazni okvir za H, tada ne vrijedi napisana
rekonstrukcijska formula. Naime, ako je S operator baznog okvira koji je dan formulom
koja vrijedi za svaki x € H

k

Sx= Z(x, X)X, (3.1)

i=1

moZemo zamijeniti x sa S ~'x u danoj formuli (posto je S pozitivan i invertibilan operator
na H). Tada za svaki x € H vrijedi rekonstrukcijska formula

X = Zk: <S‘1x, xi> X;.

i=1

35
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Nadalje, ako s obje strane jednakosti (3.1]) primijenimo S ~!, dobivamo dualnu verziju re-
konstrukcijeke formule, tj.

k
X = Z(x, xS .
i=1

Dakle, u kombinaciji s danim rezultatima, dobivamo primjer rekonstrukcijske formule iz

propozicije [2.2.1}

X = x, 8 Ix) x; = k O, x)y Sy, Vxe H. (3.2)
PRCRREIEEDY

k
=1 i=1

L
Skup vektora {S x, S x,, ..., S ‘lxk} zove se kanonski dualni bazni okvir od skupa
vektora {x|, X2, . . ., x¢}. Taj skup ée zasigurno biti bazni okvir posto je S ~! invertibilan ope-

rator pa e zbog toga skup {S 1x,87x,,...,S ‘lxk} biti sustav izvodnica za H. Takoder

je ocito da je tada {x;, X», .. ., x;} dualni bazni okvir za {S‘lxl, S7lx,, ... ,S‘lxk}.

Medutim, zbog redundancije koje bazni okviri posjeduju, postojat ¢e drugi skupovi
vektora {yy, y,, ..., yx} iz H, koji nisu kanonski dualni bazni okvir od {xy, x,, . .., x;}, a koji
¢e zadovoljavati rekonstrukcijsku formulu

k
X = Z(x,y,-)x,-, VxeH.
i=1

3.2 Dualni bazni okviri

Definicija 3.2.1. Neka je {xi, xs, ..., xi} bazni okvir za H. Skup vektora {y,y>,...,V}
iz H zovemo dualni bazni okvir za {x,, x», . .., x¢} ako {y1,y2, ..., y} zadovoljava rekons-
trukcijsku formulu

k
X = Z(x,y,)xi, VxeH.

i=1

Ako jeyi = S7'x;zai = 1,2,...,k, tada ga zovemo kanonski dualni bazni okvir. Ako
V1,2, ..., V} nije kanonski dualni bazni okvir, tada se zove alternativni dualni bazni
okvir.

k
Pokazimo da, ako {x, x5, ..., x¢} 1{y1,¥2, ..., Vx} zadovoljava jednadzbu x = Z(x, Vi) Xi

i=1
k

za svaki x € H, da tada takoder zadovoljava jednadzbu x = Z(x, x;)y; za svaki x € H.
i=1
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Neka su ©, 1 ©, operatori analize za bazne okvire {x;, x, ..., X} 1{y1, y2, ..., yx} redom.
Tada je, za svaki x,

k k k
®;®y(x) = @); [Z(X’ )’i>6’i] = Z(x, )’i>®;(€i) = Z<x’ Vi) Xi.
i=1 i=1 i=1

Dakle, ©0, = I. Tada je ©]0, = (@j;@y) =1, pa je ©;0,(x) = x za sve x € H. Kako je

k k k
©,0.(x) = 6] [Z(x, xi>ei) = Z(x, x)0y(e;) = Z(x, Xi)Yiy

i=1 i=1 i=1

slijedi tvrdnja.

Drugim rijeCima, vektori {y;, y,, ..., yx} su sustav izvodnica za isti prostor kao 1 vektori
{x1, X2, ..., x¢}. Takoder, ako je {x;, X, ..., x;} bazni okvir za H, tada je i bilo koji njegov
dualni bazni okvir takoder bazni okvir za H.

Neki bazni okviri imat ¢e samo pripadajuée kanonske dualne bazne okvire, dok ¢e neki
imati i alternativne dualne bazne okvire. Proucavat ¢emo uvjete pod kojima ¢e bazni okviri
imati alternativne dualne bazne okvire.

Propozicija 3.2.2. Neka je {x\, x2, ..., x¢} baza za za H. Tada je njegov pripadajuci dualni
bazni okvir jedinstven.

Dokaz. Neka su {yy,ys,...,v}1{z21,22,..., 2} dualni bazni okviri od {xy, x5, ..., x;}. Tre-
bamo dokazati da su oni jednaki.
Prema definiciji dualnog baznog okvira, za svaki x € H vrijedi

k k k
DGy = (m ) xi= D (nydxi = D (nzxi = x—x =0,
i=1 i=1 i=1
Posto je {xy, x2, ..., x;} linearno nezavisan skup, iz sume

k
DTy = (62 x =0

i=1

slijedi da je (x,y; —z;) = 0zasvakii = 1,2, ..., k. Prema tome, svaki y; — z; je ortogonalan
na x. Posto je x € H proizvoljan, imamo da je svaki y; — z; jednak nulvektoru, pa je y; = z;
zai=1,2,...,k Iz togaslijedi da {x, x», ..., x;} ima jedinstveni dualni bazni okvir. O

Pogledajmo sada jedan primjer baze i njenog kanonskog dualnog baznog okvira (koji
je jedinstven).
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1] [1] [O
Primjer 3.2.3. Neka je u R® zadan skup vektora {x,, x,, x3} = { of,[11],[1 } Tada je
11 [0] [O

{x1, X2, X3} baza za R? jer je to ocito linearno nezavisan skup od 3 elemenata u trodimenzi-
onalnome vektorskome prostoru.

(x, x1)
Operator analize ® : R? — R? dan je formulom @Ox = l(x, xﬁ}, odnosno ako je
(X, X3)
X1 X1 X1+ X3
X =|x2|, tada je O x| = | x1 + x2|.
X3 X3 X2
Operator sinteze je © : R®* — R3,
ay 3 1 1 0 a; + as
o (02 :Zaixi:aq 0 + ay 1]4—(}’3{1} =lay +a3].
a3 i=1 1 0 0 g

Prema tome, operator S = ©*0 : R? — R? zadan je kao

X1 X1 + X3 2x] + xp + X3
(ONC) X | = ON X1+ x| = X1+ 2x
X3 X2 X1+ X3

Matricni zapis operatora baznog okvira S = ©*0 u kanonskoj bazi zaR3 je S =

211
1 2 0f
1 01

2 -1 -2
Tada je matricni zapis od S ™' = l—l 1 1 |. Kanonski dualni bazni okvir od {x1, x2, x3}
-2 1 3

}. Lako se

Prema tome, ako je {x;, x,,...,x;} baza za H, onda je kanonski dualni bazni okvir
{$7'x1,8 'x5,...,5 'x;} jedini dualni bazni okvir od {x;, x,, . .., X}

Dakle, jedinstvenost dualnog baznog okvira je uspostavljena ako je bazni okvir upravo
baza. No, vrijedi i obrat.

0 1 -1
je tada {y1,y2,y3} = {S 'x1, 8 'x2, S ' x3). Dakle, {y1, y2,y3} = {l()} ,l 0 } ,l 1
1| |-1 1

3 3
provjeri da za svaki x € R? vrijedi x = Z(x, ViYXi I X = Z(x, Xi)Vi.
i=1 i=1

Propozicija 3.2.4. Neka je {x|, xa, ..., xc} bazni okvir za H. Tada {x, x,, ..., x;} ima je-
dinstveni dualni bazni okvir ako i samo ako je {xi, x», . .., x;} baza.
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Dokaz. Jedan smjer je dokazan u propoziciji[3.2.2}

Za dokaz drugog smjera, koristit ¢emo obrat po kontrapoziciji. Pretpostavimo da
{x1, X2, ..., X} nije baza. Tada je ®(H) # CF, gdje je ® operator analize od {x;, xa, . . ., X;}.
Neka je P ortogonalni projektor na ®(H)* i neka je T : @(H)* — H bilo koji linearan

operator razliit od nuloperatora. Tada je T Pe; # 0 za neki i, gdje je {ey, es, ..., e} stan-
dardna ortonormirana baza za C*. Ako je y; = S ~'x; + T Pe;, tada je {1, y2, . .., ¥} razlicit
od {S7'x;,8 'xs,...,5 ' x;}. Napomenimo da za svaki x,y € H, imamo

k k k
<Z<x, TPei>xl~,y> = D U(PT"x, e)(xi,y) = <PT*x, >, x,->el~> = (PT"x,0()) = 0.
i=1 i=1 i=1

k
Tako je Z(x, T Px;)x; = 0 za svaki x € H. Iz toga slijedi
i=1

k

Zkkx, ViyXi = Z <x, S_%x,- + TPel-> X; = i <x, S_%xl-> X+ Zk:@c, TPe)x;=x+0=x,
i=1 i=1

i=1 i=1

iz Cega slijedi da je {y;,y2,...,y} takoder dualni bazni okvir od {xi, x5, ..., x;}. Dakle,
{x1,x2,...,x;} ima viSe od jednog dualnog baznog okvira. O

Sljedeca propozicija daje nam karakterizaciju svih dualnih baznih okvira od nekog baz-
nog okvira, pri ¢emu koristimo operator baznog okvira S .

Propozicija 3.2.5. Neka je {x, x, ..., x;} bazni okvir za H i neka je S pripadajuci opera-
tor baznog okvira. Tada je {yi,y,, ..., yi} dualni bazni okvir od {x,, x5, . .., x¢} ako i samo
ako postoji skup {z1,22, . . ., 2k} takav da je y; = S "' x; + z; i vrijedi O (H)LO(H), gdje su
0, i O, redom operatori analize od {xy, X3, ..., x;} i {21,225 -+ » 2k}

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je {yi, s, . .., y¢} dualni bazni okvir od {x;, x,, ..., x;}. Neka
je z; = yi — S ~'x;. Tada za svaki u € H imamo

k k k k
Z(u, )X = Z(u,yi - S x)x; = Z(u,y»xi —~ Z(u, Sxdyxi=u—u=0.
i=1 i=1 =1 =1
Iz toga slijedi da

k
(©:1),0,(1) = D (1, 2)(xiv) = 0
i=1

vrijedi za svaki u, v € H. Zbog toga je O,(H)LO,(H).
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Da bismo pokazali drugi smjer ekvivalencije, pretpostavimo da postoji skup vektora
{z1,22, ..., 2} takav da je y; = S ~'x; +z; i pretpostavimo da je ©.(H)L®,(H). Tada imamo

k
D waXx, ) =0, VuveH,
i=1

iz Cega slijedi da je
k
Z(u, ziyxi=0, YueH.
i=1

Zbog ovih rezultata, slijedi da za svaki u € H vrijedi

k k k
D G yivn =Y ST xx + )z =u+0 =
i=1 i=1 i=1
Dakle, {y1,y2,..., ¥} je dualni bazni okvir od {xy, x5, ..., x}. O
Napomenimo samo da u ovoj propoziciji, skup {z1, 22, . . . , Z} ne mora biti bazni okvir

zaH.

Jos ¢emo navesti jednu propoziciju u kojoj je dana karakterizacija kanonsog dualnog
baznog okvira

Propozicija 3.2.6. Neka je {xi, x,, ..., x;} bazni okvir za H i neka je {yi, v, ..., yi} dualni
bazni okvir od {x1, xa,...,x;}. Tada je {y\,y2,...,yi} kanonski dualni bazni okvir ako i
samo ako je

k k
D Kn il < > KxwP,  VxeH
i=1 i=1
za sve {wy, wa, ..., wi} koji su dualni bazni okviri od {xy, x,, . .., Xi}.

Dokaz. 1z propozicije znamo da postoji skup {z;, 2, . . ., 2} takavdaje w; = S "' x; +z;
10, (H)LO (H), gdje su®, i O, redom operatori analize od {xi, x, ..., x}1{z1,22, ..., 2}

Tada mozZemo napraviti sljedeci raun, koriste¢i definiciju operatora analize da napiSemo
(x, x;) = (O,x, e;) gdje je x € H i gdje je e; i-ti element standardne baze za C¥. Dakle,

k k k
DI wdl? = DI ST + (62l = IS T x0) + (6,2
i=1 i=1 i=1

k k
= > KOS %), €) + (@0, el = D KOLS ™' x) + ©.(0), e

i=1 i=1
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= 10.(S~'x) + .| = 05 ' D)II* + 100,
jer je ®(S "' x)LO,(x), pa moZemo primjeniti Pitagorin poucak. Dakle, vrijedi
k k k
oWl = > K6 STl + > K 2P

=1 i=1

i=1

1

k

Suma Z I(x, z:)? je strogo veca od nule za neki x € H osim ako je z; nula. Tada je
i=1

{wi, ws, ..., w;} kanonski dualni bazni okvir. O

Bazni okviri zbog svoje redundancije te dualni bazni okviri vazni su u rekonstrukciji
vektora. Stoga je ovaj zakljuCak vrlo bitan. Neka je {xi, x,, ..., x;} bazni okvir (sustav

izvodnica) za H, ali nije baza. Dakle, taj skup je linearno zavisan. Svaki se vektor x €
k

H moze rekonstruirati kao x = Z(x, xi)yi, gdje je {y1,y2,..., ¥} dualni bazni okvir za
i=1

{x1,X2,...,x¢}. PosSto je {x,xs,...,x:} sustav izvodnica za H, tada postoji neki vektor

koji se moze zapisati preko ostalih. Neka je to, primjerice, vektor x;. U tom slucaju, skup

{x1,x2,...,Xx_1} je 1 dalje bazni okvir (sustav izvodnica) za H. Pretpostavimo da smo

izgubili koeficijent (x, x;). Tada viSe ne mozemo primijeniti navedenu rekonstrukcijsku

formulu. Medutim, ako uzmemo dualni bazni okvir {z1,22,..., 21} za {x1, X2, ..., Xs—1},
k-1

tada vrijedi x = Z(x, X;)z; 1 tako, bez (x, x;), rekonstruiramo x. Jedan nacin konstrukcije
i=1
dualnog baznog okvira za {xi, x,, ..., X1} opisan je u [1].

Ako je skup {xy, x2, ..., x,,} Parsevalov bazni okvir za H, tada je on sam sebi dualan jer
k

za svaki x € H vrijedi x = Z(x, x;yx;. Dakle, Parsevalovi bazni okviri su bazni okviri koji
. . . l:1
su sami sebi dualni.






Poglavlje 4

Rekonstrukcija vektora

4.1 Numericki algoritmi

Neka je {xy, x,...,x;} bazni okvir za H s operatorom baznog okvira S. Pretpostavimo
da su koeficijenti (x, x;), (X, X2), ..., {x, Xx) poznati. Zelimo rekonstruirati x koristeci te
koeficijente 1 vektore {x, x,, ..., x;} baznog okvira. U dokazu propozicije iz jedna-
kosti (2.3)) znamo da to moZemo napraviti raunajuéi {S ~'x;, S "'x,,..., S 'x} i koristeci
rekonstrukcijsku formulu

X = Z(x, xS " x;.
i=1

Medutim, za primjenu ove formule moramo invertirati operator baznog okvira §, Sto je
najcesce kompliciran zadatak.

Alternativa za rekonstruiranje vektora x je koriStenje algoritma koji ¢e proizvesti sve
to¢niju aproksimaciju vektora x koriste¢i vektore baznog okvira i pripadajuce koeficijente.
U ovome dijelu navest cemo tri takva algoritma.

(i) Algoritam baznog okvira: Neka je {xi, x,...,x,} bazni okvir za H s granicama
baznog okvira A i B. Za dani x € H rekurzivno definiramo niz vektora (u;) na
sljedeci nacin.

ug =0,

Uy = Ug—q + ﬁS(X — Up_1), k>1.
Uocimo da se vrijednost izraza S (x—u;_;), koji se pojavljuje u definiciji od u;, raCuna
kao

Sx—up—1) =Sx—Su_ = Z(x, Xi)Xi — Z(uk_l, X)X = Z (€x, x3) = (g1, Xi)) X3,
i=1 i=1 i=1

43



44 POGLAVLIJE 4. REKONSTRUKCIJA VEKTORA

dakle, koriste¢i poznate koeficijente (x, x;), (x, x2), ..., (X, x,,). Brzina konvergencije
ovog algoritma dana je sa

llx — wuill < ( )k”x”
¢ A+ B .
Zaista, imamo da je

2 2
X—up = (x— 1) — mS(X— Up_1) = ([— ms)(X— Up_1)

) k
:(I—MS) (x = up),

Sto dobijemo induktivno. Koristeci svojstvo da za svaki operator A vrijedi ||Ax|| <
Al - 1]l te [|AY]] < [IAIF¥, dobivamo

2 k
I—-——S5

- < . . 4.1
[lx — el < 1+ B [B3] 4.1)
Nadalje, imamo da je
A-1<S <B-I,
2A 2 2B
I < -5 < -1,
A+ B A+ B A+ B
2A 2 2B
[I——1>1- S>2l-—--1,
A+ B A+ B A+ B
A-B 2 B-A
A<[-——-8 < -1
A+ B A+ B A+ B

Odavde je |1 - 1% - S|| < &4 < 1. Sada iz @]) slijedi

A+B

k

)k il

(ii) éebiéevljev algoritam: Neka je {x;, x,, ..., x,,} bazni okvir za H sa granicama baz-
nog okvira A 1 B. Oznac¢imo

2 A
— <\W/-—->"8
I ukn_H — -

. <
Il < (B

+

B-A VB - VA
= o= ———.
B+A VB + VA

[ee)

Definiramo niz {u};?, iz H i odgovarajuce brojeve {1}, kao

P

up =0, u =
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izak > 2, .
Ak = /’—2/1
- T A1
i
2
up = A\ g1 — w2 + B+AS(X—Mk—1) + Up_2.

Tada niz {u:} konvergira k x iz H i brzina konvergencije Cebisevljevog algoritma je

k

o
[lx — il < mllxll.

(iii) Algoritam konjugiranog gradijenta: Za razliku od prijasnja dva algoritma, ovaj
algoritam radi bez poznavanja granica baznog okvira. No, brzina konvergencije ovisi
o granicama baznog okvira.

Neka je {x1, x, ..., x,} bazni okvir za H sa granicama baznog okvira A i B. Neka je
x € H nenul vektor. Definirajmo tri niza: {u};2,, {ri};oo, {Pxhie; iz H te odgova-
rajuce skalare {A;};. | sa

u, =0, r,=p,=Sx, p-1 =0,

izak >0,
_ Arepr)
A = S pi)’

U1 = U + APy,

Fisl = T — A4S Prs

— _ SpeSp 0 (SpeSpr-1)
Pi+1 = Spk (PksS pi) Pk <pk—1,5pk—1)pk_l'

Niz u; iz H konvergira k vektoru x.

4.2 GGSP algoritam

Znamo iz jednakosti (2.3)) da se svaki vektor x € H uvijek moZe rekonstruirati iz vrijed-

nosti ({x, x;));_, kao
n

x=8S"1x= Z(x, xS ',
i=1
gdje je S operator baznog okvira {xi, x,, ..., x,}. No, kao $to smo spomenuli, odredivanje
inverza S ~! operatora baznog okvira S bio bi kompliciran zadatak. Naravno, taj ratun bio
bi puno laksi ako bismo odabrali bazni okvir Ciji je operator baznog okvira jednak identiteti.
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Zbog toga je lakSe raditi sa Parsevalovim baznim okvirima ¢iji je operator baznog okvira
upravo jednak identiteti.

Mi bismo od zadanog skupa vektora u konacnodimenzionalnome vektorskome prostoru
H Zeljeli odrediti Parsevalov bazni okvir za prostor koji razapinje taj skup. Mogli bismo
pomocu Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije dobiti skup koji se sastoji od orto-
normirane baze za taj prostor te bi ostali vektori bili nulvektori. No s tim ne bismo puno
postigli. Zbog toga bismo nekako trebali generalizirati Gram-Schmidtov postupak ortogo-
nalizacije koji bi nam dao Parsevalov bazni okvir koji nije ortonormirana baza. Drugim
rijeCima, trebamo algoritam koji ¢e biti upotrebljiv 1 za linearno zavisan skup vektora.

Algoritam kojeg ¢emo opisati je dizajniran tako da svaki put kad je dodan jedan vek-
tor na ve¢ modificirani skup vektora, formira se novi modificirani skup vektora. Nadalje
posto je ovaj algoritam generalizacija Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije, ako
je zadan linearno nezavisan skup za neki potprostor, algoritam e taj skup modificirati u
ortonormiranu bazu za taj potprostor.

Sada ¢emo opisati rad algoritma. Neka je H konacnodimenzionalan vektorski prostor.
U generalizirani Gram-Scmidtov posupak ortogonalizacije za dobivanje Parsevalovog baz-

nog okvira (GGSP) unosimo n € N vektora {x;, x2, ..., x,} C H, a ispisuje se Parsevalov
bazni okvir {g1, g2, ..., &} C H zaljusku od {x, x, ..., x,}. Procedura je sljedeca.

0 fork:=1tondo
1 begin
2 if x; = 0 then
3 gr:=0;
4 else
5 begin

k-1
6 8k = Xg — Z(xk,gj>gj;

=1
7 if g, #0 thjen
8 8k 1= T8k
9 else
10 begin
11 fori:=1tok—1dog; ::gi+W( ! —1)(gi,xk>xk;

k 1+ ]1?
._ 1

12 8= e
13 end;
14 end;
15 end;
Ovaj algoritam nam dakle daje Parsevalov bazni okvir za ljusku od {x;, xs, ..., x,}.

Cak StoviSe, u svakoj iteraciji nam takoder daje specijalni Parsevalov bazni okvir za svaku



4.2. GGSP ALGORITAM 47

ljusku od {x1, x5,...,x:}, gdjejek = 1,2,...,n.

Iz propozicije [2.4.1) znamo da se od skupa vektora {xi, x,, ..., x,} moZe dobiti Par-
sevalov bazni okvir {S~2x;, 8 2x,,..., 5 1x,}, gdje je S operator baznog okvira. No, u
GGSP-u mi ne radunamo S 2 ((x)~,). Umjesto toga, u svakoj iteraciji, kada dodajemo
novi vektor koji je linearno zavisan ve¢ modificiranim vektorima, primjenjujemo S ~1 tim
modificiranim vektorima i novom vektoru, gdje je S ovdje operator baznog okvira za taj
novi skup vektora. Ako pak dodamo novi vektor koji je linearno nezavisan ve¢ modifi-
ciranome skupu vektora, taj vektor ortogonaliziramo koriste¢i Gram-Schmidtov postupak
ortogonalizacije.

Uoc¢imo da uvjet g = 0 znaci da se pridodani vektor x; # 0 nalazi u linearnoj ljusci
prethodno dobivenih vektora {gi, g2, ..., g—1}. Pretpostavimo da je {gi, g2,..., 8«1} Par-

sevalov bazni okvir za linearnu ljusku od {g, g2,..., &1} Sto ozna¢imo s H;. Tada je
{g1,82,- -, 81, Xxx} bazni okvir za H|, koji nije Parsevalov, jer x; # 0.
IzraCunajmo sada njegov pripadni kanonski Parsevalov bazni okvir. Prvo izraunajmo
operator baznog okvira za {g1, g2, . . - , k-1, Xx}. On je
k=1

Sx = Z(x, 88 + (X, X)Xk = X + (X, Xy ) Xk
i=1

U ovom rac¢unu smo koristili ¢injenicu da je {gi, g2, . . . , gx—1} Parsevalov bazni okvir za H,.
Direktnim raunom se provjeri da je

| 1 1
S 2x=x+ — 1| <x, xp)xp.
il [ VI + [l 2 )
Prema tome, kanonski Parsevalov bazni okvir pridruZzen baznom okviru {g1, g2, - . . , k-1, X}

ie{S72g1, S 2gs,...,S 2g_1, S 2x;). Uokimo, S~2g; = g + ;(

llce |12

1
m - 1) (gi, X)X

- xx, dakle, upravo vektori koje algoritam daje u

. _1
zai=1,2,...,k—1,a872x, =
1+ |x|?

k-tom koraku u slucaju kada je g, = 0, tj. u slucaju kada x; pripada linearnoj ljusci skupa
{x1, x5 X )
Ako je gr # O tada algoritam od niza {g, g2, ..., &1} daje niz {g1, g2, ..., &k-1, ﬁ},

k=1

gdjeje gx = xk—ZOck, g;»g;- Drugim rije¢ima, u ovom slucaju, kada se dimenzija prostora
=1

razapetog vektorima {xi, x», ..., x,_1} povecava "dodavanjem” sljedeeg vektora x;, prvih

k — 1 vektora se ne mijenja.
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Oznacimo sa ‘H, linearnu ljusku od {g1, g2, . . . , &1, Xk }. OCito je H; < H,. Neka je P
ortogonalni projektor na H,. Tada je Pg; = g;za j = 1,2,...,k — 1. Nadalje,

k-1 k-1
8k = X — Z(xk, Pgj)g; = xi — Z(kaagj>gj-

J=1 J=1

Kako je Px; € H; i {g1,82,...,81} je Parsevalov bazni okvir za H, iz toga slijedi
k-1
Z(ka,gj)gj = Px;. Zato je g = xx — Pxx = (I — P)xi, pa je dodani vektor ”g:i;ﬁ”.

=1
Ijjoéimo da je I — P ortogonalni projektor na jednodimenzionalni potprostor razapet vekto-
rom g;. Zato je (I — P)x = (x, gx)gx za sve x € H,.

Konacno, posto je je Px € H, i{g1,&2,...,8&—1} je Parsevalov bazni okvir za H,, za
svaki x € H, vrijedi

k-1 k=1 k
x=Px+({—-Px= Z(PX, g8 + (X, 88k = Z(X, Pgi)g;+ (X, 8k)8k = Z(X, g8
J=1 j=1 =1

Sto znaci da je 1 u ovom slucaju dobiven Parsevalov bazni okvir.
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Sazetak

Ovaj rad sastoji se od Cetiri cjeline. U prvoj cjelini definiramo R"-bazni okvir i istrazujemo
njegova svojstva. Nakon toga definiramo Parsevalove skupove u R” pomocu kojih defini-
ramo Parsevalove bazne okvire. Donosimo karakteristike koje su vazne za njih te dajemo
jedan primjer Parsevalovog baznog okvira iz kojeg se lijepo vide njegove specificnosti.
Na kraju cjeline govorimo o napetim baznim okvirima u prostoru R? te dajemo njihovu
geometrijsku interpretaciju.

U drugoj cjelini, za proizvoljne kona¢nodimenzionalne unitarne prostore definiramo
opcenite bazne okvire, ¢ime proSirujemo pojam R”-baznih okvira. U toj cjelini istrazujemo
rezultate 1 svojstava operatora analize 1 sinteze, kao 1 operator baznog okvira te Grammov
operator.

U tre€oj cjelini bavimo se dualnim baznim okvirima, opisujemo njihova svojstva te spo-
minjemo kanonske dualne bazne okvire. Specifi¢no svojstvo Parsevalovih baznih okvira
je da su to bazni okviri koji su sami sebi dualni, te su zbog doga najpogodniji u rekons-
trukciji vektora. Na kraju rada predstavljamo numericke algoritme pomocu kojih se mogu
rekonstruirati vektori bez invertiranja operatora baznog okvira.






Summary

This thesis consists of four parts. In the first part we define the R”-frame and investigate
its properties. Then we define Parseval sets in R”, which we use to define Parseval frames.
We present their most important properties, and give an example of a Parseval frame which
shows their advantages among other frames. At the end of this chapter we consider tight
frames in R? and give their geometric interpretation.

In the second part we define general frames for arbitrary finitedimensional inner pro-
duct spaces, which extends the term of R"-frames. In this chapter we investigate results
and properties of the analysis and synthesis operators, as well as the frame operator, and
Grammian operator.

In the third part we examine dual frames, describe their properties, in particular the
canonical dual frames. Specific property of Parseval frames is that they are frames which
are dual to itself, and therefore optimal for reconstruction of vectors. Finally, we present
numerical algorithms which can be used to reconstruct vectors without inverting the frame
operator.
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