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Uvod

U unitarnom prostoru ortogonalnost na uobicajen nac¢in definiramo pomo¢u skalarnog pro-
dukta. KaZemo da su dva vektora medusobno ortogonalna ako im je skalarni produkt
jednak nuli. Ako imamo neki unitaran prostor X te njegovu (topoloSku) bazu (e,), tada
za proizvoljni x € X postoji jedinstven niz skalara («,), takav da vrijedi x = X7, @,e,.
Ako su vektori baze medusobno ortogonalni, tada skalare jednostavno mozemo zapisati
K _xen) . . o . .

a0 a, = o Sto je dovoljno dobra motivacija za proucavanje pojma ortogonalnosti.
Relaciju ortofg’orrialnosti Zeljeli bismo proSiriti i na normirane prostore, ali odmah vidimo da

je ovakva definicija nemoguca buduci da norma opcenito ne potjece iz skalarnog produkta.
Matematicari se ovim problemom bave od 30-ih godina 20. stoljeca i danas postoje razne
definicije ortogonalnosti koje su na unitarnim prostorima ekvivalentne klasi¢noj, a mogu
se prosiriti 1 na normirane prostore.

U prvom poglavlju ovog rada navodimo neke osnovne pojmove vezane za unitarne
1 normirane prostore te ¢emo uvesti Sest svojstava koja klasi¢na relacija ortogonalnosti
zadovoljava na unitarnom prostoru.

U drugom poglavlju navodimo razna poopcenja ortogonalnosti u normiranim prosto-
rima $to je zapravo i glavni cilj ovog rada. Posebnu paZnju obratit éemo na Cetiri u literaturi
najzastupljenije ortogonalnosti: Birkhoff-Jamesovu, Robertsovu, Jamesovu i Pitagorinu.
Za svaku od njih provjerit ¢emo koja svojstva ortogonalnosti ona zadovoljava, a koja ne.
Pokazat ¢e se da ne postoji poopéenje koje zadovoljava sva svojstva. Tu ¢emo takoder
pokazati vaznu karakterizaciju Birkhoff-Jamesove ortogonalnosti na prostoru ograni¢enih
linearnih operatora.

U posljednjem poglavlju bavimo se mjerama odstupanja Banachovih prostora od Hil-
bertovih, tj. uvest ¢emo konstante koje mjere koliko je neki Banachov prostor daleko do
toga da bude Hilbertov.




Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Unitarni i normirani prostori

U ovom ¢emo odjeljku definirati unitarne i normirane prostore te pokazati vezu izmedu
njih. Vecina rezultata moze se naci u [2]. Tijekom cijelog rada F ¢e nam biti zajednicka
oznaka za polje realnih brojeva R i polje kompleksnih brojeva C.

Definicija 1.1.1. Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
-,y : X X X — F sa sljedecim svojstvima:

1. (x,x)>0,¥x € X;
x,x)=0ex=0;
(ax,y) = a{x,y),Ya € F,Vx,y € X;

(X1 + x2,y) = x1,y) + (X2, ), Vx1, X2 € X;

AN

6,y = (v, x),¥x,y € X,
Ureden par (X, (-, -)) naziva se unitaran prostor.

Pogledajmo sada neke uobiCajene primjere unitarnih prostora. S C([a, b]) oznaCavat
¢emo prostor svih neprekidnih funkcija na segmentu [a, b], a M,,,(F) ¢e nam biti oznaka
za prostor svih matrica reda m X n (piSemo M, (FF) ukoliko je m = n).

Primjer 1.1.2.
(a) "N, gdjeje (x,y) =X &mi za x = (&1, ... &),y = (1, ... 1) € F".

(b) (C(la, b)), (")), gdjeje (f.g) = [ f(g(Ddt za f.g € C(la,b]).

2



POGLAVLIJE 1. OSNOVNI POJIMOVI 3

(c) (Myn(F),<-,-)), gdje je (A,B) =tr(AB*) za A,B € M,,(F).

Definicija 1.1.3. Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje || - || :
X — R sa sljedecim svojstvima:

1. ||Ix|| = 0,Vx € X;
2. |Ix]| =0 x=0;
3. |lax|| = |la|||x||, Ya € F,Vx € X
4. lx + yll < llxll + 1Iyll, Y, y € X.
Ureden par (X, || - ||) naziva se normiran prostor.

Ocito je prostor (F, | - |) primjer jednog normiranog prostora nad poljem F. U sljede¢em
primjeru mozemo vidjeti joS neke ucestale primjere normiranih prostora nad poljem F.

Primjer 1.1.4.
(a) E%1-11), gdjeje lIxlli = Xy 16l za x = (&1, ... 60) -
(b) (Bl -1o). gdjeje |Ixl = 3, &P za x = (&1, ... &).
(c) FLlleo), gdje je lIxlleo = max{léi] : 1 <i<n} za x = (&1, ... &n).

1/
(d) Opcenito, za p > 1 je (F",|| - ||,) normiran prostor, gdje je ||x||, = (fo:l If,-lp) g za
X = (&1 s &)

Sada ¢emo navesti primjere normi nad vektorskim prostorom C([a, b]).

Primjer 1.1.5.
(a) (C(a,bD,1I-1l1), gdjeje llfll = fab |f(D)ldt.

(b) (Ca.bI). |- ). gdjeje IIfll = ~/ [ 1f(OPdr.
(c) (C(a, DDl - lo), gdje je |lfllee = max{|f(n)] : 1 € [a, b]}.
Slijede primjeri normi na prostoru M,,,(F).

Primjer 1.1.6.

(@) (M), - 1), gdje je ANl = 252, Xy laijl

(b) (Myu(B), 1l - 1Il), gdje je WAl = V(A A) = /XL Xy lai
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(€) (M@l llo). gdje je NAlls = max la|.

i=1,...,

Matri¢ne norme takoder mozemo dobiti kao operatorske norme iz odgovarajuéih vek-
torskih koriStenjem definicije:
Al

[lA|| = max = max ||[Ax]|. (1.1)
x20 ||| llx=1

Kada se u (I.]) uvrste norme iz primjera dobivamo matri¢ne norme dane u sljedeem
primjeru. Sa p ¢emo oznaciti spektralni radijus kvadratne matrice, a o; oznacavat ¢e sin-
gularne vrijednosti matrice pri ¢emu je o ,,,, najveca singularna vrijednost.

Primjer 1.1.7.

(a) (My(F), 1l - 111), gdje je lIAll = max sy laijl

..... n

(b) (Myn(E), | - 112), gdje je |lAll, = Vp(A*A) = Tmax(A).
(C) (an(P), ” : ”oo)’ gd]e.]e ||A||oo = iinax Z?:l |aij|-

1,...m

Navedimo sada joS jednu matriénu normu koja ¢e nam biti vazna za jedan od kasnijih
rezultata. U literaturi se za nju Cesto Koristi naziv nuklearna norma.

Primjer 118, (M,.,(8). 11 - [1.). gdjeje 1Al = tw(VA"A) = 2" o(A).

Prirodno se postavlja pitanje veze izmedu normiranih i unitarnih prostora. U sljede¢ih
nekoliko razultata vidjet éemo da je svaki unitaran prostor ujedno i normiran te uz koje
uvjete vrijedi i obrat. Za pocetak, iskazimo jednu korisnu nejednakost koja vrijedi na svim
unitarnim prostorima.

Propozicija 1.1.9. (Cauchy-Schwarz-Bunjakovski) Neka je (X, -, -)) unitaran prostor. Tada
je
[ WP < (6000, y), Yx,y € X (1.2)

Jednakost vrijedi ako i samo ako su x iy linearno zavisni.
Uz pomoc¢ nejednakosti iz prethodne propozicije lako se pokaze da je na proizvoljnom
unitarnom prostoru (X, (-, -)) formulom |[|x]| = +{x, x) zadana jedna norma. U daljnjem

¢emo podrazumijevati da je svaki unitaran prostor normiran uz ovako uvedenu normu.
Pretpostavimo da je (X, (-, -)) unitaran prostor. Za x,y € X imamo

o+ I = (x+ 3, x +3) = (6, x) + (6 y) + 0, x) + 0, ),
e = YIIP = (x =y, x = y) = (6, x) = (x5, 3) = 3, X) + 0, ).
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Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo tzv. jednakost paralelograma:
[l + I + llx = yII? = 20lxd® + 2IIylP,  Vx,y € X (1.3)

Sli¢no, lako se provjeri da vrijedi i

1 1
(r.y) = Zlix + ¥l — 7l -y, (1.4)

ako je prostor realan, odnosno

| : , :
(r.y) = Zllx+ P - Fiaie E+ illx + iyl - illx - iyll?, (1.5)

ako je prostor kompleksan. Prethodne dvije jednakosti zovu se polarizacijske formule.
One pokazuju da u svakom unitarnom prostoru skalarni produkt mozemo rekonstruirati iz
izvedene norme.

Jednakost paralelograma (1.3)) je, kako smo vidjeli, uvjet koji ispunjava svaka norma
koja je izvedena iz skalarnog produkta. Zanimljivo je da je taj uvjet i dovoljan. Sljedeci
teorem pokazuje da jednakost paralelograma zapravo karakterizira norme koje potjecu iz
skalarnog produkta.

Teorem 1.1.10 (Jordan - von Neumann). Neka je (X, || - ||) normiran prostor. Tada postoji
skalarni produkt {-,-) na X takav da vrijedi ||x|| = V{(x,x),Vx € X, onda i samo onda
kada ta norma zadovoljava jednakost paralelograma (1.3). U tom slucaju taj je skalarni
produkt jedinstven i dan je polarizacijskom formulom (1.4), odnosno (1.3)), ovisno o tome
je li prostor X realan ili kompleksan.

Osim prethodnog teorema koji je vrlo popularan u matematickoj literaturi, postoji i
sljedeci rezultat kojeg je Ficken dokazao u [9].

Teorem 1.1.11. Neka je (X,|| - ||) realan normiran prostor. Tada je X unitaran ako i samo
ako za svaka dva vektora x,y € X takva da ||x|| = ||y|| i za svaka dva a, B € R vrijedi da je

llax + Byll = IBx + ayll.

Sada ¢emo uvesti definiciju konvergencije u normiranim prostorima, a zatim ¢emo
pomocu toga definirati potpune normirane, odnosno unitarne prostore.

Definicija 1.1.12. Neka je (x,),en niz u normiranom prostoru X.

KaZemo da niz (x,),en konvergira prema x € X, pisemo x = lim x,,, ako

n—oo

Ve > 0,dng € Ntakodan > ny = ||x, — x|| < &.
Kazemo da je niz (x,),en Cauchyjev ako

Ve > 0,dng € N tako da m,n > ng = ||x,, — x,|| < €.
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Napomena 1.1.13. Lako moZemo provjeriti da je svaki konvergentan niz ujedno i Cauchy-
jev. Obrat opcenito ne vrijedi.

Definicija 1.1.14. KaZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun normiran prostor zove se Banachov prostor. Potpun unitaran prostor
se naziva Hilbertov prostor.

Navedimo sada nekoliko oznaka i rezultata vezanih za operatore na normiranim pros-
torima koje ¢emo koristiti kasnije u radu.

Definicija 1.1.15. Ako su X i Y normirani prostori, onda je operator A : X — Y ogranicen

ako
AM >0 td. ||Ax|| < M|x]|, VYxeX.

Skup svih ogranicenih linearnih operatora oznacavamo s B(X,Y). Za X = Y pisemo B(X).
Skup svih ogranicenih linearnih funkcionala na X, B(X, F), zove se dualni prostor prostora
X ioznacava se s X'.

Teorem 1.1.16. (polarni rastav operatora) Neka su X, Y konacnodimenzionalni Hilbertovi
prostori. Za svaki A € B(X,Y) postoje pozitivni operatori P € B(X), P’ € B(Y) te unitarni
operatori U,V € B(X,Y) takvidaje A= UP = P'V.

Teorem 1.1.17. (SVD dekompozicija) Neka je m > n i neka je A € M, ,(F) proizvoljna ma-
trica. Tada postoje unitarne matrice U € M,,(F)iV € M, (F) te matrica X = diag(o, ...,0,) €
M, , takve da je A = UXV*. Nenegativni realni brojevi o; zovu se singularne vrijednosti
matrice A. Posebno, ako je A pozitivno definitna matrica onda je U = V.

MoZemo joS i pisati A = UXV* = Y7, oyu;v; gdje su u; stupci matrice U, a v; stupci
matrice V.

U slucaju kada je m < n, SVD dekompoziciju definiramo za A*.

Definicija 1.1.18. Neka je X Hilbertov prostor te neka je A € B(X). Numericku sliku
operatora A definiramo kao

W) = {{Ax,x): x € X, ||Ix|| = 1}.

Teorem 1.1.19. (Toeplitz-Hausdorffov teorem) Neka je X Hilbertov prostor te neka je A €
B(X). Tada je numericka slika operatora A konveksan skup.

Teorem 1.1.20. (Rieszov teorem o reprezentaciji) Neka je X Hilbertov prostor i X' njegov
dual. Za svaki f € X' postoji jedinstveni a € X takav da je f(x) = (x, a). Dodatno, vrijedi
da je llallx = [1fllx-
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Teorem 1.1.21. (Hahn-Banach) Neka je X normiran prostori Y < X pravi potprostor od
X. Za svaki ogranicen linearan funkcional fy € Y’ postoji ogranicen linearan funkcional
f € X' takav da je fly = fo i IIfIl = llfoll

Korolar 1.1.22. Neka je X, potprostor normiranog prostora X ineka je x| € X takav da
je d = d(xy,Xy) = inf{||x; — x|| : x € Xo} > 0. Tada postoji f € X’ takav da je ||f]| =1 ida
vrijedi f(x1) =d i f(x) =0, Vx € X,.

1.2 Ortogonalnost i ortonormirane baze

Pojam ortogonalnosti izvorno potjece iz geometrije, ali izrazito je vaZan i za mnoga druga
podrucja matematike. U ovom odjeljku uvest éemo definiciju ortogonalnosti na unitarnom
prostoru te se upoznati s problemima koje ona nosi ukoliko se nalazimo u normiranom
prostoru.

Definicija 1.2.1. Neka je X unitaran prostor nad poljem E. Neka su x,y € X. KaZemo da
su x i 'y ortogonalni ako vrijedi (x,y) = 0. Pisemo x L y.

Primjer 1.2.2. Dva vektora u R? su ortogonalna u smislu skalarnog produkta

((x1, x2), (1, ¥2)) = X1y1 + X2y2
ako i samo ako su okomiti u geometrijskom smislu.

Napomena 1.2.3. Neka je X unitaran prostor i L relacija ortogonalnosti definirana ska-
larnim produktom na X. Direktno iz svojstava skalarnog produkta slijedi da relacija orto-
gonalnosti L zadovoljava sljedeca svojstva:

1. Nedegeneriranost: x L x & x = 0.

Homogenost: x Ly = ax L By,Va,p €F.
Simetricnost: x Ly &y L x.

Aditivnost s desna: (x Lyix L z) = x L (y+2).

Aditivnost s lijeva: (x Lyiz Ly) = (x+2) Ly.

S

Za svaka dva elementa x i y postoji a € F tako da x L (ax +y).

Ortogonalnost smo u proizvoljnom unitarnom prostoru definirali na prirodan nacin iz
skalarnog produkta. Sada ¢emo pokazati zasto nam je ona bitna u smislu prikaza proizvolj-
nog vektora pomocu linearne kombinacije elemenata baze.
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Definicija 1.2.4. Niz vektora (f;)icn normiranog prostora X je topoloska baza za X ako
postoji jedinstven niz skalara («;)en € F takav da vrijedi x = 3,72, «;f; (pri Cemu se ovdje
podrazumijeva obicna konvergencija reda u normi prostora X).

Napomena 1.2.5. U unitarnom prostoru X za niz vektora (e;);cn Ciji su elementi medusobno
ortogonalni (e; L e;,Vi, j € N) kaZemo da je ortogonalan. Dodatno, ako su vektori niza
normirani (|le;|| = 1,Vi € N) kaZemo da je niz ortonormiran.

Definicija 1.2.6. Ortonormiran niz (e;);en u unitarnom prostoru X je ortonormirana baza
(ONB) za X ako svaki vektor x € X dopusta prikaz oblika x = Y., a;e; (red konvergira u
normi prostora X).

Teorem 1.2.7. Svaki Hilbertov prostor ima ortonormiranu bazu. Svaki separabilan Hil-
bertov prostor ima prebrojivu ortonormiranu bazu.

Napomena 1.2.8. Uocimo da zbog ortonormiranosti niza (e;);en i neprekidnosti skalarnog
produkta iz x = )2, a;e; odmah slijedi (x, e;) = a;, Vi € N. Dakle, prikaz vektora x u ONB
(e))icn je jedinstven pa je prethodna definicija u skladu s definicijom Sada mozZemo
reci da je svaka ONB unitarnog prostora ujedno i topoloska baza. Izraz

o0
X = Z(x, e)e; (1.6)
i=1
zove se Fourierov red vektora x, a skalari {x, e;) Fourierovi koeficijenti vektora x s obzirom

na ONB (e,')ieN.

Sada se postavlja pitanje kako definirati ortogonalnost na proizvoljnom normiranom
prostoru u kojem skalarni produkt ne mora nuzno postojati. U sljede¢em poglavlju vidjet
¢emo razli¢ite nacine kako to moZemo napraviti.



Poglavlje 2

Poopcenja ortogonalnosti na
normiranim prostorima

Poopéenje ortogonalnosti na normirane prostore je problem kojim se od 30-ih godina 20.
stoljeca pa sve do danas bave mnogi matematicari. Postoji puno razliitih poopéenja, a
neka najvaznija navest ¢emo u ovom poglavlju. Takoder, provjerit cemo koja svojstva
ortogonalnosti zadovoljavaju te ¢emo pokazati da se zaista radi o poopCenjima, tj. da na
unitarnom prostoru imamo ekvivalenciju s klasicnom ortogonalno$éu. VazZno je odmah
napomenuti da ne postoji poopéenje koje zadovoljava svih Sest svojstava ortogonalnosti iz
napomene [[.2.3|na opéenitom normiranom prostoru.

2.1 Birkhoff-Jamesova ortogonalnost

Definicija 2.1.1. Neka je X normiran prostor nad poljem F i neka su x,y € X. KaZemo da
su x 1y Birkhoff-James ortogonalni (pisemo x Lpy) ako

llx + Ayl > [|xll, VYA€F. (2.1)

Birkhoﬂﬂ je ovakvu definiciju ortogonalnosti uveo 1935. godine u [4], dok je Jamesﬂ
prvi detaljno proucio njezina svojstva. U literaturi se Cesto osim Birhhoff-Jamesova koristi
naziv Birkhoffova ortogonalnost.

Birhhoff-Jamesova ortogonalnost, kao 1 mnoge druge, ima geometrijsku pozadinu $to
mozZemo uociti na slici Naime, za dva (u geometrijskom smislu) okomita vektora x i
y te za proizvoljni A vidimo da su x i Ay zapravo katete pravokutnog trokuta, a x + Ay je
njegova hipotenuza. Znamo da je hipotenuza pravokutnog trokuta uvijek duza od njegovih
kateta pa je stoga ||x + Ay|| > ||x]|.

'George David Birkhoff (1884. - 1944.), ameri¢ki matematicar.
ZRobert Clarke James (1918. - 2003.), ameri¢ki matematicar.

9
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T+ Aoy
T+ A3y

x4+ ANy

Slika 2.1: [|lx + Ay|| > [|x]|, YA € R

Na slici [2.2) moZemo vidjeti primjere Birkhoff-James ortogonalnih vektora u prostoru
R? sa sljede¢im normama: (a) |- |1, (b) || - |l, (¢) || - [l. Romb, kruZnica i kvadrat predstav-
ljaju jedini¢ne sfere pojedinih normiranih prostora (jedini¢nu sferu normiranog prostora X
definiramo kao Sx = {x € X : ||x|| = 1}). Na svakom od ova tri primjera x je jedinican
vektor, a bududi da se x + Ay nalazi izvan jedini¢ne sfere za svaki A € F, moZemo zakljuciti
daje 1 = [lx]l < [lx + Ayll.

U propoziciji koja slijedi pokazat ¢emo da je na proizvoljnom unitarnom prostoru Bir-
khofova ortogonalnost ekvivalentna s klasicnom ortogonalnoscu.

Propozicija 2.1.2. Neka je X unitaran prostor. Tada za Vx,y € X vrijedi sljedece:
x,y)=0 < |x+l>|xll, VAeF.
Dokaz. Za x,y € X, A € F vrijedi:
llx+ P = (x+ Ay, x + Ay) = Il + 2Re(y, x) + [Pyl
Pretpostavimo da je {x,y) = 0. Tada imamo ||x + Ay|]*> = ||x]|* + |A2|yII> > ||x].

Obratno, neka je ||x + Ay|| > ||x]|, VA € F. Tada je 2Re({dy, x) + |A]*|ly|> > 0,¥A € F.

Posebno, za A := —Tl’;%, y # 0 (za y = 0 jednakost je trivijalna) vrijedi:
2 2 2
(el Kl o Koyl

0 < 2Re(Ax, y) + |APII* = —2Re + = <
lIvlI? lIvlI? lIvII*
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(a) (b) (c)

y - N /e
L Y
e i

Slika 2.2: BJ ortogonalni vektori u R? s razli¢itim normama

Dakle, (x,y) = 0. O
PokaZzimo sada koja svojstva ortogonalnosti su ovdje zadovoljena, a koja nisu.

1. Nedegeneriranost. Ako vrijedi x Lz x onda imamo ||x + Ax|| > ||x||, VA € F. Tada
posebno za 4 = —1 vrijedi ||x|| < 0 iz Cega slijedi da je x = 0. Obratno, ako je x = 0
trivijalno vrijedi da je x Lp x.

2. Homogenost. Neka je x Lp y, tj. |lx + Al > ||x]|, VA € F. Neka su o,8 € F
proizvoljni. Tada vrijedi

llaxl] = lall|lxl] < lafllx + || = [lax + Aayll, VA € F. (2.2)

Odavde moZemo vidjeti da vrijedi ||ax|| < |lax + uByll,Yu € F, tj. ax Lg By.
Naime, neka je u € F proizvoljan. Tada uvrStavanjem A = ”;’8 u (2.2)) dobivamo

llaxll < [lax + pByll.

3. Simetri¢nost. MoZemo vidjeti da svojstvo simetri¢nosti opcenito ne vrijedi. Uzmimo
na primjer prostor (R2, ]| - ||.). Lako vidimo da je (1,1) Lz (2,0), ali (2,0) Lz (1,1).

4. Aditivnost s desna. Ne vrijedi opéenito. Neka je X = (R?, || - ||) normiran prostor.
Neka su x = (1,1),y = (2,0),z = (0,2) € R?. Lako se provjeridaje x Lz yix Lp z,
alix Lzy+z

5. Aditivnost s lijeva. Ne vrijedi opéenito. Neka je X = (R?, || - ||..) normiran prostor.
Neka su x = (1,1),y = (2,0),z = (0,—1) € R%. Lako se provjeri da je x Lp y i
zlgyalix+z Lgy.
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6. Birkhoff-Jamesova ortogonalnost zadovoljava ovo svojstvo. To 1 jo§ neSto viSe daju
nam teoremi i ¢iji se dokazi mogu pronadi u [12].

Teorem 2.1.3. Neka je X normiran prostor nad poljem R te neka su x,y € X. Tada postoji
a € R takav da je x Lg ax+y. Nadalje, vrijedi |a| < % Akoje x Lpax+yix LgfBx+Yy,
onda je x Lg yx+y za svakiy € [a,Db)].

Neprekidnost Birkhoft-Jamesove ortogonalnosti zajedno s gornjim teoremom povlaci
da za svaka dva x,y € X postoji zatvoreni interval [a, b] € R takav da za svaki a € [a, b]
vrijedi x Lp ax + y. James je pokazao sljedeci rezultat koji ¢e nam precizno reci o kojem
se to¢no intervalu radi.

Teorem 2.1.4. Neka su x # 0 iy dva vektora u normiranom prostoru X nad poljem R i
neka je

1
@ = o lim (|lnx|| = |lnx + yll) ﬂ——hm(llnx VI = [lrx]).

[l = ’ x| =

Tada su « i B najmanji, odnosno najveci skalari za koje vrijedi 6. svojstvo.

Iz definicije Birkhoff-Jamesove ortogonalnosti vidimo da nije bas sasvim jednostavno
provjeriti ortogonalnost izmedu dva vektora. Sljedeci teorem, kojeg su dokazali Bhatia 1
Semrl ([3]) reéi ée nam kako u prostoru ogranienih linearnih operatora to moZemo napra-
viti na jednostavniji nacin. U dokazu ovog teorema poistovjecivat ¢emo matrice s operato-
rima na kona¢nodimenzionalnom Hilbertovom prostoru H na uobicajen nacin.

Teorem 2.1.5. Neka je H konacnodimenzionalan Hilbertov prostor i neka su A, B € B(H).
Tada su operatori A i B Birkhoff-James ortogonalni ako i samo ako postoji jedini¢an vektor
x € H takav da je ||Ax|| = ||A|| i (Ax,Bx) =0

Dokaz. Pretpostavimo da postoji takav vektor x. Tada imamo
IA + 4B = |(A + AB)x|* = |Ax|” + |APIBx* = |Ax]* = IAII%,

Sto pokazuje dovoljnost tvrdnje.

Pokazimo da vrijedi i obrat. Neka su sada A i B proizvoljni Birkhoff-James ortogonalni
operatori. Neka je A = UP polarna dekomozicija operatora A, gdje je U unitaran, a P
pozitivan operator. Tada imamo da je

IP+AU"B|| > ||P|l = lIAll, VAePF.

Drugim rije¢ima, udaljenost operatora P do linearne ljuske od U*B je ||P||. Koristeci ko-
rolar [1.1.22] znamo da postoji linearan funkcional ¢ : M,(F) — F takav da je ||¢|| =
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1, ¢(P) = ||P|| 1 ¢(U*B) = 0. Sada prema teoremu |1.1.20| moZemo na¢i matricu 7 takvu
daje ¢(X) = tr(XT), VX € B(H). Kako je ||¢|| = 1, znamo da je

Tl = (NT°T ) = Y oy =1,
=1
gdje su o; singularne vrijednosti matrice 7. Sada koristeci polarni rastav 1 SVD dekompo-
ziciju mozemo pisati
T = (ZO'JM]Mj)V,
=1

gdje su singularne vrijednosti posloZene u padaju¢em poretku, vektori u; ¢ine ortonormi-
ranu bazu za prostor H, a matrica V je unitarna. Sada imamo da je

1Pl = a(PT) = )" o el Puy(V'uy)'] = D o (Puj, V')
j=1 j=1
< > ailiPu (2.3)
j=1

< Do lIPl = 1IPI

J=1

gdje smo u prvoj nejednakosti koristili nejednkost CSB te Cinjenicu da je matrica V unitarna
(IV*ujll = [lu;ll = 1). Odavde slijedi da ako je k rang matrice T (tj. o # 0, ali o4y = 0),
onda vrijedi da je ||Puj|| = ||P||, za j = 1, ..., k. Sada jer je P pozitivan operator pa posebno
1 hermitski te zbog CSB nejednakosti imamo

IPIP = IPujll® = (Puj, Pujy = (P2uj,u;) < IP2ujll lujll = |1P?ujl.

S druge strane ||P*ujl|l < [IP*||llujll = [IP?ll = lIPu,|* pa je onda [|Pu,|* = [|P?ul|. Sada
znamo da su zbog P?u; i u; kolinearni, tj. postoji 4 > 0 takav da je P?u; = A%u; te
onda imamo da vrijedi A*(u;,u;) = A*> = ||P|I* pa je A = ||P|l. Zbog P*u; = A*u; vrijedi
Pu; = Au;. Konacno, vrijedi da je Pu; = ||Plu;.

Budu¢i da kod prve nejednakosti u [2.3] zapravo imamo jednakost, slijedi da je V*u;
linearno zavisno s Puj, Vj = 1,..., k. Sada za neki A imamo

(Puj, V*Mj> = /1<Puj,Puj> = /1||Puj||2 = /1||P||2,
dok je s druge strane

(Puj, Viug) = |PujlllV:uyll = 11Pujll = |I1Pl
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1

- Sada vidimo da vrijedi V*u; = g Pu; = u; Vj = 1,.... k. Slijedi da

1Pl
k
— X . ES
T = E O jUjU;,
J=1

gdje svojstveni vektori u; matrice P, koji pripadaju najvecoj svojstvenoj vrijednosti ||P|,
razapinju prostor K. Od prije znamo da vrijedi ¢(U*B) = tr(U*BT) = 0 pa odavde imamo

paslijedidaje A =
je matrica T oblika

k
Zo-j<B*qu7 Mj> =0.

=]

Neka je Q ortogonalni projektor na linearnu ljusku vektora u;. Tada zbog invarijantnosti
traga na unitarnu transformaciju sli¢nosti te zbog Cinjenice da je Q = Q*, gornju jednakost
mozZemo preformulirati na sljede¢i nacin:

k
D TKOB'UQuj,u;) = 0.

=1

Budu¢i da je numericka slika svakog operatora pa posebno 1 matrice QB*U(Q konveksan
skup, lako vidimo da postoji jedini¢an vektor x € K takav da vrijedi

0=(OB"'UQx,x) =(B*Ux, x) = {(Ux, Bx).

Sada imamo
(Ax,Bx) = (UPx, Bx) = ||P|{Ux, Bx) = 0.

O

Valja napomenuti da vrlo sli¢an rezultat vrijedi i za beskonacnodimenzionalne prostore.
Naime, ako su A, B € B(H), gdje je H beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor, onda
su operatori A 1 B Birkhoff-James ortogonalni ako i samo ako postoji niz jedini¢ih vektora
{x,} takav da ||Ax,|| — ||A|| i (Ax,, Bx,) — 0. Dokaz ove tvrdnje mozZe se pronaéi u [3].

2.2 Robertsova ortogonalnost

Definicija 2.2.1. Neka je X normiran prostor nad poljem F i neka su x,y € X. KaZemo da
su x iy Roberts ortogonalni (pisemo x Ly y) ako

lx + Ayl = [lx =y, VAeF. (2.4)
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T — Ay v+ My

Y

Slika 2.3: [|x + Ay|| = [|x — Y|

Ovo je jedna od prvih ortogonalnosti definirana na normiranim prostorima, a uveo ju je
Robertﬂ 1934. godine u [17]. Odmah moZemo primijetiti da je Robertsova ortogonalnost
jaca od Birkhoff-Jamesove. Zaista, ako su x, y elementi nekog normiranog prostora takvi
da x Lg y, onda za svaki A € F imamo:

2/lxll = [1(x + Ay) + (x = W) < (I(x + )|+ lI(x = W) = 2flx + Ay,

pa vrijedi x Lp y.

Da bismo bolje docarali definiciju Robertsove ortogonalnosti pogledajmo sliku [2.3]
Promatrajuci vektore x 1 y koji su okomiti u geometrijskom smislu, vidimo da su x — Ay 1
x + Ay krakovi jednakokracnog trokuta pa su im duljine jednake, tj. vrijedi da je ||x + Ay|| =
[x — Ay|| za svaki A.

PokaZimo sada da je Robertsova ortogonalnost zaista poopéenje ortogonalnosti u nor-
miranim prostorima.

Propozicija 2.2.2. Neka je X unitaran prostor nad poljem F. Tada zaVx,y € X vrijedi
=0 = |x+l=lx-nl, VAeF
Dokaz. Pretpostavimo da je (x,y) = 0. Tada za A € F imamo

lx £ yIP = (x & Ay, x + Ay) = (x, 0) + [P, p),

3Byron David Roberts (1893.-1963.), americ¢ki matematicar.
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pa slijedi da je ||x + Ay|| = [[x — ||, VA € F.
Obratno, neka je ||x + Ay|| = ||x — Ay|[, VA € F, tj. neka je x Lg y. Ve€ smo ranije rekli
da to povlaci da je x L y, a zbog propozicije[2.1.2]imamo da je (x,y) = 0. m|

Pogledajmo jos koja svojstva zadovoljava Robertsova ortogonalnost.

1.

Nedegeneriranost. Ako vrijedi x Lz x onda imamo ||x + Ax|| = ||x — Ax||, VA € F.
Tada posebno za A = 1 vrijedi 2||x|| = 0 iz Cega slijedi da je x = 0. Obratno, ako je
x = 0, trivijalno vrijedi da je x Lg x.

. Homogenost. Neka je x Lz y, tj. |[|x + Ay|| = |[[x — Ay||VA € F. Neka su a,8 € F

proizvoljni. Tada mnoZenjem prethodne jednakosti s |@| dobivamo
[lax + Aay|| = |lax — day||, YA € F. (2.5)

Odavde mozemo vidjeti da vrijedi |lax + uBy|| = |lax — uByl|l, Yu € F, tj. ax Lg By.
Naime, neka je u € F proizvoljan. Tada uvrStavanjem A = ;’8 u (2.5) dobivamo

llax + pByll = |lax — uByll.

Simetri¢nost. Neka je x L y, tj. |[x + Ay|| = ||x — Ay||, VA € F. Tada za proizvoljnji
u € F moZzemo uzeti A = ﬁ pa imamo da je

llex + yll = [ul

1 1
X+ —yH = ul ||x - —y” = |lux = yll, Yu € F.
7 H

Kako je u € F proizvoljan, imamo da je y L x.

. Aditivnost s desna. Ne vrijedi opéenito. Neka je X = (M,(R), ||-||) normiran prostor.

Neka su:

SO N Ay

matrice iz prostora M,(R). Lako se provjeridaje x Lgp yix Lgz,alix Lry +z.

. Aditivnost s lijeva. Kombiniranjem 3. i 4. svojstva lako moZemo vidjeti da ne

vrijedi.

. Iz Cinjenice da postoje prostori u kojima barem jedan od dva Roberts ortogonalna

vektora mora biti nul-vektor (vidi primjer 2.2.3)), automatski slijedi da 6. svojstvo
nije zadovoljeno.

Primjer 2.2.3 ([11]). Neka je X normiran prostor nad poljem R koji sadrZi sve neprekidne

funkcije oblika f(x) = ax+bx?, gdje je |lax+ bx*|| maksimalna vrijednost funkcije |ax+ bx

?|
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na intervalu [0, 1]. Pretpostavimo da su funkcije f, g takve da je f Lg g, tj. ||f + Agll =
If —gll, YA e R.

Ako |f| poprima maksimum samo u tocki x = 1, onda uzimajuci dovoljno mali |A|
moZemo postici da |f + Ag|,|f — Ag| poprimaju maksimum proizvoljno blizu tocke x = 1.
Pretpostavimo da je g(1) # 0. Neka je predznak od A takav da su f(1) i Ag(1l) istog
predznaka. Tada je |f(1) + Ag(1)| > [f(1)| pa je stoga ||f + Agl| > ||fll. S druge strane
imamo da je |f — Ag| < |f(1)| u blizini x = 1 i za svaki x ako je |A| dovoljno malo. Tada za
takav A imamo da je || f —Agl| < ||f|| pa nije moguce da || f+Agl| = ||f —Agl| bude zadovoljeno
za svaki A, stoga vrijedi da je g(1) = 0. Dakle, ako je f Lg g i|f| poprima maksimum samo
u x = 1, slijedi da je g(1) = 0. Sada ako je g # 0 imamo da je g oblika a(x — x*) za neki «
Sto znaci da poprima maksimum samo u tocki x = % Analogno kao prije moZemo pokazati
da ako pretpostavimo da je f(%) # 0, uzimajuci A dovoljno malen predznaka takvog da
Su ﬂf(%) I g(%) istog predznaka, imamo da je ||Af + gl| > llgll i l|IAf — gll < ligll. Sada
imamo da je f(%) = 0ida je f oblika B(x — 2x?) za neki 5. Sada moZemo uociti da za
f=(x-2x%,g=(x—-x*tezad=4imamo daje || f + 4g|l # ||f — 4gll. Naime, vrijedi da
Je llf +4gll = max ey 15x + 6x°| = % dok je ||f — 4gll = max,ejo,1y[3x — 2x%| = %- Za f
oblika B(x — 2x?) te g oblika a(x — x*) moZemo uzeti A = 43 pa analognim racunom vidimo
da te dvije funkcije nisu Roberts ortogonalne. Upravo smo pokazali da za funkcije takve
da bilo |f], bilo |g| poprimaju maksimum u x = 1, nije moguce postici f Lgr g osim ako je
f=0ilig=0.

Pretpostavimo sada da | f| poprima maksimum samo u x = —37, $to je jedina preostala
moguénost buduéi da je f oblika ax + bx*. Tada analogno kao prije moZemo dobiti da
ukoliko vrijedi f Lr g imamo da je g(—5;) = 0ida je g oblika a(ax+2bx?) ili je pak g = 0.
Buduci da |f| poprima maksimum samo u tocki x = —5;, funkcija |f + Ag| ga poprima u
blizini te tocke ukoliko je |A| dovoljno malen. Ponovno bez smanjenja opcenitosti moZemo
uzeti g = (ax + 2bx?). Sada imamo f + Ag = a(1 + D)x + b(1 + 2)x? te za dovoljno mali
|| izraz ||f + Agl| = ||f — Ag|| moZemo pisati kao

a*(1 + )2
Ab(1+20)

|2 -2
C4b(1 = 22)

Gornja jednakost povlaci da je A = 0 ili A*> = % Dakle, nemoguce je imati f L g ukoliko
|f1 ili |g| poprimaju maksimum samo u unutrasnjosti skupa [0, 1], osim ako je f = 0 ili
g=0.

Jedina preostala mogucnost je da |f| i |g| poprime maksimum i u unutrasnjosti skupa
(0,11 i u x = 1. Tada bi f i g bili oblika a(2(1 — 2%)x + x?) odakle lako vdimo da je
nemoguce da vrijedi f Lg g.
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2.3 Jamesova ortogonalnost

U ovom odjeljku promatrat ¢emo iskljucivo realne prostore, osim ako striktno ne kazemo
drugacije.

Definicija 2.3.1. Neka je X realan normiran prostor i neka su x,y € X. KaZemo da su x i
y James ortogonalni (pisemo x L, y) ako

llx + Il = [lx = yll. (2.6)

Napomena 2.3.2. Za kompleksne normirane prostore moZemo promatrati sljedecu rela-

ciju:
{le + )l = llx =yl
xljye . .
llx + iyl = [lx = iyll.

James je tvrdio da su zahtjevi u definiciji Robertsove ortogonalnosti prejaki da bi je
smatrali “dobrom” ortogonalnos¢u. Kao §to smo ve¢ naveli ranije, postoje prostori u ko-
jima za svaka dva vektora x i y takva da je x Lg y vrijedi da barem jedan od njih mora
biti nul-vektor, Sto je takoder mana Robertsove ortogonalnosti. To je potaknulo Jamesa da
1945. godine ([11]]) definira ovakvu ortogonalnost koja je ocigledno slabija od Robertsove
i nezavisna s Birkhoff-Jamesovom. Naime, u prostoru X = (R?,|| - ||.) lako vidimo da
je (1,1) Lp (2,0), ali (1,1) L, (2,0). S druge strane imamo da je (1,2) L; (-2,1), ali
(1,2) Lp (=2, 1).

Koncept Jamesove ortogonalnosti takoder proizlazi iz geometrije. U geometriji okomi-
tost izmedu dva vektora moZemo ispitati promatrajuci paralelogram kojeg oni razapinju.
Ukoliko su dijagonale tog paralelograma jednake duljine, vektori su okomiti (vidi sliku
@. Takoder mozemo uociti da ukoliko imamo dva okomita vektora, onda njihova suma
i razlika Cine jednakokracan trokut pa od tuda dolazi naziv isosceles orthogonality koji se
u stranoj literaturi najceS€e koristi za ovu ortogonalnost (engl. isosceles znaci jednako-
kracan).

Sljedeca propozicija pokazuje nam da se Jamesova ortogonalnost podudara s klasicnom
ortogonalnoscu ukoliko se nalazimo u unitarnom prostoru. Dokaz propozicije slijedi direk-
tno iz polarizacijskih formula (1.4) i (I.5).

Propozicija 2.3.3. Neka je X unitaran prostor nad poljem F. Tada za Vx,y € X vrijedi
x,)=0 = x1,y.
Pogledajmo sada koja svojstva zadovoljava Jamesova ortogonalnost.

1. Nedegeneriranost. Ako vrijedi x L, x onda imamo ||x + x|| = ||[x — x|| = 0 iz Cega
slijedi da je x = 0. Obratno, ako je x = 0, trivijalno vrijedi da je x L; x.
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r+vy

Slika 2.4: Lijevo imamo x L; y, adesno x L,y

2. Homogenost. Ne vrijedi opéenito. Pogledajmo na primjer prostor (R?, ||+||), vektore
X = (%, 1) ,y = (%, —1) te skalare @ = 1,8 = 2. Jasno je da vrijedi x L, y, ali
ax L By.

Dodatno, vrijedi da je svojstvo homogenosti za ovu ortogonalnost zadovoljeno ako i
samo ako se nalazimo u unitarnom prostoru (teorem [2.3.4)).

3. Simetricnost. Slijedi direktno iz Cinjenice da je ||x — y|| = |y — x]|.

4. Aditivnost s desna. Ne vrijedi opéenito. Neka je X = (R?,]| - ||) normiran prostor.
Neka su x = (1,2),y = (1,0),z = (-=2,1) € R Lako se provjeri da je x Ly y i
xLlyzoalix Lyy+2z.

5. Aditivnost s lijeva. Kombiniranjem 3. 1 4. svojstva lako moZemo vidjeti da ne
vrijedi.

Sli¢no kao i za homogenost, moZe se pokazati da je aditivnost (zbog simetricnosti je

svejedno promatramo li s desna ili s lijeva) zadovoljena ako 1 samo ako se nalazimo
u unitarnom prostoru (teorem [2.3.5)).

6. Moze se pokazati da vrijedi uvijek (teorem[2.3.7).
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PokaZimo sada da svojstva homogenosti 1 aditivnosti nuzno povlade da se nalazimo
u unitarnom prostoru. Uo¢imo da obrati ovih implikacija slijede direktno iz propozicije

233

Teorem 2.3.4. Neka je X normiran prostor. Ako je Jamesova ortogonalnost homogena u
X, onda je X unitaran prostor.

Dokaz. Neka su x,y € X takvi da je ||x|| = ||y||. Tada vrijedi
l(x +y) + (x =PI =[l(x+y) = x =yl

tj. vrijedi da je (x +y) L, (x —y). Ako je Jamesova ortogonalnost homogena u prostoru X,
onda imamo da je

@+ D(x +y) + (@ = Dx =yl = (@ + Dx +y) = (@ - Dx =yl

tj. vrijedi da je ||l@x+y|| = |[x+ayl||. Sada iz ovoga primjenom teorema|l.1.11|zaklju¢ujemo
da je X unitaran prostor. O

Teorem 2.3.5. Neka je X normiran prostor. Ako je Jamesova ortogonalnost aditivna u X,
onda je X unitaran prostor.

Dokaz. Zapravo ¢emo pokazati da svojstvo aditivnosti povlaci homogenost, a onda iz pret-
hodnog teorema slijedi da je X unitaran.

Neka je x L; y. Iz definicije Jamesove ortogonalnosti 1 3. svojstva lako mozemo vidjeti
dajeondax L, —yiy L, x. Pretpostavimo da je Jamesova ortogonalnost aditivna. Tada

iz prethodnog vrijedi nx L; my za svaki n,m € N, tj. ||nx + my|| = ||nx — my|| §to povlaci da
je llx + 2yl = [lx — ©yll. Sada zbog neprekidnosti norme imamo da je [|x + Ayl| = [|lx — Ay|l
za svaki A € R, tj. Jamesova ortogonalnost je homogena. i

Preostaje nam jo§ dokazati da 6. svojstvo zaista vrijedi. Za to ¢emo iskoristiti sljedecu
lemu.

Lema 2.3.6. Neka je X normiran prostor i neka su x,y € X. Tada je

lim(|(n + @)x + yll = linx + yll) = all.

Dokaz. Kako je -+ -4 = 1, imamo da za n pozitivan i dovoljno velik da n+a > 0 vrijedi
n+a n+a

n
|(n+ a)x +y|| = ||nx + Y +allx+ ‘
n+a n+a
Sada je
n
Mn+an+yH—Wm+yH:(nx+ 24 —Wm+y®+a X+ 4 .
n+a n+a
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Sada imamo da je

\(

(

a
(llnx + yll + '—| VIl = llnx + yll)‘
n+a

n a
nx + _y” — ||lnx +y||)‘ nx+y-— _y” —||lnx +y||)‘
n+a n+a

IA

_ “‘nn
“htalh

>
n+a

Sto teZi prema nuli kad pustimo n — co. Kako je lim,_,., a ||x + = al|x|| vrijedi da je
lim(|(n + @)x + yll = linx + yll) = all.
]

Teorem 2.3.7. Neka je X normiran prostor i neka su x,y € X. Tada postoji a € R takav da

je
lx+(ax+y)ll = llx=(ax+yll, 7 xLi,ax+y.

Dokaz. Za pocetak, definirajmo realnu funkciju realne varijable kao
Jfm) = llx + (nx + y)l| = [lx = (nx + )|l = [|(n + Dx + yll = [|(n = Dx + yll.

Sada prema lemi vrijedi da je lim, . f(n) = lim,_(|(n + 2)x + y|| — ||nx + y||) =

2||x]|. Sli¢no mozemo zakljuditi da je lim,,_. f(n) = lim,_ f(—n) = —2||x||. Sada iz
neprekidnosti funkcije f(n) slijedi da postoji @ € R takav da je f(a) = 0, tj. ||x+(ax+y)|| =
llx — (ax + Y. O

2.4 Pitagorina ortogonalnost

U ovom odjeljku promatrat ¢emo iskljucivo realne prostore, osim ako striktno ne kazemo
drugacije.

Definicija 2.4.1. Neka je X realan normiran prostor i neka su x,y € X. KaZemo da su x i
y Pitagora ortogonalni (pisemo x Lp y) ako

llx = Y1 = 112 + Iyl (2.7)

Ovu je ortogonalnost isto kao 1 prethodnu definirao James ([11]). Pitagorina ortogonal-
nost o€ito proizlazi iz euklidske geometrije 1 zasigurno je jedna od najprirodnije definiranih
ortogonalnosti na normiranim prostorima. Naime, poznati Pitagorin teorem kaZe da je od-
nos duljina stranica u pravokutnom trokutu dan jednadZbom a? + b* = ¢?, gdje suaib
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Slika 2.5: ||lx — yII> = |IxII> + |yl

stranice koje zatvaraju pravi kut (katete), a ¢ dijagonala pravokutnika kojeg one razapinju
(hipotenuza). Upravo to moZemo vidjeti na slici 2.4] gdje su vektori x i y ortogonalni u
geometrijskom smislu.

Uocimo da su Pitagorina i Jamesova ortogonalnost medusobno nezavisne. Neka je X
normiran prostor kao u primjeru Neka su f; = x,g; = x — x> € X. Vrijedi da je
lx+ (x =D = lx— (x— x| = 1, tj. fi Ly g1. S druge strane imamo [|x||* +|lx — x*|I* = 1
dok je |lx — (x — XD = |I¥°I> = 1 pa fi Lp g. Dakle, pokazali smo da Jamesova
ortogonalnost ne povlaci Pitagorinu. Pokazimo da ni Pitagorina ne povla¢i Jamesovu.
Nekasu f, = x, 8, = —2x+3¢ V65x? € X. Vrijedidaje || Al* = 1, llg.lI* = 5, If—gll = %
paje f> Lp g. S druge strane je || + gl = % = 3 V65 paje fo L) &

Iz prethodnog direktno slijedi da Pitagorina ortogonalnost ne povlaci ni Robertsovu.
Obratno, neka je X = (R?, ]| ||) normiran prostor. Lako vidimo da je (1,1) L (1,-1) dok
s druge strane imamo (1, 1) Lp (1,—1) pa onda ni Robertsova ne povlaci Pitagorinu.

Sada iz Lg= 15 odmah slijedi da Birkhoft-Jamesova ortogonalnost ne povlaci Pitago-
rinu. Kako je (1,2 - V3) 1p (1,-V3) teje (1,2 — V3) L (1,—3) zakljuCujemo da ne
vrijedi ni obrat. Dakle, Pitagorina ortogonalnost je nezavisna sa svim ostalim ortogonal-
nostima koje smo do sada definirali.

PokaZimo da je Pitagorina ortogonalnost zaista poopcenje ortogonalnosti.

Propozicija 2.4.2. Neka je X realan unitaran prostor. Tada za Vx,y € X vrijedi

(=0 = llx=yI’ =l + Iy
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Dokaz. Za x,y € X imamo ||x — y|*> = (x,x) — 2(x,y) + (y,y), iz &ega direktno slijedi
tvrdnja. O

Napomena 2.4.3. MoZemo primijetiti da ukoliko se nalazimo u kompleksnom unitarnom
prostoru X, za x,y € X imamo ||x — y||> = {x, x) — 2Re{x, y) + (v, y). Odavde lako vidimo
da {x,y) = 0 povlaci x Lp y, ali obrat opcenito ne vrijedi.

Pogledajmo sada koja svojstva vrijede za Pitagorinu ortogonalnost.

l.

6.

Nedegeneriranost. Ako vrijedi x Lp x onda imamo 0 = ||x — x||* = 2||x]|? iz Cega
slijedi da je x = 0. Obratno, ako je x = 0, trivijalno vrijedi da je x Lp x.

. Homogenost. Ne vrijedi opéenito. Pogledajmo na primjer prostor (R2, ||-||..), vektore

x=(1,2- \/5),)7 = (0,—\/5) te skalare @ = 1,8 = —1. Jasno je da vrijedi x Lp y,
ali ax Lp By.

Vrijedi analogan rezultat kao 1 kod Jamesove ortogonalnosti. Dakle, Pitagorina orto-
gonalnost zadovoljava svojstvo homogenosti ako i samo ako se nalazimo u unitarnom
prostoru (teorem [2.4.5)).

Simetricnost. Slijedi direktno iz Cinjenice da je ||x — y|| = |y — x||.

. Aditivnost s desna. Ne vrijedi opéenito. Neka je X = (R?,]| - ||e) normiran prostor.

Neka su x = (1,2 — V3),y = (0, - V3),z = (V3, - V3) € R2. Lako se provjeri da je
X lpyixLlpz,alix Lpy+z.

. Aditivnost s lijeva. Kombiniranjem 3. i 4. svojstva lako vidimo da ne vrijedi.

Za Pitagorinu ortogonalnost vrijedi da su svojstva homogenosti i aditivnosti medusobno
ekvivalentna (teorem [2.4.6) pa iz toga slijedi da je svojstvo aditivnosti zadovoljeno
ako 1 samo ako se nalazimo u unitarnom prostoru.

Moze se pokazati da vrijedi uvijek (teorem [2.4.4).

Teorem 2.4.4. Neka je X normiran prostor i neka su x,y € X. Tada postoji a € R takav da

je

2 2 2 .
IXll” + llex + ylI” = [lx = (@x + Y%, #j. x Lpax+y.

Dokaz. Za pocetak, definirajmo realnu funkciju realne varijable kao

f@n) =113 + llnx + Y1 =[x = (nx + ).
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Koristeci Cinjenicu da je (";—2”2 -+ (2’;—;1) = 1 imamo da vrijedi
2
2n-1 n—1
fn) =[xl + — lnx+ yIP+ [ (n—Dx+ (T)y —[l(n = Dx + yllz]
|12
=|IxI* + 2n =1 ||x + —‘
n

(n—Dx+ (”T yH —lin - 1>x+y||)(

n

(n—1x+ (;1))7
n

|

>|xl> + 2n = 1)

+[l(n = Dx + yll)

yIP|1
==yl
n n

X+ =

-1
(n—Dx+ (”T)y 10— Dx + y||)

Za n > 0 koristeci 4. svojstvo norme lako mozemo vidjeti da vrijede sljedece dvije nejed-

nakosti ) )
w20 (- 2]
n n

+I(n = Dx +yll < 2(n = Dl +

2n—1

[yl

(n—Dx+ (u)y
n

n

Sada imamo

2n—1 2n—1 n-—1 2n—1
f(=n) > 2n|lx* + > Iyll* - 2(7) [l [1yl] = Iyl (2 (T) [|x[] + IIyII)

n n?

3n-2
= 2n||x|]* - 2(7) 1] [yl

= 2||xl] (nllxll - (3nn—_2) IIyII),

Sto je vece od nule za dovoljno veliki n. S druge strane, promatrajuci funkciju

SCn) = 11X + llnx = yIP = [I(n + Dx = yI?

C s we e . . 1)?
te koristeci &injenicu da je -

Qn+l) _
n Tz

= 1 imamo da vrijedi

n+1 1\ P
fn) =[x - ”nj ||nx—y||2+( (n+1)x—(%)yu —||(n+1)x—y||2J
2
P = 20+ D v~ 2]
n
+( (n+1)x—(”+1 yH—||(n+1>x—y||)( <n+1>x—($)y +||<n+1>x—y||)
2
<IIxl? = 2n+ 1) x—X‘ +||y||( (”+1)x—("21)yH+ (””)X—X )
n n n n n
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Zan > 0 moZemo pisati

2n+1 2n+1 n+1 2n+1
f(=n) < =2n||x|]* + Z(T) || Iyl — IyI> + Iyl (2 (T) I|x]] + ||y||)

n? n?

3n-2
= 2n|jx|]> - 2(7) [1[] {1yl

~ o (nllxll - (?) IIyII),

Sto je manje od nule za dovoljno veliki n. Kako je f(n) neprekidna funkcija postoji @ € R
takav da je f(a) = 0, . ||x|* + |lax + y|I> = ||x — (@x + y)||>. O

Iz propozicije je jasno da je Pitagorina ortogonalnost homogena na unitarnom
prostoru. Obrat ove tvrdnje dokazat ¢emo u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.4.5. Neka je X normiran prostor. Ako je Pitagorina ortogonalnost homogena u
X, onda je X unitaran prostor.

Dokaz. Neka su x,y € X. U teoremu pokazali smo da postoji @ € R takav da je
x Lp ax +y. Pretpostavimo da je vrijedi svojstvo homogenosti. Slijedi da je

AP + llax + 1P = lA4x = (@x + y)IP, VA€ R.

Uzimajuéi A = (a + 1) imamo da je ||x F y|I> = (a + 1)?||x]|*> + |lax + y|[>. Zbrajanjem ovih
dviju jednakosti dobivamo da je

[l + I + Il = yIP = 2llax + yIP* + 2(a” + DA,

Koriste¢i homogenost vidimo da vrijedi ax Lp ax + y, pa je |lax + y|* + o?||x]]> = |yl
Sada iz ovoga dobivamo da je ||x + y|I* + |lx — yII> = 2(||Ix|I*> + |ly|[*) pa iz teorema |1.1.10)
slijedi da je X unitaran prostor. |

Teorem 2.4.6. Svojstva homogenosti i aditivnosti Pitagorine ortogonalnosti su ekviva-
lentna u svakom normiranom prostoru X.

Dokaz. Neka je X normiran prostor i pretpostavimo da je Pitagorina ortogonalnost homo-
gena u X. Tada je prema teoremu [2.4.5|prostor X unitaran, a na unitarnom prostoru je zbog
Pitagorina ortogonalnost ekvivalentna s klasi¢nom pa je onda i aditivna.

Obratno, pretpostavimo da je Pitagorina ortogonalnost aditivna u X. Neka su x,y €
X takvi da je x Lp y. Prema teoremu [2.4.4] postoji @ € R takav da je x Lp ax —y.
Zbog pretpostavke da vrijedi aditivnost imamo da je x Lp ax, a buduéi da za Pitagorinu
ortogonalnost vrijedi 1. svojstvo, odavde lako vidimo da je a = 0 za x # 0. To znaci
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H Birkhoff-Jamesova Robertsova Jamesova Pitagorina H

S Bl N R
x| =[x/ ][%
x| =[x ][%[%
x| %[ % x|%
<% %[ x|<

Tablica 2.1: Svojstva ortogonalnosti

da je x Lp —y. Zbog simetri¢nosti Pitagorine ortogonalnosti vrijedi da je y Lp x, a onda
zbog pretpostavke aditivnosti imamo da je nx Lp my, Yn,m € N. Odavde imamo da je
lInxl® + llmyll* = |lnx — myl|* te da je ||Ix||I* + [|2y|I* = |lx — Zy|*. Sada zbog neprekidnosti
norme vrijedi da je ||x||> + [|Ay|* = |lx — |’ tj. x Lp Ay YA € R &ime smo pokazali da
vrijedi homogenost. O

Za kraj, u tablici moZemo na jednom mjestu vidjeti koja svojstva ortogonalnosti
zadovoljavaju ova 4 do sada spomenuta poopéenja. Uocimo da ni jedno od njih ne zado-
voljava vise od 3 svojstva.

2.5 Ostale znacajne ortogonalnosti

U ovom odjeljku navest ¢emo jo$ neke znacajnije relacije ortogonalnosti u normiranim
prostorima u ¢ije detalje neCemo previse ulaziti. Sve ove ortogonalnosti nabrojene su u [[1]].
Singelf_r] je u [18]] uveo ortogonalnost blisko povezanu s Jamesovom ortogonalnoscu.

Definicija 2.5.1. Neka je X normiran prostor i neka su x,y € X. KaZemo da su x i y Singer
ortogonalni (pisemo x Lg y) ako vrijedi da je

T
Il 1yl Il [yl

Carlsson je u [6] uveo sljedecu definiciju ortogonalnosti.

Xyl =0 ili

il

Definicija 2.5.2. Neka je X normiran prostor i neka su «;, B;, vi, i = 1,...,m fiksirani
realni brojevi za koje vrijedi

iaiﬂlg = iai%? =0, ia’iﬁi% =1.
i=1 i=1 i=1

“Isadore Singer (roden 1924. godine), ameri¢ki matematicar.
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Neka su x,y € X. KaZemo da su x i y Carlsson ortogonalni (pisemo x L¢ y) ako

a; ||Bi x + %)’”2 =0.

m
i=1
Napomena 2.5.3. Lako vidimo da uz odredene odabire koeficijenata Carlssonova ortogo-
nalnost obuhvaca Jamesovu i Pitagorinu. Preciznije, za Jamesovu ortogonalnost u gornjoj
T v . .. 1 1

definiciji moZemo uzeti m = 2 te koeficijente @) = 5,a2 = —5,f1 = L,fa = LLy1 = 1,72 =
—1. Ako pak Zelimo Pitagorinu ortogonalnost onda moZemo uzeti m = 3 te koeficijente
a) = _l’az = 1,0’3 = 1,ﬁ] = 1,ﬁ2 = l,ﬁS = 0971 = _1ay2 = 0’)’3 = 1

Boussouis je u [3]] uveo sljedecu definiciju koja je joS opcenitija od Carlssonove orto-
gonalosti.

Definicija 2.5.4. Neka je X normiran prostor i neka su x,y € X. KaZemo da su x iy
Boussouis ortogonalni (pisemo x L, y) ako

fg () |Bw)x + Yl du(w) =0,

gdje je (Q, i) prostor pozitivne mjere i a,f3,y u-izmjerive funkcije definirane s ) na R
takve da je a(w) # 0 gotovo svuda, o8> i ay? su u — integrabilne te vrijedi

fg (W) B (w) du(w) = fQ a(w) y*(w) du(w) = 0, fg a(w) f(w) y(w) du(w) = 1.



Poglavlje 3

Mjere odstupanja Banachovih prostora
od Hilbertovih

Do sada smo komentirali kako moZemo definirati ortogonalnost na normiranim prostorima
koji nisu unitarni, ali mogli bi se pitati koliko je zapravo pojedini normiran prostor daleko
od toga da bude unitaran, tj. kakva su njegova geometrijska svojstva. Postoje razne ge-
ometrijske konstante kojima moZemo mjeriti odstupanja normiranih prostora od unitarnih,
a neke od njih navest éemo u ovom poglavlju.

3.1 Jordan-von Neumannova konstanta

Pogledajmo za pocetak teorem koji nam govori da u normiranom prostoru mozemo
definirati skalarni produkt ako i samo ako vrijedi jednakost paralelograma (1.3). Dakle,
za prostore koji nisu unitarni jednakost paralelograma nece vrijediti, ali prirodno bi bilo
na neki nacin mjeriti koliko smo zapravo blizu, odnosno daleko od toga da ona ipak vri-
jedi. Definiciju Jordan-von Neumannove konstante na Banachovom prostoru X uveo je
Clarksmﬂu [7] kao najmanju konstantu C takvu da vrijedi

1+ P+l =yl
C ™ 2P + lIylP?)

<C, (3.1)

za svaki x,y € X td. (x,y) # (0,0). Oznacavat ¢emo je s Cy;(X).
U sljedecoj definiciji iz [15] moZemo vidjeti joS jedan ekvivalentan nacin kako defini-
rati Jordan-von Neumannovu konstantu.

1James Andrew Clarkson (1906.-1970.), ameri¢ki matematicar.

28
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Definicija 3.1.1. Jordan-von Neumannovu konstantu Cy; za Banachov prostor X defini-

ramo kao 2 2
[l + Y1 + llx =yl
2 (1P + VIR cx,yeX, (x,y) # (0,0) (3.2)

Sljedeci teorem pokazali su Jordan i von Neumann u [[14]. Teorem ¢e nam reci koje
vrijednosti Jordan-von Neumanova konstanta moZe poprimiti u Banachovom prostoru, a
koje u Hilbertovom.

Cys(X) = sup {

Teorem 3.1.2. Neka je X Banachov prostor. Tada je 1 < Cy;(X) < 2. Dodatno, X je
Hilbertov ako i samo ako je Cy;(X) = 1.

Dokaz. Za x,y € X takve da (x,y) # (0, 0) definirat éemo

Iy llx - yIP
" 2 (Ilxll> + 1yl

Neka su a = inf{C,, : (x,y) # (0,0)}, b = Cy;(X) = sup{Cy, : (x,y) # (0,0)}. Imamo da
je

(3.3)

e+ 31 =+ llxe = I < (Ul + 1D + el + DD = 2 (1l + lyl?) + 4l
< 2 (Il + I2) + 2 (Il + 1) = 4 (1P + Iy1P)

gdje prva nejednakost vrijedi zbog svojstava norme, a posljednja zato jer je 2||x|||[y]| <
llx|I*> + |lylI* (opéenito 2ab < a® + b* zbog a* + b*> — 2ab > 0). Sada imamo da je

A (1l + 1y1) 2 (1 + 171P2)

ry < =
PT2(IE + VP xR+ Iyl

pa moZemo zakljuciti da je Cy;(X) < 2.
Uocimo sada da je

oo i (W)
T 2 (I P+ e =3P eyl = yIP T Coy
Kako je
1 1
Scx x—y = < -
a +y,X—Yy Cx,y a

o : . 1 .
uzimajuci supremum dobivamo da je b < —. Analogno iz
a

1
C.y

=

2

S| =

b2 Cryay =
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1 1
uzimanjem infinuma dobivamo da je a > 5 Sada iz ovoga zaklju¢ujemo da je a = b

1 1
Kakojea <btejea = 5 imamo da je A < b pa vrijedi 1 < b. Upravo smo pokazali da je

Cny(X) > 1.
Iz teorema [[.1.10] direktno slijedi da je Cy;(X) = 1 ako i samo ako je X Hilbertov
prostor. =

Pogledajmo sada u sljedecem primjeru koliko iznosi Jordan-von Neumannova kons-
tanta u nekim konkretnim Banachovim prostorima. Primjer se moZe naci u [7]].

Primjer 3.1.3. Neka je 1 < p < oo te neka je i + [% = 1. Tada za Banachov prostor
X =@+ 1l,) i zat = min{p, p'} vrijedi

2
Cvy(X) =21 .

Primijetimo da u prethodnom primjeru Cy;(X) moZe poprimiti sve vrijednosti na seg-
mentu [1,2]. Naime, ako uzmemo p = 1 vidimo da je Cy,(X) = 2. S druge strane za odabir
p = 2 imamo da je Cy,(X) = 1 Sto smo 1 ocekivali buduci da je u tom slucaju X Hilbertov
prostor. Takoder mozemo vidjeti da ni za koji p # 2 konstanta ne€e poprimiti vrijednost 1
Sto je ponovo u skladu s teoremom (jer je X Hilbertov ako i samo ako je p = 2). Za
p € (1,2) konstanta poprima sve ostale vrijednosti izmedu 1 i 2.

3.2 Jamesova konstanta

Osim Jordan-von Neumannove konstante, imamo joS i Jamesovu konstantu koja je vezana
uz Jamesovu ortogonalnost, a dana je sljedeCom definicijom.

Definicija 3.2.1. Jamesovu konstantu C; za Banachov prostor X definiramo kao
C,(X) = sup {min {|lx + yl|, |Ix = yl[ : x,y € X} : x,y € Sx}, (3.4)
gdje je S x jedinicna sfera u prostoru X, tj. Sx = {x € X : |[|x|]| = 1}.

Rezultati koji slijede mogu se naci u [10], a govore nam o rasponu Jamesove konstante
u Banachovom prostoru. Za pocetak ¢emo zbog jednostavnosti definirati neke oznake:

a(x) =inf {max {|lx + yll, llx =yl : y € X} : y € Sx},
B(x) =sup {min {|lx + yll, [Ix =yl : y € X} : y € Sx}.

Uocimo da je C,;(X) = sup{B(x) : x € Sx}. Sa X, ¢emo oznacavati normiran prostor
dimenzije 2.
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Lema 3.2.2. Neka je x € S (X) i neka je a = a(x). Tada vrijedi sljedece :
(i) Postoji vektor y € S(X;) takav da je |ly — x|| = |ly + x|| = a. Stovise, takav y je
Jjedinstven.

- 2
(i) Nekaje p =22 Tadaje p € S(X,) i vrijedi da je a(p) = =.
a a

(iii) a(x) = B(x).
Dokaz. (1) Dokaz se moZe naciu [10].

(i) Neka je y kao u (i) i neka su
- X + X
P:yTES(Xz), q:yTES(Xz)-

Vidimo da vrijedi

Ay =l 2]

el llp—all
pajellp—qll = % Analogno moZemo pokazati da je ||[p+4|| = % Odavde iz (i) slijedi
daje a(p) = llp—qll = llp + qll = 2.

(ii1)) Lako vidimo da za y iz (i) vrijedi da je |ly — x|| = |[y + x|| = B(x).

Teorem 3.2.3. Neka je X Banachov prostor. Tada vrijedi da je V2 < C;(X) < 2

Dokaz. Direktno iz defininicije slijedi da je C;(X) < 2. Neka je x € S(X) i neka je X,
potprostor od X takav da mu je dimenzija 2 i takav da je x € X,. Neka je vektor p € S (X>)
definiran kao u prethodnoj lemi. Tada je ax,(x)-ax,(p) = 2. Sada bez smanjenja opCenitosti
moZemo pretpostaviti da je ay,(x) < V2 paimamo da je

C/(X) 2 B(p) 2 Bx,(p) = ax,(p) = V2.
O

Sli¢no kao i za Jordan-von Neumannovu konstantu, vrijedi da ako je X Hilbertov, onda
je C;(X) = V2. Obrat ove tvrdnje opéenito ne vrijedi.

U sljede¢em primjeru moZemo vidjeti koliko iznosi Jamesova konstanta u nekim kon-
kretnim Banachovim prostorima.

Primjer 3.2.4. Neka je 1 < p < o te neka je X = (R%,|| - ||,) Banachov prostor. Tada
vrijedi da je
r 1
C,(X) = max {2p,2‘ p}.
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Sli¢no kao i prije moZe se vidjeti da ovisno o odabiru broja p, konstanta C;(X) mozZe
poprimiti sve vrijednosti iz segmenta [ V2, 2]. U slucaju Hilbertovog prostora, tj. za p = 2,

poprima se vrijednost V2 kao §to znamo da mora vrijediti.

3.3 Dunkl-Williamsova konstanta

Dunk]E]i Williamf] su 1964. godine pokazali da na proizvoljnom Banachovom prostoru
vrijedi sljedeca tvrdnja koju zovemo Dunkl-Williamsova nejednakost (vidi [8]]).

Teorem 3.3.1. Neka je X normiran prostor te neka su x,y € X takvi da x,y # 0. Tada
vrijedi sljedece:

(il
—_ - 3.5)
o wﬂ‘ Tl + Ill
Dokaz. Vrijedi da je
Il 1, 1ot
uH|HWW————{|]] oy
b ot e
:“x_y+y_uw"'ww e yH
TN
ENRN
snx—ﬂHWb— LI | T
ol
Il v
ﬂwwﬁw ol + (22 = 1 )| + 11 =
ot P I
— = i+ 1l = Dl Il = [l + e = 3
< 4llx -yl
Bududi da je |llxll — Iyll] < Ilx — yl. dijeljenjem gornjeg s [lxfl + [ll dobivamo traZenu
tvrdnju. O

Osim toga, u istom ¢lanku pokazali su da se konstanta 4 moze zamijeniti konstantom 2
ukoliko se nalazimo u unitarnom prostoru.

Teorem 3.3.2. Neka je X unitaran prostor te neka su x,y € X takvi da x,y # 0. Tada
vrijedi sljedece:
(3.6)

_“_ﬂ‘ , =il
Rl Il Tl

ZCharles F. Dunkl (roden 1941.), ameri¢ki matematicar.
3Kenneth Stuart Williams (roden 1940.), kanadski matematicar.
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IIXII IIyII’IIXII I

_ Xy
T ||2< SAN ||2<y V) <||x||’||y||>

1
T Cllx Iyl = 2 Recx, y))

1
= T ” o (2Nl iyll = (el + I = lle = 1))

Dokaz. Vrijedi da je

X Y

[l 1yl

= T ”” ” e (Il = Y17 = (lxll = IIy11Y?) -

Sada imamo da je
=12 (||x||+||y||)2 LN U (||x||+||y||)2(||x—y||2—<||x||—||y||>2)
X =yl — - =[x—- -

g 2 ) il Y > T

(Ixll + ||y||>2) (Ul + D2 (el = I1vID>
=|lx=y|Pl1 -
I y”( ) Ay

1l = 31 (4l iyl =l = 20l iyl = IyI7) + el + 1D Clell = Iyl

Al Iyl

— 1 _ 2 _ _ 2 ) ~ 5
= gy e =1 (= Q= 510°) -+ Ol 1D e = 1

_ . o
= a1 [+ 117 = I = 1P

_ (i = lyll)>
Hlx(Hlyll

gdje nejednakost slijedi iz propozicije Iz ovoga lako moZemo vidjeti da vrijedi tvrd-
nja teorema. O

2(llxdHIyll = Redx, y)) = 0

Kasnije su Kirkﬁi SmileyE] (vidi [16]]) pokazali da nejednakost iz gornjeg teorema za-
pravo karakterizira Hilbertove prostore. Dakle, relacija (3.6) vrijedi ako i samo ako se
nalazimo u Hilbertovom prostoru.

Na temelju ovih rezultata, u [[13] je Dunkl-Williamsova konstanta za Banachov prostor
definirana kao najmanja konstanta koja moZe zamijeniti konstantu 4 u Dunkl-Williamsovoj
nejednakosti. Na drugi nacin je Dunkl-Williamsova konstanta dana sljedeCom definicijom.

4William Arthur Kirk (roden 1936.), ameri¢ki matematicar
SMalcolm Finlay Smiley (1915-1982), ameri¢ki matematicar
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Definicija 3.3.3. Dunkl-Williamsovu konstantu Cpy za Banachov prostor X definiramo

kao
[|l] + [yl

llx = ¥l

i—lH:x,yeX, x,yiO,xiy}. (3.7
lxll Iyl

Cpw(X) = sup {

Sada pomocu prethodnih rezultata koje smo naveli u ovom odjeljku lako mozemo vi-
djeti da za svaki Banachov prostor X vrijedi da je 2 < Cpy(X) < 4 te da je Cpy(X) = 2
ako 1 samo ako se nalazimo u Hilbertovom prostoru.

U sljedeCem primjeru pokazat ¢emo primjer Banachovog prostora za koji je Dunkl-
Williamsova konstanta jednaka 4.

Primjer 3.3.4. Neka je X = (R?, || - ||) Banachov prostor te neka su dani vektori x = (1, 1)
iy=~0-¢,1+e¢), gdje je € > 0 realan broj dovoljno malen da vrijedi sljedece

[tlloo + IVlleo || Xy
llx =Moo Xl 1Ylloo

2 1 -
_-re (1,1>—( 8,1)‘
1+¢ .

_2+s 2¢e _4+28
g l+e l1+¢&’

Cpw(X) >

[ee)

Kad pustimo € — 0" dobivamo da je Cpw(X) = 4.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu bavili smo se pitanjem poopcenja ortogonalnosti na normirane
prostore u kojima opcenito ne postoji skalarni produkt. Za pocetak smo definirali osnovne
pojmove vezane za unitarne i normirane prostore te vezu izmedu njih. Takoder smo uveli
Sest svojstava koje klasi¢na ortogonalnost zadovoljava na unitarnom prostoru. U drugom
poglavlju navodimo razlicite definicije poopcenja ortogonalnosti u normiranim prostorima.
Svako od tih poopéenja smo posebno komentirali, pokazali da se zaista radi o poopcenju
te provjerili koja od Sest svojstva ortogonalnosti su zadovoljena. U posljednjem poglavlju
bavili smo se pitanjem koliko je neki normiran prostor daleko od toga da bude unitaran,
stoga smo uveli neke konstante kojima moZemo mjeriti ta odstupanja.



Summary

In this graduate thesis we discussed the problem of generalised orthogonalities in normed
spaces where an inner product may not exist. Firstly we introduced basic definitions re-
lated to inner product and normed spaces as well as the connection between the two. We
have also introduced six properties which the classical definition of ortogonality in inner
product spaces satisfies. In second chapter various definitions of generalized orthogonality
in normed spaces were introduced. We debated each one of these ortogonalities separately,
proved that they really are generalised orthogonalities and we also checked which ortogo-
nality properties they satisfy. In the last chapter we discussed how close is a normed space
to being a Hilbert space. To that end some constants which measure those deviations were
introduced.
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