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Uvod

Jedna od prvih matematickih disciplina uz aritmetiku je svakako geometrija. Ona se ra-
zvila iz prakti¢nih potreba ljudi, ponajvise u graditeljstvu i do danaSnjeg dana je ostala
jednako vazna. 1z povijesnih izvora otkrivamo da su ve¢ pred skoro pet tisucljeca ljudi u
Mezopotamiji 1 starom Egiptu rjeSavali probleme koje danas promatramo u sklopu geome-
trije, a koji su se sastojali od prakti¢nih zadataka vezanih uz mjerenje duljina, povrSine ili
obujma. Stari Egipcani su znali raCunati povrSinu trokuta, kvadrata, pravokutnika i kruga
te smatramo da je geometrija egipatskog porijekla. Vise o tome u [4].

Ipak, najstarija matematika za koju postoje saCuvani izvori je starogréka matematika.
Ondasnji matematicari su se uvelike bavili geometrijom i udarili su temelje na kojima ona i
danas pociva. Pitagorejci su joS u 5. stoljecu prije Krista operacije s brojevima shvacali ge-
ometrijski, a osnovna ideja je bila da dva lika (poligona) imaju jednaku mjeru, tj. ”’jednaki
su” - ako se jedan moZe rastaviti na trokute od kojih se drugi moze sastaviti, a u ovom radu
¢emo to poblize prouditi. Starogréki matematicar Euklicﬂ je skupio sva dotadasSnja znanja
matematike u djelu Elementi koji do danas ostaju jedno od najvaZnijih djela matematike.
[4] U drugom poglavlju ¢emo definirati pojmove jednakosastavljivost poligona i poligoni
jednakog sadrzaja.

Kako rastavljanje 1 sastavljanje geometrijskih likova, odnosno poligona, nije prakti¢no,
danas kada usporedujemo veli¢ine likova racunamo / mjerimo njihovu povrsinu i usporedu-
jemo dobivene brojeve. O funkciji kojom mjerimo povrSinu éemo se baviti u poglavlju
“Povrsina”.

Vrijedi spomenuti i jedan od najpoznatijih matemati¢kih teorema: Pitagorin poucak.
On glasi: PovrSina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta jednaka je zbroju povr-
Sina kvadrata nad katetama tog trokuta. Dakle, ako su a i b duljine kateta trokuta, a c je
duljina hipotenuze trokuta onda vrijedi a® +b* = ¢>. Medutim, Euklid ne koristi algebarsku
notaciju nego dokazuje jednakost povrSina iako ju ne definira. U poglavlju “Pitagorin
poucak” ¢emo dokazati ovaj teorem na viSe nacina.

! Atena, oko 330. pr. Kr. - oko 275. pr. Kr



Poglavlje 1

Osnovno o trokutu i poligonu

Kao Sto smo ve€ rekli, u starogrckoj matematici dva lika smatraju se jednakima (po povrSini)
ako se jedan mozZe rastaviti na dijelove (trokute) od kojih se drugi moze sastaviti. U svakod-

nevnom Zivotu nam to bas i nije korisno nego radije mjerimo/raunamo povrsinu, odnosno

iskazujemo ju brojem i potom usporedujemo razlicite likove usporedujuci njihovu povrsine

- brojeve. U ovom poglavlju ¢emo definirati osnovne pojmove koji su nam potrebni za te-

oriju povrsine.

1.1 Euklidovi Elementi

Euklid je ve¢ na pocetku Elemenata zapisao postulate 1 aksiome kojima se definira ravnina.
Geometrija se zasniva na pojmovima koji se ne definiraju 1 tvrdnjama koje se ne dokazuju
te se pomocu njih definiraju svi ostali pojmovi i izvode i dokazuju brojne tvrdnje. Tvrdnje
koje se smatraju tocne i ne dokazuju se nazivaju se aksiomima. Euklid navodi ove aksiome:

1. Stvari koje su jednake istoj stvari 1 medusobno su jednake.

2. Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.
3. Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostaci su jednaki.
4. Stvari koje se jedna s drugom preklapaju medusobno su jednake.

5. Cjelina je veca od dijela.

Takoder, Euklid navodi i sljedece postulate:
1. Neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duzina.
2. I da se ograni¢ena duZina neprekinuto produzuje u duZini.
3. I da se sa svakim srediStem 1 udaljenoS¢u opisuje krug.

4. I da su svi pravi kutovi medusobno jednaki.
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5. I da ako duzina koja sijeCe dvije duzine ¢ini unutarnje kutove s iste strane manjima
od dva prava kuta, dvije duZine, neograni¢eno produZene, sastaju se s one strane na kojoj
su kutovi manji od dva prava kuta. 1z [10].

Iznimno bitan je 5. postulat. On predstavlja vazno svojstvo euklidske ravnine 1 joS ga
nazivamo i Postulat o paralelama. Brojni matematicari su kroz povijest pokuSavali po-
kazati da se on zapravo ne moZe smatrati postulatom ve¢ da je teorem, a sami pokusaji
dokazivanja te ¢injenice su doveli do otkri¢a novih geometrija, neeuklidskih. Vise o njima
u [12]]. Danas se umjesto Euklidovog petog postulata uzima njemu ekvivalentna tvrdnja
poznata pod nazivom PlayfairovE] postulat. On glasi:

Playfairov postulat. Danom to¢kom 7 izvan zadanog pravca p prolazi najvise jedan pra-
vac ¢q paralelan s p.

Slika 1.1: Aksiom o paralelama

Naravno, Euklid je u svom djelu skupio sve dotadasSnje rezultate, no za danasnje po-
trebe je nuzna preciznija notacija i formulacija, odnosno, precizniji iskazi danih tvrdnji i
definicija. Naposljetku, David Hilberlﬂ 1899. je objavio svoje djelo Osnove geometrije i
zasnovao euklidsku geometriju. U ovom radu ¢emo promatrati likove u Hilbertovoj ravnini
u kojoj vrijedi Playfairov postulat.

Pocevsi s Propozicijom 35. iz prve knjige Euklidovih Elemenata koja glasi: “Parale-
logrami s istom osnovicom koji leZe na istim paralelama medusobno su jednaki” Euklid
nas upoznaje s novim pojmom koji bismo mi danas zvali ”jednake povrSine”, odnosno
shvacanje povrSine na nacin na koji smo naucili u skoli, gdje nekom liku pridruZujemo
broj koji nazivamo njegovom povrSinom. No, kod Euklida ovu propoziciju ne moZemo
objasniti na taj nacin. Euklid u svojoj knjizi koristi izraz ’jednakost” likova 1 ne definira

!John Playfair,§kotski matematicar, 1748. - 1819.
2David Hilbert, njemacki matematicar, 1862. — 1943.
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ga. Oslanjajuci se na Hilbertovu ravninu, pokazat ¢emo da se pojam “’jednakost” likova u
Euklidovom smislu moZe definirati te da se njegova svojstva mogu dokazati.

1.2 Trokuti i poligoni

Neka vrijede aksiomi Hilbertove ravnine. Osnovni objekti u ravnini su tocke (ozna¢avamo
ih velikim tiskanim slovima A, B, C, ...) i pravci (oznacavamo ih malim tiskanim slovima
a,b,c,...). Medu toCkama 1 pravcima postoji veza i oni su indirektno definirani svojim
svojstvima koja proizlaze iz sustava aksioma. Tako je npr. aksiomima opisan odnos da
tocka lezi izmedu drugih dviju tocaka. Definirajmo pojmove koje ¢emo Koristiti.

Definicija 1.1. Neka su A i B dvije razlicite tocke koje leZe na pravcu p. DuZina AB je
skup svih tocaka pravca p koje leZe izmedu tocaka A i B, ukljucujuci i tocke A i B.

Slika 1.2: DuZina AB

Definicija 1.2. Tocka A i B leZe s iste strane pravca p ako vrijedi ABN p = 0. Ako je
ABN p # 0 tada tocke A i B ne leZe s iste strane pravca p.

(a) Tocke A i B leze s iste strane (b) Tocke A i B ne leze s iste (c) Tocke A i B ne leze s iste
pravca p strane pravca p strane pravca p

Slika 1.3: Polozaj tocaka u odnosu na pravac

Definicija 1.3. Unutrasnjost trokuta ABC je skup tocaka ravnine koje su s iste strane
pravca AB kao i tocka C, s iste strane pravca AC kao tocka B i s iste strane pravca BC kao
tocka A.
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Definicija 1.4. Trokut ABC je podskup ravnine koji se sastoji od tri duzine AB, BC i CA i

unutrasnjosti trokuta ABC. DuZine AB, BC i CA nazivamo stranice trokuta.

Slika 1.4: Trokut ABC

Definicija 1.5. Dva trokuta se preklapaju ako imaju barem jednu zajednicku unutarnju
tocku (tocku u unutrasnjosti). U suprotnom kaZemo da se ne preklapaju.

Slika 1.5: Trokuti koji se preklapaju

Trokuti koji imaju zajednicki samo jedan vrh ili dijelove ruba (stranice) se ne prekla-
paju.

Definicija 1.6. Skup S C M je konveksan ako vrijedi

A, BeS — ABCS.

Svaki trokut je konveksan. Takoder, presjek dvaju konveksnih skupova je konveksan.
Sada ¢emo definirati poligon i pokazati neka njegova svojstva.



POGLAVLIJE 1. OSNOVNO O TROKUTU I POLIGONU 6

AQ b

(©)
Slika 1.6: Trokuti koji se ne preklapaju

Definicija 1.7. Poligon je podskup ravnine koji moZemo prikazati kao konacnu uniju tro-
kuta koji se ne preklapaju.

Slika 1.7: Poligoni

Dakle, cetverokut, peterokut, Sesterokut itd. su takoder poligoni, bili oni konveksni ili
ne. Na slici[I.8|moZemo vidjeti jos neke “neobicne” poligone koji zadovoljavaju definiciju.

Primijetimo kako se u skup poligona ubrajaju i poligoni s “rupom” te oni koji su “odvo-
jeni”, odnosno, njihovi dijelovi nemaju zajednicku niti jednu zajednic¢ku tocku te oni koji
imaju samo jednu zajednicku toCku. Takoder, ovako definiranom poligonu pripada njegov
rub i sve njegove unutarnje tocke. Za poligon koji nema “rupe” niti odvojene dijelove
kaZzemo da je jednostavni poligon.
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(a) Poligon koji ima “odvojene” dijelove (b) Poligon kojem dijelovi imaju samo jednu zajednicku
tocku

Slika 1.8: Neobic¢ni poligoni

Definicija 1.8. Za tocku D kaZemo da je unutarnja tocka poligona P ako postoji neki
trokut ABC C P tako da je tocka D u unutrasnjosti trokuta ABC.

Slika 1.9: Tocka D se nalazi unutar poligona

Definicija 1.9. Dva poligona se preklapaju ako imaju zajednicke unutarnje tocke. Inace
se ne preklapaju.
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Slika 1.10: Dva jednostavna poligona koja se preklapaju

Definicija 1.10. Izlomljena linija je unija od konacno mnogo razlicitih duzina AyA,, A1A,,
AyAs, ..., A,1A, u ravnini, zadanih u odredenom poretku, tako da se jedan kraj svake
duZine (osim zadnje) podudara s jednim krajem sljedece duZine. DuZine koje cine izlom-
ljenu liniju zovu se njene stranice, njihovi krajevi su njeni vrhovi, a obzirom na dani po-
redak duZina i vrhova, prvi vrh prve duZine (Ay) je pocetak, a drugi vrh zadnje duZine
kraj (A,) izlomljene linije. Izlomljena linija je zatvorena ako joj se pocetak i kraj podu-
daraju. Izlomljena linija je jednostavna, ako svaka njena tocka leZi ili na samo jednoj
njenoj stranici ili samo na dvjema kojima je ta tocka kraj. Inace se izlomljena linija zove
samopresjecna.

Ako spojimo dva vrha jednostavnog poligona # proizvoljnom jednostavnom izlomlje-
nom linijom koja se nalazi unutar tog poligona dobit ¢emo dva nova poligona ; i P, Cije
sve unutarnje tocke leze unutar $. KaZzemo da je ¥ rastavljen na P; i P, ili da se P sastoji
od P 1P;.

Definicija 1.11. Triangulacija poligona je svaki prikaz tog poligona kao unije konacno
mnogo trokuta koji se ne preklapaju, takav da je presjek dvaju trokuta ili zajednicka stra-
nica ili zajednicki vrh ili je presjek prazan.

Primijetimo da se svaki konveksan mnogokut mozZe triangulirati dijagonalama iz jednog
vrha.

Lema 1.12. Prikaz poligona kao konacne unije nepreklapajucih trokuta uvijek moZemo
profiniti do triangulacije.
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Slika 1.12: Poligon P se sastoji od poligona #; i ,

Dokaz. Neka je poligon P prikazan kao unija nepreklapajuéih trokuta. Ako se ne radi o
triangulaciji onda postoji tocka koja je vrh jednog od tih trokuta, a pripada stranici drugog
trokuta, ali nije njegov vrh. Radi lakSeg razumijevanja oznac¢imo trokute s 7' 1 7. Imamo
tri slucaja:

1° slu¢aj. Dva trokuta imaju zajednicki dio stranice tako da vrh trokuta 7| leZi na stra-
nici trokuta 7’ 1 obrnuto, vrh trokuta 7>, lezi na stranici od 7';. U oba trokuta spojimo vrh
koji lezi na stranici drugog trokuta sa nasuprotnim vrhom toj stranici (kao na slici [I.14).
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Slika 1.13: Jedna od triangulacija poligona

Slika 1.14: Prvi slucaj

Tako smo dobili trokute kojima je zajednicka cijela stranica ili samo vrh.

Slika 1.15: Drugi slucaj

2° sluc¢aj. Dva vrha trokuta T, leZe na stranici trokuta 7', odnosno cijela stranica tro-
kuta T leZi na stranici trokuta 7. Kao i u prethodnom slucaju, vrhove koji leze na stranici
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spojimo sa vrhom nasuprotnim toj stranici te ¢e dobiveni trokuti imati zajednicku cijelu
stranicu ili samo vrh.

Slika 1.16: Treéi slucaj

3° sluéaj. Trokuti 7 i T, imaju jedan zajednicki vrh, a drugi vrh trokuta 7', leZi na stra-
nici od 7. Spojimo vrh koji lezi na stranici trokuta 7 sa nasuprotnim vrhom toj stranici.
Dobiveni trokuti imaju zajednicku cijelu stranicu ili samo vrh.
Za svaki od “problemati¢nih” slucajeva Cinimo isti postupak dok god postoji jedan od
takvih u poligonu. Postupak zavrSava kada smo razrijesili sve takve situacije, a to ée biti
moguce jer se poligon sastoji od kona¢no mnogo trokuta. Ovim je lema dokazana. |

Iz definicije[I.7)1 leme[I.12]slijedi da svaki poligon ima triangulaciju.

Slika 1.17: Primjer triangulacije poligona

Pokazimo sada neka vazna svojstva poligona.
Lema 1.13. Presjek dvaju trokuta koji se preklapaju je poligon.

Dokaz. Ovaj dokaz nece biti sasvim formalan pa ¢emo ovdje napisati samo ideju dokaza.
Neka su zadani trokuti AABC i ADEF koji se preklapaju. Svaki trokut je konveksan pa Ce
i njihov presjek biti konveksan. Jer se zadani trokuti preklapaju njihov presjek ne moze biti
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E

Slika 1.18: Presjek dvaju trokuta je Sesterokut

prazan skup, tocka niti duZina. Presjek dvaju trokuta je omeden duZinama i duZine koje
ga omeduju pripadaju pravcima AB, BC, CA, DE, EF 1 FD. Dakle, presjek dvaju prekla-

E E

(a) (b)

Slika 1.19: Presjek dvaju trokuta moZze biti peterokut

pajucih trokuta je konveksni skup omeden duzinama, njih najvise Sest. Zato taj konveksni
skup moze biti trokut, ¢etverokut, peterokut ili Sesterokut. Na sljede¢im slikama moZemo
vidjeti neke od mogudih sluc¢ajeva.

Buduci da su svi dobiveni presjeci konveksni mnogokuti mogudée ih je triangulirati (do-
voljno je samo povuéi dijagonale iz jednog vrha). Dakle, po definiciji su presjeci dvaju
trokuta poligoni i ovime je tvrdnja dokazana. O

Stovise, poligoni koji su presjek dvaju nepreklapajuéih trokuta su konveksni. Ovom
lemom smo dokazali Sto vrijedi za presjek preklapajucih trokuta, a za nepreklapajuce je
ocito da Ce im presjek biti prazan skup, tocka, dio stranice ili pak cijela stranica.
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Slika 1.20: Presjek dvaju trokuta moZze biti Cetverokut

A A
D{ % % D; % %
E
B E
5 B
c c
(b) (©

Slika 1.21: Presjek dvaju trokuta je trokut

Propozicija 1.14. Presjek dvaju poligona koji se preklapaju je poligon.

Dokaz. Pokazimo da je presjek dvaju preklapajuéih poligona takoder poligon. Ako se
jedan poligon nalazi u unutrasnjosti drugoga, njihov presjek ¢e biti upravo taj unutarnji
poligon pa je tvrdnja ocita.

Neka su zadana dva poligona £ i S koji se preklapaju i od kojih se niti jedan ne nalazi
unutar drugoga te neka su oba triangulirana:

P:P1U...UPH,

S=5,U..US,,

pri ¢emu su §; 1 P; trokuti.

Pogledajmo presjeke trokuta P; i1 §;. Za one trokute koji se preklapaju prema lemi
vrijedi da su njihovi presjeci poligoni koje nazovimo A;;. Svaki od tih poligona mozemo
triangulirati. Imamo:

PmS:(QPi)m( r: Sj):U(PimSj):LljJﬂ,-j:UT,-jk.

ij i j ijk
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Slika 1.22: Presjek trokuta P; i S ; su poligoni A;;

Dakle, presjek trokuta P; i S j je poligon A;; kojeg smo rastavili na nepreklapajuce trokute

R
A

D 4

Slika 1.23: Nepreklapajuci trokuti 77 j

Presjek poligona # i S je konacna unija nepreklapajucih trokuta T;j, a to je po definiciji
poligon. Ovime je tvrdnja dokazana. i

Primjer joS jednog presjeka dvaju poligona mozemo vidjeti na sljedecoj slici.
Pojam razlika poligona u ovom radu nece predstavljati obi¢nu skupovnu razliku dvaju
poligona, ve¢ éemo tome dodati i rubne duZine.
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Slika 1.24: Presjek dvaju poligona mozZe biti poligon s “odvojenim” dijelovima

Definicija 1.15. Razlika poligona je najmanji zatvoreni (kompaktan) skup koji sadrZi nji-
hovu skupovnu razliku.

Tako definiranu razliku poligona oznacavat ¢emo znakom \. Bez dokazivanja ¢emo
koristiti ¢injenicu da neke skupovne jednakosti vrijede za poligone uz ovako definiranu
razliku. Primjerice, za poligone P i Q vrijedi:

PUR=(PNRQUP\QUQ\P).

Lema 1.16. Neka je zadan trokut T i poligon P takav da je T~ C P. Razlika P\ T je
poligon ili prazan skup.

Dokaz. Poligon P zbog mozemo prikazati pomocu triangulacije:
P = Pl U..uU Pn

gdje su P; nepreklapajuci trokuti za svaki i. Vrijedi:

PAT = (| JP)\T.

1

Stoga, dovoljno je odrediti presjek (U,- P,-) N 7°°, odnosno za svaki i promatrati razliku
P;\ 7. Bududi da je 7 trokut unutar poligona # njegov presjek s trokutima P; prema lemi
¢e biti poligoni te th moZemo rastaviti na manje trokute:

(Uppr=UenT)=Uss
i i j
Trokuti §;; se neCe preklapati (jer se ni trokuti P; ne preklapaju) i ima ih kona¢no mnogo.
Imamo
7= ()7 = (e r) = Us.
i i ij

1 stoga je P\ 7 poligon. i
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Slika 1.25: Razlika poligona i trokuta

Propozicija 1.17. Neka su zadani poligoni P i S tako da vrijedi S C P i S # P. Tada je
P\ S poligon.

Dokaz. Zelimo pokazati da ée razlika dvaju poligona od kojih se jedan nalazi u unu-
trasnjosti drugoga uvijek biti poligon. Vrijedi S € £ 1S # P za poligone £ i S. Neka
je

P = P1 U..uU Pn

jedna triangulacija od P, a

S=S,U..US,

jedna triangulacija od S. Na slici|1.26|su prikazani neki slucajevi.
Dokazimo tvrdnju. Zelimo dokazati da je # \ S poligon. Bududi da je S trianguliran
moZzemo gledati razliku poligona # sa svakim trokutom § ; posebno, odnosno £\ ( U;S j).

(a) (b)
Slika 1.26: S C P - neki slucajevi



POGLAVLIJE 1. OSNOVNO O TROKUTU I POLIGONU 17

Prema lemi imamo da je za svaki j £ \ §; = R; poligon. Dobili smo poligone R; za
koje vrijedi R; € # 1 imamo

P\S=P\(L])Sj)=(]](¢>\sj):()7ej.

Uzastopno primjenjujuéi propoziciju na poligone R; dobivamo da je (;R; poligon.
Stoga je £ \ S poligon. |

Propozicija 1.18. Unija dvaju poligona je poligon.
Dokaz. Neka su poligoni zadani triangulacijom:

P=PU..UP,

Q=0,V..UQ,,
pri ¢emu su P; trokuti na koje je rastavljen $, a Q; trokuti na koje je rastavljen Q. Njihovi
medusobni poloZaji mogu biti:
1. nemaju zajednickih unutarnjih tocaka;
2. preklapaju se tako da je jedan podskup drugoga;
3. preklapaju se tako da niti jedan nije podskup onog drugog.

Slika 1.27: Unija poligona koji nemaju niti jednu zajednic¢ku to¢ku

1° slucaj. Neka poligoni £ i Q nemaju zajednickih unutarnjih to¢aka pa se ni trokuti
P;1 Q; ne preklapaju. Poligoni se ne preklapaju pa je njihova unija:

PUQ:(Plu...uP,,)U(QlU...UQm):(OPi)U(OQj).

i
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Dakle, unija dvaju poligona je zapravo konacna unija nepreklapajucih trokuta Sto je po de-
finiciji poligon.

2° slucaj. Neka je Q C P. Tada je P U Q = P pa je to oCito poligon.

.

Slika 1.28: Unija poligona koji se preklapaju

3° slucaj. Neka se poligoni # i Q preklapaju tako da niti jedan nije podskup onog
drugog. Dakle, uniju U Q mozemo zapisati na sljedeci nacin:

PUR=FPNAQUP\QU@Q\P).

Zelimo pokazati da su PNQ, P\ Qi Q\ P poligoni. Prema propoziciji njihov presjek
P N Q je poligon. Vrijedi P\ Q = P\ (P N Q) ajer je # N Q € P prema propoziciji|l.17
slijedi da je  \ Q poligon. Analogno vrijedi i za Q \ . Sada vidimo da imamo situaciju
kao i u prvom slucaju jer se poligoni P NQ, £ \ Q1 Q \ P ne preklapaju pa je njihova unija
takoder poligon. Time smo dokazali da je U Q poligon.

Tvrdnja je dokazana za sve sluCajeve. O

Korolar 1.19. Svaka konacna unija trokuta je poligon.

Tvrdnja slijedi iz[1.1§]



Poglavlje 2

Jednakosastavljivost poligona i poligoni
jednakog sadrzaja

Euklid u Elementima nije definirao povrSinu poligona, nego je upotrebljavao izraz ’jed-
naki” za poligone. Mi njegovu “’jednakost” Zelimo zamijeniti nekim drugim pojmom koji
e biti dobar temelj za teoriju povrSine. U ovom poglavlju ¢emo definirati jednakosastav-
ljivost poligona i poligone jednakog sadrZaja i dokazati njihova svojstva. Takoder ¢emo
Euklidove tvrdnje iskazati pomocu tih novih pojmova.

2.1 Jednakosastavljivost poligona

Svaki poligon je prema definiciji unija trokuta pa je prirodno usporedivati ih pomocu ras-
tava na trokute. Stoga definiramo sljedeci pojam.

Definicija 2.1. Poligoni P i P’ su jednakosastavljivi ako postoje nepreklapajuci trokuti
T\, T, ..., T, i nepreklapajuci trokuti T|, T, ..., T, takvi da je

P=T,U...UT,,

P =T/U...UT,,

gdje su za svaki i trokuti T; i T} sukladni.
Za jednakosastavljive poligone pisemo P = P’

Iz definicije slijedi da su sukladni trokuti jednakosastavljivi.

Primjer 1. Neka je ABCD zadani pravokutnik. Na slici [2.1] vidimo pravokutnik koji je
dijagonalom podijeljen na dva trokuta oznacena brojevima 1 i 2. Ako trokut 1 u pravo-
kutniku pomjerimo kao na slici dobit ¢emo paralelogram kojemu je osnovica duzina AB,

19
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a visina na tu stranicu BC. Pravokutnik ABCD i paralelogram ABEC su jednakosastavljivi.

A B A B

Slika 2.1: Jednakosastavljivi pravokutnik i paralelogram

Primjer 2. Ako je # unija dva sukladna kvadrata i £’ kvadrat kojemu je stranica jednaka
dijagonali kvadrata iz P tada su P 1 £’ jednakosastavljivi. Mozemo podijeliti 1 $’ na 4
sukladna trokuta kao §to je prikazano na slici

~ ’
. ~ z
&5 ’
. e ’

P s
. ' A

Slika 2.2: Iz dva kvadrata rastavljanjem na trokute slazemo novi kvadrat

Definicija 2.2. KaZemo da je preslikavanje ¢ : M — M izometrija ravnine M ako za
svake dvije tocke A i B ravnine M vrijedi |AB| = |A’B’|, gdje je A’ = ¢(A) i B" = ¢(B).

Definicija 2.3. Trokuti AABC i AA’B'C’ su sukladni ako postoji izometrija ¢ za koju vrijedi
A" =¢(A), B =¢(B)iC" = ¢(C). Pisemo AABC = AA’B'C’.

Vrijede poznati teoremi o sukladnosti trokuta koje ovdje ne¢emo navoditi.



POGLAVLIJE 2. JEDNAKOSASTAVLIIVOST I JEDNAK SADRZAJ 21

A . B B

Slika 2.3: Sukladni trokuti

Propozicija 2.4. Relacija jednakosastavljivost je relacija ekvivalencije na skupu svih po-
ligona.

Dokaz. Pokazimo refleksivnost. Neka je P poligon, P = T, U ... U T, pri ¢emu su T;
trokuti. OCito je P = P jer se sastoje od istih trokuta 7;. Relacija = je refleksivna.

Pokazimo simetricnost. Neka je P = #’. Kako je
P:TIU...UT,,,
P =T/ U...UT,,
gdje su T; = T/ za svaki i, oCito vrijedi " = P. Relacija = je simetricna.
Preostaje jo§ pokazati tranzitivnost. Neka su P = #’. To znaci da postoje trokuti 7; 1 T

tako da vrijedi
P = T1 Uu...uU Tn

P =T/U...UT,,

tejei T; = T] za svaki i.
Neka su " = #”. To znaci da postoje sukladni trokuti §;1 S tako da vrijedi

P =S1U...US,,
P'=S7U...US",

gdje je S, = S za svaki j. Trebamo pokazati # = P”. Zapisat cemo rastave od 1 P
tako da ih prikaZemo kao uniju sukladnih trokuta.

Za svaki i, j promatramo skupove 7} i S”. Ako se oni preklapaju tada je prema lemi m
njihov presjek poligon. To znaci da postoje nepreklapajuci trokuti U’ tako da vrijedi:

rins; =] U
k
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j=d

P!

Slika 2.4: Poligoni P, " i "

eV

Slika 2.5: Poligon #”

Neka je ¢; izometrija koja trokut 7; preslikava u njemu sukladan trokut 77. Tada s ¢;'
preslikajmo trokute U " unove trokute U = ¢; 1(Uuk) sadrzane u T;. Vrijedi

et et
jk Jk

1Ujj = U’k za svaki i, j, k.
Analogno, za svaki j neka je y; izometrija koja S’ preslikava u njemu sukladan trokut 7.

Neka je U7 = ¢;(U;;). Tada vrijedi
SN - wl w/( U Ul]k) U wl( l]k U Ul]k
ik
11U, = U/, zasvakii, j, k.

ijk — “ijk
Lako je provjeriti da se trokuti U,; medusobno ne preklapaju za sve i, j, k. To vrijedi

buduci da smo ih dobili izometrijama koje preslikavaju nepreklapajuce trokute U7, . Iz
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124

i zasve i, j, k se ne preklapaju. MoZemo napisati

P =7 =] Ui

istog razloga, niti trokuti U

ijk
o " o_ ”
P =Js7=Jui
J ijk

. IO v a oy .
pri emu za svaki i, j, k vrijedi Ujje = U7 jer Ui = U, 1 Uy = U, arelacija sukladnost

trokuta je relacija ekvivalencije. 1z toga slijedi ¥ = #”. Relacija = je tranzitivna.
Pokazavsi refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost dokazali smo da je relacija = relacija
ekvivalencije. O

Propozicija 2.5. Unije nepreklapajucih jednakosastavljivih poligona su jednakosastav-
ljive.

Dokaz. Neka su P i Q dva nepreklapajuca poligona i £’ i Q njima jednakosastavljivi
poligoni, tj. P = P i Q = Q pri cemu su P’ i @ nepreklapajuci. Za svaki i postoje trokuti
P; = P} takvi da je

7) = U Pl‘,

W:UH

te za svaki j postoje trokuti Q; = Q' takvi da je

Q= UQ,‘,
j
Q=)o
j

Dokazimo P UQ = £ U Q. Prema propoziciji te unije su poligoni i mozemo ih
zapisati na sljedeci nacin:

poa-(Ur)o(Uo)

i

PMQEUQH%%QQJ
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Budu¢i da se P ne preklapa s Q niti se #’ preklapa s Q' i jer vrijedi P; = P! za svaki i i
Q; = @’ za svaki j te su unije sastavljene od nepreklapajucih sukladnih trokuta pa prema
definiciji[2.1] vrijedi

PUQR=P U
Sto smo 1 trebali dokazati. O

Dokazimo propoziciju I35 iz Euklidovih Elemenata pomocu jednakosastavljivosti.

Primjer 3. Paralelogrami sa zajednickom osnovicom koji leZe na paralelnim pravcima
medusobno su jednaki.

Zelimo pokazati ”jednakost” dvaju paralelograma pa ¢emo se posluZiti pojmom jedna-
kosastavljivosti poligona. Neka su ABCD 1 EBCF paralelogrami s zajednickom osnovi-
com BC takvi da su AD i EF na istom pravcu. Treba dokazati da su paralelogrami ABCD
i EBCF jednakosastavljivi, odnosno, da se ti paralelogrami mogu prikazati kao unije ne-
preklapajucih trokuta gdje su odgovarajuéi trokuti sukladni.

Slika 2.6: Paralelogrami

Buduéi da su ABCD i EBCF paralelogrami vrijedi AD = BC i EF = BC pa je onda i
AD = EF. Neka je G sjeciste duzina BE i CD.

Moze se odmah uociti da trokut AGBC lezi u oba paralelograma i jednakosastavljiv je
sa samim sobom. Dalje, kroz tocku G povuCemo paralelu s osnovicama (BC 1 AD). Na
slici moZemo vidjeti dva trokuta oznaCena s 1 1 1’ koji su sukladni (sve stranice su
im paralelne). Dalje povla¢imo paralele sa stranicama ovih paralelograma kao na slici. U
jednom trenutku ¢emo doci do Cetverokuta (na slici oznacen brojevima 51 5’).

Tom cetverokutu mozemo nacrtati dijagonalu no nije odmah jasno da su dobiveni tro-
kuti sukladni. Da bismo pokazali da su ovi paralelogrami ”jednaki”” odnosno, jednakosas-
tavljivi, bit ¢e nam korisna jedna druga relacija.
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Slika 2.7: Paralelogrami

2.2 Poligoni jednakog sadrzaja

Hilbert, u svom ve¢ ranije spomenutom djelu [9], kaZze da dva poligona imaju jednak
sadrzaj kada je moguce, dodavanjem drugih jednakosastavljih poligona dobiti dva nova
jednakosastavljiva poligona. Takoder kaZe: Iz definicija jednakosastavljivosti i jednakog
sadrzaja slijedi da kombiniranjem (dodavanjem) jednakosastavljivih poligona kao rezultat
dobijemo jednakosastavljive poligone. No, ako od jednakosastavljivih poligona uzmemo
jednakosastavljive poligone tada imamo poligone jednakog sadrzaja.”

Definirajmo poligone jednakog sadrZaja.

Definicija 2.6. Dva poligona P, P’ imaju jednak sadriaj ako postoje poligoni Q, Q' takvi
da vrijedi:

(i) P i Q se ne preklapaju,

(i) P" i Q se ne preklapaju,

(iii) R = Q,

(v)PUuQ=P UQ.
Za poligone koji imaju jednak sadrZaj pisemo P = P’.

Iz ove definicije je oCito da jednakosastavljivi poligoni imaju jednak sadrZzaj. Takoder,

sukladni trokuti imaju jednak sadrZaj, kao i sukladni poligoni. Sada moZemo dokazati
propoziciju 135 iz Euklidovih Elemenata pomocu jednakog sadrZaja poligona:

Propozicija 2.7 (EE 135). Paralelogrami sa zajednickom osnovicom ¢ije nasuprotne stra-
nice leZe na istom pravcu paralelnom osnovici su jednakog sadrZaja.

Dokaz. Neka su ABCD i BCFE paralelogrami s zajednickom osnovicom BC i stranice
nasuprot osnovice im leze na istom pravcu paralelnom osnovici CD (kao na slici .
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Sjeciste duzina BE i CD ozna¢imo s G. Uzmimo da je # = ABCD i ' = BCFE. Izabe-
rimo Q = Q@ = ADGE.

Pokazimo da su trokuti AABE i ADCF sukladni. Vrijedi AD = BC i BC = EF pa iz tog
slijedi AD = EF zbog tranzitivnosti relacije =. Tvrdimo AE = DF. Vidimo da vrijedi:

AE = ADUDE
DF = EF UDE.

Buduéi da su AD = EF moZemo zakljuéiti AE = DF. Imamo /BAE = /CDF jer su
kutovi uz transverzalu paralelnih pravaca AB 1 CD. Analogno vrijedi ZAEB = /DFC.
Prema K-S-K teoremu o sukladnosti trokuta vrijedi AABE = ADCF.

B c

Slika 2.8: Paralelogrami

Promotrimo sada unije P UQ 1%’ U Q'. Vrijedi
PUQ=ABCD U DGE = ABCGE = ABE U BCG,

" UQ = BCFE U DGE = BCFDG = DCF U BCG.

Poligoni PUQ 1P U’ su jednakosastavljivi jer je AABE = ADCF i ABCG = ABCG. Po
definiciji [2.6| paralelogrami ABCD i BCFE imaju jednak sadrzaj, tj. ABCD = CDEF. O

U nastavku ¢emo dokazati neka svojstva relacije =. Za to ¢e nam biti potrebna sljedeca
lema.



POGLAVLIJE 2. JEDNAKOSASTAVLIIVOST I JEDNAK SADRZAJ 27

Lema 2.8. Neka je P = P i P = Py U P, pri Cemu se poligoni Py i P, ne preklapaju.
Tada postoje nepreklapajuci poligoni P\ i P, takvi da je P = P U P, i vrijedi Py = P i
?2 = ?’2

Dokaz. Neka vrijedi:
P=TU---UT,

P =T/ U---UT,

pri cemu su T; = T/ za svaki i te # = P U P, 1 poligoni P; i P, se ne preklapaju.
Promatramo presjeke 7, NP, 1 T; NP, za svaki i. Zanimaju nas samo presjeci skupova koji
se preklapaju. Prema propoziciji [I.14] imamo:

Ti N Pl = U S,’j]
J
pri ¢emu su §;;; medusobno nepreklapajuci trokuti te

T,NP, = US,-jz
j

gdje su S;j» medusobno nepreklapajuci trokuti. Zbog nepreklapanja poligona #; i P, tro-
kuti S za sve i, sve jik = 1,2 su nepreklapajuci - svaka dva od njih. Vrijedi:

PI=P NP :(UT,-)H?I :U (T:nP)) = Us,ﬂ,

1

%:Pn%:(UT,-)n%:U (1.0 Py) = US,]2

1

pri ¢emu su §;;; medusobno nepreklapajuci te S;;» medusobno nepreklapajuci. Naravno,
kako se poligoni #; 1 P, ne preklapaju niti trokuti S;;; 1 S ,.,2 se ne preklapaju. Ovo znaci
da je \U;j S i rastav skupa # = $; U P, na nepreklapajuce trokute.

Neka su za svaki i ¢; izometrije takve da je ¢;(T;) = T;. Koristimo izometrije ¢; i definiramo

St = ¢iSii)

za svaki i, svaki j te za k = 1,2. Unija ovih skupova, U;; S;; je rastav skupa £’ na
nepreklapajuce trokute. Definiramo

=U90i(USij1) USDz(SZJl) USUl’
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P = U‘Pi( USijz) = U @i(Sijp) = US:']'Z'
i j ij ij
Vrijedi da su poligoni #; i P] jednakosastavljivi, odnosno $; = P jer se sastoje od suk-
ladnih trokuta, a to isto vrijedi 1 za poligone #» i $;, odnosno P, = P,. Jasno je da se P i
%), ne preklapaju i da je njihova unija #’. Ovime je lema dokazana. O

Propozicija 2.9. Relacija jednak sadrzaj je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Jednak sadrzaj je ocito refleksivna i simetri¢na relacija. Jo§ trebamo pokazati tran-
zitivnost. Neka je P = P’ i P' = P”. Zelimo pokazati P = P”.

Postoje poligoni Qi Q takvidaje Q=Q i P UQ = P’ U Q. Takoder postoje poligoni R’
iR takvidaje R =R"iP"UR =P"UR".

Vrijedi: # se ne preklapa s Q, £’ se ne preklapa s Q', ' se ne preklapa s R, P” se ne
preklapa s R”, no za Q i R’ ne mozZemo biti sigurni da se ne preklapaju.

Neka je R = R’ takav da vrijedi: R se ne preklapa s P, ', Q niti s @', a iz toga slijedi da
se ne preklapa niti s unijama ovih skupova.

Neka je Q" = @ takav da vrijedi: Q” se ne preklapa s ', P, R’ niti s R”. 1z ovoga slijedi
da se Q" ne preklapa niti s unijama ovih skupova.

Da bi vrijedilo # = " trebamo dokazati:
(a) P se ne preklapa s QU R
(b) P” se ne preklapa s Q" U R”
CQAUR=Q'UR”
dPU(QUR)=P" U(Q UR").

Dokazimo ove tvrdnje.

(a) Vrijedi da se # ne preklapa s Q i P se ne preklapa s R jer smo ga tako odabrali.
Stoga se niti P ne preklapa s QU R.

(b) Vrijedi da se " ne preklapa s Q" jer smo ga tako odabrali niti se " preklapa s R”.
Stoga se niti £ ne preklapa s Q" U R”.

(©)IzQ = Q" slijedi @ = Q. Ve otprije imamo Q = @ pa zbog tranzitivnosti
relacije jednakosastavljivosti vrijedi Q = Q = Q”. Takoder, iz R = R’ slijedi R = R/,
a veC otprije znamo R’ = R” pa vrijedi R = R’ = R”. Takoder imamo da se Q i R ne
preklapaju te da se Q" i R” ne preklapaju. Bududéi da se radi o unijama nepreklapajuéih
poligona koristimo propoziciju 2.5iz ¢ega slijedi QU R = Q" U R".
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(d) Zbog PUQ = P U ikako smo odabrali R tako da se ne preklapa s £ U Q niti s
P UQ vrijedi:
PUQUR=(PUQ)UR= (P UQ)UR=P U(QUR). 2.1

Primijetimo da se #’ ne preklapa s @ U R jer se £’ ne preklapa s Q i R smo odabrali tako
da se ne preklapa s #’. Takoder zbog Cinjenice da je £ UR"” = P’ UR’ i kako smo odabrali
Q" tako da se ne preklapa s P U R” niti s £’ U R’ vrijedi:

P UR'UQ = (P"UR)UQ = (P UR)UQ =P U(RUQ'). (22

Uocimo da se #’ ne preklapa s R U Q" jer se £’ ne preklapa s R’ i Q" smo birali tako da
se ne preklapa s #’.

Znamo R =2 RiQ'=2Q paje @ UR = Q" UR jer se @ ne preklapa s Ri Q" se ne
preklapa s R’. Uocimo jos da se #’ ne preklapa s @ U R niti s Q" U R’ pa vrijedi:

U(@QUR)=PU(Q'UR). (2.3)
Iz 2.1), 2.2) i (2.3) imamo:
PUQUR=P U(QUR)=P U(Q UR)=P URUQ)=P" UR'UQ".

Time je dokazano (d).
Prema definiciji [2.6| vrijedi # = " pa je relacija = relacija ekvivalencije. O

Sljedece dvije propozicije navodimo bez dokaza, a u dokazu se koristi lema [2.8]
Propozicija 2.10. Unije nepreklapajucih poligona jednakog sadrZaja imaju jednak sadrZaj.

Propozicija 2.11. Ako je Q C P i Q C P, i ako Q i Q imaju jednak sadrzaj, i P i P’
imaju jednak sadrzaj tada P\ Q i P' \ Q imaju jednak sadrZaj.

U nastavku ¢emo konacno dovesti sve ovo u vezu s (euklidovom) povrSinom.

Lema 2.12. Neka su zadana tri paralelna pravca. Preipostavimo da odsijecaju sukladne
duzine AB = BC na transverzali. Tada za duZine DE i EF na drugoj transverzali tih
pravaca vrijedi DE = EF.

Dokaz. Zadani su pravci [,m 1 n kao na slici te dvije transverzale koje se s pravcima
[,m1n sijeku u tockama A, B,C,D,E 1 F.

Spojimo to¢ke A i F. Gledamo trokut AACF. Oznacimo sjeciSte pravaca AF i m sa S.

Tada je duzina BS srednjica trokuta AACF jer je totka B poloviite stranice AC i jer je
BS paralelan s pravcem n, odnosno s pravcem CF'. 1z toga slijedi da je toCka S poloviste
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NN ,

—

Slika 2.9: Transverzale uz pravce [, m, n

stranice AF.

Sada gledamo trokut AAFD. DuZina S E je srednjica trokuta AAF D jer je tocka S poloviste
stranice AF i jer je pravac S E paralelan s pravcem /, odnosno s pravcem AD, pa slijedi da
je to¢ka E poloviste stranice FD. Iz toga slijedi DE = EF. O

Propozicija 2.13 (EE 137). U euklidskoj ravnini, trokuti sa zajednickom osnovicom Ciji su
gornji vrhovi na istom pravcu paralelnom osnovici imaju jednak sadrzaj.

Dokaz. Neka su zadani trokuti AABC 1 ADBC. Neka je | = BC i neka je m = AD te neka
su [ i m paralelni pravci. Neka je tocka E polovite duZine AB. Pravac n prolazi kroz E
i paralelan je s [, te sijeCe duZinu DC u togki F. Tada iz leme 2 n slijedi da je tocka F
poloviste duzine DC i vrijedi DF = FC. Ozna¢imo s G sjeciste duZine AC s pravcem n, a s
H sjeciste duzine BD s pravcem n. Neka pravac paralelan s AC kroz tocku B sijee pravac
n u toCki K. Takoder, neka pravac paralelan s BD koji prolazi kroz tocku C sijeCe pravac n
u tocki L.

Pokazimo AAEG = ABEK. Vrijedi ZAEG = /BEK jer su vrini kutovi. Takoder vrijedi
(GAE = /KBE jer su kutovi uz transverzalu AE parlalenih pravaca AG i KB. I buduéi da
je totka E poloviste duzine AB vrijedi AE = EB. Po K-S-K poucku o sukladnosti trokuta
imamo AAEG = ABEK.

Promotrimo trokut AABC i paralelogram BCGK. Vrijedi:

ABC = AEG U BCGE

BCGK = BCGE U BEK.
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B c

Slika 2.10: Paralelogrami

Cetverokut BCGE moZemo rastaviti na dva trokuta. Sada imamo:

ABC = AEG U BCG U BGE

BCGK = BCG U BGE U BEK

gdje su AAEG = ABEK te ABCG = ABCG i1 ABGE = ABGE pa su ABC 1 BCGK
jednakosastavljivi po definiciji [2.1]i stoga imaju i jednak sadrzaj.

Analogno prethodnom, ADHF = ACLF pa ABCD ima jednak sadrZaj kao paralelogram
BCLH. Prema propoziciji paralelogrami BCGK i BCLH imaju jednak sadrZzaj. Zbog
tranzitivnosti relacije = iz propozicije [2.9]slijedi:

ABC = BCGK = BCLH = BCD.

Dakle, trokuti AABC i ABCD imaju jednak sadrZaj. O

Pokazali smo da dva trokuta sa zajednickom osnovicom koji imaju istu visinu uvi-
jek imaju jednak sadrZaj. Stovise, vrijedi da svi jednakosastavljivi poligoni imaju jednak
sadrzaj. Zanima nas vrijedi li 1 obrnuta tvrdnja, odnosno, hoce 1i dva trokuta (poligona)
jednakog sadrZaja uvijek biti jednakosastavljiva?

U idu¢em poglavlju ¢emo vidjeti da je odgovor na ovo pitanje potvrdan, odnosno, da
su relacije jednak sadrZaj poligona 1 jednakosastavljivost poligona ekvivalentne relacije.
Sljedeci aksiom Ce biti posljedica postojanja funkcije povrSine, a zasad emo ga zapisati u
sljedecem obliku gdje ¢emo ga koristiti pri dokazu nekih tvrdnji.

Propozicija 2.14 (de Zoltov aksiom). Ako je Q poligon sadrZan unutar drugog poligona
P iako P\ Q nije prazan tada P i Q nemaju jednak sadrZaj.
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De Zoltov aksiom Ce biti posljedica postojanja funkcije povrSine tako da ¢emo ga do-
kazati u sljede¢em poglavlju. On moZe zamijeniti Euklidov peti aksiom koji kaze "Cjelina
je veca od dijela.” za pojam sadrZaja. Ipak, za poligone izbjegavamo koristiti rijec¢ vece ili
manje jer one impliciraju da postoji nekakav uredaj izmedu poligona, koji joS nismo ute-
meljili. Svi rezultati u kojima Euklid pokazuje da su dva poligona jednaka e vrijediti za
jednak sadrzaj. No, kada jednak sadrZaj koristimo kako bi zakljucili o sukladnosti duZina
ili kutova u nekom poligonu tada ¢e nam trebati de Zoltov aksiom.

Uz pomo¢ de Zoltova aksioma moZemo dokazati sljedece:

Korolar 2.15. Neka su dane duZine AB i CD takve da kvadrati nad AB i CD imaju jednak
sadrzaj. Tada su AB i CD sukladne.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je AB # CD i da kvadrati nad AB i CD imaju jednak
sadrZaj. Ozna¢imo s P kvadrat nad stranicom CD i s Q kvadrat nad stranicom AB pri Eemu
je Q C P. Jer je AB # CD tada te kvadrate moZemo nacrtati “jedan preko drugoga” pa ée
se veCi kvadrat P sastojati od manjeg kvadrata Q i Sesterokuta  \ Q. Taj Sesterokut nije
prazan, odnosno, ima unutarnje tocke, pa prema de Zoltovu aksiomu £ i Q nemaju
jednak sadrzaj. Dosli smo do kontradikcije.

A=C B D

Slika 2.11: Kvadrati nad duZinama AB i CD

Dakle, kvadrati nad sukladnim duZinama imaju jednak sadrZaj. O

Propozicija 2.16 (EE 139). Ako dva trokuta imaju jednak sadrZaj i sukladne osnovice tada
imaju jednake visine.

Euklid je dokazao ovu propoziciju, no koristio je postupke koji nalikuju na uvodenje
novih aksioma vezanih uz povrSinu. Dokaz ¢emo ostaviti za iduce poglavlje, kada ¢emo
imati dobro definiranu funkciju kojom ra¢unamo povrsinu.



Poglavlje 3

Povrsina

U ovom poglavlju ¢emo povezati rezultate iz prethodnog poglavlja sa pojmom povrSine
kojeg znamo danas - kao broja. Definirajmo funkciju:

Definicija 3.1. Neka je P skup svih poligona u ravnini. Funkcija povrsine a na skupu P je
funkcija a : P — R s ovim svojstvima:

(P1) a(T) > 0, za svaki trokut T € P,
(P2) Ako je T = T’, onda je a(T) = a(T"), za sve trokute T,T’ € P,
(P3) Ako se dva poligona P i Q ne preklapaju tada vrijedi

a(PUQ) = aP) + a(Q).
Broj a(P) nazivamo povrsina poligona P.

Propozicija 3.2. Neka je a funkcija povrsine.

(a) Ako je P poligon tada vrijedi a(P) > 0.

(b) Ako P = P’ tada vrijedi a(P) = a(P’).

(c) Ako P = P’ tada vrijedi a(P) = a(P’).

(d) Ako je Q C P i P\ Q # 0 tada vrijedi a(Q) < a(P).
Dokaz. (a) Poligon # = T, U ... U T, je unija nepreklapajucih trokuta 7. Iz definicije
slijedi

a(P) = ) o),

a za svaki T; vrijedi a(T;) > 0 pa stoga imamo a(#) > O.

(b) Kako su # 1 ' jednakosastavljivi poligoni moZemo ih rastaviti na trokute

P=T,U---UT,

33
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P =T/U---UT,
pri Cemu je T; = T za svaki i. Iz svojstva (P2) definicije 3.1 slijedi

n n

aP) = ) a(T) = ) a(l)) = a(P),

i=1 i=1
Ovime je tvrdnja dokazana.
(c) Ako poligoni 1 £’ imaju jednak sadrZaj prema definiciji 2.6 postoje neki poligoni

Q = Q takvi da se P ne preklapa s Qi P’ se ne preklapas Q te suPUQ =P UQR'. 1z (b)
dijela ove propozicije slijedi (Q) = a(Q') i

aPUR) =a(P UQ). (3.1)
Iz svojstva (P3) definicije [3.1]imamo:
a(PUQ) =a(P) + a@Q),
aP' uQ) =a®)+ a@).

Zbog (3.1)) imamo
a(P) + (@) = a(P’) + a(@).

Budu¢i da vrijedi i a(Q) = a(Q) oduzimanjem iz ovoga dobivamo a(P) = a(P’).
(d) Vrijedi # = QU (P \ Q). Prema propoziciji P\ Q je poligon. Bududi da je
P \ Q neprazan prema (a) dijelu vrijedi (P \ Q) > 0. Iz (P3) definicije 3.1 slijedi
a(P) = (@ +a(P\Q)
te lako vidimo da vrijedi (Q) < a(P). O

Iz (c) 1 (d) slijedi de Zoltov aksiom.

Sada kada smo definirali funkciju povrSine i kada smo vidjeli neka njena svojstva
Zelimo dokazati da takva funkcija postoji.

Teorem 3.3. Postoji jedinstvena funkcija povrsine a : P — R koja uz uvjete (P1) - (P3) iz
definicije zadovoljava i dodatni uvjet: Neka je ANABC trokut sa osnovicom BC duljine
a. Neka je v duljina visine na tu osnovicu. Tada vrijedi

1
a(ABC) = Eav.
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Dokaz. Zelimo pokazati da je funkcija e dobro definirana: trebamo pokazati da je @ nekog
trokuta neovisna o izabranoj osnovici i tada trebamo pokazati da je @(%) neovisna o iza-
branoj triangulaciji te da je jedinstvena. Nakon toga trebamo provjeriti da @ zadovoljava
svojstva funkcije povrsine iz definicije 3.1} Ove tvrdnje ¢emo provijeriti kao zasebne leme.

Lema 3.4. Neka je zadan trokut AABC. Neka je a jedna osnovica i njoj pripadna visina
V1, a b druga osnovica i njoj pripadna visina v,. Tada vrijedi
1 1

Eavl = 5[9\12.

Dokaz. Neka je zadan trokut AABC i a = |BC|, v = |AD|, b = |AC| 1 v, = |BE| kao na
slici Pravokutni trokuti AADC 1 ABEC imaju zajednicki kut pri vrthu C. Buduéi da
se radi o pravokutnim trokutima tada su im i preostali kutovi sukladni, odnosno vrijedi
LCAD = /CBE. Prema K-K teoremu o sli¢nosti trokuta trokuti AADC i ABEC su sli¢ni.

Slika 3.1: Trokut ABC

Iz toga slijedi da su omjeri odgovarajuéih stranica jednaki pa imamo

Vi _ W

b a
Unakrsnim mnoZenjem dobivamo av; = bv, iz Cega slijedi %avl = %bvz ¢ime je tvrdnja
dokazana. O

Poligon # € P mozemo prikazati kao uniju trokuta ¥ = T, U --- U T, i za svaki od
trokuta moZemo izabrati jednu stranicu koja ¢e biti osnovica a;, a v; njoj odgovarajuca

visina. Definiramo {
a(?) = Z Eaivi.
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Pokazali smo da je umnozZak duljine osnovice i odgovarajuce visine isti bez obzira koju
stranicu izabrali za osnovicu. Polovina umnoska osnovice i visine trokuta 7" nazivamo
povrsina trokuta 7' i oznacavamo «(7"). Ta je funkcija dobro definirana za trokut. Jo$
trebamo vidjeti Sto se dogada kad trokut podijelimo na manje dijelove.

Lema 3.5. Ako je neki trokut T rastavljen na konacan broj nepreklapajucih trokuta T; na
bilo koji nacin, tada je povrsina trokuta T jednaka sumi povrsina trokuta T;, odnosno

n

T = U T, = a(T) = Za(Ti).

i=1

Dokaz. Ovaj dokaz ¢emo provesti postupno u tri koraka. Najprije ¢emo gledati Sto se
dogada ako neki trokut podijelimo na dva manja. Nakon toga ¢emo pokazati Sto se dogada
ako zadani trokut podijelimo na manje trokute.

1° slucaj. Promatramo trokut AABC koji je podijeljen duZinom CD, pri ¢emu je totka
D na stranici AB, na dva nova manja trokuta.

H-----=-====3p0

A

B

Slika 3.2: Trokut je podijeljen na dva manja trokuta

Neka je stranica AB osnovica danog trokuta, a stranice AD i DB osnovice dvaju manjih
trokuta. Sva tri trokuta imaju istu visinu i ako dodamo osnovice AD 1 DB jednu drugoj
dobit ¢emo stranicu AB pa iz toga slijedi

1 1 1 |
a(ABC) = §|AB|'V = §(|AD|+|DB|)-V = §|AD|'V+ §|DB|'V = a(ACD)+a(BCD). (3.2)

2° slucaj. Neka je trokut AABC podijeljen na trokute T; tako da ne postoje novi vrhovi
u unutrasnjosti trokuta ABC 1 jedna stranica (na slici je to stranica AC) nema novih
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A D E B

Slika 3.3: Podjela trokuta na viSe manjih trokuta bez vrhova u unutrasnjosti

vrhova. Oznacimo ovaj uvjet zvjezdicom (*). Zelimo pokazati a(ABC) = ), a(T)).

Koriste¢i matematicku indukciju po broju manjih trokuta 7; imamo:

1° Baza indukcije. Za i = 2, odnosno ako smo trokut rastavili na dva manja trokuta
smo pokazali u 1° slucaju ovog dokaza.

2° Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki rastav bilo kojeg
trokuta na n manjih trokuta tako da je ispunjen uvjet (*).

3° Korak indukcije. Dokazimo da tvrdnja vrijedi i u slucaju rastava na n + 1 trokuta.
Neka je trokut ABC podijeljen na trokute 7', 7>, ..., T,,+1. Kako po pretpostavci na jednoj
stranici, u naSem primjeru AC, nema novih vrhova, ta stranica mora biti i stranica jednog
od manjih trokuta, primjerice trokuta 7. Treéi vrh D trokuta T tada leZi na stranici AB ili
BC (bez smanjenja opéenitosti uzmimo neka leZi na stranici AB). Prema (3.2) vrijedi

a(ABC) = o(T)) + a(BCD). (3.3)

Trokut ABCD zadovoljava uvjet da nema unutarnjih vrhova jer ih niti trokut AABC nema
i na njegovoj stranici CD koja je u unutrasnjosti trokuta AABC ne leze nikakvi vrhovi.
Na trokut BCD koji je podijeljen na trokute 75, T3, ... , 7,41 primijenimo pretpostavku

indukcije. Tada vrijedi:
n+1

a(BCD) = Z (T} (3.4)

i=2

Dakle, imamo:

n+1 n+1
a(ABC) = a(ACD) + a(BCD) = a(T)) + Z oT)) = Z a(T)).

i=2 i=1
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Prema principu matematicke indukcije zakljucujemo da a(ABC) = } a(T;) vrijedi za sve
trokute koji zadovoljavaju uvjet (*).

3° slucaj. Neka je trokut AABC rastavljen na manje trokute 7; na bilo koji nacin. Bez
smanjenja opcenitosti izaberimo vrh C trokuta AABC 1 nacrtajmo duZine (na slici (a)
oznacene isprekidanom linijom) od vrha C do svakog vrha manjih trokuta, ukljucujuci i
one vrhove na stranici AB. Takoder, produZimo duZine preko unutarnjih vrhova do stranice
AB.

) T; () S;

Slika 3.4: Podjela na trokute

Sada smo dobili novu podjelu trokuta AABC i nove trokute ozna¢imo s § ; (slika @] (b)).
Primijetimo da podjela na S ; zadovoljava pretpostavku 2° slucaja ovog dokaza pa imamo:

a(ABC) = Z (S ). (3.5)

J
Ako gledamo trokute 7;1 S ; i njihove presjeke dobivamo novu podjelu:
ABC = J(Tins)).
ij

Prema lemi [I.13] njihovi presjeci su poligoni. Svaki poligon je konacna unija neprekla-
pajucih trokuta tako da imamo 7; N S ; = |J; U;jx. Sada imamo treci rastav trokuta AABC
na trokute Uy, odnosno

ABC:LUJ(T,-mSj):U(ijUUk):UU,-jk.

ij ijk
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Primijetimo da je svaki S ; unija trokuta U, ako variramo i i1 k, a ova triangulacija tro-
kuta S ; zadovoljava uvjete 2° sluCaja. Nema unutarnjih vrhova jer duZine koje su stranice
trokuta S ; prolaze kroz sve vrhove prvobitne triangulacije. Nadalje, na stranici trokuta § ;

koja leZi na osnovici AB takoder nema nikakvih vrhova iz istog razloga. Dakle, prema 2°
slu¢aju imamo:

a(S) =) aUy). (3.6)
ik
Prema (3.5)) i (3.6) imamo:
a(ABC) = )" a(Usp). (3.7)
i jk

Jos trebamo vidjeti $to je s podjelom trokuta 7; na manje trokute U, . Gledamo neki trokut
T; sa vthovima X, Y 1 Z (slika|3.5|). Jedan od pravaca iz vrha C kroz X, Y i Z ée zasigurno
podijeliti trokut 7; na dva manja trokuta 77 i T!” (u ovom slucaju pravac kroz Y). Prema 1°
slu¢aju ovog dokaza imamo a(7T;) = a(T}) + a(T).

1
1
1
1
1
1
1
I
1
1
1
|
1
1
|
1
1
[}
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1
1
1

Slika 3.5: T; podijeljenna T i T/

Oba dijela trokuta 7; su dalje podijeljena pravcima iz vrha C i dodatnim duzinama koje smo
dodali kako bi rastavili poligone na trokute. Ove triangulacije trokuta 77 1 T}’ zadovoljavaju
uvjete iz 2° sluCaja: Ne postoje unutarnji vrhovi i stranica nastala od pravca iz vrha C kroz
Y (kojom smo podijelili trokut 7; na dva manja trokuta) ne sadrZi nove vrhove. Vrijedi

ﬂ:ﬂuﬂ:UU%
Jk
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a iz 2° slu¢aja moZemo zakljuciti da svaki od 7/ 1 T}’ ima povrsinu jednaku sumi povrSina
od U, od kojih se sastoji pa stoga slijedi

AT) = ) alUpy).
Jk

Konacno, iz ove jednadZzbe i (3.7) dobivamo

%wO:me

l
Sto smo 1 trebali dokazati. O

Korolar 3.6. Povrsina poligona P jednaka je zbroju povrsina trokuta T; na koje je rastav-
ljen. Vrijedi

n

m@:me. (3.8)

i=1

Poligon moze biti rastavljen na razlicite naCine na konacan broj nepreklapajuéih tro-
kuta. Trebamo pokazati da je povrSina poligona neovisna o nacinu na koji smo ga rastavili,
odnosno da za svaki prikaz tog poligona kao unije konac¢nog broja nepreklapajucih trokuta,
odnosno neke triangulacije tog poligona vrijedi (3.8]). Pokazali smo da se svaka podjela po-
ligona na trokute moZe profiniti do triangulacije.

Lema 3.7. Povrsina poligona je neovisna o triangulaciji.

Dokaz. Neka su dane dvije triangulacije poligona

P=T,U---UT,

P=T/U---UT,.

Gledamo presjek 7;NT'}. Prema lemi 1 propoziciji presj eke trokuta 7; 1 7", moZemo
rastaviti na trokute U, j, dakle

nmn:UU%
k

Primijenimo lemu [3.5|na svaki od trokuta 7;1 7';:

T; = U Ujp = aT)) = Z Uijks
Jk Jjk
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T = ij Ujp = a(T) = Zk: Usi.

Za prvu triangulaciju dobivamo

aP) = Z oT) = Y U,

ijk
a za drugu
a(?’=Z (T)—ZUt/k
ijk
pa a(P) ne ovisi o triangulaciji. O

Dokaz teorema [3.3] nastavak. Jedinstvenost ove funkcije je ocita jer s uvjetom iz te-
orema mozZemo to¢no odrediti vrijednost @ za svaki trokut, a svaki poligon je upravo
konac¢na unija nepreklapajucih trokuta. Jos je ostalo provjeriti zadovoljava li svojstva funk-
cije povrsine iz definicije
Budu¢i da su duljine pozitivne, za svaki trokut 7 vrijedi a(7") > 0. Sukladni trokuti imaju
sukladne stranice i visine pa je (T) = a(T’) akosu T = T".

Ako su P i Q poligoni koji se ne preklapaju, P = PyU---UP,iQ= Q] U---U Q, prema
lemi [3.7|moZemo triangulirati £ U Q. Imamo

o® U@ =a((UP)U(UQ))= Y aP)+ Y a@) = a®) +a@.
i J

Prema lemama [I.12] [3.4] i funkcija a je dobro definirana i zadovoljava sva potrebna
svojstva. O

Dakle, dokazali smo jedinstvenost i egzistenciju funkcije povrSine definirane kao u
teoremu 3.3

Propozicija 3.8 (EE 143). Neka je ABCD paralelogram, te EF || BC, GH || CD te pravci
EF i GH se sijeku u tocki K na dijagonali AC, kao na slici . Paralelogrami EBGK i
HKFD su jednakog sadrZaja.

Dokaz. Promotrimo paralelogram AEKH. Njegova dijagonala AK ga dijeli na dva suk-
ladna trokuta i vrijedi:
AAEK = AKHA.

Promotrimo paralelogram KGCF. Njegova dijagonala KC ga dijeli na dva sukladna tro-
kuta i za njih vrijedi:
AKGC = ACFK.
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1~

Slika 3.6: Paralelogram ABCD

Takoder, isto vrijedi i za paralelogram ABC D, odnosno,
AABC = ACDA.

Vrijedi:
ABC = EBGK UAEK U KGC

te
CDA =HKFDUKHAUCFK.

Buduci da su AABC 1 ACDA sukladni, oni su 1 jednakosastavljivi, a iz toga slijedi da imaju
jednak sadrzaj. Analogno vrijediiza AEKUKGCi KHAUCFK. Nekaje® = ABC, P’ =
CDA,Q=AEKUKBGiQ = KHAUCFK.Ondaje?\Q=EBGKi% \Q = HKFD
pa iz propozicije[2.11]slijedi P\ Q = '\ @', odnosno EBGK = HKFD. Ovime je tvrdnja
dokazana. |

Teorem 3.9 (EE 144). Neka su zadani kut 6 i duljina a. Svaki trokut je jednakog sadriaja
kao neki paralelogram sa stranicom a i kutom 6.

Dokaz. Neka je zadan trokut AABC sa osnovicom |AB| = d, visinom v i kutom £ pri vrhu
A. On je jednakosastavljiv s paralelogramom ABDE s istom osnovicom duljine d kojemu
je visina 3 te je jedan njegov unutarnji kut 8. Kako su jednakosastavljivi tako su i jednakog
sadrzZaja.

Produljimo pravac ED preko tocke D i ozna¢imo na njemu tocku G tako da vrijedi ZBAG =
0. Na pravcu ED oznacimo tocku F tako da vrijedi |AB| = |GF|. Sada imamo paralelogram
ABFG s kutom ¢ pri vrhu A i visinom 3 te osnovicom duljine d. Prema propoziciji
paralelogram ABDE s kutom 3 i paralelogram ABFG s kutom ¢ su jednakog sadrzaja.

Gledamo paralelogram ABFG. Produljimo stranicu AB preko to¢ke B i ozna¢imo tocku
H na pravcu AB tako da vrijedi a = |BH|. Oznafimo sjeciSte pravaca FH 1 AG s I. Kroz
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Slika 3.8: Paralelogram ABDE i paralelogram ABFG

tocku I povucimo paralelu s pravcem AB te sjeciSte te paralele 1 pravca BF ozna¢imo s J.
Kroz tocku H povucimo paralelu s pravcem AG 1 oznac¢imo sjeciSte te paralele s pravcem
1J s L. SjeciSte pravaca GF 1 HL oznalimo s K. Dobili smo jedan veliki paralelogram
AHLI sa osnovicom duljine d + a. Unutar njega je paralelogram ABFG s osnovicom
duljine d i kutom ¢ te paralelogram FKLJ s osnovicom duljine a i kutom ¢ zbog toga Sto
su /GAB = /JFK jer su kutovi s paralelnim kracima. Tada prema propoziciji [3.8| imamo
ABFG = FKLJ.

Slika 3.9: Paralelogram ABFG i paralelogram FKLJ
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Dakle, dokazali smo da su trokut AABC s osnovicom d i kutom £ 1 paralelogram FKLJ s
osnovicom a i kutom ¢ jednakog sadrzaja. O

Propozicija 3.10. Neka je a funkcija povrsine definirana kao u teoremu[3.3} Dva poligona
P i Q imaju jednak sadrZaj ako i samo ako vrijedi a(P) = a(Q).

Dokaz. 1z (c) dijela propozicije slijedi da ako P i Q imaju jednak sadrzaj tada vrijedi
o(P) = a(Q).

Pokazimo suprotnu tvrdnju. Pretpostavimo da vrijedi a(P) = a(Q). Poligon £ mozemo
rastaviti na konacan broj nepreklapajucih trokuta.

N
>
P |
/

Slika 3.10: Pravokutnik sa stranicom duljine 1

Prema propoziciji 3.9 svaki od tih trokuta ima jednak sadrzaj kao neki pravokutnik sa
stranicom duljine 1. ”Spojimo” te pravokutnike tako da duljina jedne stranice novog pra-
vokutnika, nazovimo ga #’, ostane 1. Neka je a duljina druge stranice pravokutnika #’.
Analogno napravimo i s trokutima od kojih je sastavljen poligon Q i taj pravokutnik nazo-
vimo @'. Duljine stranica pravokutnika @ su duljine 1 i b.

Pronasli smo pravokutnike #’ i Q s jednom stranicom duljine 1 koji redom imaju jednak
sadrzaj kao # 1 Q. Ako dijagonalom podijelimo pravokutnike #’ i Q svaki na dva trokuta
prema teoremu [3.3]i korolaru[3.6/imamo a(P') = 1-a=aia(@) =1-b = b. Iz (c) dijela
propozicije [3.2) imamo da poligoni jednakog sadrZaja imaju jednake povrsine pa vrijedi
aP)=aP)=aia@) =a(@) =b.

Zbog pretpostavke a(P) = a(Q) imamo a = b. Buduci da su pravokutnici £’ i @ sukladni
tada imaju jednak sadrzaj. Dakle, P’ = @', tj. vrijedi

PP =@ =Q

pa je zbog tranzitivnosti £ = Q. Tvrdnja je ovime dokazana. O
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Sada mozZemo dokazati 1 propoziciju

Dokaz propozicije[2.16] Zadani su trokuti P i Q jednakog sadrzaja i jednakih osnovica.
Oznacimo duljine osnovica s a, a odgovarajuce visine s viv’. Prema propoziciji 3.2| vrijedi
a(P) = a(Q) pa iz teorema [3.3]imamo

i dijeljenjem s 1a dobijemo

Sto smo 1 trebali pokazati. O



Poglavlje 4

Pitagorin poucak

Kao $to smo vec¢ rekli na pocetku, osnovna ideja da su dva lika (poligona) jednaka ako
se jedan moZze rastaviti na dijelove od kojih se drugi moZe sastaviti. Taj “problem” danas
nazivamo disekcija ili preslagivanje. U ovom poglavlju ¢emo dokazati Pitagorin poucak
preslagivanjem, koristeci se jednakim sadrZajem, algebarski te pomocu povrSine.

Propozicija 4.1 (Pitagorin poucak). Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog tro-
kuta jednaka je zbroju povrsina kvadrata nad katetama.

Dokaz. Neka je AABC pravokutni trokut pri cemu je |[BC| < |AB| i pravi kut je pri vrhu
B. Neka je ABDE kvadrat nad stranicom AB takav da je C izmedu B i D. Produljimo
duZinu BC preko tocke D za duljinu |BC| i krajnju to¢ku oznacimo s H. Nad duzinom DH
konstruiramo kvadrat DHF K. Uo¢imo da to¢ka K leZi na duZini DE.

Lako se uoci da je AABC = ACHF jer su oba pravokutna te za njihove katete vrijedi:
BC = HF i izbog |AB| = |BD| = |BC| + |CD| = |DH| + |CD| = |CD| + |DH| = |CH]| vri-
jedi AB = CH. Takoder vrijedi da je ZACF pravi jer kutovi /BCA, /ACF i /FCH &ine
ispruzeni kut, a /ZBCA 1 /FCH zajedno Cine pravi kut.

Oznac&imo toku G na sljedeéi na¢in: najprije produljimo stranicu DE preko tocke E tako
da vrijedi: |KG| = |AB| = |DE|. Tada je |GE| = |KD| = |BC|. Pokazimo jo§ da vrijedi
AAEG = AGKF = AABC. Ve¢ imamo |GE| = |FK| = |BC|, sva tri trokuta su pravokutna
te |AE| = |GK| = |AB| pa je po S-K-S poucku o sukladnosti AAEG = AGKF = AABC.
Zbog tranzitivnosti sukladnosti trokuta vrijedi:

AABC = ACHF = AGKF = NAEG.

Sada nacrtajmo duZinu LM okomitu na pravac AE tako da vrijedi BC = ME. Pritom se
tocka M nalazi na duZini AE, a to¢ka L na duZini AG.

46
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Rastavimo kvadrat ACFG na pet dijelova koji su na slici4.1{oznaceni s Py, P,, P3, P41 Ps
te ostale dijelove kao na slici oznaCimo s P{, P}, i P}.

G
.
L
P>
Py
M
A . E
P3
Ps i .
Ps
P,
Ps
Pl

B c D H

Slika 4.1: Rastav kvadrata

Primijetimo da smo dva manja kvadrata rastavili na dijelove sukladne dijelovima od kojih
je sastavljen veci kvadrat, pa moZemo reci da je unija manjih kvadrata jednakosastavljiva s
veéim kvadratom. Iz propozicije slijedi da je povrSina dvaju manjih kvadrata jednaka
povrsini veceg kvadrata. Idemo i izracunati povrSinu kvadrata nad katetama danog trokuta.

®(ABDE) + «(DHFK) = (P + Py + Ps) + (Py+ Ps) = Py + Py + Ps + P + Py = a(ACFG),

odnosno
a(ABDE) + a(DHFK) = a(ACFG).

Ovime je tvrdnja dokazana. O
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Pogledajmo dokaz Pitagorina poucka pomocu jednakog sadrzaja.

Dokaz. Neka je zadan pravokutni trokut AABC s duljinama kateta a 1 b, te hipotenuzom
¢. Stranicu a produljimo za b te smo dobili jednu duzinu duljine a + b nad kojom konstru-
iramo kvadrat. Konstruiramo drugi kvadrat sa stranicom duljine a + b. Takva dva sukladna
kvadrata (oba sa stranicama duljine a + b) vidimo na slici.2]

Prvi kvadrat je rastavljen na dva manja kvadrata i Cetiri sukladna pravokutna trokuta. Jedan
kvadrat ima stranicu a, ozna¢imo ga A, a drugom je stranica b, oznaCimo ga s 8. Sukladni
pravokutni trokuti imaju katete duljina a i b, oznalimo ih s Ty, T,, T3 1 T4. Drugi kvadrat
je podijeljen na Cetiri ista takva sukladna pravokutna trokuta koje oznac¢imo s 77, 15, T} 1
T (sa katetama duljina a i b) i kvadrat kojemu su stranice hipotenuze malih pravokutnih
trokuta, ozna¢imo ga s C. Zelimo pokazati da vrijedi AU B = C.

\\\ T4 T’ TI

b B b b ////
T T\ 7|

Slika 4.2: Kvadrati jednake povrSine

Neka je # = AUBi P =C. Uzmimo daje Q = Ui, T;i @ = U, T}. OCito se P i @ ne
preklapaju, kao ni " i Q. Vrijedi Q = Q' jer se oba sastoje od Cetiri sukladna pravokutna
trokuta koja se ne preklapaju. Jos vrijedii P UQ = $" U Q jer su dva velika kvadrata
sukladna. Prema definiciji @] sada imamo P = #’, odnosno

AUB=C.

Dakle, unija kvadrata (A 1 B ima jednak sadrZaj kao kvadrat C pa prema (c) dijelu propozi-
cije[3.2]imaju i jednake povrsine. |
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DokaZimo Pitagorin poucak i algebarski.

Dokaz. Promotrimo povrSine dvaju kvadrata stranice (a+b) iz prethodnog dokaza. PovrSinu
prvog kvadrata moZemo zapisati na sljedeéi naCin:

b
(a+b)2:a2+b2+4~%:a2+b2+2ab 4.1

Drugi kvadrat:
b
(a+b)2:4-%+c2:2ab+c2 4.2)

Iz @.1) i (@.2)) imamo
a* +2ab + b* = 2ab + ¢*
a’+b* =
O

Jo$ jedan dokaz Pitagorina poucka prema Euklidovim Elementima, propozicija 147.
[10]

Dokaz. Neka je zadan pravokutni trokut AABC s pravim kutom u vrhu C. Neka je ACDE
kvadlﬂ nad stranicom AC, CBF G kvadrat nad stranicom BC 1 AKH B kvadrat nad strani-
com AB pravokutnog trokuta.

Kroz to¢ku C povucimo paralelu sa AK i ozna¢imo s M sjeciSte te paralele sa duzinom
AB, a s N njeno sjeciste s duzinom KH. Primijetimo da kvadrat AKHB moZemo rastaviti
na pravokutnike AKNM i NHBM. Takoder, vrijedi DC = AC i CB = CG jer su to po
konstrukciji kvadrati.

Pokazimo da su kvadrat ACDE i pravokutnik AKNM jednakih povrsina. Prema propozi-
ciji nkvadrat ACDE i paralelogram s osnovicom EA kojemu stranica nasuprot osnovice
leZi na praveu BC imaju jednak sadrZaj. Vrijedi ZBAE = /KAC jer se oba sastoje od pra-
vog kuta i kuta ZBAC. OznaCimo paralelogram sa susjednim stranicama EAiABs P, a
paralelogram sa susjednim stranicama CAiAK s Q P iQ su sukladni jer je EA = CA,
AB = AK 1 /BAE = /KAC. Ovi paralelogrami imaju i jednak sadrzaj.

Paralelogram @ i pravokutnik AKNM prema imaju jednak sadrZaj, a zbog tranzitiv-
nosti slijedi da kvadrat ACDE i pravokutnik AKNM imaju jednak sadrzaj. Po propoziciji
[3.2]imaju i jednake povrsine.

Na analogan nacin se pokaze da kvadrat CBFG 1 pravokutnik NHBM imaju jednake
povrsine. Vrijedi

a@(ACDE) + a(CBFG) = a(AKNM) + a(NHBM) = «(AKHB),

a to je upravo ono Sto smo i trebali pokazati. m|



POGLAVLIJE 4. PITAGORIN POUCAK 50

K* !

H

Slika 4.3: Kvadrati nad stranicama pravokutnog trokuta

Jedan od najpoznatijih matematickih teorema, Pitagorin poucak, osim Euklidovog do-
kaza smo dokazali na jo$ tri razliita nacina, pomocu jednakosastavljivosti i jednakog
sadrzaja te algebarski. U ovom radu smo na moderan nacin koristeci se Hilbertovom ak-
siomatikom dokazali tvrdnje dane u Euklidovoj knjizi. Pomocu novih pojmova, jedna-
kosastavljivosti poligona i poligona jednakog sadrZzaja, smo dosli do konkretnih rezultata
vezanih uz povrSinu.
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Sazetak

Povrsina je pojam za koji ¢ujemo ve¢ od malih nogu i kroz osnovnu $kolu u¢imo racunati
povrsinu nekog lika bez razmisljanja o tome $to je ona zapravo. Ukratko, pridruZzujemo joj
neki broj, a potom usporedujemo razli¢ite likove na temelju tog broja. U ovom radu naj-
prije definiramo trokut i poligon pritom navodeci njihova svojstva. Do pojma povrsine do-
lazimo preko pojma jednakosastavljivosti poligona i poligona jednakog sadrzaja. U tre¢em
poglavlju definiramo funkciju povrSine pomocu koje raunamo povrSinu poligona te do-
kazujemo neka njena svojstva. Naposljetku, dokazujemo Pitagorin pou¢ak pomocu gore
definiranih pojmova.



Summary

From an early age, we have heard about the notion of area. Throughout elementary school,
we are taught to calculate an area of a geometric figure without thinking what it really
represents. In short, we associate a number to an area and then compare various figures
based on that number. In this thesis, we first define what is a triangle and a polygon
presenting their respective properties as we do so. Area of a figure (polygon) is explained
through notions of equidecomposable figures and figures of equal content. In the third
chapter we define area function which is used to calculate area of a given polygon and prove

some of its properties. Finally, we prove the Pythagorean theorem using aforementioned
notions.
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