Metoda unutrasnje tocke u kvadraticnom
programiranju

Marodi, Petra

Master's thesis / Diplomski rad

2019

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:840114

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-16

AY)
< £,
& %
5':?0 % Repository / Repozitorij:
Z; ET: Repository of the Faculty of Science - University of
S ey Zagreb
2% I
< N
(@) o8

L
Ay \
0. MATEN\P:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:840114
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:7822
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:7822
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:7822

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Petra Marodi

METODA yNUTRAéNJE TOCKE U
KVADRATICNOM PROGRAMIRANJU

Diplomski rad

Voditelj rada:
izv. prof. dr. sc. Marko
Vrdoljak

Zagreb, rujan 2019.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi Clanova povjerenstva:




Zahvaljujem mentoru izv. prof. dr. sc. Marku Vrdoljaku na pomoci i savjetima.
Hvala mojim roditeljima, obitelji i Vedranu, bili ste mi velika podrska.



Sadrzaj

Uvod

(1 Linearno programiranje

(1.2 Centralniputf. . . . ... ... ... ... .. .. .

(1.3 Newtonova metoda za centralniput . . . . . . .. ... ... .. ... ...

(1.4 Ortogonalne projekcyye| . . . . . .. ... ... oo oL,

(1.5 Ortogonalne projekcije 1 korak Newtonove metodef . . . . . .. ... ..

Kvadraticno programiranje|

[2.1 Egzistencyja rjesenja zadacCe kvadraticnog programiranja, . . . . . . . . .

(2.2 Nuzni 1 dovoljni uvjett za optimalnostf . . . . . . ... ... ... ....

2.3 Metoda unutraSnje tocke| . . . . ... ... o Lo

24 Centralniputf. . . . . .. .. ...

[2.5 Okolina centralnogputal . . . . . . ... ... ... Lo oL

v

iv

W NN

\]

12
15

18
18
20
23
25
27
31

35



Uvod

U ovom radu obraduje se tema iz podrucja optimizacije - metoda unutrasnje tocke u linear-
nom i kvadraticnom programiranju. Metoda unutrasnje tocke je metoda koja je, uz simpleks
metodu, jedna od najuspjesnijih za rjeSavanje zadaca linaernog programiranja, a uspjesno
je primjenjiva i na nelinearne zadace. Naziv je dobila po tome $to kada trazimo optimalno
rjeSenje, svaka dopustiva tocka na koju naidemo se nalazi u unutraSnjosti dopustivog skupa.
Najveci doprinos toj metodi dali su Yurii Nesterov i Arkadi Nemirovskii koji su ovu metodu
primijenili na Siroku klasu problema, ali i Narendra K. Karmarkar koji je dokazao da je
ovom metodom linearna zadaca rjeSiva u polinomijalnom vremenu.

U prvom poglavlju opisuje se navedena metoda za zadaée linearnog programiranja i
uvodi se metoda centralnog puta kao specijalni slu¢aj metode unutrasnje tocke. Za nalazenje
novih to¢aka koristimo Newtonovu metodu i detaljnije analiziramo njezin odredeni korak.
Na kraju dajemo algoritam primarno-dualne metode unutrasnje tocke, odnosno centralnog
puta.

U drugom poglavlju primjenjujemo metodu unutra$nje tocke na zadaée kvadraticnog
programiranja. Kao i u prvom poglavlju, koristimo Newtonovu metodu za iteriranje no-
vih toCaka 1 fokusiramo se na metodu centralnog puta. Opisujemo okolinu centralnog
puta, navodimo dva algoritma za nalaZenje optimalnih to¢aka primarno-dualnom metodom
centralnog puta i na kraju na primjeru demonstriramo jedan od njih.



Poglavlje 1

Linearno programiranje

1.1 Uvod

U ovom poglavlju promatrat ¢emo zadacu linearnog programiranja u standardnoj formi:

¢'x — min
Ax = b (1.1)
x = 0,
gdjeje A e M, ,(R),b e R"iceR", priCemu je m < n.
Dualni problem zadace (I.1)) je
by — max
ATy < c,

koja se nakon uvodenja pomocnih varijabli s € R ekvivalentno moZe zapisati kao

b’y — max
Aly+s = ¢ (1.2)
s > 0.

Svaki vektor x € R” koji zadovoljava uvjete u (I.1)) zove se dopustiva tocka primarne
zadace. Sli¢no, (y, s) € R” x R" koji zadovoljava uvjete u (I.2)) naziva se dopustiva tocka
dualne zadace. Ako je x dopustiv za primarnu zadacu i (y, s) dopustiv za dualnu zadacu,
onda imamo

0<xls=x"(c- ATy) =clx- (Ax)Ty =clx- bTy. (1.3)

Slijedi, ¢”x > bTy.
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Sljedeci teorem govori da se "obi¢no" optimalne vrijednosti zadaca (I.1)) i (1.2)) poduda-
raju.

Teorem 1. Ako primarna zadaéa (1.1)) i dualna zadacéa (1.2) imaju dopustive tocke, onda
obje zadace imaju optimalna rjesenja x* i (y*, s*) respektivno. Nadalje, u tom slucaju vrijedi
c'x* = b"y*, tj. optimalne vrijednosti za obje zadace su jednake.

Iz Teorema [I] (teorem dualnosti) lako se mogu izvesti uvjeti komplementarnosti za
zadace (L.I)) i (I.2): ako je x dopustiv za primarnu zadacu, a (y, s) za dualnu, onda je x
optimalan za (I.1) i (y, s) optimalan za (I.2]) ako i samo ako

x5, =0,i=1,...,n. (1.4)
Nadalje, oznadit éemo s

P = {(xeR'":Ax=b,x>0}
D {(0,9) eR"XR": ATy + s =¢, s > 0}

skupove dopustivih rjeSenja za zadace (I.1)) i (1.2)) respektivno. Koristit ¢emo i sljedece
oznake za skupove strogo dopustivih rjesenja za (I.1)) i (1.2):

Pt = (xeR':Ax=b,x> 0}
D' = {(y,s)eR"XR": ATy +s5s=0c,5>0}.

U ovom poglavlju pretpostavit ¢emo da su zadovoljene sljedece tvrdnje: matrica A je
punog ranga, tj. 7(A) = m i obje zadace (I.1)) i (I.2)) imaju strogo dopustiva rjesenja, tj.
pripadni skupovi P* i D* su neprazni. Teorem [I|tada implicira da obje zadace (I.1) i (T.2)
imaju optimalna rjeSenja. Kasnije ¢emo pokazati da tom pretpostavkom ne gubimo na
opcenitosti.

Nadalje, koristit ¢emo sljedecu notaciju: ako je x € R”, tada je

X1
X =diag(x) =

Xn

Vektor jedinica oznaCavat ¢emo sa e, tj. e = (1,...,1).

1.2 Centralni put

Iz teorema dualnosti u prethodnom poglavlju slijedi da su x € R"i (y, s) € R”XR" optimalna
rjeSenja za (1.1)) i (1.2)) ako i samo ako zadovoljavaju
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Ax=b (1.5)
Aly+s=c (1.6)
Xs=0 (1.7)
x>0,s>0 (1.8)

Jednadzba (I.3)) zajedno s nenegativno$éu od x u (I.8) predstavlja dopustivost primarne,
dok (I.6) sa nenegativno$éu od s predstavlja dopustivost dualne zadace. JednadZzba je
zapravo uvjet komplementarnosti ekvivalentan s (1.4)).

Za parametar u € R, u > 0 definiramo

Ax-Db
Px,y,s)=|ATy+s—c|. (1.9)
Xs — ue
Tada je (1.5)-(1.8) ekvivalentno sa
0
Po(x,y,5)=10], x>0,5s>0. (1.10)
0

Za daljnu analizu problema koristit ¢emo sljedeci rezultat koji daje uvjete regularnosti
na Jacobijevu matricu.

Teorem 2. Ako je matrica A ranga m, tada je za neki u € R, u > 0 Jacobijeva matrica

A 0 0
DP,(x,y.s)=|0 AT I (1.11)
S 0 X

regularna ako je x > 0i s > 0.

Dokaz. Neka su (u,v,w) # (0,0,0) takvi da

0 u Au
0l=DP,(x,y,9)|v|= Alv+wl|,
0 w Su+ Xw

pri ¢emu smo sa S oznacili matricu diag(sy, ..., s,). Tada imamo

ulw=ul(-ATv) = -(Aw)'v =0, (1.12)
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jerje Au=0.
Rjesavanjem Su + Xw = 0 po u slijedi u = —S ' Xw, pa koristenjem (T.12)) dobivamo

0=u'w=wlu=-wl'SXw. (1.13)

Kako su x > 0i s > 0, matrica S !X je dijagonalna i pozitivno definitna, pa iz (T.13)
zakljucujemo da je w = 0. NotadaizO = Su+ Xw = Suis > Oslijediu = 0, aiz
0 =ATv +w = ATy slijedi v = 0 (pretpostavili smo na poCetku poglavlja da je matrica A
ranga m), Sto je u kontradikciji s pretpostavkom.

]
Promotrimo sada sljede¢i relaksirani sustav za neki g > 0:
0
Pu(x,y,5)=10], x>0,5s>0. (1.14)
0

Primijetimo da je (I.14) sustav sa m + 2n jednadzbi i jednako toliko varijabli (ako zanema-
rimo uvjete nenegativnosti) i prirodno je pokusSati ga rijesiti Newtonovom metodom:

xk+1 xk
yk+l — yk _ DP#(xk,yk, sk)—l Pﬂ(xk,yk, Sk).
Sk+l Sk

Iz x* > 01 s* > 0 slijedi da su x**!, y**1 i $¥*! dobro definirani. Nadalje, pokazat éemo da
sustav (I.14) ima jedinstveno rjesenje.

Lema 3. Pretpostavimo da je skup D = {(y,s) : ATy + s = ¢, s > 0} omeden i D = {(y, s) :
ATy +s=c,s > 0} neprazan i omeden. Tada za u > 0 sustav ima jedinstveno rjeSenje
(x(e), y(p), s(p1)) -

Dokaz. OznaCimo stupce matrice A sa ay,...,a, 1 promotrimo logaritamsku barijernu
funkciju:

60) ==Y In(ci—aly).
i=1

Tada je
Dé(y) = Z - _a;Ty (1.15)
i=1 ! i
n T
Do) = Y —t (1.16)

P (ci— CliT y)?
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Iz (1.16) vidimo da je D?*¢(y) pozitivno definitna na R”. Naime, kako je A ranga m, za bilo
koji z # 0 postoji bar jedan i takav da je a’ z # 0 (u suprotnom je a’ z = 0 za sve i, pa je
ATz = 0, §to je u kontradikciji s ¢injenicom da je rang od A jednak m). Za z # 0 tada imamo

n T\2
TPz = Y )

———>0.
T
Kako je D*¢(y) pozitivno definitna, slijedi da je ¢ strogo konveksna na
Spi={y: ATy <c}.

Nadalje, kako ¢(y) — +o0zay — 9 S p (bar jedan ¢; —a! y teZi u 0, dok su ostali ograni¢eni
odozgo zbog ogranicenosti skupa D), mozemo zakljuciti da ¢ ima jedinstveni minimum na
S p. Funkciji ¢ moZzemo dodati ili oduzeti linearni ¢lan bez naruSavanja stroge konveksnosti
i ¢injenice da teZi u +oo kada promatramo rub skupa S p. Zbog toga, funkcija

1
D(y) = ¢(y) — ;bTy

ima jedinstveni minimum y u unutrasnjosti skupa S p koji zadovoljava

n

a; 1
0=Ddy) = — ——b. (1.17)
; ci—ay M
Definiramo x, s € R” kao
Y= —F >0 (1.18)
ci—a;y
Sii=ci—a y>0. (1.19)
Iz definicije (1.19) imamo A7y + 5 — ¢ = 0. Stovise, iz (1.17) i (1.18)

n n

i=1 i=1 i=1

Konacno, ocito je X;5; = u, zai = 1,...,n. Slijedi da (%,,7) rjeSava sustav i taj
sustav ima bar jedno rjeSenje.

Pretpostavimo sada da je (x,Yy, s) rjeSenje sustava (I.14). Primijetimo da za zadani
y € R" postoji najvise jedan s > 0 koji zajedno s y zadovoljava A’y + s = ci s > 0. Jednom
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kad je odreden s > 0, on jedinstveno odreduje i x > 0. Dakle, ako pokaZzemo da se u y
postiZe jedinstveni miminum od @, pokazali smo da (I.14) ima jedinstveno rjeSenje. Imamo

- a; 1
DOG) = )| ———— b

i=1 ¢Gi—aqy H
i1 o
= a———b JerJeaiTy+s,-:ci
- S M
1 1
= —a;x; — —b jer six; = u
i=1 H
=0 jerZaixi:Ax:b.

i=1

Kako je @ stogo konveksna, slijedi da se minimum postiZe jedino u y, Sto dokazuje tvrdnju.
]

Definicija 4. Skup {(x(n), y(u), s(u)) : u > 0} rjeSenja sustava zove se (primarno-

dualni) centralni put.

Primijetimo da za ((x(u), y(u), s(i)) na centralnom putu imamo

n

nu = Z x5 = x@0)" s = x@)" (c=ATy) = T x) =y Ax@) = " x(@w)=b"yw) .

i=1

1.3 Newtonova metoda za centralni put

Promotrimo sada rjeSenje sustava (I.14) za fiksirani u > 0 dobiveno Newtonovom metodom
(kao $to smo razmatrali iza jednadzbe (T.14)), dobro je definirana (k + 1). iteracija jer je DP,,
regularna, a u Korolaru [11|éemo pokazati da vrijedi x**! > 01 s**! > 0).

k

xk+1 x
[yk+l] = [ |- DP, (55, 57 PL(E, 5,
Sk+1 Sk

odnosno

Ax
[Ay] = —DP,(x*, ", s PL(¢5, 5, 5).
As
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Pretpostavimo da su u jednom koraku dobiveni x := x*,y := y* i s := s* takvi da je

Ax=D>
Aly+s=c.
Definiramo reziduum r sa
r:=r(x,y,s):= Xs— ue. (1.20)

Newtonov korak (Ax, Ay, As) iz (x,y, s) je dan kao rjeSenje od

Ax 0
DPﬂ(xk,yk,sk) Ayl=101,
As —-r
Sto se pomocu (I.11)) moZe zapisati kao
A 0 O0)(Ax 0
0 AT Il{Ayl=]0]. (1.21)
S 0 X)\As —-r
Sljedecu iteraciju Newtonove metode dobivamo kao

(X", 9", s7) = (x,y, 5) + (Ax, Ay, As).

Mi éemo se kasnije usredotociti na reziduum r* := X*s* — ue koji odgovara sljedbeniku
(x*,¥", s*) u odgovaracoj iteraciji Newtonove metode.

Napomena S. Do jednadzbe mogli smo ekvivalentno doci na drugi nacin:

Ax+AAx—-b
P,(x+Ax,y + Ay, s + As) = ATy + ATAy + s+ As — ¢
Xs+ XAs+ SAx + AXAs — ue
AAx
= ATAy + As
Xs+ XAs+ SAx + AXAs — ue
AAx
= ATAy + As
Xs+ XAs+ SAx — ue
' 0
=lo],
0

gdje druga jednakost vrijedi jer je Ax = b i AT y+s = c, dok u tre¢em redu zbog aproksimacije
ispustamo nelinearni ¢lan.
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1.4 Ortogonalne projekcije

Za analizu koraka Newtonove metode potrebne su ortogonalne projekcije na neke prostore,
pa ¢emo navesti rezultate koji ¢e nam biti potrebni u daljnjim razmatranjima. Odsad pa
nadalje pretpostavit ¢emo da je B m X n matrica ranga m.

Lema 6. Neka je R(B") C R" slika od B i N(B) C R" jezgra od B. Tada su R(B") i N(B)
ortogonalni komplementi, tj.
R(B")LN(B) i R(B")®N(B)=R".

Dokaz. Nekaje u € R(BT), tj. u = B'winekaje v € N(B). Tadaje u’v = w By = w0 = 0,
dakle R(B") L N(B). Uoc¢imo da je dim R(B") = r(B") = r(B), dok je dim N(B) = d(B), pa
po teoremu o rangu i defektu imamo r(B) + d(B) = n, iz Cega slijedi tvrdnja. |

Za x € R" definiramo r := BT(BB")"'Bx € R(B"). Matrica BB je pozitivno definitna:
(BB"x)- x = B'x- B"x = ||B" x|l > 0 (jer je B punog ranga), pa je stoga invertibilna. Sada
vidimo da je ortogonalna projekcija na potprostor R := R(B”) dana matricom

Iz = B'(BB")'B. (1.22)

1 dobro je definirana.
Ortogonalna projekcija na potprostor N := N(B) dana je s

HN =1- HR- (123)

Lema 7. Neka su Iy i Ilg ortogonalne projekcije na prostore N := N(B) C R" i R :=
R(BT) C R" respektivno. Tada za svaki vektor q € R" vrijedi

Iy gll2 = llgll. cos & i [[Uggll = ligll> siné
gdje je 0 = £(q, 1y q) kut izmedu q i Iy q.
Dokaz. S jedne strane imamo

q" Ty q = llgllz - My gll2 - cos £(¢. Ty q) . (1.24)
S druge strane
q" Tiyg = Trq+yq) Myg = Hyqli, (1.25)
jer su Ri N ortogonalni komplementi. Sada iz (I.24)) i (I1.25) slijedi
[ITTy qllé = |l9l.II1Ty gll> cos £(g, Iy g), §to je trazena tvrdnja za Iy g.
Kako je [lgll5 = Iy gl + Ik glI3, upravo izvedena jednakost za Iy ¢ daje
Tk gll3 = llgll3 = llgll3 cos® 6 = ligll3 (1 — cos®8) = |lgll3 sin” 6,

Sto dokazuje lemu. m|
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1.5 Ortogonalne projekcije i korak Newtonove metode

U ovom poglavlju promatrat ¢emo jednadzbu (I.21)) i uvest cemo neke formule i oznake koje
¢e nam pomodi pri njenom rjeSavanju, odnosno pri dobivanju sljedece iteracije Newtonove
metode.

Definiramo dijagonalnu matricu D sa

D*:=XS, (1.26)
Sto je mogude jer su matrice X i § pozitivno definitne. Uvedimo oznaku
qg:=DX'r. (1.27)

Primijetimo jo§ da je AD?AT pozitivno definitna matrica (jer je A punog ranga).

Lema 8. RjeSenje sustava ([[.21)) dano je sljedecim jednakostima:

g=DX"'r (1.28)
Ax = D’ATAy - Dgq (1.29)
Ay = (AD*ATY'ADgq (1.30)
As=-D"'g—D7?Ax. (1.31)

Dokaz. 1deja je reformulirati jednakosti (1.28HI.31)) pomocu ortogonalnih projekcija tako
da dobijemo jednakosti koje su njima ekvivalentne, ali iz kojih je lakSe ocitati da su rjeSenja

jednadzbe (I.21).
Prema (1.22)) i (1.23), ortogonalne projekcije na sliku od B := DAT ijezgru od BT = AD
dane su sa
[Ix = B(B'B)'B" = DAT(AD*AT)"' AD
Iy = I-Tg=1-DAT(AD’AT)"'AD.
Kako je A punog ranga, moZemo pomnoZiti jednakost (1.30) tako da skup rjeSenja ostane
isti, pa slijedi
DATAy = DAT(AD’ATY'ADqg =TIz q. (1.32)
Kako je I1g + ITy = 1, (I.29) moZemo ekvivalentno pisati kao

Ax = DDA Ay — Dg
= DIllgq — Dg
= D(IIg — Dgq
=-DIllygq. (1.33)
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Konacno, (1.31) ekvivalentno piSemo kao

As =-D7'(g+ D'Ax)
=-D"'(¢g + D™'(~DIly ¢))
=-D"(q~Tlyq)
=-D 'Tlgg. (1.34)
Sada se pomocu dobivenih jednakosti (I.32HI.34) lako provjeri da vektori definirani u
iskazu leme zadovoljavaju sustav (I.21)): Iz (I.33) i Cinjenice da je ITy projekcija na jezgru
od AD slijedi AAx = —ADIly g =0.1z i dobivamo
ATAy + As = D™Y(DAT Ay + DAs)
= D"'(Tllg g + D(-D"'TIg q))
=D'0
=0.

Na kraju imamo

XAs + SAx = X(-D™'Tg g¢) + S (-DIly q)
=-XD '(Ilgqg + X"'S D* Iy q)
=-XD ' (llg g + Iy q) (erje D* = XS
=-XDg

=-r.

Ovime smo dokazali tvrdnju.

Sljedeci korolar slijedi iz dokaza prethodne leme.

Korolar 9. Rjesenje jednadzbe ((I.21) dano je rjeSenjem jednadzbi (I.28), (I.32), (I.33) i

(L.39):
g=DX"r
DATAy =Tlg g
Ax = -=Dllyq

As=-D'Tlgq.
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1.6 Analiza koraka Newtonove metode
Promotrimo sada jedan korak Newtonove metode. Neka je

(X", ¥, s7) = (x,y,8) + (Ax, Ay, As)
sljedbenik od (x, y, s). Novi reziduum r* := X*s* — ue tada zadovoljava

r* =X+ AX)(s + As) — ue
= Xs+ XAs + SAx +AXAs — ue
—— —

= —r prema (L.21)
= Xs — ue—r + AXAs
~———

=r

= AXAs.
Definiramo sada

Ai = -D 'ax B2 Ilyg
AS := —DAs L) Ilzq,

iz Cega slijedi AXAs = AXAS. Prema jednakosti (1.35)) zaklju¢ujemo

r* = AXAS.

12

(1.35)

(1.36)
(1.37)

(1.38)

Lema 10. Pretpostavimo da su x > 0, s > 0 iy takvi da reziduum r = Xs — pe zadovoljava
|7, < Bu za neki B € [0, %] . Ako napravimo jedan korak Newtonove metode krenuvsi od

(x,y, 5), novi reziduum r* tada zadovoljava ||r*||, < uB>.

Dokaz. Po definiciji je ¢ = DX 'r, paje llgll> < IDX~!}2||7]l,. Ra¢unamo

rytu

DX = (VXSHX ' = VXIS = (VR+ D) =

n+u

Sto vrijedi jer je r; = x;8; —u, zai = 1,...,n. Prema tome,

IDX7 'l = max {|4] : A svojstvena vrijednost od DX}

D=

Ty + U
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1

Slijedi da je ||g|l, < max \/m”””z-

Koristec¢i nejednakost trokuta i |r;| < ||r|l, < Su imamo
ri+ul=lu—Crlzu—Inlzp-pu=~=0-Bu,
pa slijedi
_1 1
IDX" |, £ —— (1.39)

N

To nam daje sljedecu ocjenu za normu od g:

lall < DX allrlly < —22— = [H . (1.40)

B
VA =B 1=
Iz (I.36), (I.37) i Leme[7]imamo

A%l = lIlIvgll2 = ligll> - Icos 6] (1.41)
1AS]l2 = lITTggll> = ligll> - [sin 6] . (1.42)

Te jednakosti daju nam konac¢nu ocjenu za normu od r*:

171l = IAX A3l
< [|Axl]> - IAS]l>
< llgll5 - sin @ cos 6] zbog (1.41) i (1.42)
1.

=l |5 524
1

< §||q||§ jer je sin26 € [0, 1]
1 1

< Eﬁzﬂm zbog (1.40)

< 2" jerje B € 10, 5]
= er je =1,

sSSP H Jer] 5

Sto je bila tvrdnja leme. O
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Korolar 11. Uz pretpostavke kao u Lemi|10, vrijedi x* > 0 i s* > (.

Dokaz. 1z (1.41)) zakljucujemo ||AX]|, < [lgll,. Ratunamo

IX~'Axll, = IX ' DAl iz (T.36))
< IDX 'L llARI,
AR, .
< — iz (T.39)
N
< iz (T.40)

Bt
v =B
_B_
1-p8

1
<1 jerje B € [0, 5].
Slijedi da je Ax—x < 1, odnosno |Ax;| < |x;] zai = 1,...,n. Zato vrijedi x; + Ax; > 0 za
i=1,....,nix"T=x+Ax>0.

Analogno se provodi racun i za s*. Primijetimo da je
S7ID' = §71VX-1S = VX-15-1 = DX!, pa vrijedi

IS~ Asll, = IS~ D71 Al iz (L.37)
< [IDX7'[lolIAS],
IAS]]> .
< — iz (1.39)
VI =B
1
<1 jerje B € [0, 5].

Zakljucujemo kao i u prijasnjem slucaju da je s* = s + As > 0. Konacno, kako je

LemdIQ)
2
xfsi —p| <IIXTs —pell =1IFl < Pu<p

zai=1,...,n,nuznoslijedi x7 >0is7 >0zai=1,...,n. O
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1.7 Primarno-dualna metoda unutrasnje tocke

Koristeci rezultate prethodne tocke, moZemo naslutiti ideju algoritma primarno - dualne
metode. Krenemo od (x°,°, s°) i o tako da pocetni reziduum r° zadovoljava [|r°]l» < 1 uo.
Napravimo jedan korak Newtonove metode, reduciramo y i nastavimo analogno dalje.

Preciznije, pretpostavimo da imamo dva problema linearnog programiranja s pocetka
poglavlja i (1.2), pocetne vektore x° > 01 s° > 01 vrijednost o > 0 takve da vrijede
sljedecée jednakosti:

A’ =b
ATy0+ s9=¢

0 = X050 — ype

1
17°]]2 < FHo>

te neka je € > 0. Algoritam glasi:

Nekaje k:=0.

Sve dok vrijedi py > £

1. Odredimo korak Newtonove metode (Ax, Ay, As) iz (x*, y¥, s¥) koristeéi (1.21))
2. Postavimo (x**!, y**1 g5 1y i= (xF + Ax, yF + Ay, s* + As)

3. Reduciramo gy na py,q = (1 - %ﬁ)’uk

4. k=k+1.

Primijetimo kako su nam potesko¢e u Newtonovoj metodi zadavali uvjeti nenegativ-
nosti, odnosno nelinearni uvjeti. Zbog toga kod metode unutrasnje tocke u svakoj iteraciji
trazimo rjeSenje relaksiranog sustava, te uz reduciranje parametra y dolazimo do traZene
to¢nosti. Strogi uvjeti nejednakosti na pocetku (x° > 0, s° > 0) i u svakoj sljedecoj iteraciji
omogucavaju da se u svakom koraku algoritma nalazimo u unutra$njosti dopustivog skupa,
a ne na njegovom rubu. Zbog toga je i metoda unutrasnje tocke i dobila taj naziv.
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Sljedeci rezultat govori o broju iteracija koje su potrebne da se dode do optimalnih
tocaka 1 o njihovoj toc¢nosti.

Teorem 12. Navedeni algoritam daje niz strogo dopustivih tocaka primarne, odnosno
dualne zadace. Zavrsava nakon najvise 6 \/nIn "“TO iteracija i za dobivene optimalne tocke x
i (y,s) vrijedi ¢’ x — by < 2e.

Dokaz. Za dokaz prvog dijela teorema, prema Korolaru [T1] dovoljno je pokazati da je

1), < Zzak=0,1,..., Sto cemo pokazati indukcijom po broju iteracija k.

Za k = 0 tvrdnja ocito vrijedi. U koraku indukcije potrebno je pokazati
Il = 1IX S = el < SHis1 -
Vrijedi
rk+1 — Xk+lsk+1 — U1

Kl et 1
= XS — e + (Ui — fer)e

=t
k

=y 2 e,
6\

pri ¢emu smo u zadnjoj jednakosti koristili definiciju od g .
Nadalje, zbog Leme|10| vrijedi ||r]|, < &, iz Cega slijedi

)

1 Mk
17l < 171 + ——=llell»
n

6 vn

: 5 L. 1 5 .6 — M+l
Kako je pie1 > 2, zakljuujemo [Py < 35 - Sy = 452
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Za dokaz drugog dijela teorema, primijetimo da algoritam staje kad je y; < £. RaCunamo

1
> = (1 - —=)F
M = ( 6\/5)'“0

1
o>k -In(l - —)

nlo 6 Vn

I P
& —In - > k-In(1 6\/5)
In"
@—Elsk. (1.43)
—ln(l—m)

SIm

Kako opéenito za a < 1 vrijedi In(1 —a) < —a, slijedi —In(1 — #%) > %ﬁ’ a da birelacija

|i bila zadovoljena, dovoljno je da je k > 6 v/nIn 2.
Konacno, pretpostavimo da su x, y i s toCke koje daje zadnji korak algoritma i oznac¢imo
sa u posljednju vrijednost koju poprima (. Tada je

cx—bTy=x"s iz (L.3)
= e!'(Xs)
= e’ (ue +r) po definiciji reziduuma r

< pn + Il
S~—— S~
Se < nlrh< Va2 <e

< 2e,

Sto u potpunosti dokazuje teorem.
O

Primijetimo da smo u ovom poglavlju zanemarili problem nalaZenja pocetnih vrijednosti
(x2,1°, 59, o 1 r°. Detaljnije o tome i o sloZenosti algoritma opisano je u skripti Sven O.
Krumke, (2004), Interior Point Methods.



Poglavlje 2

KvadratiCno programiranje

2.1 Egzistencija rjeSenja zadace kvadraticnog
programiranja

U ovom ¢emo poglavlju govoriti o kvadraticnom programiranju, odnosno o optimizaciji
kvadratne funkcije uz linearne uvjete. Takav problem zapisujemo u sljedecem obliku:

1 7 T .
—x'0x+c'x — min

2
Ax = b 2.1)
x = 0,

gdjesuA e M,,,(R),beR", c e R"ixeR" te Q € R, pri Cemu je m < n.
Dualni problem zadace (2.1)) glasi

1
by — ExTQx — max

ATy-Qx<c
x>0,

Sto nakon uvodenja pomoc¢ne varijable s € R’} postaje

1

by — ExTQx — max

Aly—Ox+s=c (2.2)
s>0,x>0.

18
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Primijetimo da kada je Q pozitivno semidefinitna matrica, odnosno kada je y’ Qy > 0 za
svaki y, tada je funkcija cilja primarne zadaée konveksna te je svaki njezin lokalni minimum
ujedno i globalni minimum. Tu tvrdnju ¢emo dokazati u sljedecoj lemi.

Lema 13. Neka je Q pozitivno semidefinitna. Ako je x lokalni minimum zadace (2.1)), onda
je i globalni minimum.

Dokaz. Kao §to smo vec¢ zakljucili, funkcija cilja f zadace (2.1)) je konveksna. Dopustiv
skup je takoder konveksan, ozna¢imo ga s D. Pretpostavimo da je x lokalno rjeSenje, ali
ne i globalno, tj. da postoji x € D takav da vrijedi f(X) < f(x). Nekajey := Ax + (1 — D)X,
A € [0,1]. Vrijedi y € D. Zbog konveksnosti i pretpostavke imamo

fO) = fAx+ (1 =DX) < Af(x) + (1 = Df(F) < Af () + (1 =) f(x) = f(x).

Dobili smo da je f(y) < f(x) za A € {0, 1), tj. x nije lokalni minimum, §to je kontradikcija s
pretpostavkom. O

Sada ¢emo reci nesto vise o egzistenciji rjeSenja zadace (2.I). Sljedeci teorem daje
dovoljne uvjete:

Teorem 14. (Weierstrass)
Ako je funkcija cilja f neprekidna i dopustivi skup Q kompaktan, tada postoji rjesenje zadace

2:1).

Dokaz. Neka je v* = inf,cq f(x) (neprekidna funkcija poprima minimum na kompaktnom
skupu). Definiramo niz (x,) € Q takav da f(x,) — v*. Kako je (x,) ograni¢en, on ima
konvergentan podniz (x,,). Oznalimo njegov limes s x*. Vrijedi x* € Q jer je Q zatvoren, a
zbog neprekidnosti od f imamo f(x,, ) — f(x*). Niz i podniz imaju isti limes, pa vrijedi
f(x*) =v*, odnosno x* je optimalno rjesenje. O

Vrijedi i sljedeca tvrdnja:
Korolar 15. Ako je funkcija cilja f neprekidna i koercitivna, tj. ako vrijedi

lim f(x) = +c0,

[|x]|—+o0
i dopustiv skup Q je zatvoren i neprazan, tada postoji rjesenje zadace (2.1).

Kako bismo mogli iskazati teorem o egzistenciji rjeSenja polazne zadace, uvest cemo
neke pojmove. Prisjetimo se, skup S € R” je konus ako

VxeS)Vt>0)txeS.
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Definirajmo sada recesivni konus dopustivog skupa. Oznacit ¢emo ga s rec(€2) 1 definirati
kao
rec(Q)={deR":Ad=01d>0}.

Vektor d € rec(£2) zovemo recesivni smjer dopustivog skupa. Primijetimo da za recesivni
smjer d 1 svaki dopustivi x te svaki # > 0 toCka x + 7d takoder pripada dopustivom skupu.

Teorem o egzistenciji rjeSenja zadace kvadrati¢nog programiranja (2.1) sada glasi:

Teorem 16. Zadaca ima rjesenje ako i samo ako je dopustivi skup neprazan te vrijede
sljedeci uvjeti:

d'0d >0, derec(Q)

d'(Qx+¢)20, x€Q, derec(Q)td d'Qd=0.

Napomena 17. Spomenimo neke specijalne slucajeve:

o Ako je Q = 0, tj. ako promatranu zadacu svedemo na zadacu linearnog programiranja,
tada ona ima rjesenje ako i samo ako je

dc>0, derecQ).

e Ako je Q pozitivno definitna, tada su uvjeti iz Teorema[l6] zadovoljeni i zadaca

.....

o Ako je rec(Q) trivijalan, onda je Q) kompaktan pa prema Teoremu|l4| postoji rjesenje.

2.2 NuzZni i dovoljni uvjeti za optimalnost

Prije nego $to dokazemo teorem o nuZnim i dovoljnim uvjetima za optimalnost, dokazat
¢emo sljedeéi teorem:

Teorem 18. (Karush-Kuhn-Tucker)
Neka je K C R" konveksan i otvoren, f,gi, ..., 8. : K — R konveksne klase C' i hy, ..., h, :
K — R afine. Neka je dana zadaca

f(x) — min
gi(x)<0, i=1,...,n
hix)=0, j=1,...,m.



POGLAVLIJE 2. KVADRATICNO PROGRAMIRANIJE 21

Ako postoje (A, u) € R" X R™ takvi da za dopustivu tocku x* vrijedi

/liZO, izl,...,l’l
Agi(x)=0, i=1,...,n

V) + D AV + i Vhy(x) =0,
i=1 j=1

onda je x* rjeSenje dane zadace.

Dokaz. ZapiSimo Lagrangeovu funkciju dane zadace:

Lex, ) = F) + D Aigix) + ) by,
i=1

J=1

Funkcije f 1 g; su konveksne, a h; su afine pa su konveksne. Zbroj konveksnih funkcija je
opet konveksna funkcija, kao i produkt konveksne funkcije s nenegativnim skalarom, pa
slijedi da je L(x, A, u) konveksna. Po karakterizaciji konveksnih funkcija za dopustivi x*
imamo

L(x, A, 1) > L(x*, A, ;1) + VL(x*, A, )" (x — x¥),

odnosno

n m T
Lt A, ) = LOE, A, ) + (V FO)+ Y AVg) + Y Vi j(x*)) (x = ).

i=1 =1

=0 po Teoremu|[T§]

Za dopustivi x sada slijedi

fO+ ) Aigix)+ > ujhi(x) > f(X)+ ) Aigix)+ > pihi(x"),
;\“_6—’ =1 j\éa‘/ ;T ]Z:; jig"
tj.
f(0) = f(x").

Dakle, x* je tocka minimuma. O

Napomena 19. Vrijedi i obrat Teorema[l8| ali uz dodatni zahtjev regularnosti. Primjer
takvog zahtjeva je Slaterov uvjet koji glasi: postoji dopustiva toc¢ka X takva da za svaki
nelinearni uvjet vrijedi g;(X) < 0. Medutim, u zadaci (2.1) su uvjeti linearni, pa obrat
Teoremal|l 8| vrijedi bez dodatnih zahtjeva regularnosti.
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Teorem 20. (Nuzni i dovoljni uvjeti za optimalnost)
Neka je x rjeSenje zadace (2.1) i pretpostavimo da je Q pozitivno semidefinitna matrica.
Tada postoje vektori y i s takvi da vrijedi

Aly—Ox+s=c (2.3)
s>0 (2.4)
x5,=0,1i=1,...,n. (2.5)

Obratno, ako vektori x, y i s zadovoljavaju uvjete dopustivosti primarne zadace

Ax=0>b (2.6)
x>0 (2.7)

i uvjete (2.3)-(2.3), tada je x rjesenje zadace (2.1).

Dokaz. Ako je x rjesenje zadace (2.1)), po Napomeni [I9] postoje (4, 1) € R" X R” takvi da je
/L'ZO, i=1,...,n
/l,-(—x,-):O, izl,...,l’l
Ox+c—-A+ATu=0.

Ako ozna¢imo y := —u i s := A, gornje relacije su upravo one iz tvrdnje teorema.

Obratno, prema Teoremu [I8|dovoljno je pokazati da se uvjeti (2.3)-(2.5) svode na uvjete
iz spomenutog teorema. Mora vrijediti:

>0, i=1,...,n
Aigix)=-A4x;,=0, i=1,...,n
VA + ) AVE) + 3w Vi(x) = Qx+ e - A+ ATu = 0.

i=1 j=1

Za A := sip = —y to suupravo uvjeti (2.3)-(2.5), pa po Teoremu [I§]slijedi tvrdnja. ]

Sada imamo nuZne i dovoljne uvjete za optimalno rjeSenje zadace (2.I): x € R" i
(v, 8) € R" x R" su optimalna rjeSenja za (2.1)) i (2.2)) ako i samo ako zadovoljavaju uvjete

.3)-e.7.
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2.3 Metoda unutrasnje tocke

Sada éemo opisati metodu unutra$nje tocke za kvadrati¢no programiranje. Analogno kao
u prethodnom poglavlju, govorit ¢emo o centralnom putu 1 koriste¢i Newtonovu metodu
pokusat ¢emo doci do optimalnog rjeSenja.

Zapisimo najprije uvjete optimalnosti iz Teorema [20|u matri¢nom obliku:

ATy —QOx+s—-c 0
F(x,y,s) = Ax—b =10|, (x,5=>0. (2.8)
XSe 0

Kao i ranije, X i § su dijagonalne matrice koje na dijagonalama imaju vrijednosti
Xly.ees Xy 181,...,s5, respektivno, dok je vektor e n-dimenzionalni vektor jedinica.

Uvedimo oznake za skupove dopustivih i strogo dopustivih rjeSenja primarno-dualne
zadace (uzimamo u obzir uvjete dopustivosti i primarne i dualne zadace):

7—';:{(x,y,s);Ax:b,ATy—QX+S=C,XZO,SZO} (2.9)
Fto.= {(x,y,s):Ax:b,ATy—Qx+S=C,X>0,S>0} (2.10)

Sustav (2.8) ima m + 2n jednadzbi te jednako toliko nepoznanica i za njegovo rjeSavanje
koristit cemo Newtonovu metodu. Jacobijeva matrica dana je sa

-0 AT I
DF(X* Y, =14 0 0], (2.11)
sk 0 Xx*

pri emu su S* i X* dijagonalne matrice sa odgovarajuéim elementima koji su dobiveni
k-tom iteracijom.

Da bi Newtonova metoda bila dobro definirana, Jacobijeva matrica mora biti regularna.
Sljedeéa lema pokazuje pod kojim je uvjetima to zadovoljeno.

Lema 21. Jacobijeva matrica

-0 AT |
DF(x,y,s) =1l A 0 O
S 0 X

Jje regularna ako su x > 0, s > 0, A punog ranga m i Q pozitivno semidefinitna.



POGLAVLIJE 2. KVADRATICNO PROGRAMIRANIJE 24

Dokaz. Neka je A punog ranga i Q pozitivno semidefinitna, te neka su (u, v, w) # (0,0, 0)
takvi da je

-0 AT I\(u 0
A 0 Oflv]|=]0],
S 0 X)\w 0
odnosno
—Qu+ATv+w 0
Au =10].
Su+ Xw 0
Racunamo

u'w=u"(Qu-A"v) = u" Qu — (Aw)'v=u"Qu >0,
jer je Au = 01 Q pozitivno semidefinitna . Nadalje, iz gornje relacije te iz Su + Xw = 0
slijedi
0<u'w=wlu=-wl'S'Xw,
iz Cega zakljuGujemo da je w = O jer je S ~'X pozitivno definitna (dijagonalna je i svi
elementi su pozitivni). Dakle, u = —S ~' Xw = 0. Kona&no,

ATv=Qu—w:O,

iz Cega slijedi da je v = O jer je A punog ranga. Dakle, jezgra polazne matrice je trivijalna
pa zaklju¢ujemo da je matrica regularna.

i
Uz pretpostavke iz Leme [21) Newtonova metoda za sustav (2.8) glasi:
xk+1 xk
[yk“] = y"] = DF(, ', )7 P 9,
ket {
odnosno
Axk
AY | = =DF(x*, )%, s F( ., 5h). (2.12)
As*

Ako u k-toj iteraciji dobijemo (x*,y*, s*) € F 7, tj. strogo dopustivo rjeSenje, tada iz

(2-8) slijedi

0
F(xX*, 5", 5% =[ kOk ] (2.13)
X S*e



POGLAVLIJE 2. KVADRATICNO PROGRAMIRANIJE 25

pa iz (2.11)-(2.13) dobivamo

-0 AT I\ (AxX 0
A 0 O Ayk = 0 . (2.14)
Sk 0 X J\Ask —XkSke

Sljedeéu iteraciju bi onda dobili kao (x**1, y**1, skt1) = (xF, yK, s5) + (AxF, Ay*, As¥), no
tu se javlja problem jer takvom iteracijom ne moramo nuzno dobiti to¢ku koja zadovoljava
uvjete X! > 01 s#*! > 0. Zbog toga modificiramo iteraciju i nalazimo parametar a; € (0, 1]
tako da dobijemo

Y+ aAr >0 i

5+ Ast > 0.
Tada je sljedeca iteracija Newtonove metode dana sa
O L ey (kR g (AXE, AYE, AshY
U praksi se pokazuje da takav pristup nije dobar jer ¢, postaju jako mali 1 to otezava
postupak. Zbog toga ¢emo promatrati metodu centralnog puta.
2.4 Centralni put

Za parametar 7 > 0 uvodimo sljedeci relaksirani sustav:

ATy —Qx+s—c 0
F(x,y,s):{ Ax—b ]:(O], (x,5)>0. (2.15)
XSe Te

Kada je skup #* neprazan, sustav (2.15) ima jedinstveno rjeSenje za svaki 7 > 0 i oznaca-
vamo ga s (x;, yr, sy) . Centralni put je tada skup

C =1{(xs, v, 8¢) : 7> 0}. (2.16)

Trajektorija (x;, y, s.) konvergira prema optimalnom rjeSenju zadace (2.1)). Kako 7 — 0,
uvjeti u (2.13) koji odreduju tocke na centralnom putu e sve bolje aproksimirati skup uvjeta
optimalnosti danih u (2.8§).

Primijetimo da treci redak u (2.15) moZemo ekvivalentno zapisati kao

(x‘r)i(s‘r)i =7,i= 1,---,”-
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Uz gore opisnu relaksaciju, sustav (2.8) sada postaje

ATy —QOx+s—-c 0

F(x,y,s) = Ax—-Db =10{, (2.17)
XSe—rte 0
dok (2.14) modificiramo kao
-0 AT I\ (AxX 0
A 0 0[|A|= 0 : (2.18)

Sk 0 X Ask Te — XkSke

Kako bismo odredili 7, najprije definiramo mjeru koju nazivamo prosjecna komplemen-

tarnost u kao

n e, T
p(x, s) = 2= 2 X8 (2.19)

n n
Primijetimo da kada (x, y, s) zadovoljava uvjete Ax = b, x > 0i ATy — Qx+ s = c, tada je
(x,y, s) optimalno rjeSenje ako i samo ako vrijedi u(x, s) = 0. Ako je u velik, znac¢i da smo
daleko od optimalnog rjeSenja. Zbog toga je u mjera koja opisuje optimalnost dopustivih
toCaka - Sto je 4 manji, blize smo optimalnom rjeSenju.
Za tocku centralnog puta (x;, y,, s;) slijedi

Z?:l(xr)i(s‘r)i Z?:l T _
=T

,LI(XT, §7) = =
n n

Zbog te jednakosti, toCke centralnog puta (x, y;, ;) su one dopustive tocke (x,y, s) za
koje vrijedi u(x, s) = 7. Ako se u jednoj iteraciji nase metode nalazimo u tocki (x,y, s),
tada mozZzemo izabrati 7, odnosno sljedecu to¢ku centralnog puta na tri nacina: da bude
na nizoj razini od trenutne (tj. da je 7 < u(x, s)), da bude na jednakoj razini kao trenutna
tocka (1 = u(x, s)) ili da bude na viSoj razini (7 > u(x, s)). Treéi slucaj najcesce nije dobar
izbor jer ¢e dovesti do tocke koja je dalja optimalnoj tocki od trenutne. Dakle, uvijek ¢emo
izabrati takav 7 da vrijedi T < u(x, s).

Sada ¢emo dodatno modificirati sustav (2.18) i uvesti jos jedan parametar o-, pa imamo

—0 AT I\(Ax 0
A 0 0||A|= 0 , (2.20)
Sk 0 XHJ\As o*uke — XkSke

pri ¢emu je pf = u(xk, s6) = @, dok o € [0, 1] odreduje utjecaj parametra u*. Naime,
ako je o = 0, tada govorimo o ranije spomenutoj istoj Newtonovoj metodi koja nije dobra
u praksi. Ako je o* = 1, odnosno ako je 7 = u*, u sljedecoj iteraciji éemo dobiti toku s
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istom prosje¢nom komplementarnosti, no ponekad je to poZeljno jer kasnije moZe doprinjeti
znaCajnom pomaku prema optimalnom rjeenju. U praksi se najéesée biraju vrijednosti o*
koje nisu na rubu dozvoljenog intervala.

Op¢i algoritam za nalaZenje optimalnog rjesenja metodom unutras$nje tocke sad glasi:

Neka je k := 0i e > 0. Odaberemo pocetne vrijednosti (x°,°, s°) € F.
Sve dok vrijedi u* > £:

Xk

1. Odaberemo o* € [0, 1] te neka je u* = # Rijesimo sustav (2.20).

2. Odaberemo «; tako da vrijedi x* + o Ax* > 01 s* + aAsk > 0.
3. Postavimo (x**1, y**1 g5ty i= (XK, Y%, 55) + ag (AXE, Ay, As5).

4. k=k+1.

ViSe o samom odabiru parametara u algoritmu rec¢i ¢emo nesto kasnije.

2.5 Okolina centralnog puta

U metodi unutra$nje tocke parametar 7 iz sustava (2.15)) zapravo parametrizira trajektoriju
centralnog puta C. Medutim, umjesto da generiramo tocke koje se nalaze to¢no na cen-
tralnom putu, ideja je generirati tocke koji ih aproksimiraju. Te aproksimacije postiZemo
pomnim odabirom parametara o i @. Kako centralni put vodi optimalnom rjeSenju, tako
¢e 1 naSe aproksimacije dovesti do Zeljenog rjeSenja. Na slici 2.1 prikazan je centralni put,
njegova okolina te pripadne iteracije. Glavni razlog zbog kojeg ne generiramo tocke na
centralnom putu jest taj da to moZe biti zahtjevno i teSko izvedivo u praksi. U ovoj cjelini
rec¢i ¢emo nesto vise o okolini centralnog puta.

Prisjetimo se, to¢ke na centralnom putu su one koje se nalaze u skupu ¥+ i koje
zadovoljavaju dodatni uvjet

x5, =7, i=1,...,n,

za neki 7 > 0. Promotrimo sada tocku (x., y, s;) na centralnom putu. Ako tocka (x,y, s)
aproksimira navedenu tocku, o¢ekujemo da je njihova udaljenost ||(x, y, s) — (X, Yz, So)ll2
mala. Zato skup toc¢aka koje aproksimiraju toc¢ku (x;, y., ;) definiramo kao

{5y, 9) € F7 1 lI(x,,8) = (X, yr, sl < €}, (2.21)

za neki € > 0.
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Centralni
put

Okolina centralnog
puta

Dopustivo
podrudje

Optimalno
rjeéenje

Slika 2.1: Okolina centralnog puta

Medutim, u praksi je tesko egzaktno odrediti tocku na centralnom putu (x., y,, s-), pa
definicija (2.21) nije od velikog znacaja. Zbog toga koristimo sustav kako bi opisali
te tocke 1 promatramo njihove okoline, odnosno skupove koji opisuju njihovu neposrednu
blizinu. Primjer najcesce koristenih takvih skupova su

T
No(6) = {(x,y, $) e FIXSe—pell < O, p= %} (2.22)
zaneki € (0,1)1
N _ xls
N _o(y) = {(x,y,s) eEF T ixisizyu, i=1,...,n, u= 7}, (2.23)

zanekiy € (0, 1).
Tocka koju dobijemo iteracijom je "blizu" centralnom putu ako se nalazi u jednom od

skupova (2.22)) ili (2.23). Ako je 8 = 0u (2.22) ili y = 1 u (2.23), okolina postaje upravo

centralni put C.
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Promotrimo sada nejednakost iz definicije (2.22).

X181 —l
u

L% _

IXSe —pel, <p & a <0, (2.24)
RILI |
H 2

Sto je ekvivalentno s

n 2
> (ﬂ - 1) <6
- M

Posljednja jednakost zapravo predstavlja odstupanje pojedinog x;s; od prosjecne vrijed-
nosti . Zbog toga ¢e tocka zadovoljavati uvjete dane u (2.22)) samo ako je suma kvadratnih
odstupanja od u mala, iz ¢ega zaklju¢ujemo da skup N,(6) ne sadrzi puno toCaka. S druge
strane, da bi se tocka nalazila u skupu N_.(y), dovoljno je samo da za svaki i vrijednost od
x;s; nije puno manja od prosjecne vrijednosti u.

Prema tome, za uobicajene vrijednosti 6 iy, okolina definirana skupom N,(6) je puno
uza od okoline definirane skupom N_(y). Zato razlikujemo metode, odnosno algoritme
koji koriste navedene okoline. Ukoliko metoda koristi okolinu N,(6), zovemo ju metoda
kratkog koraka, dok za okolinu N_.(y) imamo metodu dugog koraka.

Razlike izmedu navedenih metoda ocituju se u brzini konvergencije prema optimalnom
rjeSenju. Ukoliko metoda koristi uZu okolinu, garantira nam da éemo svakom iteracijom
dobiti tocku koja je relativno blizu centralnog puta. S druge strane, ako koristimo Siru
okolinu, u najgorem slu¢aju ¢emo se dosta udaljiti od centralnog puta i bit ¢e potrebno
puno vise iteracija da dodemo do optimalnog rjeSenja. Medutim, u praksi se pokazuje da u
prosjeku brze konvergiraju metode koje koriste Siru okolinu.

Sada ¢emo navesti algoritam koji koristi Siru okolinu oko centralnog puta, odnosno
algoritam metode dugog koraka.

Neka sudani € >0,y €(0,1)10 < 0, < Oppax < 1.
Neka je k := 0. Odaberemo pocetne vrijednosti (x°,°, s°) € N_.(y).
Sve dok vrijedi pu* > £:

(xk)T Sk
n

1. Odaberemo o* € [6,i,, 6,nax] te neka je u* = . Rijesimo sustav (2.20).

2. Odaberemo «; tako da vrijedi (x*, y*, s*) + a (AxK, AYF, As*) € N_oo(y)
3. Postavimo (x**1, y**1 s5t1) i= (XK, Y%, 5%) + a(AXE, AyF, As5).

4. k=k+1.
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Sto se ti¢e odabira parametara i u ovom i u prethodnom algoritmu, uvijek biramo najveéi
mogudi a; za koji vrijedi uvjet u algoritmu, dok za o postoji nekoliko moguénosti: uz rubne

vvvvv

uzimamo 0.01, dok za o,,, uzimamo 0.75.

Sada ¢emo reci nesto o nalaZenju pocetne tocke (x%,y°, s). Primijetimo da smo u oba
algoritma koja smo naveli (i op¢i i long-step) poceli sa strogo dopustivom to¢kom iz skupa
¥ *. PronalaZenje takve tocke nije trivijalno, no moZemo prilagoditi pocetnu tocku koja nije
dopustiva pomocu nekih modifikacija sustva kojeg rjeSavamo u svakom koraku. Zato ¢emo
za pocetnu toCku zahtijevati da zadovoljava samo x° > 01 s° > 0, §to nije teSko generirati.
Promotrimo ponovo sustav (2.17):

ATy —Qx+s—c 0
F(x,y,s) = Ax—-b =10].
XSe—7te 0

Newtonov korak sada opet odredujemo iz sustava (2.12)), a nakon uvrstavanja Jacobijeve
matrice i matrice F' dobivamo

-0 AT I\ (AXF Oxk — ATYk — sk + ¢
A 0 O0[|Aa]= b— Ax* . (2.25)
Sk 0 XHJ\Ask Te — XkSke
Usporedimo 1i dobiveni sustav sa sustavom (2.18§), vidimo da s desne strane u (2.25)) u
prva dva retka matrice nemamo nule jer ne pretpostavljamo da to¢ka (x*, y¥, s¥) zadovoljava
uvjete

A =b i
ATy —oxf + sF =c.

Dakle, ako u nasim algoritmima umjesto sustava (2.20) rjeSavamo gornji sustav, odnosno
sustav
-0 AT I\ (AX Oxk — ATYk — sk + ¢
A 0 0[|A]= b — Ax* , (2.26)
Sk 0 XHJ\Ask ok ke — X*Ske
osigurat ¢emo da oni rade i sa tockama koje nisu dopustive. U tom slucaju istovremeno
traZimo 1 dopustivu i optimalnu tocku.
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2.6 Primjer

Primjer 22. U ovom cemo primjeru demonstrirati metodu dugog koraka. Pokazat cemo da
su zadovoljeni odredeni uvjeti i provesti jednu iteraciju algoritma.
Neka je dan problem oblika

001 0005 0 0

0005 001 0 0]|x
(xl xmx‘*) 0 0 004 0

0 0 0 0)lx

X1+x+x3=1 (2.27)

— min

—X2 + X3+ X4 =0.1
x>20,i=1,2,3,4

te neka je dana sljedeca iteracija:

X1 % M 0.004
X % Vi 0.001 ) 0.003
x = = 1 . y = = N S = = .

X3 3 Y2 -0.001 §3 0.0133

X4 0.1 S4 0.001
0

Vidimo da je A = ((1) _11 } (1)) m X n matrica ranga m = 2, dok je b = (011) ic= 8 .

0

Matrica Q je pozitivho semidefinitna jer za svaki x > 0 vrijedi

x"Qx =0.01x7 + 0.01x;x2 + 0.01x3 + 0.04x3 > 0.
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PokaZimo sada je zadana tocka (x,y, s) € F*. Racunamo

1
3
11 1 0|3 1
— 3 — —
A=lo -1 1 1) ! ‘(0.1)"”
0.1
10 0.01-%+0.005-%) (0.004
ATy—oxss=|l ~1](0:0001) 0.005-3+0.01-3 | 0003
YRR 1| -0.001 0.04 - 1 0.0133
0 1 0 0.001
0.001 0.005) ( 0.004
_| 0002 | |0005]| |0.003
| o 0.0133| " 0.0133
-0.001 0 0.001
0
0
= O =C.
0

Nadalje, ocito vrijedi jos x > 0 i s > 0, pa iz navedenog slijedi da je (x,y,s) € F.
Spomenuta tocka nije na centralnom putu jer ne vrijedi x;s; = T za svaki i = 1,2,3,4, npr.

1 1
X181 = g -0.004 # 5 -0.003 = X287 .

Promotrimo sada Siru okolinu oko centralnog puta zadanu parametrom y = 0.05, tj.

N_s(0.05). Imamo

T
006867
p=2°= % ~ 0.0017167,
n

pa je yu = 0.00008533 . Sada racunamo

x1s1 = 0.00133,
X255 = 0.001,
x353 = 0.00443,
xa54 = 0.0001,

iz Cega se vidi da je x;s; > yu za svaki i = 1,2,3,4, pa zakljucujemo da je zadana tocka
(x,y,5) € N_.(0.05).

Sada ¢emo izracunati sljedecu iteraciju. Za parametre cemo uzetiy = 0.05, o = 0.2 0
O max = 0.8. Polazna tocka bit ¢e ona koju smo ranije zadali, dakle (xK, yk, s6 = (x, v, 8) 1
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kao $to smo veé vidjeli, ona zadovoljava pretpostvaku da se nalazi u € N_(0.05). Uzet
éemo o* = 0.5, dok smo ¥ veé izracunali, i* = yu = 0.0017167 . Prema algoritmu, sada
rjeSavamo sustav ([2.20), koji nakon uvrstavanja vrijednosti glasi

-0.01 -0.005 0 0 1 0 100 0)AX 0
-0.005 -0.01 0 0 1 -101 0 0]lAx 0
0 0 -0.04 0 1 1 001 0[[Axd 0
0 0 0 0 0 1 000 1/[Ax 0
1 1 1 0 0 0 000 O]Aaf 0
0 -1 1 1 0 0 000 O]A¥ 0
0.004 0 0 0 0 0 % 0 0 0 [|As"[]-0.000475
0 0.003 0 0O 0 0 O % 0 0 [|Ass]]|-0.000142
0 0 00133 0 0 O O O % 0 [|Ash|[-0.003575
0 0 0 0001 0 0 0 0 0 0.1){Ast)\ 0.000758

Gornji sustav ima rjeSenje jer je rang matrice sustava jednak rangu prosirene matrice
sustava (kada joj dodamo stupac rjesenja) i taj rang iznosi 10. Kako je matrica sustava
kvadratna, tj. imamo isti broj jednadZbi i nepoznanica i regularna je (jer je punog ranga),
slijedi da za navedeni sustav imamo jedinstveno rjesenje i ono je dano s

—-0.071903
0.237648
—-0.165745 |’
0.403393

~0.000562
~0.002564
k_ .
AS = _g004112]

0.003549

¢ _{0.001031
= 1-0.003549/ -

AxXF =

Ay

Sada moramo naéi ay takav da je (x*,y*, s5) + ap(Axk, Ay*, As¥) € N_(0.05). U praksi
se Cesto bira najveci moguci ay koji zadovoljava dani uvjet, pa primjetimo da za a; = 1
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imamo

0.261431
. 10.570981
0.167589
0.503393

0.002031
—-0.004549) °

0.003438
. [0.000436
0.009188
0.004549

i u tom slucaju mora vrijediti xX¥*'s¥*1 > v - (1 = 0.05 - w = 0.05-0.001244 =
0.0000622. Rac¢unamo

Ak = 0.0008987547

A = 0.0002490447

K& = 0.0015398402

sk = 0.0022901390,

iz ¢ega vidimo da je za novu tocku zadovoljen gornji uvjet.

Primijetimo da je u**' = 0.001244 < 0.0017167 = u*, pa smo ovom iteracijom dobili
tocku koja je bliZa optimalnom rjeSenju od polazne. Time je dovrsena jedna iteracija
algoritma.
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Sazetak

U ovom radu opisuje se metoda unutrasnje to¢ke, odnosno primarno-dualna metoda central-
nog puta i primjenjuje se na zadace linearnog i kvadrati¢nog programiranja.

Za linearno programiranje navode se uvjeti optimalnosti 1 uvodi se pojam centralnog
puta. Detaljno se analizira Newtonova metoda na kojoj se temelji metoda unutra$nje tocke i
u tu svrhu koriste se ortogonalne projekcije. Navodi se algoritam nalaZenja optimalne tocke
i dokazuje se rezultat o njegovoj to€nosti i broju iteracija.

Za kvadrati¢no programiranje najprije se dokazuju nuzni i dovoljni uvjeti za optimalnost
i opisuje se metoda centralnog puta uz modifikaciju Newtonove metode. Uvodi se pojam
okoline centralnog puta i na temelju toga navode se dva algoritma primarno-dualne metode
centralnog puta: metoda kratkog koraka i metoda dugog koraka, koja se demonstrira na
konkretnom primjeru.



Summary

In this paper we explain the interior point method, i.e. primal-dual path-following method
and apply it to linear and quadratic optimization problems.

For linear programming we formulate optimality conditions and introduce the term of
central path. We analyze Newton’s method which is usually used in many interior point
methods and for this purpose we use orthogonal projections. We describe algorithm of
primal-dual interior point method and prove the result of it’s accuracy and number of
iterations.

For quadratic programming we first prove necessary and sufficient optimality conditions
and describe the central path method with some modifications of Newton’s method. We
introduce the term of neighborhood of the central path and based on that we describe two
algorithms: short-step path-following method and long-step path-following method, which
we demonstrate on example.
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