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Uvod

U ovom radu uvodimo pojam K-Riemannov integral kao prirodnu genera-
lizaciju uobicajenog Riemannovog integrala i proucavamo njegova svojstva.
Ponovit ¢emo osnovne pojmove o Riemannovom integralu, a zatim ¢emo po-
kazati konstrukciju K-Riemannovog integrala te definirati pojam radijalne K-
derivacije i pokusati saznati postoji li poveznica izmedu radijalne K-derivacije
i K-Riemannovog integrala.

U zavrsnom dijelu rada prosirit ¢emo klasi¢ne Hermite-Hadamardove ne-
jednakosti na slucaj kada se uobicajeni Riemannov integral zamijeni s K-
Riemannovim integralom i pojam konveksnosti zamijeni s K-konveksnosti.



1 Osnovni pojmovi i definicije

U ovom diplomskom radu koristit ¢emo sljedeé¢e oznake: za skupove pri-
rodnih, racionalnih i realnih brojeva koristimo uobic¢ajene oznake N, Q i R
respektivno. Sa [ ¢emo oznacavati otvoreni interval u R, a sa K potpolje
od R. Skup K N (0, 00) oznacavat ¢emo sa K. Simbol [a, b]4 ¢e oznacavati
A-konveksnu ljusku od {a, b}, gdje je A C R, tj.

[a,b]a = {aa+(1—a)b:a€Aﬂ[0,1]}.

U slucaju da je A = R, koristit ¢emo standardni simbol [a, b] umjesto [a.b]g.
Skupovi Q i R su polja, no u skupu R mozemo promatrati i druga polja osim
Q. Jedan primjer potpolja u R dan je u sljede¢em primjeru.

Primjer 1.1. Neka je p € N prost broj. Skup Q(\/p) = {a+b\/p: a,b € Q}
je polje.

Za dokaz te tvrdnje trebamo provjeriti jesuli (Q(y/p), +) i (Q(v/2)\{0}, )
Abelove grupe te vrijedi li distributivnost mnozenja prema zbrajanju.Zbrajanje

je zatvoreno u Q(,/p) jer ako uzmemo dva elementa iz Q(,/p): =1 = a1+b1/p,
T9 = az + ba/p, tada je

X1+ Ty = (Cll + bl\/]_?) + (CLQ + bz\/]3> = (Gl + ag) + (bl + bg)\/]s,

a to je element od Q(,/p) zbog zatvorenosti zbrajanja u skupu Q. Za
umnozak vrijedi sljedece:

T1 - T2 = (a1 + b1y/p) - (a2 + bay/p) = (@102 + b1bap) + (a1ba + azbr)+/p,

a to je element od Q(,/p) zbog zatvorenosti mnozenja i zbrajanja u Q.

Sva svojstva kao Sto su asocijativnost i komutativnost zbrajanja i mnozenja
te distributivnost vrijede jer su nasljedena od istih svojstava u R. Neutralni
element za zbrajanje je 0 = 0+ 0,/p € Q(y/p), a za mnozenje 1 = 1 +
0,/P € Q(/p). Ako je a+ b\/p € Q(\/p), tada je —a — by/p € Q(\/p) njemu

suprotni element. Reciprocni element od a+b,/p € Q(y/p) 0 je a

1
———in
a+by/p
prvi pogled nije ocito da pripada Q(,/p). No racionalizacija nazivnika daje
sljedece

1 B 1 a—byp a—0byp a
a—i—b\/ﬁ_a—i-b\/ﬁ a—b\/ﬁ_cﬁ—pb2 a2 —

2

b
pb? B a2 —pr\/ﬁ



Sto je ocito element iz Q(/p).

Dakle, Q(y/p) je polje.
]

Ovime smo pokazali da skup R ima i drugih potpolja osim skupa Q.
Medutim, ako je K neko potpolje od R, tada ovo sadrzi Q. Naime, potpolje
K mora sadrzavati 1 i 0 jer su to neutralni elementi za mnozenje i zbrajanje.
No tada 1+ 1 = 2,241 = 3,... leze u K zbog zatvorenosti zbrajanja, t;j.
N C K. Zbog postojanja suprotnih elemenata slijedi da i Z C K. Zbog

postojanja recipro¢nih elemenata slijedi da iﬁ’ig’ ... leze u K, a tada i

m L
— € Kzasve m,n € Z,n # 0. Drugim rije¢ima, Q C K.
n

Definicija 1.2. Preslikavanje f : R — R nazivamo aditivnim ako zadovo-
lava Cauchyjevu funkcionalnu jednadzbu

flz+y) = f(x)+ fy), Yo,y € R. (1)

Napomena 1.3. KaZemo da je funkcija f : R — R K-homogena stupnja o
ako vrijedi

fAz) = A f(x).
Ako je a =1 tada kazemo da je funkcija f K-homogena.
Preslikavanje f se zove K-linearno ako je f aditivna i K-homogena funkcija,
tj.
flaz) = af(z),z € R, a € K\{0}.

Propozicija 1.4. Svaka aditivna funkcija je Q-homogena.

Dokaz. Ako u (1)) uvrstimo x = y = 0, dobivamo f(0) = f(0) + f(0) iz
cega slijedi f(0) = 0. Ako u istu tu jednadzbu uvrstimo y = —z, slijedi

0=f(0) = flx—2x)=flz)+ f(-x)
iz ¢ega slijedi
f(=z) = —f(z).
Metodom matematicke indukcije dokazat ¢emo da je

f(nz) =nf(x),Vn € Nyz e R.



Provjerimo vrijedi li baza indukcije. Za n = 1 imamo

f-z) =1 f(x) = f(z) = f(1-2).

Vidimo da tvrdnja vrijedi za n = 1.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N gdje je n = k.

Pokazimo da tvrdnja vrijedi zan = k+1,k € N. Ako u jednadzbu f(z+y) =
f(z) + (y) uvrstimo y = kx, dobivamo

f((k+1)z) = f(z + kz) = f(x) + f(kz) = f(z) + kf(z) = (k+ 1) f(z).

Dakle, f(nx) = nf(x), za svaki n € N,z € R. Iz toga slijedi i ovo:

f(=nz) = —f(nz) = —nf(z) , neN.

Neka je z € R. Tada je, prema upravo dokazanom svojstvu

f@)=fn-2)=nf(>) . ¥neN,
tj. :
T
)=~ f(@)
I kona¢no, za m € Z,n € N imamo
$CRa) = (50 =~ fma) = () = ()

tj. f je Q-homogena.

Definicija 1.5. KaZemo da je funkcija f : I — R Jensen-konveksna ako

Vr,y e 1.

f<x;y> I JQr f(@)

Preslikavange [ je K-konveksno ako
flaz+ (1 a)y) < af(@) + (1 - a)f(y),¥a,y € La € KN (0,1).

Ako vrijedi suprotna nejednakost kazemo da je f K-konkavna.

Propozicija 1.6. Ako je f Jensen-konveksna funkcija, tada je f Q-konveksna.



Dokaz. Treba dokazati da vrijedi
flax+ (1 —a)y) <af(e)+ 1 -a)f(y),Ve,y € [,a € QN(0,1).

Prvo ¢emo metodom regresivne matematicke indukcije dokazati da za svaki
neNn>2Vr, .. x, €l vrijedi

n

f(l’l +£E2++$n)
n

Prvo dokazujemo da vrijedi za potencije broja 2, tj. zan = 2F. Zan =2
je upravo definicija Jensen-konveksne funkcije.

Pretpostavimo da (2) vrijedi za n = 28k € N. Dokazimo da vrijedi za
n = 2k+1.

Prvo ¢emo zbroj Sk Tl prikazati kao zbroj dva broja na koja

n
¢emo zatim primijeniti pretpostavku indukcije.

T1+...+Tok Tok gt FTort1
il + + Tok+1 . ok 2 + 2041 ok 2
f ok+1 =/

2

1 :L‘l—l—...—i—:)jzk) 1 ($2k+1+...+I2k+1>
< (T TR L -
- 2f< 2k + 2f 2k
< 1f(@1) + ... + f(@a) _I_lf(l'zkﬂ)"‘-'-"‘f(%k“)
-2 2k 2 2k
@) ot Sl
ok+1 ’

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti koristili definiciju Jensen konveksne funk-
cije, a u drugoj smo koristili pretpostavku indukcije. Dokazimo da ako tvrd-
nja vrijedi za neki n € N, da tada vrijedi i za n — 1.

Zamijetimo da vrijedi

e TP o B T+ ...+ Tp1 + =
n—1 n
Tada je
Tt .t Ty 1’1—1—...—1—3;“,14-%
() - o
n—1 n

IN

T+ ... +xn_1>]
n—1

%[f(an) ot f(n) + f(



pri cemu smo primjenili pretpostavku da tvrdnja vrijedi za n.
Tada je

FOEEI) < 2 () 4t )
ety
(b2 < s
f<x1+ﬁ"_+1x”_1> < ——[fa) 4ot flan)].

Dakle, dokazali smo da tvrdnja vrijedi za sve n koji su potencije broja 2, a sad
smo dokazali da ako vrijedi za neki n, onda vrijedi i za njegovog prethodnika.
Prema metodi regresivne indukcije vrijedi za sve n € N,n > 2.

Neka je o € QN (0,1). Tada je a oblika o = %,m <n,m,n €N,

Tadajel—azl—@:n_m

.o . n n
Vrijedi,

flax+ (1 —a)y) = f

G =)
(m =)
(

T+ +x+y+ +y>

I
-

Il
~

fl@) + .. +f( )+ W)+ + )

= n
_ mf(@) + (= m)f()
= T+ W)

= af(@)+ (1 -a)f(y),

pri ¢cemu smo u nejednakosti koristili maloprije dokazanu nejednakost za
L1yeeey Ty

O
Propozicija 1.7. Ako je f K-konveksna, tada je f Q-konveksna.
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Dokaz. Bududi da je za svako potpolje K C R, skup Q njegov podskup,
tvrdnja je ocita.
m

Definicija 1.8. Funkciju f : R — R zovemo radijalno K-neprekidna u tocki
xo €1 akoVu el
lim £((1— )z + o) = £(z0). 3)
QGKS_
a—

Kazemo da je funkcija f : D — R radijalno K-neprekidna ako je radijalno
K-neprekidna u svakoj tocki svoje domene D.

Definicija 1.9. Neka je D C R. Za funkciju f : D — R kaZemo da je
uniformno neprekidna na D ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve
x,y € D koji su udaljeni za manje od §, njihove funkcijske vrijednosti f(x) i
f(y) su udaljene za mange od e, tj,

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz,y € D)|x —y| < = |f(x) — f(y)] < e).

Definicija 1.10. KaZemo da je funkcija f : I — R uniformno radijalno
K-neprekidna ako za bilo koji xg € I ©u € I preslikavanje

a f(zo+ alu—x)),a € KNIO,1]
uniformno neprekidno.

Uniformna neprekidnost ocito povlaci neprekidnost na D, (tj. u svakoj tocki
c € D). Razlika izmedu pojmova neprekidnosti na D i uniformne neprekid-
nosti na D je u tome Sto kod uniformne neprekidnosti ¢ ovisi o e, dok kod
obi¢ne neprekidnosti 0 ovisi i 0 € i o svakoj tocki ¢ € D. Dakle, ako je f
neprekidna na D, tada za fiksirani ¢ > 0 svaki ¢ € D ima svoj d.. > 0 takav
da za sve © € A za koje je |x — ¢| < 0. vrijedi |f(z) — f(c)] < e. No,
opéenito ne¢emo moéi naéi univerzalni 6 > 0 takav da je |f(z) — f(y)| < e
za sve x,y € D za koje |x — y| <.

Primjer 1.11. Funkcija f : R — R dana s f(z) = 22 je neprekidna na R,
ali ona nije uniformno neprekidna na R. Zaista, za prirodni broj n stavimo

a, = \/n.

Tada je (ay) niz u R takav da vrijedi

1
vVn+1—+/n

7

|an+1_an|:\’n+ _\/_:

— 0, kada n — oo. (4)



Neka je 0 < e < 1.

Za proizvoljan 6 > 0 izaberemo ng € N takav da je \/+To < 0. Iz () slijedi

|Gng+1 = @ng| < 9.
S druge strane imamo,

|f(ano+1) - f(an0)| = |(n0 + 1) - nol =1>c.

Bilo koja neprekidna i bilo koja uniformno neprekidna funkcija f : I — R
su radijalno K-neprekidne i uniformno radijalno K-neprekidne. Moze se do-
goditi da je uniformno radijalno K-neprekidna funkcija prekidna u svakoj
tocki. Jednostavan primjer je bilo koje prekidno K-linearno preslikavanje.
S druge strane, svaka uniformno radijalno K-neprekidna funkcija je takoder
radijalno K-neprekidna funkcija, ali obratno ne vrijedi.

Propozicija 1.12. Funkcija f : I — R je radijalno K-neprekidna ako i samo
ako za svaki a,b € I, funkcija fliau, je neprekidna.

Propozicija 1.13. Funkcija f : I — R je uniformno radijalno K-neprekidna
ako i samo ako za svaki a,b € I, funkcija fliay, je uniformno neprekidna.



2 Konstrukcija K-Riemannovog integrala

Sadrzaj ovog i sljede¢ih poglavlja zasniva se na sadrzaju ¢lanka [1], dok
se rezultati o klasicnom Riemannovom integralu mogu naéi u knjigama [2] i

Ponovimo za pocetak neke osnovne pojmove o Riemannovom integralu.
Neka je [a,b],a < b segment u R i neka je f : [a,b] — R funkcija ograni¢ena
na segmentu [a, b]. To znaci da postoje m = inf f i M = supf, tj.

[a,0] [a,b]
Vo € [a,b],m < f(z) < M.
Uocimo, ako je [/, V'] C [a, b] podsegment, onda za svaki = € [da’, V'], vrijedi

m<m < f(x) <M <M

gdje je m' = [inbf]f i M' = sup f. Dakle, infimum na podsegmentu je vedéi ili
o b [a’,b’]

jednak infimumu na segmentu i supremum na podsegmentu je manji ili jednak

supremumu na segmentu. Nadalje, neka je n € N. Podijelimo (izvrsimo

subdiviziju) segment [a, b] tockama
A=< T < .. < < ...<Tp1<xp=0">

na n dijelova. Neka je mp = inf fi My = sup f,gdjejek=1,2,...,n.

h-1,2K] [Tk—1,2k]
Neka su ty € [rp_1,2k], kK = 1,2,...,n po volji izabrane tocke. Definirajmo
sljedece sume:

n n

5= ka(ﬂﬂk — Tp_1),0 = f(te)(zp — 2p21), S = Z My(x, — 2p—1).
k=1

k=1 k=1

Broj s zovemo donja Darbouxova suma, S je gornja Darbouxova suma, a o
je integralna suma. Jasno je da vrijedi

mb—a)<s<oc<S<M(b-a).

Neka je A skup svih donjih Darbouxovih suma s, B je skup svih gornjih
Darbouxovih suma S, a C' je skup svih integralnih suma o funkcije f na
segmentu [a, b]. Sve te sume dobiju se variranjem brojan € N, svim razlic¢itim

9



izborima subdivizijea = zo < 11 < ... < 2 < ... < x,_1 < T, = bitocaka t.
Iz nejednakosti o integralnim i Darbouxovim sumama slijedi da su skupovi
A, B i C ograniceni odozdo s m(b—a) i odozgo s M (b— a). Prema aksiomu
potpunosti postoje

Z.(f;a,0) =sup A , Z*(f;a,b) =inf B.

Definicija 2.1. Broj Z.(f;a,b) zovemo donji Riemannov integral funkcije
f na segmentu [a,b], a broj Z*(f;a,b) zovemo gornji Riemannov integral
funkcije f na segmentu |a, b].

Iz prethodnog je jasno da donji i gornji Riemannov integral postoje za svaku
funkcju f : [a,b] — R koja je ograni¢ena na segmentu [a,b] i da je

Z.(f:a,b) < I*(f;a,b).

Definicija 2.2. Za funkciju f : [a,b] — R ogranicenu na segmentu [a, b]
kaZemo da je integrabila v Riemannovom smislu ili R-integrabilna na seg-
mentu [a,b] ako je
L.(f;a,0) = I%(f;a,b).
Tada se broj T = I, = I* naziva integral ili R-integral funkcije f na
segmentu |a,b] i oznacava jednom od sljedecih oznaka:

T = [mb}f(t)dt:/abf(x)dx:/[a?b}f:/abf.

Teorem 2.3. Neka je f : [a,b] — R monotona funkcija na |a,b] C R. Tada
je ona R-integrabilna na segmentu |a, b].

Definicija 2.4. Za funkciju f : [a,b] — R kaZemo da je monotona po
dijelovima na segmentu |a,b] ako postoji subdivizija a = ¢y < ¢; < ... <
Cho1 < ¢ < oo < Cu < ¢ = b takva da je fli, e monotona funkcija za
sve k=1,2,...,n.

Korolar 2.5. Neka je f : [a,b] — R po dijelovima monotona funkcija na
[a,b] C R. Tada je ona R-integrabilna na segmentu [a,b).

Kako smo ponovili bitne pojmove vezane uz Riemannov integral, mozemo
poceti konstruirati K-Riemannov integral.
Neka P, predstavlja skup svih particija od intervala [a, b] ,tj.

Plag) = J{(to.t1, o tn) ra=tg <ty < ... <t, =b}.
n=1

10



Nadalje, definiramo skup svih K-particija na intervalu [a, b] na sljedeé¢i naéin:

Pflib] = {(to.t1, .., tn) € Py i ti=a+ai(b—a),0; e KN[0,1],i =1,2,...,n}
= {(to,t1, ., tn) € Py 1 ti € [a, bk, i =1,2,...,n}.

Pretpostavimo da je funkcija f : [a,b] — R ograni¢ena na skupu [a, b]x sa

M := sup f(x),m:= inf f(z).

z€[a,blx z€[a,b]k
Za danu K-particiju = = (to, t1, ..., t,) € PES,b] definiramo

M;:= sup f(x),m;:= inf f(z),i=1,2,...,n.

TE[ti—1,t]x TE[ti—1,tlk

Ovi supremumi i infimumi su dobro definirani, tj. to su konac¢ni realni brojevi
jer je f ogranicena funkcija na [a, blg. Odnosno,

m<m; <M, <M,i1=1,2,...,n.

Sada mozemo definirati gornju K-Darbouxevu sumu funkcije f na sljededi
nacin,

= Z M;(t; —ti1)

i=1
Vrijedi:
W(fom) <Y Mt —tig) =M (t;—tiy) = M(b—a).
i=1 i

Donju K-Darbouxovu sumu funkcije f mozemo definirati kao,

= Z mz i z 1
Vrijedi:

n

k(f,7) >Z (ti—tic)) =m Y _(t; —tig) =m(b—a).

=1

11



Primjetimo da vrijedi i sljede¢a nejednakost,

mi(t; — tio1)

IN
=
:F
~
T.
—_
~
~

Z mi(t; —ticy) < Z M;(t; —tio1)
i=1 i=1
‘CK(fv ﬂ-) < uK(f? 7T).

Stoga zakljucujemo da je m(b —a) < Lx(f,7) <Ux(f,7) < M(b— a).
Sada mozemo definirati gornji K-Riemannov integral od funkcije f na inter-
valu [a, b] kao,

—b

f(t)dgt := inf {L{K(f, m)wE Pﬁb]}

a

i donji K-Riemannov integral kao

b
- f(t)dgt := sup {EK(f, T):wE 'Pfl(ib]}.

Definicija 2.6. Funkcija f : [a,b] — R omedena na [a,blx je K-Riemann
integrabilna na |a,b] ako su gornji i donji K-Riemannovi integrali jednaki. U
tom slucaju, K-Riemannov integral od f zapisujemo kao

/a b F(#)dxct.

U slucaju kada je K = R, koristit ¢emo standardni simbol fab f(t)dt umjesto

fab f(t)dxt. Sljededi teorem daje nam kriterij za K-Riemann integrabilnost.

Teorem 2.7. Funkcija f : [a,b] — R je K-Riemann integrabilna na [a, b] ako
i samo ako za svaki € > 0 postogi particija m € Plg i takva da

U (f,7) = Lx(f,m) <e.
Dokazimo prvo da za svaki pozivitini epsilon postoji particija m € Pja, b«
takva da Ux — Lk < €, tada je funkcija f : [a,b] — R K-Riemann integrabilna
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na [a, b].
Neka je ¢ > 0. Izaberimo particiju 7w € Pﬂli,b] koja zadovoljava gornju nejed-

nakost. Kako vrijedi
—b

f(t)dxt <Ux f(2)

a

b
L(f,m) < | f(t)dkt

imamo,

—b b
0< f(t)th — f(t)d]Kt < Z/{K(f, 7T) — ,C]K(f, 7T) < €.

Kako nejednakost vrijedi za svaki ¢ > 0,

—b

b
FO)dut = | F(t)dxt.

a

Pogledajmo sada drugi smjer, tj. pretpostavimo da je f K-Riemann inte-
grabilna funkcija, Zelimo dokazati da postoji particija 7 € Pja, b|* takva da

Uk (f,m) — Lx(f, ) <e.

Neka je € > 0. Prema definiciji infimuma postoji particija 7, td.

—b

Ue(f,m) < | f(t)dict + %

a
a prema definiciji definiciji supremuma postoji particija ms, td.

b
€
Lx(f,m2) > f(t)dxt — 7
Neka je m = m U me. Imajuéi na umu da je f K-Riemann integrabilna sto
znaci f:b f(t)dgt = fia f(t)dgt, mozemo zapisati.

Z/{]K(f, 7T) - ‘CK(fv 7T) < uK(f? ﬂ-l) - EK(f? 772)
b

= (Uelfm) = | F0)dit)

a

+ (/b f(t)th—EK(f,m))

13



Korolar 2.8. Funkcija f : [a,b] — R je K-Riemann integrabilna na [a,b]
ako 1 samo ako za svaku particiju {m, }nen C PEEJ,],

T, = (tén),tgn), ...,t,i:)), takve da

(n) _ 4(n)
llgr}zé}én(tj —t;)) — 0, kada n — oo

i za bilo koji izbor s§~n) € [t§") — t;@l]K particije T, imamo

b En
[ et = im > (67 < o),
a j=1

Propozicija 2.9. Neka su K; C Ks, potpolja od R. Ako je funkcija f :
[a,b] — R Ky-Riemann integrabilna tada je takoder i Ki-Riemann integra-

bilna 1 vrigeds
b b
/ F(E)die t = / F(E)dut.

Dokaz. Neka je m, = (tén),tgn),...,t,(cz)) € Pﬁlb],n € N proizvoljan niz
takav da

(n) _ 4
25,65 20

() ¢ [ ¢

Kako je f Ky-Riemann integrabilna, za bilo koji izbor s;

particije m, imamo ,
b En
[ 103 = Jim 3 60— )
a ]:1

Zbog proizvoljnosti od m,, € Pﬁflb}

b kn
[ st = lim 35 0.
a j=1

O
Kao posljedicu gornje propozicije za K; = K i Ky = R mozemo zakljuciti
sljedece.

Korolar 2.10. Ako je funkcija f : [a,b] — R Riemann integrabilna u
obicajenom smislu, tada je za proizvoljno polje K C R funkcija f K-Riemann

integrabilna, 1 vrijeds,
b b
| st = [ rioa
14



Primjer 2.11. Neka je K; C Ky, Ky # Ky te neka su Ky i Ky potpolja od
R. Razmotrimo funkciju f : |a, bk, — R.

B 0 ;:EG[C%b]Kl
f(z) = {1 T € [a,b]KQ\[@ab]Kl'

Vidimo da je f Ki-Riemann integrabilna i ff f(t)dx,t = 0. S druge strane
za svaku particiju T € PEIEQH\PEEII)}’ vrigedi da Uy, (T, f) =1 1 Lg, (7, f) =1
Stoga,

b b
0= [ St £ [ st =1

t1. f nije Ko-Riemann interabilna. Primjetimo da ako zamgjenimo u formuli
za f, Ky sa D, dobivamo,

k
D::{xe[O,l]:xzﬁ,kEZ,nEN}

tada dobivamo primjer funkcije koja nije K-Riemann integrabilna za bilo koje
podpolje K C R.
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3 Svojstva K-Riemannovog integrala

Propozicija 3.1. Ako je f : [a,b] — R funkcija takva da je f‘[ i monotona
a,0|K

tada je f K-Riemann integrabilna na |a, b.

Dokaz. Pretpostavimo da je f‘[ ’ rastuca, tj.
a,0|K

f(:E)Sf(y), ZCLCL’Sy, m,yG[a,b]K,

te daje f(a) # f(b).

Neka je € > 0. Fiksirajmo neku proizvoljnu particiju m, ,
T = (t(()n),tgn), ,tgz)) S Pﬁlj,b] , N € N,

gdje je
max (£ — t(n)l) <

1§j§kn( I = f0) = f(a)

M= swp  f(D) = f(ty)

(n) 4(n)
telt; 2ot ]

m; = inf  f(t) = f(t;).
teftl™) 4]

Stoga sumiranjem dobivamo
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kn
< 12}2}}; ¢t _ tgn)l) ;(MJ — my)
kn
= max () _ 4 ) > (ﬂtj) - f(tj_l))
= max (¢ QR [ Fb) = f(try—1) + f(to,—1) — f(tr,—2)
+ o F f(ty) — f(h)}
_ (n) _ 4(n)
= max (17 = ()| 0) ~ f(@)]
e
< T (£0) = f(@)) ==

Dakle, za proizvoljni € > 0 postoji particija za koju je
Z/{K(f? 7Tn) - ﬁK(fa 7Tn) <€

a to znaci da je f K-Riemann integrabilna.

Slijedi da U(f,m,) — L(f,m,) = 0 i zakljuéujemo da je f K-Rieman integra-
bilna.

Dokaz za funkciju koja je padajuca je slican.

[]

Teorem 3.2. Ako su f i g K-Riemann integrabilne na [a,b], tada je f + g
K-Riemann integrabilna.

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Bududi da je f K-Riemann integrabilna tada
postoji subdivizija 71, a = yp < y1 < ... < y, = b takva da je

U]K(f, 7T1) — ,CK(f, 7T1) <€

. — _ — f ‘ ° - — < )
;supf‘Jk (ye — Y1) — Y _in fl, = ye) <e

k=1
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gdje je Jr = [yr—1, Ykx-
Bududi da je g K-Riemann integrabilna, tada postoji subdivizija ma, a = 2y <
21 < ... < z, = b takva da je Ux(g, ™) — Lx(g,m) < €, tj.

T

Zsupg‘Zk 2k — 2p1) — Zinfg

k=1 k=1

. (Zk — Zk—l) <e€
k

gdje je Zr = [zx_1, 2kJk. Sada promotrimo novu subdiviziju koja je nastala
unijom svih tocaka iz subdivizije za f i g. Ta nova subdivizija je profinjenje
subdivizije za f i g i njezine ¢lanove nazovimo xy, tj. radi se o subdiviziji 7
sa ¢vorovima a = xg < 1 < ... < Ty, = b, pri cemu je

{zo, 21, s xm} = {Y0, Y1, -, Yn} U {20, 21, .o, 20}

Kad subdiviziju profinimo, tada se gornja Darbouxova suma smanji, a donja
se poveca, tj.
EK(fv 7T) > E]K(f7 7T1)7 ﬁK(ga W) > S(ga 7T2>

u]K(fv 7T) < Z/{K(f7 Wl)auK(gvﬂ-) < S(g,ﬂ'z).
Dakle vrijedi,

uK(f? 7T) - EK(f? ’/T) < Z/[K(fa 71'1) - [’K(fa 71'1) <é€

MK<g77T) > ‘CK(977T> < Z/{K(Q,WQ) - EK(g>7T2) <E.

Dalje ¢emo i za f i g koristiti subdiviziju 7. Koristit ¢emo ove oznake
Mk(f) = Sup f‘[zk—lymk}

my(f) = nf fli, e

Za supremum i infimum vrijedi:

sup(f + g) < sup f +supg
inf(f + g) > inf f +inf g.
Naime, za bilo koji z € [a, b] vrijedi
(f +9)(z) = f(x) + g(x) <sup f +supy,

tj. sup f + sup g je gornja meda za skup Im(f + g). To znaci da je veca ili
jednaka najmanjoj gornjoj medi za Im(f + g), a to je upravo sup(f + g).
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Time smo obrazlozili prvu nejednakost. Druga se dobiva sli¢no.
Dokazimo da je f + g integrabilna funkcija

n

Z <Ml~c(f +g) — mp(f + g))(wk — Tp1)

k=1

n

<3 (M) + Milg) = mulf) = mal9) ) (ex = w11)

Dakle, za 2¢ > 0 postoji subdivizija za koju je Ux — Lx < 2¢, tj. f+ g je
integrabilna.

b b b
Dokazimo da je / (f—l—g)(t)th:/ f(t)th+/ g(t)dxt.

b
/Yf+mumw < Mi(f+9)(ax — z)

< ZMk(f)($k — Tp—1) + ZMk(g)(l’k — Tp-1)

k=1

< e+ ka(f)(iﬂk — Tp1) e+ ka(g)(a:k — Tp-1)

k=1
b b
S 28+/ f(t)th—i—/ g(t)th,

pri cemu smo u gornjim nejednakostima koristili tvrdnje

n b n
> mg(F)(xy, — 2pm1) < / F(t)dgt < My(F)(wy, — 25-1)

k=1

za F'= f,g,f + g, te nejednakost Uk (F,7) < ¢ + Lx(F,7) za F = f,g.
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Vrijedi i sljedece:
b
[ o wdat = Mif+ g)lan —mi)

Do) (wn = xiea) + ) milg)(wp — wpo1)
> e+ Y M(f)(wp — zpo1) e+ > Mi(g)(ap — z1)

b b
> 25+/ f(t)th+/ g(t)dxt.

\Y

Dakle, za svaki € > 0 vrijedi

‘ /ab(f + 9)(t)dxt — /abf(t)th ~ /abg(t)th‘ < 9

a to znaci da je

/ab(f + o) (Bt = /abf(t)th + /abg(t)th.

]

Teorem 3.3. Ako je f K-Riemann integrabilna na [a,b] i o € R, tada je

" F()dxt = a ’ F(£)dxct.
/ /

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan te neka je & > 0 (za a < 0 dokaz je
analogan). Za proizvoljni € > 0 postoji subdivizija za koju je Ux — Lx < £.
Kako znamo da inf af = ainf f i supaf = asup f onda vrijedi i

,CKQ = Oz,CK s
f !

Uk

of = Ozqu.

Iz toga slijedi da
U]Kaf - EKaf = Oé(qu - EKf) <g,

pa zakljucujemo da je af integrabilna, tj.

/ab af (t)dyt — a/abf(t)th) <e

N /abozf(t)th:a/abf(t)th.
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Teorem 3.4. Neka je f K-Riemann integrabilna funkcija na [a,b].
a) Ako je f(t) > 0 za svaki t € [a, bk tada je fabf(t)th > 0.
b) Apsolutna vrijednost | f| je K-Riemann integrabilna na [a,b] i

b
‘ / f(t)dxt
Dokaz.

a) Neka je {m,}, bilo kooji niz particija takav da je

b
< / ()]st

lim max (t(.n i

n—oo 1<j<ky,

) =0

i neka je 3§n) € [tg") _ t;’i)l] . Tada je
K

b En
_ T (n)y () (n)
| 10t = tim > A =47
Buduéi da je f(s§n)) > 0 za sve j,n € |a,blk, te da je tg-n) — tg-ﬁ)l > 0 slijedi
da su sume na desnoj strani nenegativne te je njihov limes nenegativan broj,
t]. fab f(t)dxt je nenegativan broj sto je trebalo dokazati.

O
b) Prvo zamjetimo da za svaki z,y € R vrijedi

1yl = lol| <y — ol
Naime, ako y napiSemo kao

y=@Uy—z)+w

i primijenimo nejednakost trokuta |a + b| < |a| + |b| na brojeve a =y — x i
b = x dobivamo

yl =1y —2) + 2| <y — x|+ |«],
.

lyl =[] < |y — =.

Ako u zadnjoj nejednakosti zamijenimo z i y dobivamo da je |z| — |y| <
|z —y| = |y — z|. 1z te dvije nejednakosti slijedi da je ||y| — |z|| < |y — z|.
Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Tada za svaka dva z,y € [a, b] za koje
je |y — x| < e, prema upravo dokazanom , vrijedi i da je

Iyl = ol <&,
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Funkcija f je K-integrabilna na [a,b] pa za € > 0 postoji particija 7 =
{9, x1,...,x,} od [a,b] takva da je

Z/[K(f, 71') — E]K(f, 71') < 82.

Neka su

M;:= sup f(x),
me[ti,hti]K

m; ;== inf x),
Ie[ti_l,ti]Kf( )

M7= sup |f|(z),
:L'E[ti_l,ti]IK

m; = inf |f|(x).
LBE[ti_Lti]K

Indekse 1,2,...,n brojeva iz particije m podijelimo u dva skupa A i B. U
skupu A su svi oni indeksi ¢ za koje je M; —m,; < e. U skupu B su oni indeksi
1 za koje je M; —m; > €.
Prvo promotrimo ¢ € A. Za taj indeks ¢ vrijedi M; — m; < ¢, tj.
sup f(x)— inf f(z) <e.
T€[ti1,tily TE[ti-1,tilk
To znaci da je razlika funkcijskih vrijednosti za bilo koja dva broja iz [t;_1, t;|k

manja od &, tj,

() = £(s)| < 2

za sve t, s € [t;_1,t;|x. Buduéi da je

< [f(t) = f(s)l,

1701 = 17(5)

slijedi i da je
sup |fl(x) = _inf |fl(x) <.

xe[tifl,ti}K me[ti—lvti}K

tj, M —m; < e. Promotrimo sada ¢ € B. Funkcija f je ogranicena na [a, bk,
tj. f(t) € [m, M]. Tada |f(t)| € [0, K] gdje je K = max{|m|,|M|}. Tada je

M —m;= sup |f|(z)— inf |f|(x) <K+ K =2K.

xe[t’i—l7tih}< $€[t,‘_1,ti]K
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Sad vrijedi

Z M — T— 1 Zmz(ﬂfz - xifl) = Z(Mz - mz)(ﬂfz - 5L’z‘71)

i€B ieB icB
< Z(Mz —mg)(zi — @)

icB
+ Z(Mz —mg)(zi — @)

icA

n

— Z<M’ —m;) (2 — x-1)

=1
= L{K(fv 7T) - ‘C]K(f7 7T) <é

Ali za i € B imamo da je M; —m; > € pa zajedno s prethodnom nejednakosti
imamo:
ZS(% —xi1) < Z(Mz —my)(m; — mi) < €7,
i€B i€B
pa kad podijelimo s € dobijemo
Z(:cZ —xiq) <Ee.
i€B

Sad ocijenimo razliku izmedu gornje i donje Darbouxove sume za funkciju

|f1-

Ug([f],m) = Le(lfl,m) = Z(Mi*—m?)(%—xifl)

i=1

= Z(M —mi)(x; — xi_q) +Z T — Ti1)
i€EA i€EB

S Z i Ti—1 +22K i — Li— 1
i€A i€EB

= e (wi—mi) + 2K (1 — i)
i€A i€B

S 52( —Ti—1 +2KZ i — Li— 1
i=1 i€B

< e(b—a)+2Ke

= ¢(b—a+2K),
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tj.
U (|f],m) — Lx(|f],m) < e(b—a+ 2K),

a buduéi da je ¢ proizvoljan slijedi da je |f| integrabilna. Za dokaz formule
koristit ¢emo da je integral jednak limesu integralnih suma. Naime, neka je
{mn}n bilo koji niz particija od [a, bk takav da je

lim max (t(-n) - tyi)l

n—=00 1<j<ky 7

) =0

(n)

i neka je Sgﬂ) c [tj — tg-ri)l] . Tada je prema nejednakosti trokuta
K

kn
|30 A )] < D[] 1),
J= =1
tj.
b kn
‘/ f(x)dKl’) = hnolo ’ Zf(s(n))(t§n) _ tgji)l) <
a J:
i b
< i SO = 1) = [ 11

O

Propozicija 3.5. Ako je f : [a,b] — R je uniformno radijalno K-neprekidna,
tada je K-Riemann integrabilna na svakom podskupu [c,d] C [a,b].

Dokaz. Uzmimo proizvoljne ¢,d € [a,b] takvi da je ¢ < d. Prema
propoziciji 1.3, zakljucujemo da je f|.q4 je uniformno neprekidna. Kako
cl([c,d]x) = [c,d], postoji jedinstvena neprekidna funkcija g4 @ [c,d] = R
takva da

geall) = F(1) L€ [edy.

Na temelju korolara 2.10, f je K-Riemann integrabilna, stovise
d d
/ F(t)dit = / Gealt) .

Teorem 3.6. Neka je I C R otvoreni interval te neka je f : I — R K-
konveksna funkcija. Tada za proizvoline a,b € I a < b funkcija fls je
uniformno neprekidna.

]
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Teorem 3.7. Neka je I C R otovreni interval te neka je f : I — R K-
konveksna funkcija. Tada za proizvoljne a,b € I a < b postoji jedinstvena
neprekidna funkijca gqp : [a,b] — R, takva da

gab(l') = f(l') ; TE [aa b]K
Funkcija go zadovoljava sljedecu nejednakost

gab<a+b) S gab<w) +gab<y)
2 2
za svaki x,y € [a,b], posebno gq je konveksna funkcija.

Sada mozemo izracunati integral od K-linearne funkcije. Primjetimo da
funkcija moze biti prekidna u svakoj tocki, tako da Riemannov integral mozda
niti ne postoji.

Propozicija 3.8. Neka je f : R — R K-linearna funkcija. Tada je funkcija
f K-Riemann integrabilna na svakom intervalu |a,b], stovise

/abf(t)th _ f(a;b)(b—a).

Dokaz. Pretpostavimo da je f K-linearna funkcija. Na temelju propozicije
2.2 i teorema 2.3, zakljucujemo da je funkcija f K-Riemann integrabilna na
svakom intervalu [a, b]. Nadalje, neka je

o i (060 )
(n)

;=at f;(b —a), j=0,1,...,n. Imamo ovo:

/bf(t)th - 1Lmif(t§"))%(b—a)

gdje je t

— Ji_glof<na+n(z—:1>(b—a)>%(b—a)
- s oo
= Jm (f@)+ - @) 6o

- o s5)o-o

- (0o,
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Teorem 3.9. Pretpostavimo da f : [a,b] — R i ¢ € [a,blx. Tada f je
K-Riemann integrabilna na |a,b] akko je K-Riemann integrabilna na [a,c] i
[c,b]. Stovise u tom slucaju,

/abf(t)th = /acf(t)th 4 /cbf(t)th,

Dokaz. Pretpostavimo da je f K-Riemann integrabilna na [a, b]. Uzmemo
e > 01 particiju 7 € ”PEE 0] takvu da

U]K<f, 71') — EK(f, 7T) < €.

Definirajmo 7 kao prosirenje od 7 nastalo dodavanjem ¢ na rubne tocke od
. Tada je T = m; U g, gdje

m=7Nla,cg , m:=7TN][cbk.
Ocito, m € P 4 1 m € PpS), Stovise
Z/{K(f, f) = Z/{K(f7 7T1) + uK(f7 7T2)
‘CIK(f> ﬁ) = ‘CK(fa 7T1) + EK(fa 7T2)'
Slijedi
Us(f.m) = Lu(fim) = U 7) = La(£.7) = Ul £.7) = Lac(f, D)
< Z/{]K(f, 7T) - ‘CK(f? 7T) <§g,

sto dokazuje da je f K-Riemann integrabilna na [a,c]. Zamjenom my i o,
dobiti ¢emo dokaz za [c,b]. Pogledajmo sad drugi smjer ekvivalencije. Ako
je f K-Riemann integrabilna na [a, c] i [¢, b], tada postoje particije m; € PEE,C}
179 € Pﬁlf’b] takve da

Z/{K(f? ﬂ-l) - ﬁK(f? 771) <

DO po| m

uK(f7 7T2) _‘CK(f7 7T2) <
Neka je m = m U my. Tada
Uk (f,m) — Lx(f,m) = U (f,m) — Lx(f, m) + Ux(f, m2) — Lx(f,m) <e,

sto dokazuje da je f K-Riemann integrabilna na [a,b]. Konac¢no, ako je
f K-Riemann integrabilna, tada sa particijama kao gore 7, m, 7, kao gore
imamo
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b
/ fdt < Use(fom) = Use(fo 1) + Use(fom2)
< ,CK f 7T1)+£K f 7TQ)+€

< /f th+/;‘ (t)dxt — e.

Sli¢no,

b
/ FO)det > Lxlf,m) = Llfym) + Li(fm)
> f 7T1 + Uk f 7T2 +ée

> /f th—i-/ftth—a

Kako je € > 0 proizvoljan, vidimo da

/abf(t)th = /acf(t)th 1 /be(t)th,
]

Promotrimo da za K-linearnu funkciju f : R — R, gdje je K # R i za
tocku ¢ = aa + (1 — a)b € (a,b), gdje je a € (0,1), imamo

[t~ [ gt~ [ g0t = 5(rata =) - afta—b)a - )

Stoga, moze se dogoditi da za neke a € (0, 1)\K, gornji izraz je razli¢it od
nule.

27



4 Poveznica izmedu radijalne K-derivacije i
K-Riemannovog integrala

U 2006. godini Z.Boros i Zs.Pales [1] su istrazili i dali definiciju radijalne
K-derivacije preslikavanja tocke u danom smjeru.

Definicija 4.1. Za preslikavange f : I — R (I je otvoreni interval) kaZemo
da ima radijalnu K-derivaciju u tocki x € I u smjeru u € R ako postoji
konacni limes,

Dk f(z,u) := lim Jltru) = f(a:)

T€K+ —0 T

Reéi ¢emo da je f radijalno K-derivabilna u tocki x ukoliko postoji Dk f(x, u)
za svaki u € R. Funkciju f : I — R nazivamo radijalno K-derivabilnu ako
je f radijalno K-derivabilna u svakoj tocki x € R. Poznato je, da je svaka
K-konveksna funkcija f : I — R radijalno K-derivabilna. Posebno, kao i
svaka K-linearna funkcija a : R — R sa

Dy f(z,u) = f'(x)u , za ueR.

S druge strane, ako je funkcija f : I — R derivabilna u obi¢ajenom smislu u
tocki x € I onda je ona i radijalno K-derivabilna u x sa

Dxf(x,u) = f'(x)u , za u€R.
Sada imamo vezu izmedu radijalne K-derivacije i K-Riemannovog integrala.

Teorem 4.2. Pretpostavimo da je f : [a,b] — R K-Riemann integrabilna
na svakom podintervalu oblika |a, x|y, za svaki v € (a,b]. Neka je funkcija
F :a,b] — R definirana s formulom

F(z):= /ff f(t)dxt.

Slijedi, ako je f radijalno K-neprekidna u tocki x €< a,b] tada je F radijalno
K-derivabilna v x v smjeru x — a,Stovise

DxF(z,x —a) = f(x)(z — a).
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Dokaz. Fiksirajmo = € [a,b] i uzmimo £ > 0 proizvoljan. Za « € K, te
z € [a,r + o(r — a)]x na temelju teorema 2.6 i teorema 2.7 dobivamo,

Horale— ) ZFD ) -a)

_ ’_(/x-i-a:c a) (t)th_ /ax f(t)th> - é(/:w(x_a)f(z)dﬂgtﬂ
_ ’_/x+ax a) SOt — é/xﬁa(xa)f(x)dﬂd‘

AN (RO
z+a(z—a)
< a/x ft) - )th

Neka je a € K, dovoljno mali

€
[f(t) = flz)] < g’ ter,xz+a(r—a)lk
tada,
1 z+a(z—a) 1 z+o(z—a) 1
—/ | (8)=f(2)|dxt < —/ Edyt = —a(r—a)—— =«.
& Je a Sy r—a (07 Tr—a

]

Sada smo u poziciji da mozemo dokazati slijede¢u karakterizaciju K-
konveksne funkcije.

Teorem 4.3. Neka je I otvoreni interval I C R te neka je f : I — R
K-konveksna. Tada za svaki a,x € I, imamo

1 X
fla) = f(a)+ = | Defito - ayaet.
Dokaz. Uzmimo proizvoljne a,x € I a # z i a < z. Kako je f K-

konveksna funkcija, prema teoremu 2.4 postoji uniformno neprekidna ko-
nveksna funkcija g : [a, 2] — R, takva da

Stoga, za t € [a, x|k dobivamo
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ft+alz—a) - f{t)

Drf(t,z—a) = KJthIaDHO a
o, ez

= (z—a)g(1).
Iz gornje tvrdnje i fundamentalnog teorema za obi¢ni Riemannov integral
slijedi,
1

r—a

[ Desta =yt = [ g0t = gla) - 0) = @) - Fl@)
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5 Hermite-Hadamardova nejednakost

Postoje mnoge nejednakosti koje vrijede za konveksne funkcije. Jedna od
najpoznatijih nejednakosti je Hermite—Hadamardova nejednakost,

a+b)§bia/abf(t)dt§M a < b.

f( 2 2 Y

Ova nejednakost ima vaznu ulogu u konveksnoj analizi. U literaturi
mozemo naci razne varijante generalizacije i primjene ove nejednakosti. Na-
pomenimo da je C.Hermit prvi objavio ovu nejednakost, a 10 godina kasnije
J.Hadamard je nanovo otkrio lijevu stranu iste nejednakosti. Zanimljivo je
da lijeva i desna Hermit-Hadamardova nejednakost karakteriziraju konveks-
nost. Naime, ako je f : I — R neprekidna funkcija tako da Va,b € I,a < b za

restrikciju f - vrijedi lijeva Hermit-Hadamardova (ili desna) nejednakost,
a,b

tada je f konveksna funkcija.

Teorem 5.1. Neka je I C R neprazni otvoreni interval i neka je f: I — R
K-konveksna funkcija. Tada za proizvolje a,b € I,a < b, nejednakost

R

Dokaz. Neka su a,b € I,a < b, proizvoljni i fiksni. Prema teoremu
postoji jedinstvena neprekidna i konveksna funkcija g, : [a,b] — R takva da

guw(x) = f(x) , x € |a,blk.

Kako je g, konveksna, zadovoljava klasicnu Hermite-Hadamardovu nejedna-

kost,tj.
(55 = w50 <3t [ suta

gab(a) + gab(b) _ f(CL) + f(b>
2 2

/a ’ gtV = / 0 dt
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Bududi da je,



slijedi da je

(55 2 g1 [t L [ o< 1020

¢ime je dokazan teorem.
O
U prethodnom smo dokazu koristili klasicnu Hermit-Hadamardovu nejed-
nakost. Sada ¢emo napraviti jos jedan dokaz, ali bez koristenja Hermite-
Hamaradove nejednakosti.
Dokaz. Kako bismo dokazali desnu stranu nejednakosti prvo dokazimo

sljedece,
f(z) < fla) + W(I —a) , 7€ [abx

Neka je x € [a, blg. Tada postoji t € [0,1] N K takav da je
ta+(1—t)b=

Izrazimo i odavde ¢ dobivamo

b—=x

t = .
b—a

Funkcija f je K-konveksna na [a, b pa vrijedi

flta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

Uvrstimo u tu nejednakost ta++(1—t)b =z, t = Z:—z, 1—t = =2 dobivamo,
b—x r—a
< b).
1) < V=2 pa) + 22 4)

Kada pomnozimo s (b — a) i faktorom b — 2 napisemo kao (b — a) — (x — a)
Imamo

(b—a)f(@) < (b—2)f(a)+ (2 —a)f(b)
(b-a)f(@) < |b-a)=(@=a)|f(@)+ (- a)f®)
(b—a)f(@) < (b-a)fa)= (- a)f(@)+ (= - a)f)

(b-a)f@) - @] < [f0)-1@]@-a
1)~ ra) < =Sy

fo) < fla)+ O



Integriranjem gornje nejednakosti na intervalu [a, b] dobivamo

/abf(t)th < /ab <f(a) + f(bz)yii:(a) (t — a)>th

= [ st + [ O i

f(b) = f(a)

= f(a)/a dgt +

= D (5w + 5)

i dijeljenjem s b — a dobivamo

b a
ﬁ/ﬂ F(t)dgr < S );rf(b).

Po definiciji konveksnosti mora vrijediti

1 1 1

Fgr+ 59) < 5 F@) + 370,

Neka je sada x =ta+ (1 —t)biy = (1 —t)a + th. Tada dobivamo

F(5E0) < 2 (Ftta+ (L= 0)+ (1~ t)a+ b)),

pa integriranjem po ¢ na [0, 1] slijedi

f(a ; b) < /01 [% <f(ta+ (1—1)b) + f((1 —t)a +tb))}dﬂ<t

= %/01 (f(ta+(1—t)b)) +%/01f((1—t)a+tb)dnd-
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[zracunajmo posebno dva integrala s desne strane posljednje nejednakosti.
Za prvi uvedimo supstituciju u = ta+ (1 —¢)b pa je du = (a — b)dt, odnosno
dt = ﬁdu, a granice prelaze iz 0i 1 u b i a. Slijedi

%/01 (f(ta—i—(l—t)b))th = ﬁ/baf(U)dKu

1 b
- s / F(u)dsu.

Analogno dobivamo da je i drugi integral s desne strane posljednje nejedna-
kosti jednak
1 b
dgu.
2(()_@)/&v f(u> KU
0

Kao s§to je slucaj s realnim konveksnim funkcijama, u klasi uniformno radi-
jalno K-neprekidnih funkcija svaka od nejednakosti

b
(40) <t [ o< L0 oz

je ekivalentna K-konveksnosti.

Teorem 5.2. Ako je funkcija f: I — R uniformno radijalno K-neprekidna
i za svake elemente a < b od I, zadovoljava nejednakosti

(50 <52 [ roms

’ a
bia/a ey < TOTIO)

onda je f K-konveksna.

il

Dokaz. Pretpostavimo da f zadovoljava prvu nejednakost (za drugu ne-
jednakost dokaz se provodi na isti nac¢in). Dovoljno je pokazati da za svaki
a,b € I,a < b jedinstveno neprekidno prosirenje gq, of f|ap, je konveksna
funkcija. Fiksirajmo proizvoljne ¢,d € [a,b],c < d. Tada postoje nizovi
{¢n}nen 1 niz {d, }nen takvi da ¢, d,, € [a,bx ¢, < dp,n € N

lime¢,=c¢ , limd,=d.
n—o0 n—oo
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Buduéi da su ¢,,d, € [a,b]k, prosirenje g. 4, na [c,,d,] zadovoljava

gab(t) = gcndn(t) = f(t) 5 te [Cru dn]K; n € N.

Po pretpostavci za svaki n € N, vrijedi

gab(c”;d")zf(c";d") gdnicn i " )th—dniCn /Cdngab(t)dt.

Uzimajudi limes za n — oo dobivamo

c+d 1 d
gab< 9 >§ d—C/ gab(t)dt

Pokazali smo da neprekidna funkcija g, zadovoljava lijevu stranu klasicne
Hermite—Hadamardove nejednakosti, a kako znamo da je takva funkcija
konveksna i zbog proizvoljnosti od a,b € I mozemo zakljuciti da je f K-
konveksna, ¢ime zavrSavamo dokaz.

[]

Teorem 5.3. Prva nejednakost uw Hermite-Hadamardovoj nejednakosti jaca
je od druge nejednakosti, odnosno uz pretpostavke teorema vrijeds,

%a/abf(x)dﬂd_f<a—21-b>Sf(a);‘f(b)_bia/abf(x)de.

Dokaz. Primijenimo li Hermite-Hadamardovu nejednakost na intervalima

[a, ¢ ; b} i [a —2|— b, b} dobivamo:

/f o < 2 [7(“50) + (@)

b_m/ f)dzr < S[1(“E0) + o).

a+b _b—aib_a—irb_b—a
“= 2 T 2

Bududi da je , zbrajanjem ove dvije

nejednakosti dobivamo:

[ e < 5w+ 50] 1 (550,

odakle pogodnim transformiranjem dobivamo

i [ e = g (150) <TI0 L
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Sazetak

Ovaj se diplomski rad bavi definiranjem K-Riemannovog integrala. Kako
bismo lakse definirali pojam K-Riemannovog integrala u radu smo ponovili
vazna svojstva i definicije vezane za Riemannov integral kao sto su: gor-
nja i donja Darbouxova suma, infimum, supremum, gornje i donje mede,
integrabilnost funkcije, monotonost funkcije i ograni¢enost funkcije. Proma-
trajuéi integral na polju K kao potpolju od R konstrukcija K-Riemannovog
integrala slicna je konstrukciji Riemannovog integrala. U radu je takoder
defininan pojam radijalne K-derivacije te smo saznali postoji li poveznica
izmedu radijalne K-derivacije i K-Riemannovog integrala.

Na kraju rada smo prosirili klasicne Hermite-Hadamardove nejednakosti

na slucaj kada se uobicajeni Riemannov integral zamijeni s K-Riemannovim
integralom i pojam konveksnosti zamijeni s K-konveksnosti.
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Summary

This master thesis introduces definition of K-Riemann integral. In the be-
ginning, we repeat some important properties and definitions regarding Ri-
emann integral: upper and lower Darboux sum, infimum, supremum, upper
and lower bound, function integrability, monotone function. Looking at in-
tegral on K field as subfield of R, construction of K-Riemann integral is
similar to Riemann integral construction. In this thesis we also define radial
K-derivation and we find out a connection between radial K-derivation and
K-Riemann integral.

At the end of this thesis we extended classical Hermite-Hadamard inequ-

alities to the case when the classical Riemann integral is replaced by K-
Riemann integral and the notion of convexity is replaced by K-convexity.
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