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Uvod

Pravokutni trokut ¢ije su duljine stranica prirodni brojevi zovemo Pitagoritﬂ trokut. Uredenu
trojku prirodnih brojeva (x, y, z) zovemo Pitagorina trojka, ako su x i y duljine kateta, a
z duljina hipotenuze nekog Pitagorinog trokuta, odnosno ako zadovoljavaju jednakost

Kty =2 (1)

koja predstavlja algebarski zapis dobro poznatog Pitagorinog poucka. Ukoliko su brojevi
x, y 1 z relativno prosti, kazemo da je (x, y, z) primitivna Pitagorina trojka, a trokut s
takvim duljinama stranica naziva se primitivni Pitagorin trokut. Jo$ od Euklideﬂ poznate su
formule kojima su duljine stranica bilo kojeg Pitagorinog trokuta izraZene u obliku m?—n?,
2mn i m* + n?, za neka dva prirodna broja m i n.

Jedno od najstarijih pitanja u povijesti matematike, od antickog doba i Diofantovikﬂ
radova, preko arapskih matematicara u 10. stoljecu, Fibonaccijzﬂ u 13. stoljecu i dalje,
sve do suvremene aritmetiCke geometrije i teorije brojeva, odnosi se na pronalazenje svih
pravokutnih trokuta s racionalnim duljinama stranica ¢ija povrsina ima zadanu cjelobrojnu
vrijednost. Prirodni broj A sa svojstvom da postoji pravokutni trokut s racionalnim du-
ljinama stranica ¢ija povrsina iznosi A uobiCajeno se naziva kongruentnim brojem. lako
su proucavanjem kongruentnih brojeva dobiveni mnogi zanimljivi rezultati, joS uvijek je
otvoren problem opcenitog postupka kojim bi se u konacno mnogo koraka ispitalo je li
neki prirodni broj kongruentan.

U ovom radu prikazana je jedna geometrijska metoda kojom se za pojedini kongru-
entni broj A, pocevsi od jednog pripadnog pravokutnog trokuta s racionalnim duljinama
stranica, moZe iterativno konstruirati niz trokuta s istim svojstvima, povrsine oblika Ar?,
pri ¢emu je r racionalan broj. U takvom nizu nema sli¢nih trokuta. Kako je u proucavanju

IPitagora (Samos, oko 570.pr.Kr. — Tarent, oko 495.pr.Kr.), starogreki filozof i matematicar.
2Euklid (oko 340.pr.Kr. — oko 287.pr.Kr.), starogréki matematicar.

3Diofant (Aleksandrija, 3.st.), gréki matematicar.

4Leonardo iz Pise - Fibonacci (1170. — 1240.), talijanski matematicar.



SADRZAJ 2

kongruentnih brojeva kljuc¢na ideja povezivanje s eliptickim krivuljama i njihovom struk-
turom grupe, dalje se pokazuje kako se parametrizacijom i preslikavanjem na elipti¢ku
krivulju E : y* = x> — A’x dobivaju nove racionalne tocke i njima pridruZeni trokuti.

Prikladnom parametrizacijom skupa 7 # racionalnih pravokutnih trokuta povrSine A na
tom skupu uvodi se algebarska struktura u kojoj je 74 konacno generiran. To je zapravo
varijanta Mordellovog teorema, u okviru geometrijski konstruiranog skupa T4. Ostaje
otvoreni problem efektivnog pronalaZenja tog konanog skupa generatora. Na primjerima
su prikazani skupovi generatora za neke vrijednosti kongruentnog broja A i pripadne par-
ticije skupa T 4.



Poglavlje 1

Povijesni pregled i pojam kongruentnog
broja

1.1 Euklidova parametrizacija pravokutnih trokuta s
cjelobrojnim stranicama

Postojanje Pitagorinih trojki koje zadovoljavaju jednadzbu (I]) poznato je ve¢ preko dvije
tisue godina. Euklid je pronasao formule koje za bilo koja dva prirodna brojamin, m > n
daju Pitagorine trojke:

x=m>-n?
y=2mn (1.1)
z=m* +n’

([6], Lema 1. uz Propoziciju 29., Knjiga 10.). Svi pravokutni trokuti s cjelobrojnim dulji-
nama stranica mogu se dobiti iz formule (I.1). Svaka Pitagorina trojka viSekratnik je neke
primitivne trojke, koje su u izravnoj korelaciji s relativno prostim parovima (m, n) na nacin
da je to¢no jedan od (m, n) paran [4].

Teorem 1.1.1. Sve primitivne Pitagorine trojke (x, y, z) u kojima je y paran, dane su

formulama:
22

xX=m"-n", y=2mn, z=m*+ n?, (1.2)
gdje je m>n i m, n € N su relativno prosti brojevi razlicite parnosti.

Dokaz. Jednadzbu (I) moZemo zapisati u obliku:

¥ = (2 + x)(z - x).



POGLAVLIJE 1. POVIJESNI PREGLED I POJAM KONGRUENTNOG BROJA 4

Nadalje, neka je y = 2¢. Brojevi z+ x 1 z— x su parni pa postoje prirodni brojevi a i b
takvidaje z+ x =2a, z—x =2b. Tada je:

¢® = ab. (1.3)

Budu¢idaje z = a+ b, x = a— b, zakljuCujemo da su brojevi a 1 b relativno prosti,
jer u suprotnom x i z ne bi bili relativno prosti. Prema tome, iz (I.3) slijedi da postoje
relativno prosti prirodni brojevi m i n takvi daje a = m?, b = n?. Odavde je:

x=m>-n*, z=m*+n’ y = 2mn.

Brojevi m 1 n ne mogu biti oba parni jer su relativno prosti i ne mogu biti oba neparni jer
je x = m? — n*> neparan. Dakle, brojevi m i n su razli¢ite parnosti.

Nadalje, brojevi x, y i z definirani u (I.1]) zadovoljavaju jednadzbu (T]), odnosno vrijedi:

(m* — n®)? + Cmn)* = m* + 2m*n® + n* = m* + n?>.

Provjerimo jesu li brojevi x, y i z relativno prosti. Pretpostavimo suprotno, odnosno da
brojevi x i z imaju zajednicki djelitelj d > 1. Tadaje d neparan, d|(m?*+n?)+(m?—n?)
tji. d|2m? i d|(m?*+n*) —(m*>—n?) tj. d|2n*. No, ovo je u kontradikciji s pretpostavkom
dasu m i n, pastogai m? i n?, relativno prosti. m

MozZemo, dakle, ustvrditi da su primitivne Pitagorine trojke (x,y,z) u kojima je y
paran, parametrizirane parom (m,n), pri ¢emu su m,n € N relativno prosti brojevi
razliCite parnostii m > n.

Iz teorema [I.1.1|slijedi da su sve Pitagorine trojke dane identitetom:

[k(m® = n®)? + Qkmn)? = [k(m® + n*)]%,

gdjesum, n,k e N,m > n i m, n razliite parnosti.

Nije teSko pokazati da se svi pravokutni trokuti s racionalnim duljinama stranica mogu
dobiti mnoZenjem duljina stranica pravokutnih trokuta s cjelobrojnim stranicama racional-
nim skalarom.

1.2 Diofant i arapski zapisi

Petstotinjak godina nakon Euklida, Diofant je zapazio da pravokutni trokut s cjelobrojnim
duljinama stranica x, y, z icjelobrojnom vrijednosti povrSine A postoji ako i samo ako
su 22 +4A i 72 — 4A oba kvadrati prirodnog broja, uz uvjet A > 0.

Jedan smjer je o¢igledan, jer ako postoji takav trokut, onda vrijedi x*+y* = z* i 4A = 2xy,
paje 22 +4A = (x + y)°.
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Obratno, ako vrijedi 22 + 4A =u? i 72 —4A =12, pricemusu u i v cijeli brojevi, lako
jeuocitidasu x = ¥ i y = =¥ takoder cijeli brojevi (jer (u + v)(u — v) = 8A), za koje
vrijedi x> +y? =72 i 2xy = 44, pasu x,y duljine kateta pravokutnog trokuta povrsine
A.

Promatramo li pitanje postojanja Pitagorinog trokuta na taj nacin, moze se krenuti od
zadane vrijednosti povrSine (A 1 traziti sve Pitagorine trojke (x, y, z) za taj prirodni broj A.

U Poglavlju XVI1., History of the Theory of Numbers (3], spominje se kako anonimni
arapski zapis, napisan prije 972. godine, sadrZi sljedeéi problem (kongruentnih brojeva):
Za zadani k € Z treba prona¢i kvadrat z* takav da su z* + k oba kvadrati. U tim zapisima
navedena su neka svojstva 1 primjeri kongruentnih brojeva te tablica s preko trideset takvih
brojeva, pocevsi od 5, 6, 14, .. ., itd. do 10374. I ovdje su kongruentni brojevi eksplicitno
povezani s pravokutnim trokutima, no nema jasnih naznaka da je ta tematika bila izravno
potaknuta Diofantovim radovima, premda su neki od tih radova prevedeni na arapski jezik
u drugoj polovici 10. stoljeca i imali su veliki utjecaj na arapsku matematiku. Mohammed
Ben Alhocain u jednom arapskom rukopisu iz 10. stoljeca kao glavni cilj teorije pravokut-
nih trokuta s racionalnim stranicama navodi traZenje kvadrata, kojem kada mu se pribroji
ili oduzme cijeli broj k opet daje kvadrat. 1zveden je i geometrijski dokaz gore spomenutog
Diofantovog zapaZanja da kvadrat hipotenuze ima traZeno svojstvo jer je z2 +2xy = (x+y)?.

Mnoge arapske, a i druge matematicare srednjega vijeka zanimalo je postojanje rjeSenja
za zadani prirodni broj A, i ako ono postoji, pronaci Pitagorine trojke koje zadovoljavaju
zadanu vrijednost povrSine A. ViSe o tome moZe se pronaci u [3].

1.3 Fibonacci i kvadrati brojeva

Fibonaccijev prvi rad, po pitanju pronalaska pravokutnih trokuta zadane povrsine, bio je
odgovoriti Johnu od Palermeﬂ na postavljeno pitanje:

Pronadi kvadrat broja iz kojeg, kada mu se pridoda ili oduzme broj 5, u oba
slucaja se dobije kvadrat broja ([7]], str. 3.).

U matemati¢koj notaciji to znaci pronadi brojeve u, v i w takve da vrijedi: w? +5 = u? i

w? — 5 =12, Jednostavno je pronadi iracionalna rjeSenja, no Fibonacci je trazio racionalna
rjeSenja za navedeni problem. Lako se pokaZe da su cjelobrojna rjeSenja nemoguca.

RjeSenje navedenog problema zahtijeva nekoliko koraka. U prvom koraku Fibonacci
konstatira da ako su dva broja relativno prosti i zbroj im je paran te ako je trostruki umnozak
dva broja 1 njihovog zbroja pomnoZzen brojem od kojeg veci broj sadrZi manji broj, tada je
rezultat broj koji je viSekratnik broja 24 ([[7]], str. 48.).

!John od Palerma, prevoditelj na dvoru rimskog cara Fredericka II. (1194. — 1250.)
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Fibonacci je Cesto brojeve prikazivao kao duljine. Smjestio je tocke a, b 1 g na pravac
zajedno s dva broja ab, bg koja predstavljaju udaljenosti izmedu a i b te izmedu b i g.

Vrijedi:
ab-bg - (ab + bg) - (bg — ab), (1.4)
gdje su ab 1 bg relativno prosti brojevi, bg > ab. Pazljivo je provjerio sve slucajeve i doka-
zao da je umnozak iz (1.4)) visekratnik broja 24, a brojeve dobivene iz tog umnoska nazvao
je kongruentni brojevi. Postojanje kongruentnih brojeva odnosi se na sljedeéi problem:

Pronadi broj koji kada se pribroji kvadratu nekog broja 1 oduzme od kvadrata
tog istog broja uvijek rezultira kvadratom nekog broja ([[7], str. 53.).

Uocimo da je ovo zapravo problem Johna od Palerma, samo §to se ne zahtijeva da traZeni
broj bude broj 5.

Fibonaccijeva metoda pretpostavlja sljede¢e. Neka je bg - (bg — ab) < ab - (ab + bg)
te neka je broj uzastopnih neparnih brojeva koji se nalaze oko broja ab - (ab + bg) oblika
bg-(bg—ab) ineka je broj uzastopnih neparnih brojeva koji se nalaze oko broja bg-(bg—ab)
oblika ab - (ab+ bg). U primjeru iz knjige [7l], za ab = 31 bg = 5, ubacivanjem u prethodne
pretpostavke dobivamo 10 uzastopnih neparnih brojeva smjestenih oko broja 24:

15,17,19,21,23,25,27,29, 31, 33.
Takoder, postoji 6 uzastopnih neparnih brojeva smjestenih oko broja 40:
35,37,39,41,43,45.

Uocimo povezanost prethodna dva niza: drugi niz se nastavlja na prvi niz u nizu svih
neparnih brojeva i oba niza imaju jednaku sumu, 240. Nadalje, broj 240 je kongruentan
broj jer zadovoljava relaciju (1.4). Takoder, broj 240 je i rjeSenje problema jer vrijedi:

172240 =(14+3+...+33) = (15+17+...+33) =1 +3+...+ 13 =72,
odnosno
172+240 = (1 +3+...4+33)+(35+37+... 445 = 1 + 3 +... + 45 = 232

Medutim, ovo nije rjeSenje problema kojeg je postavio John od Palerma, jer treba broj
240 na neki nacin zamijeniti brojem 5. Fibonacci je zakljucio da treba pronaci kongru-
entan broj oblika 5 - kvadrat, jer na taj naCin moze dijeliti dobiveni kongruentan broj s
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kvadratom 1 dobiti broj 5 ([[7], str. 76.). Brojevi ab = 41 bg = 5 ne zadovoljavaju u
potpunosti relaciju (I.4), jer 4 + 5 nije paran broj, $to je nuzno kod kongruentnih brojeva.
Stoga ne postoji 5 uzastopnih neparnh brojeva smjeStenih oko broja 36, kao ni 4 uzastopna
neparna broja smjeStena oko broja 45. Medutim, udvostru¢ene navedene vrijednosti za-
dovoljavaju relaciju (I.4). Zaista postoji 10 uzastopnih neparnh brojeva smjestenih oko
broja 72: 63,65,...,81, apostojii8 uzastopnih neparnh brojeva smjestenih oko broja 90:
83,85,...,97. Zbroj oba niza je 720, §to je jednako 5 - 122. Na ovaj nacin dobili smo:

412-720=(1+3+...+81) —(63+65+...+81)=1+3+...+61 =312,
odnosno
4174+720=(1+3+...+81) +(83+85+...+97) =1 +3 +...4+97 = 49%

Konac¢no, Fibonacci je odgovorio Johnu od Palerma:
Za prvi kvadrat imamo 6194—74, s korijenom 2%, koji nastaje dijeljenjem broja
31 s korijenom od 144, odnosno s 12. Za drugi kvadrat, koji je trazeni kvadrat,

imamo 11%, s korijenom 315—2, koji je rezultat dijeljenja broja 41 s 12. Za

zadnji korijen imamo 16% s korijenom 411—2 ([71], str. 78.).

Fibonaccijev odgovor moZemo matematicki zapisati na sljedeéi nacin:

41\’ s 31\ 412+5_ 49\’
12) 27 \2) to\z) TP\
Lako moZemo vidjeti da broj w = ¥ odgovara Pitagorinom trokutu s duljinama stra-

12
e 320 41 % ierije 2 31 A -2
nica: 3,3 1 %, povrSine 5, jerje 15 — 35 = tno =3

Uocimo sada vezu ovog Fibonaccijevog rjeSenja s problemom postojanja Pitagori-
nih trokuta sa zadanom cjelobrojnom povrSinom. Uzmemo li pravokutni trokut s dulji-
nama stranica a = 3, b = 2 a2

2 T lec=2w=7% (jer po Pitagorinom poucku vrijedi:

2 2 2 . . .
(%) + (%) =3+ = (%) ), nalazimo da je njegova povrsina A= -3 -2 =5.
Medutim, duljine stranica tog trokuta nisu cijeli, nego racionalni brojevi. Op¢enito, bit e
lakSe promatrati pravokutne trokute s racionalnim duljinama stranica kako bi se istrazilo
postojanje Pitagorinih trokuta sa zadanom cjelobrojnom povrSinom, pa ¢emo u nastavku
tako 1 postupati.

U prethodnom primjeru, racionalna trojka (%, %, %) mnoZenjem sa 6 daje Pitagorinu
trojku (9, 40, 41), za trokut povrSine A = 180 = 5 - 62.
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Pokazat ¢emo kako se u tom i u svim primjerima te vrste povezuju zadana vrijednost
A € N i odredena rjeSenja w € Q s odgovarajuim pravokutnim trokutom racionalnih
duljina stranica. Najprije uvodimo sljedecu definiciju (iz [8]) za vrijednost prirodnog broja
A, koja pritom ima klju¢nu ulogu.

Definicija 1.3.1. Za prirodan broj n kaZemo da je kongruentan broj ako je jednak povrsini
nekog pravokutnog trokuta s racionalnim stranicama.

Cilj Ce, dakle, biti pronalazenje svih kongruentnih brojeva, a time 1 racionalnih pravo-
kutnih trokuta. Za tu svrhu bit ¢e nam vaZna sljedeca karakterizacija kongruentnih brojeva
iz [8].

Propozicija 1.3.2. Prirodan broj n je kongruentan ako i samo ako postoji racionalan broj
x sa svojstvom da su x, x —n i x+ n kvadrati racionalnih brojeva.

Vidjet ¢emo da je dokaz ove propozicije usko povezan s prije navedenom Diofantovom
karakterizacijom pravokutnih trokuta s cjelobrojnim duljinama stranica. Rijec je zapravo
o maloj modifikaciji istog racuna, ¢ime ¢e ujedno biti prikazano kako se u primjeru Fibo-
naccijevog problema odreduje pripadni pravokutni trokut.

Dokaz. NapiSimo prvo sljedece relacije:
2 +4A =,
7 —4A =

5] (3
5 -

Ako postoji pravokutni trokut s racionalnim duljinama stranica x,y, z i povr§inom A € N,

ondaje w = % takav racionalan broj da su w, w+ A, w—A kvadrati racionalnih brojeva.
Obratno, akoimamo we Q 1 A€ N takvedasu w, w+ A, w— A kvadrati racionalnih

1 pomnozimo ih s i. Dobivamo:

brojeva, stavimo 3 = w, tj. z=2w,te x = “5* i y = “=*, pa Ce to biti racionalne duljine
stranica pravokutnog trokuta povrSine A.
Naime,
s o w+v)>+w—-v?  u+r? )
X+ = = =7
4 2
! 2 _ .2
u - Xy
2xy = = 8?{ — =A
YT 2



Poglavlje 2

Geometrijski pristup

2.1 Geometrijski pristup parametrizaciji pravokutnih
trokuta

Pravokutni trokut s racionalnim duljinama stranica x, y i z te kutom « nasuprot stranici
duljine y, moZemo smjestiti u koordinatni sustav i opisati mu jedini¢nu kruZnicu takvu da
se vrh s kutom « nalazi u ishodiS$tu, a duljina hipotenuze jednaka je radijusu kruzZnice, kao

na slici 2.1l

(-1,0) 0, 0)

Slika 2.1: Parametrizacija pravokutnog trokuta

Nekasu u = 2 1 v = % Zbog hipotenuze duljine 1, u = cosa 1 v = sina su

racionalni brojevi. ProduZivanjem pravca na osi x, na nacin da sijeCe kruZnicu u tocki
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(=1, 0), dobivamo kut pri tom vrhu mjere % (po teoremu o obodnom i srediSnjem kutu).
Nadalje, neka je ¢ = tg 5 nagib pravca koji prolazi tockama (-1, 0) i (u, v). Tada je
t = —= € (0,1) racionalan broj. Zanimaju nas apscisa i ordinata tocke (u, v) izraZene
preko t. S obzirom da je pravac oblika y = 7x + [, gdje je [ odsjeCak na osi y, i prolazi
tockom (-1, 0), slijedi da je [ = ¢, odnosno jednadzba danog pravca je y = tx + t.
Uvrstavanjem u jednadzbu kruznice x> + y*> = 1 dobivamo dva rjeSenja: x; = —1 i

I~ - 2 . 2 . v . v
y1 = 0, $to nam je ve¢ poznato, i x, = L—iz i y, = 2. Uoc¢imo da smo na ovaj nacin

1+12
ey . . .. . . _ _ l—lz 2t
dobili formulu za univerzalnu supstituciju, gdje je u = cosa = 75, T

r=tgs.

Istli parametrizaciju mozemo dobiti i na algebarski nacin, bez koriStenja trigonometrij-
skih funkcija. Neka je ¢ = “, gdje su m, n relativno prosti prirodni brojevi. Skaliranjem
duljina stranica danog trokuta faktorom m?*+n* dobivamo Euklidovu parametrizaciju danu
u (L1).

Ako zamijenimo uloge od x 1 y, tada Ce trokut biti parametriziran s vrijednoS¢u ﬁ
Naime, trazimo funkciju f(7) koja udovoljava zahtijevu u(f(z)) = li—’ﬂ Supstituirajuéi ¢ s
f(t) uizrazu u = % dobivamo da je f(¢) = }—jrj S obzirom da preslikavanje ¢ +— }%ﬁ
ima inverz, postoje to¢no dva parametra iz intervala (0, 1) za svaki trokut. Ipak, postoji

primitivni izbor parametra za svaki trokut, i on je jedinstven s brojnikom i nazivnikom
-2 _

Vv = sina =

razliCite parnosti. Zaista, parametre zadanog trokuta moZemo napisati kao 1= % i 77 =
% = = gdje su brojevi m, n i M, N relativno prosti prirodni brojevi. Jedini moguci

zajednicki faktor brojeva n —m 1 n+ m je broj 2, stoga razlikujemo dva slucaja:
e m, nrazlicite parnosti: M + N = (n — m) + (n + m) = 2n — paran broj,
e m,nneparni: M + N = 5% + 2% = n —neparan broj.

v . . 72 T . e . ene
Dakle, u to¢no jednom od parametara ¢ i L—; brojnik i nazivnik imaju razlicitu parnost.
Takvi parametri odgovaraju primitivnom trokutu iz (I.1I). U suprotnom su sve tri stranice

trokuta djeljive s 2.

2.2 Konstrukcija novog trokuta

Za zadani pravokutni trokut ABC s racionalnim duljinama stranica zadane povrsine A, cil]
je geometrijski konstruirati pravokutni trokut A’B’C’ povrsine r*A, za neki racionalan broj
r.

Neka je « Siljasti kut trokuta ABC, tako da su sina, cosa i tga racionalni brojevi.
Simetrala hipotenuze BC sije¢e duZu katetu trokuta u nekoj tocki A’, kao na slici
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.

\
\
\ ’
\
\
s

C A

4
4
’
2a

Slika 2.2: Udvostruceni kut « pocetnog trokuta ABC

Trokuti AA’CD i AA’BD su sukladni po S-K-S teoremu o sukladnosti. Stoga, |A’C| =
|A’B| i LtAA’B je dvostruki kut /ACB, odnosno /AA’B = 2a. Stovise, sin2a, cos2a
1 tg2a racionalni su izrazi od tga, pa su takoder racionalni brojevi. S obzirom da je
duljina stranice AB racionalan broj, zaklju¢ujemo da trokut A’AB ima racionalne duljine
stranica, pa je |A’C| = |AC| —|A’A| racionalna.

Translacijom stranice AB za vektor AA’ dobivamo stranicu A’B’ novog trokuta A’B’C.
Ozna¢imo /A’CB’ s g(vidi sliku .

Slika 2.3: Dobivanje parametra tan g = sin 2a od novog trokuta

Nadalje,
B |A’B'| _|AB|

= = = sin2a,
£ 7 acl " jap MY

Sto je racionalan broj.

Buduc¢idaje |A'C| = |A’B| > |AB| = |A’B’|, vidimo da je A’C duza kateta pravokutnog
trokuta A’B’C. Nadalje, simetrala hipotenuze B’C mora sjeéi stranicu A’C u nekoj to¢ki
C’, kao na slici 2.4
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Slika 2.4: Novi trokut A’B’C’ s kutom 3

Slijedi, /A’C'B’ = B. S obzirom da je tgg racionalan, zakljuCujemo da su i sing,
cosB i tgB racionalni brojevi, zbog formule dvostrukog kuta. Stovise, |A’B’| = |AB|
je racionalan broj pa zakljuujemo da su sve stranice u trokutu A’B’C’ racionalnih du-
ljina. Kateta A’B’ pravokutnog trokuta A’B’'C’ i kateta AB pravokutnog trokuta ABC
jednakih su duljina, stoga je omjer povrSina ta dva trokuta jednak:

ACl b
AC] ~ Wzl
|A’C’|

_ga
g
_ 1-tg’%2 sinacosa
B 2tg§ " cosla
_ 1-sin’2a  sin2a 2.1)
T 2sin2a  2costa
_ cos?2a
~ 4costa
_[cos2a 2
B (2 cos a)
_(_14Al-1BC| Y’
_(2-|A’B|.|AC|) ’

Sto je kvadrat racionalnog broja, kao $to smo i zahtijevali.

U prethodnom odjeljku pokazali smo da je ¢t = tg5 parametar za trokut ABC.
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Analogno, za novi trokut A’B’C’ parametar je:

41(1 - 1
T:tg§:sin2a:25inacosa:2uv:ﬁ6(0,1). (2.2)
Ako zamijenimo parametar ¢ s parametrom ﬁ u formuli dobit ¢emo istu vrijednost

za T.



Poglavlje 3

Iterativna konstrukcija niza
pravokutnih trokuta

Danom pravokutnom trokutu s racionalnim duljinama stranica povrSine A moZemo pri-
druziti parametar ¢, kao u odjeljku[2.1] Zatim, poistovjecujuci #; = ¢ i koriste¢i metodu iz
odjeljka mozZemo konstruirati novi pravokutni trokut s racionalnim duljinama stranica
povrSine Ar3, zaneki r, € Q, s parametrom #, = T. Ponavljajuéi navedenu konstrukciju
stvara se beskonacan niz racionalnih brojeva #;,1,,..., gdje je #, parametar pravokutnog
trokuta s racionalnim duljinama stranica povrSine ?{ri, za neki racionalni broj ry, k € N,

i = T (vidi jednadzbu (22))

Prema [2], pocevsi s Pitagorinom trojkom (3, 4, 5), sljedeéa trojka je (49, 1200,
1201), nakon koje slijedi (339252715200, 2066690884801, 2094350404801). Uocavamo
brzi rast brojeva, stoga je nemoguce iteriranjem konstrukcije iz odjeljka [2.2] dobiti sli¢ne
trokute.

racionalan broj f#;, k € N, moZemo zapisati kao #, = ’;il’:, gdje su my, n; relativno
prosti prirodni brojevi. Za utvrdivanje da su svi ¢;, j € N, medusobno razliciti te da
stvaraju trokute medu kojima nema sli¢nih, treba dokazati da vrijedi: n; <n, <n3z <....

Teorem 3.0.1. Ako postoji jedan pravokutan trokut s racionalnim duljinama stranica povrsine
A, tada postoji beskonacno mnogo takvih trokutova.

Dokaz. Nekaje =7, gdje su m i n relativno prosti prirodni brojevi razli¢ite parnosti,
m < n. Nekaje T =3, gdje su M = 4mn(n* —m?) i N = (n* +m?*)* relativno prosti
prirodni brojevi, pri ¢emu je M paran, a N neparan (vidi odjeljak [2.1]i formulu (2.2))).
Za svaki k € N, vrijedi ngq = (m; +n)* i n} < my < 4nf, me < ng, 1 € 0,1).
Naime, za parametre #; unizu t,1f,,... dovoljno je gledati samo nazivnike pa da svi budu
razliciti. Uo¢imo da su parametri prikazani kao skraceni razlomci ’%’f, a zbog toga Sto su

medusobno razliciti slijedi da trokuti nisu medusobno sli¢ni. Pretpostavimo da su jednaki

14
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neki ¢; 1 &, j,k € N. Tada je % = 'Z—kk 1 odatle imamo jednakost umnoZaka prirodnih
brojeva m;-n; = my-n;. Sadaiskoristimo da su relativno prosti m; i n; te my i ny. Kako
m; dijeli lijevu stranu, mora dijeliti 1 desnu, a buduci da je relativno prost s n;, mora biti i
djelitelj od my;. Analogno, kako my dijeli desnu stranu, mora dijeliti i lijevu, ali relativno
je prost s n; te mora dijeliti od m;. Dakle, imamo dva prirodna broja koji su uzajamno
djeltelji pa moraju biti jednaki. Slijedi da su jednaki i n; 1 n;. ZakljuCujemo, ako su
ovakvi skraceni razlomci jednaki, onda su jednaki posebno brojnici i posebno nazivnici.
Buduéi da smo dokazali da je niz nazivnika strogo rastuci, nema podudaranja medu

nazivnicima pa onda ni medu cijelim razlomcima, to jest vrijednostima parametara. O

Proucavanjem jednostavnog primjera Pitagorinih trojki (3, 4, 5), iz kojih su konstru-
irani pravokutni trokuti s cjelobrojnim duljinama stranica, koriste¢i metodu danu u odjeljku
uo¢avamo da su duljine kateta redom jednake 7% i 3 -20?%, zatim 3 - 3362807 i
14375992, U svakom primjeru duljina jedne katete je kvadrat nekog broja, a duljina druge
katete je oblika 2A - kvadrat. Generalizirajuci navedeno opazanje, Chan u [2] daje for-
mule za cjelobrojne 1 relativno proste duljine kateta novog pravokutnog trokuta, dobivenog
iz pravokutnog trokuta s cjelobrojnim i relativno prostim duljinama stranica x, y 1 z:

(> =y*)? i 4xy?? =2A-(22)% (3.1)
Izrazi u (3.1) jednaki su redom izrazima:
1-75-2 i 212
Zakljuujemo da je izraz 1 — T? kvadrat nekog racionalnog broja. Stovise, izrazi
1-T=1-2uv=w-v)*> i 1+T=1+2uv=w+v)

kvadrati su racionalnih brojeva. UoCavamo da novi trokuti konstruirani na ovakav nacin
imaju vrlo specifican oblik.

Teorem 3.0.2. Za dani pravokutni trokut s duljinama stranica (1-T?2, 2T, 1+T?), gdje su
1-T i 1+ T kvadrati racionalnih brojeva, postoji pravokutni trokut s duljinama stranica
(u, v, 1) takav da je T = 2uv, gdje su u, v.€ Q. Omjer njihovih povrsina kvadrat je
racionalnog broja.

Dokaz. Nekasu 1 —T =r* i 1+T = 5%, gdjesu r i s racionalni brojevi. Nadalje, neka
su u= % i v=5% Slijedi, > +1v? = %(r2+s2): 11 2uy= %(sz—rz): T.

Za dani pravokutni trokut s duljinama stranica (u, v, 1) moZemo konstruirati originalni
trokut metodom iz odjeljka 1 pri tome je omjer njihovih povrSina kvadrat racionalnog

broja. O
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Medutim, teoremom [3.0.2] ne mogu se pronaci svi pravokutni trokuti s cjelobrojnim
duljinama stranica. Na primjer, za trokut s duljinama stranica 9, 40, 41, parametar ¢ = ‘5—‘.

2
lakoje 1 — > = (%) kvadrat racionalnog broja, 1 -7 =1 i 1+ = 2 nisu kvadrati

niti jednog racionalnog broja. Stoga se namece pitanje kako pronaci sve takve pravokutne
trokute, a odgovor se nalazi u sljede¢em poglavlju.



Poglavlje 4

Kongruentni brojevi i eliptiCke krivulje

Cilj ovoga poglavlja je pokazati da pravokutni trokuti s racionalnim duljinama stranica x,
v, z zadane povrSine A daju racionalne tocke na eliptickoj krivulji. Pojmovi ,racionalna
tocka™ 1 ,elipticka krivulja“ bit ¢e definirani u nastavku (vidi definicije i4.3.1).

4.1 Od kongruentnih brojeva do eliptickih krivulja

<

Kao u dokazu propozicije imamo x* +)* = 7%, A = 1xy teje w = £&. Malim
modifikacijama dobivamo

2 2
2 u 2 v
(g, ()
w > w —A 2
Nadalje,
u vy? 20 2 2
(o5 -5) = wi? + A - )
2 2
= — Aw’.
Na lijevoj strani je kvadrat racionalnog broja. Uvedimo supstituciju w =X, w-5-3 =Y,
pa imamo
Y’ =X - AX.

Vidimo da (wz, %) ¢ini jedno racionalno rjesenje jednadzbe Y? = X° — A%X.

Krivulju s jednadZzbom Y? = X°—AX oznaditéemos Ez. To je primjer tzv. elipticke
krivulje. Odsad ¢emo jednadzbu krivulje pisati u uobic¢ajenom obliku

Eq: Yy =x-Ax 4.1)

17
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ZakljuCujemo da postojanje kongruentnog broja A implicira postojanje tocke s raci-
onalnim koordinatama, ukratko racionalne tocke, na krivulji E4, takve daje y # 0. U
nastavku ¢emo promatrati navedenu krivulju, no za sada je vazno uociti da za prethodni
postupak dobivanja racionalne tocke na krivulji E4# moze postojati i obrnuti postupak.
Stoga je potrebno otkriti koja svojstva trebaju imati to¢ke (x, y), x, y € Q na eliptickoj
krvulji oblika E # za dokazivanje da je A kongruentan broj, odnosno da postoji pravokutni
trokut s racionalnim duljinama stranica zadane povrSine (A [1].

Propozicija 4.1.1. Neka su xo, yo € Q takvi da je y; = x; — A*xg. Pretpostavimo da x,

zadovoljava sljedece uvjete:
(1) xq je kvadrat racionalnog broja
(2) nazivnik od x, je paran
(3) brojnik od x je relativno prost s A.

Tada postoji pravokutni trokut s racionalnim duljinama stranica povrsine A, koji je pove-
zan s Xo.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti unatrag, nizom koraka kojim smo dosli do jednadZzbe

y» = x* — Ax. Nekaje xp = w?, w € Q. Nadalje, neka je v = 2 takav da

x3—&7(2x0 .
V= = = xg — A’ Tadaje

x5 = A+ (4.2)

Neka je t nazivnik od w. S obzirom da je w? = xy i po pretpostavci ¢ je paran, mora
vrijediti 2|7 Uotimo da v* i xj imaju isti nazivnik, %, jerje A €N i A’ +1v? = x;.
MnoZenjem jednadzbe (#.2) s > dobivamo primitivnu Pitagorinu trojku #*v, 24, 2xo,
gdje je A paran. Brojnik od xy i A nemaju zajednickih faktora pa zakljucujemo da je
ged(P?v, P A, xp) = 1. Primjenom teoremall.1.1]zaklju¢ujemo da postoje prirodni brojevi

m, n takvidaje *v=m?—-n? A =2mn i *xo = m* + n>.

Primitivnom Pitagorinom trojkom x = 27" y = 2% z = 2w odreden je pravokutni
trokut
4
2, 2_F. 02 2
X +y = 2 (m” +n7)
4 5
= t_z(t Xo)
= 4)(0

= (2w)’
2.
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Povrsina dobivenog trokuta dana je s

1 3 1 4mn
VT3R8
_Zmn
=

19

Dakle, dobili smo pravokutni trokut s racionalnim duljinama stranica povrSine (A, kao §to

smo i tvrdili.

O

Prethodna propozicija koristit ¢e nam za dokazivanje sljedece, koja ima vecu
primjenu u pridruZivanju to¢aka xp, yo € Q na krivulji yé = xg — A*xy pravokutnim

trokutima s racionalnim duljinama stranica i povrSinom ‘A [1]].
Propozicija 4.1.2. Neka su skupovi A i B dani s
1
A={X.v2)eQ: SXY =7 X +v? =272
B = {(x,y) €eQ Yy =X -Ax, y# 0}.

Tada je bijekcija izmedu skupova A i B dana sljedecim preslikavanjima:

Y 2A>
fx vz = (-2 2
X+7Z X+Z7
i
A= xr 2xA A*+ A2
g(x’y): s s .
y y y
Dokaz. Zelimo dokazati sljedece:
A= xr 2xA A+ X2
f( [ ’ ): (x’)’)
y y y
Y 2A>
o -2 2\ (xvz).
X+7Z X+Z7

Pokazimo prvo da je preslikavanje f dobro definirano.

Az

B y y
A2—x2 A2+x2 2A2
y y y
= X.
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Analogno se pokaze za y.
Nadalje, pokaZimo da je preslikavanje g dobro definirano,

= e

X+Z T (X+2)?

272 -T2
X+Z X+Z

(X +Z2P-Y?
22X +2)
_X2+2XZ+X2
22X+ 2)
_2X(X+2)
22X +2)
=X.

Analogno se pokazeza Y 1 Z.
Dakle, postoji bijekcija izmedu skupova A i B. O

U nastavku ¢emo dati jednu drugu karakterizaciju tocke P = (x,y) na eliptickoj krivu-
lji y* = x* — A%x, koja odgovara pravokutnom trokutu s racionalnim duljinama stranica
zadane povrsine A.

4.2 Osnovno o projektivnoj ravnini

Uzmimo trojku kompleksnih brojeva (x, y, z) takvihdaje (x,y,z) # (0,0,0). Definirajmo
relaciju ekvivalencije na takvim trojkama: (x,y,z) ~ (a,b,c) ako x = da, y = Ab, 7 = Ac,
zaneki 4 € C\{0}. Oznacimo klasu ekvivalencije koja sadrzi (x,y,z) s (x:y:z). Skup
klasa ekvivalencije trojki naziva se projektivna ravnina P2, odnosno:

Pé = {(x:y:z) x5, v,2€C,(x,y,2) # ((),(),())}'

Napomena 4.2.1. Projektivna ravnina ne mora se konstruirati preko skupa kompleksnih
brojeva. Na primjer, projektivne ravnine P3 i I% definiraju se analogno projektivnoj

ravnini PZ.

Projektivna ravnina je proSirenje afine ravnine nad poljem K. Tocki (x, y) afine rav-
nine odgovara to¢ka (x : y : 1) projektivne ravnine, dok obratno, ako je (xy : yo : z9) toCka
projektivne ravnine sa zo # 0, njoj odgovara tocka (x,y) s x = )Z‘—g, y = i—g euklidske
ravnine. Klase (x:y:z) zakojeje z = 0 nazivaju se tockama u beskonacnosti, a geome-
trijski odgovaraju klasama paralelnih pravaca euklidske ravnine. Klasi skupa k € R, dakle,
pravcima oblika y = kx + [, pridruZena je to¢ka (1 : k : 0), dok je pravcu x = ¢ = const.
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pridruzena beskonacno daleka to¢ka (0 : 1 : 0). ToCku (0 : 1 : 0) oznalit ¢emo s O
1 ta zajedniCka tocka svih vertikalnih pravaca, paralelnih s osi y, pripada svakoj elipti¢koj
krivulji.

Definicija 4.2.2. Za tocku P = (xy : yo : 20) kaZemo da je na eliptickoj krivulji F(x,y,z) =
0 ako F(xy,y9,20) = 0. KaZemo da je P racionalna tocka na krivulji F(x,y,z) =0 ako
se P nalazi na krivulji i xo, yo, 2o € Q. Ako krivulju oznacimo sa C : F(x,y,z) =0, tada
Jje skup racionalnih tocaka dan s C(Q).

4.3 Opéenito o eliptickim krivuljama

Definicija 4.3.1. Elipticka krivulja nad poljem K je nesingularna projektivna kubna krivu-
lja nad X s barem jednom K-racionalnom tockom.

Prema [3]], elipticka krivulja ima afinu jednadZzbu oblika
F(x,y) = ax’ + bx’y + cxy* +dy’ + ex* + fxy+gy> + hx + iy + j =0,

gdje su a,b,...,je K. Nesingularnost oznaCava da je u svakoj tocki na krivulji u projek-
tivnoj ravnini P2(K) nad algebarskim zatvorenjem od K barem jedna parcijalna derivacija
funkcije F razli¢ita od 0. Svaka takva jednadzba mozZe se biracionalnim transformacijama
(racionalna transformacija ¢iji je inverz takoder racionalna transformacija) svesti na oblik

y2 + a1 xy + azy = X+ arx® + agx + ag, 4.3)

koji nazivamo Weierstrassova forma.
Nadalje, ako je karakteristika polja K razli¢ita od 2 i 3, tada se jednadzba (4.3)) moze
transformirati u oblik
v =x+ax+b, (4.4)

koji nazivamo kratka Weierstrassova forma. U jednadzbi (4.4)) uvjet nesingularnosti je da
kubni polinom f(x) = x*> + ax + b nema visestrukih nultodaka u K, $to je ekvivalentno
uvjetu da je diskriminanta D = —4a® — 27b* # 0.

U nastavku ¢emo pod pojmom elipticka krivulja podrazumijevati skup tocaka (x,y) €
K x K koje zadovoljavaju jednadzbu

E: y=x+ax+b, (4.5)

gdje su a, b € K i 4a® +27b* # 0. ToCke (x, y) zajedno s totkom u beskona¢nosti O
oznacavamo s E(K). U slucaju racionalnih toc¢aka (x, y) oznaka je E(Q).
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4.4 Struktura grupe na eliptickoj krivulji

Vazno svojstvo eliptickih krivulja je da one uz operaciju zbrajanja ¢ine Abelovu grupu (Te-
orem 2.1 u [12], str. 15.). Poincaré (1908.) je pokazao da kompleksne tocke na eliptickoj
krivulji E : y* = x> + ax + b Cine grupu, ¢ija je podgrupa E(Q). Pri tome je operacija
zbrajanja na E(Q) definirana na sljede¢i nacin ([[11], str. 18.): Neka su P = (xp,yp),
0 = (xg,y0) € E(Q). Pravac kroz tocke P 1 Q sijeCe krivulju E u tri tocke. Oznalimo
treCu tocku s R = (xg, yg) 1neka pravac ima jednadzbu y = mx+c. Uocimo da jednadzba
ima racionalne koeficijente, jer su tocke P, Q racionalne. Tada x-koordinate toCaka P,
Q, R moraju zadovoljavati jednadZbu:

X¥—(mx+cl+ax+b=x+ax+b-y*=0. (4.6)

Stoga postoje tri korijena (rjeSenja) jednadzbe @.6): xp, xp i xg, koji u zbroju daju
m?. Slijedi, xz je racionalan. S obzirom da se to¢ka R nalazi na pravcu y = mx + c,
zaklju¢ujemo da je R € E(Q). Tocku P + Q definiramo kao osnosimetri¢nu tocku tocke
R s obzirom na os x, (xg,—Yg), kao naslicii4.1

P+Q=-R

R

AN

Slika 4.1: Struktura grupe na elipti¢koj krivulji y> = x° — 6%x

U slucaju P = Q, pravac je tangenta kroz tocku P. JoS uvijek vrijedi da pravac sijeCe
krivulju u tri tocke, ali sada moramo uzeti u obzir kratnost tih presjeka, stoga kazemo da
pravac sijeCe krivulju dva puta u to¢ki P. Tocku 2P = P + P konstruiramo na analogan
nacin, koristeci trecu tocku R presjeka pravca i krivulje, te primjenom osne simetrije na
tocku R s obzrom na os x. Detaljnija pojasnjanja navedenih izjava moguce je pronaéi u

[1].
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ProSirenjem do projektivne ravnine, svakoj elipti¢koj krivulji pridruZena je i tocka u
beskonacnosti, O = (0 : 1 : 0), kako je i navedeno u odjeljku Naime, prijelazom

na projektivne koordinate (x - iy— X) jednadzba y* = x* + ax + b prelazi u oblik

Z
vz = X3+ axz? + bz3. Za z = 0 dobiva se x* = 0, stoga x = 0. Vidimo da je tocka
O = (0 : 1 :0) jedina tocka u beskonacnosti ove krivulje, a pripada svakoj elipti¢koj
krivulji. Nadalje, ako dvije tocke na eliptickoj krivulji leZe na istom vertikalnom pravcu,
njihov zbroj je O. Uocimo daje O+ P = P, jer je pravac kroz O i P zapravo vertikalni
pravac kroz P, koji sijeCe krivulju treci put i osnosimetri¢no preslikava to¢ku P s obzirom

na os x. Stoga sljedeca definicija objedinjuje ideje zbrajanja tocaka na eliptickoj krivulji.

Definicija 4.4.1. Neka pravac p kroz tocke P = (xp,yp) i Q = (xg,yo) na eliptickoj
krivulji E sijece krivulju u trecoj tocki, R = (xg,yr). Zbroj P + Q definiramo kao
osnosimetricnu sliku tocke R preko osi x, (xg, —Yg).

U slucaju tangente p na elipticku krivulju E u jednoj njezinoj tocki P, definiramo osno-
simetri¢nu sliku tocke presjeka p i E preko osi x kao zbroj P + P.

Primjer 4.4.2. JednadZba tangente u tocki P = (12,36) € E¢(Q) na krivulji E¢ dana

jes y = %x —30. Vrijedi, xg + 2xp = %, paje xpg = 2L 24 = 2 Nadalje,

4 4
yr=5-2-30=32 Siogaje2P = (%’_%)'

4.5 Eliptickom Kkrivuljom do novog trokuta

U odjeljku vidjeli smo da skup pravokutnih trokuta s racionalnim duljinama stranica
zadane vrijednosti povrSine A moZe biti prikazan skupom:

Ta:={teQ:1l-7)=ArreqQl.

Definirajmo preslikavanje ® : T4 — E#(Q) takvo da ®(r) = (%,’%2). Uocimo da

je njegov inverz @~ !(x,y) = %. Stoga mozemo prikazati bilo koji negativni element

‘71 € (—oo,—1) u ovom skupu poistovjecujuci ga s t € (0,1). U ovom slucaju negativni
dio T4 N (—o00,—1) moZze se prikazati samo kao kopijaod T4 N (0, 1).

Jedan nacin za pronalazak novog trokuta u 74 iz danog t € T4 je da prvo odredimo
P = ®(f), a zatim izratunamo 2P i na kraju postavimo T = ®~!(2P) € T4, kao na slici

4.2]

Primjer 4.5.1. Pocevsi s pravokutnim trokutom Cije su duljine stranica 3, 4, 5, imamo

t =1 e Ty Zatim, P = ®@t) = (12,36) € E¢(Q). Uprimjerudobili smo da je

2

2P = (%, —%) pajeT = ®'(2P) = % € Ts. Uocimo da je ovo ista vrijednost koju smo

dobili iz geometrijske konstrukcije.
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Slika 4.2: Novi trokut pomocu udvostrucavanja

4A _ A1)
A+2)?2 7 1+

2
Opcenito, imamo x(P) = %, zatim x(2P) = (1;—;2) inakraju T =
Prisjetit ¢emo se dva teorema iz Poglavlja[3|i primijeniti ih u kontekstu eliptickih kri-

vulja. Pri tom je vazno da se za svaku tocku P € E#(Q), gdje je xp # 0, A, —A, moze

dobiti t = ®I(P) € T4.

Primjer 4.5.2. Iz teorema |3.0.1| slijedi da su svi elementi iz niza t; = t,tp,... € Ty
razliciti. Definiranjem P, = ®(t,) dobivamo beskonacan niz razlicitih tocaka P; =
P, P,,... € E4(Q), gdje je P, = 2"P. Za tocku P grupe E#(Q) kaZemo da je reda
m u toj grupi ako je m najmanji prirodni broj takav da vrijedi mP = 0. Ako takav pri-
rodni broj ne postoji, kaZemo da je tocka P beskonacnog reda u grupi. U grupi E #(Q)
Jjedine toc¢ke konacnog reda su tocka O reda 1 i tri tocke (0, 0), (A, 0), (-A, 0) reda 2.
Sve tocke krivulje za koje je xp # 0, A, —A beskonacnog su reda u E #(Q).

Primjer 4.5.3. Teorem [3.0.2 moZemo reinterpretirati kao tvrdnju da je P € 2E#(Q) ako
i samo ako 1 =T i 1+ T su oba kvadrati nekog broja, gdje je T = ®~'(P). Zapravo,
teorem |3.0.2| pokazuje kako odrediti tocku R = © (#) € E4(Q), za koju vrijedi P = 2R.
Sada svako rjeSenje jednadibe 2Q = P mora biti oblika Q = R+ S, gdje je 25 = O.
Dakle, Q = R, R+ (0,0), R+ (A,0) ili R+ (—A,0). Ove tocke odgovaraju Cetirima
rjeSenjima (+u, +v, 1) iz teorema[3.0.2} ali da bi odgovarali konkretnom trokutu trebamo
ograniciti rjeSenja samo na ona u kojima su u i v oba pozitivni.

Napomena 4.5.4. Fermaﬂ je dokazao da broj 1 nije kongruentan broj koriste¢i metodu
zvanu beskonacni spust, koju moZemo zamisliti kao uzastopno primjenjivanje teorema|3.0.2
kako bismo dobili sve manje i manje trokute i u konacnici dosli do kontradikcije. Vise o Fer-
matovoj metodi moZe se pronaci u Poglavlju II, §X, u [lI13l]. Upravo je ta Fermatova metoda
inspirirala MordellovE] dokaz kljucnog teorema (1922.) da je za bilo koju elipticku krivulju

'Pierre de Fermat (1601. — 1665.), francuski matematicar i pravnik.
2Louis Joel Mordell (1888. — 1972.), britanski matematiar roden u SAD-u.
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E grupa E(Q) konacno generirana (vidi [9], Poglavlje 16.). Sest godina kasnije Wei jeu
svojoj disertaciji znacajno poopcio taj rezultat, primjenom novih ideja koje su pridonijele
boljem razumijevanju i pojednostavljenju Mordellova dokaza. Vise o tome moZe se pronaci
u [13].

4.6 Konstrukcija kompozicijom razlicitih preslikavanja

U Poglavlju 1., odjeljak[1.2] dokazali smo Diofantov rezultat o postojanju pravokutnih tro-
kuta s cjelobrojnim duljinama stranica x, y, z i zadanom cjelobrojnom vrijednosti povrSine
A. Fibonacci je promatrao pravokutne trokute racionalnih duljina stranica i pokazao isti-
nitost relacija:

ZHAA=(x+y)? i 2 -4A=(x-y)

Njihovim medusobnim mnozenjem i dijeljenjem sa 16 dobivamo:
4 2 2\2
B
2 4

- A= s2,

odnosno

.. . 2_y2
gdieje r=351 5=

Ovo daje racionalnu to¢ku (72, rs) na krivulji kongruentnog broja E, : y* = x* — A%x.
Preslikavanje (x,y,z) — (2, rs) oznacimo sa ‘P.

U odjeljku 4.5| pokazali smo da je preslikavanje ®, koje koristi parametar ¢, dajuci
. v 2 . . . . v .
racionalnu tocku (2, %), jednostavno invertirati na na¢in da uvrstimo r = 2,
Pokusajmo povezati ova dva preslikavanja. Pocinjemo s trokutom koji ima parametar ¢
konstruirajuéi trokut s duljinama stranica u, v, 1 povrSine A. Preslikavanje ¥ daje raci-
« 1 u2_v2 . . . . . .
onalnu tocku (Z’ na E 4, ainvertiranjem drugog preslikavanja dobivamo T = 4A =

2uv, kao i prije (vidi sliku 4.3)).

1 uz—y? ) -1
| ¢ G5 ¢
v % /\
,  Konstrukcija iz Poglavlja 2
! u

u

Slika 4.3: Kompozicija dva razlicita preslikavanja

3 André Weil (1906. — 1998.), francuski matemati&ar.
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Izracunajmo jos Sto se dobiva djelovanjem preslikavanja @ na drugu mogucu vrijed-
1-t

nost parametra. Oznac¢imo (7) := {7, na intervalu (0,1). Sada je ¥(1)(1 - w(t)?) =

A7), paje D) = (@,m(%)z).

4.7 Zbrajanje dvije razlicite tocke

Zbrajanje dvije razliCite tocke P 1 Q na E#(Q) treba na neki nacin odgovarati kombini-
ranju dva trokuta s racionalnim duljinama stranica povrSine A za konstruiranje joS jednog
takvog trokuta povrSine A. Prikazat ¢emo geometrijsku konstrukciju navedenoga, koja
izravno daje traZeni trokut, kao na slici [@

L=,

¢
¢ + lﬁ ) [
Q

Slika 4.4: Dodavanje toaka koje odgovaraju nesli¢nim trokutima na krivulji kongruentnog
broja

Pocinjemo s dva razli¢ita trokuta racionalnih duljina stranica jednake povrSine. Skali-
ramo pocetne trokute tako da njihove duze katete imaju istu duljinu, a zatim ih poravnamo
kao na slici[4.5] Dva trokuta su trokut ABC s kutom ¢ i trokut ACD s kutom 6, gdje je
|AB| = 1. Nadalje, preslikavamo toCku D preko pravca AC tako da dobijemo osnosime-
tricnu to¢ku D’ od to¢ke D ikutove 6 —¢ 1 0+ ¢ (vidi sliku4.5).

Kako je |AB| = 1, moZemo zakljuciti da su sin¢ = |BC|, cos¢ = |AC|, a tako i
ICD| = tgfcos ¢, |AD| = <2 svi racionalni brojevi. Primjenom funkcija sin, cos i tg

na kutove 6 —¢ 1 6 + ¢, takoder dobivamo racionalne brojeve.
Trokut ABC ima povrSinu % -AC - BC = %sincﬁcos ¢ = }‘ sin2¢, a trokut ACD ima

cosd
ovih povrSina kvadrat racionalnog broja. Stoga njihov umnoZzak mora biti kvadrat, iz Cega

slijedi da je sin2¢ sin26 kvadrat racionalnog broja. Nazovimo ga R>.

Spustimo okomicu iz toke B na stranice AD i AD’. Redom dobivamo to¢ke presjeka
E i F. Promotrimo sada trokute ABE i ABF. KruzZnica sa srediStem u tocki A radijusa
|AF| presijeca stranicu AB utocki H i stranicu BE utocki G, kao na slici

2
povr§inu 3 - AC - CD = 3 cos> g = § (C°S¢) sin26. Nasa je pretpostavka da je omjer
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D

sin(6\+ ¢)

A cos(8 + ¢)

Slika 4.6: Konstruiranje duljina |AH| = cos(8 — ¢) 1 |[EG| = R

Sada neka je |AH| = |AG| = |AF| = cos(8 — ¢) i |BH| = |AB| — |AH| =1 — cos(6 — ¢).
Povrh toga,

|EG| = VAG? — AE? = Jcos2(0 — ¢) — cos?(f + ¢) = +/sin20sin2¢ = R,

tako da |BG| = |BE| — |GE| = sin(8 + ¢) — R.
Trokut BGH sadrzi informaciju koju trebamo, posebno duljine |BH| i |BG|. Rotirajmo
stranicu BH u BH’ tako daje BH’ okomitana BG (vidi sliku .
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H/ 1 - cos(d - @) B

H sin(@ - ¢) - R

/2

Slika 4.7: Rotiranje stranice BH za dobivanje pravokutnog trokuta

Neka je /BGH' =£. Vrijedi

(,8) _ 1 —cos(8—¢)

tg| = .
8\2) 7 Sin@+ ) —-R

Slijedi da je tg§ racionalan broj.

Simetrala stranice GH’ sijece stranicu BG u tocki A’, dajuéi novi trokut A’BH’ s
kutom g, kao Sto je prikazano na slici 4.8

H'

- cos(6 - @)

sin(6 - ¢)A+, R

Slika 4.8: Konstruiranje trokuta iz parametra tg g

Novi trokut A’BH’ bit ¢e racionalan sve dok ima racionalne duljine stranica

IBH'| = 1 — cos(0 — ¢), |A’B| = fg—b; i JAH| = %, gdje su sinB i tgB racionalne
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funkcije od tg g, tako da i1 oni moraju biti racionalni. Parametar za trokut A’BH’ je

f=tg (@) _ (t —h)’

2
nh(l-)+n(l-0)- 2\/t1t2(1 -1 -1)
? 2 oY (D
- Y-t Jna-s)
Jo =2 = Jna -2 brnn
gdje je t; parametar trokuta ABC 1 t, parametar trokuta ADC, tako da do na kvadrat ti
—£2 2
trokuti imaju povriine T, = 43:53 =sin2¢ i T = “(’ji‘t%)’;) = sin26. Stogaje R? = T T.

Lako se pokaze da su brojnik i nazivnik od #; i od #, razliCite parnosti.
Povrsina novog trokuta je

4. P(A’BH") 411 — %)
B b A S S
|AIHI|2 (1 + IZ)Z

2

( (4, — (1 = )1 = ))(NVT| + VT7) )
401t + (1 — f%)(l - l’%) +2(1 — 1)ty + ) VT T, .
Dakle, ako je T = Ari i T, = Ari, tada T = Ar*, gdje je
e (4t — (1 =) = B5)(ry +12)
dtity + (1 = 2)(1 = )+ 2(1 = 1)ty + ) ARy

Oduzimanje dvije razlicite tocke

Oduzimanjem to¢ke P od tocke Q na E#(Q) dobivamo drugacije trokute. Dva razlicita
trokuta s parametrima #; i #, dat e novi trokut s parametrom

2
\/tz(l — ) - \/tl(l —2)
t= , (2)
1+1tn

41(1-1%)
(1+2)2

= Ar*, gdjeje

e (4t — (1 =1 = 5)(r1 —12)
Cdnt + (1= 2)(1 = £) = 2(1 — i)ty + ) AR

povrSine T =

Isti parametar dobije se ako prvo zbrojimo trokute, uzimajuéi u obzir parametre
W(r,) = :4 i 1, te oznaku 6 za drugi kut trokuta ACD kao u prethodno izloZenoj ge-

1+1
ometrijskoj konstrukciji, a zatim primijenimo ‘¥ na rezultirajuéi parametar. Ovaj proces
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takoder je geometrijska konstrukcija, koju nazivamo oduzimanje, zato $to, ako su nam
dani parametri t, i f, irezultatje t; ujednadzbi (1), moZemo ponovno dobiti #, tako da
primijenimo jednadzbu Z) na #; i 1.



Poglavlje 5

Skup pravokutnih trokuta s racionalnim
stranicama zadane povrSine ‘A

Neka T# oznacava skup svih pravokutih trokuta racionalnih duljina stranica i zadane vri-
jednosti povrSine A. Skup T 4 u bijekciji je sa skupom parametara ¢ = € Ty, gdje su m
1 n relativno prosti prirodni brojevi razli€ite parnosti. Definirajmo zbrajanje i1 oduzimanje
na T#, kao $to smo geometrijski opisali u prethodnom poglavlju (odjeljak {.7)), tako da
novi trokuti imaju parametre redom dane s (I)) i (2)). MoZe se pokazati da ako krenemo s
parametrima ¢iji su brojnici i nazivnici razli¢ite parnosti, tada ¢e novi parametar dobiven
iz (T) i (Z) imati isto svojstvo. U nastavku ¢emo se ograniCiti na takve parametre u 7.
Uocimo pritom da su Ay — A, 1 A — Ay jedan te isti trokut.

5.1 Konacan skup generatora

Definirajmo preslikavanje W : T4 — Q*/(Q*)*> x Q*/(Q*)*> s W() = (1 —t,1 +1). Dva
racionalna broja jednaka su u Q*/(Q*)*> ako je njihov omjer kvadrat racionalnog broja.
Ovo preslikavanje je homomorfizam, jer ako A; + A, = A3 redom odgovara pripadajuéim
parametrima f;, t, i t3, iz izraza za t; u ((I)) dobivamo

2
(A +1)(1+1)+ \/mza —2)(1-£8)

1+t

A+1)A+0)1+8)= [

(1 +m)(0+1) + iﬂrlrz(l +£)(1 + tg))2
1

u Q/(Q")* Sliéno (1 —m)(1-n)(1-1)=11u Q"/(Q).

31
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Iz teorema [3.0.2] slijedi da je 274 jezgra od W, odnosno t € 2T 4 ako i samo ako
W() = (1,1). Ako t pripada skupu 274, to znaci da ¢ odgovara trokutu dobivenom
postupkom iz odjeljka [2.2] to jest da u skladu s relacijom (2.2) vrijedi

_4s(1 - %)
zaneki s iz T4. Izravnim racunom vidi se dasutada 1—¢, 1+¢ oba kvadrati racionalnih
brojeva:

I—IIM
(1 + s2)2
i
Lyl (=257
(1 + s2)2

Stogaje W(r) = (1,1) uQ*/(Q")>.

Obrnuto, nekasu 1—¢ i 1+¢ obakvadrati racionalnih brojeva. Po Teoremu@tada
vrijedi da je t = 2uv, priemu su u i v racionalni brojevi takvi da je u*> +1* = 1. Tada
umnozak uv ima oblik Z(Sl(ls_f;) pa ¢ = 2uv ima oblik iz relacije (2.2). Zato se ¢ nalaziu
2T 5. Naime, omjer povrsina trokuta za trojku (u, v, 1) i trokuta za trojku (1—12,2¢, 1+£2),
koji se iz (u,v,1) moze dobiti postupkom iz [2.2] jednak je kvadratu nekog racionalnog
broja. Nadalje, klase ekvivalencije T#/2T# dane sus {t € Ty : W(t) = w}, za svaki
w € W(T#), 1slika su od T'# dobivena preslikavanjem W.

Akoje r ==, gdje su m, n relativno prosti prirodni brojevi, onda mn(m+n)(n—m) =
n*t(1 — 12) = A(rn®)*. Ova Cetiri faktora m, n, m +n, n —m u parovima su medusobno
relativno prosti. Dakle, m,n,m + n,n —m = a,b,c,d u Q*/(Q")?, gdje je abcd = A u
Q*/(Q")?, te W(t) = (bd,bc) za neke relativno proste brojeve b, c,d koji nisu kvadrati,
gdje je bed djelitelj od A. Naime, kad znamo da je (1-1,)(1-1,)(1—13) kvadrat racionalnog
broja, dakle (1—#;)(1-1,)(1—13) = 1 uQ*/(Q*)?, onda je (1—1,)(1—1,)(1-13)* = 1—t3 uistoj
kvocijentnoj grupi, pa je odatle (1—-#,)(1—-#,) = 1—#3 1, analogno, (1+#)(1+%,) = 1+13. Ovo
ograni¢ava W(T#) na konacan skup moguénosti, a iz toga slijedi da je T#/27T# konaCan.

Uzmimo cijeli skup R koji se sastoji od predstavnika klasa ekvivalencije u 7#/27 4.
Ako fiksiramo bilo koji ¢ u T4, tada ¢t mora biti u istoj klasi ekvivalencije s 7 u R.
Primijetimo da su pripadajuéi trokutiod 7 1 7 redom A i A’. Slijedi, A+ A’ je u jezgri
od W papostoji neki A; s parametrom #; u T4 takav da

A+ A =24

Zadane f = % = 'r'l’—ll 17T = % gdje su m, n, my, n;, M, N u parovima medusobno

relativno prosti, trokut A + A’ ima parametar

2
\/NM(n2 - m?) + \/nm(N2 - M?)
nN + mM ’
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Nazivnik dijeli pa je stoga i manji od (nN +mM)* < 4n>N?. S druge strane, znamo da pa-
rametar od 24, ima nazivnik veéi od n}, iz Poglavlja Kombiniranje dvije nejednakosti
daje n{ < 4n*N*.

Nadalje, neka je C najveci od nazivnika svih elemenata iz R. Tada, ako je n > 2C,
imamo nejednakost 7, < V2nN < V2Cn < n. Ponavljanjem navedenog postupka na
t; induktivno dobivamo niz parametara t,,13,... koji redom definiraju trokute A;, As, ...
tako da za svaki k > 1 vrijedi

Ag + D = 20041,

gdje A} ima parametar u Ri #, ima nazivnik n;. Uz uvjet n; > 2C, nazivnici formiraju
strogo padajuci niz cijelih brojeva ng.; < n; < ... < n; < n. Nakon kona¢nog broja
koraka navedeni postupak mora dati 7x s nazivnikom ng < 2C, pa iz toga slijedi relacija

K-1 _ nkK
A+ A +20 4+ ...+ 27 A =27 Ak

Ovo se dobiva tako da se jednakosti Ay + A} = 2A,1 najprije redom pomnoZe s 2* pa se
zatim zbroje. Parametriu T4 s nazivnicima manjim od 2C ¢ine konacan skup koji sadrzi
R 1 generira sve trokute u 7 4.

Time smo dokazali valjanost sljedeceg teorema.

Teorem 5.1.1. Postoje trokuti Ay,...,A, uT 4 takvi da za svaki trokut A € T4 postoje
cijeli brojevi ay,...,a, za koje vrijedi

A=aiA+ ...+ aA,.

Ovime je zapravo pokazana varijanta Mordellovog teorema, samo u okviru geometrij-
ske konstrukcije skupa trokuta. U originalnoj verziji Mordellovog teorema tvrdi se da je
E #(Q) konacno generirana Abelova grupa ranga r. Postoji baza Py,...,P, za Ez(Q)
pa stoga 1 odgovarajuca baza koju saCinjavaju neki trokuti Ay,...,A, u 7 4. Preslikavanje
W poseban je slu¢aj Weilovog preslikavanjana E4 : y* = x* —A%x, $to je homomorfizam

E#(Q) - Q/(Q")*x Q*/(Q")* x Q*/(Q*)*
(x,y) = (x,x — A, x + A),

i dobro je poznato da ima jezgru 2E #(Q) (vidi Poglavlje X.1 u The Arithmetic of Elliptic
Curves [10]). Weilovo preslikavanje nadahnuto je Fermatovom metodom spusta, a to je
analogno preslikavanju W u izvodenju spusta u dokazu Mordellovog teorema.

Ostaje otvoreno pitanje efektivnog odredivanja kona¢nog skupa generatora R. Premda
postoji eksplicitno zadan konacni skup moguénosti za W(Tg), time i za T#/2T 4, u
praksi se Cesto mogu rijeSiti konkretni zadani primjeri, ali nije poznat algoritam koji bi
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sigurno dovodio do rezultata opCenito. Rije€ je o jednom od istaknutih otvorenih problema
u racunarskoj aritmetickoj geometriji, odredivanju ranga grupe E(Q) zadane elipticke kri-
vulje E.

5.2 Particija T4 s obzirom na parametar ¢
Primijetimo da kako su Aq,..., A, nezavisni, slijedi da
aM+...+an P 0La;,...,a,<1

daje potpuni skup predstavnika od 7 #/27 # 1 |Ta/27 al = 2".
1

Kod zi trokuta 1 —¢ 1 1 + ¢ su oba kvadrati, tako da barem > trokuta ima 1 —

* jednak kvadratu. To u formuli (I.T) odgovara da je m> — n*> = m*(1 — £*) kvadrat.

Stoga, najmanje zi primitivnih trokuta imaju jednu katetu duljine jednake kvadratu nekog

racionalnog broja.

Primjer 5.2.1. Neka je povrsina trokuta A = 6. Tada je E¢(Q) generiran tockom
P = (12,36), koja odgovara trokutu Ap sa stranicama (3,4,5) i parametrom % Parni
visekratnici od Ap imaju (1 —t,1+1) = (1,1) mod (Q*)?, a neparni visekratnici od Ap
imaju (1 —1t,1+1) = (2,6) mod (Q*)%. Skup R je {O, %} pa je C = 2. Stoga postoje
samo tri moguca razlomka s nazivnikom manjim od 2C = 4 : to su %, %, % paje Ap jedini

trokut od ovih parametara koji je u Ts.

Primjer 5.2.2. Povrsina trokuta A = 34 najmanji je cijeli broj takav da je r > 1. Grupa
E34(Q) ima r = 2, generiran tockama P = (%, A%) i O = (578,13872), sto redom
odgovara trokutima Ap = (225,272,353) i Ao = (17,144, 145). Skup trokuta T34 moZe

se particionirati u Cetiri podskupa s predstavnicima prikazanim u sljedecoj tablici:

Predstavnici t W)

0 0] d.1)
Ap =(225,272,353) 21 (17,17)

Ao = (17,144,145) 81 a1
Ap+ Mg = (1377,3136,3425) | 2% | (17,1)

Skup R = {0, %, g, %} i C =49. Provjerom svih mogucih razlomaka pronalazimo da

su Ap, Ao, Ap+ Ag jedini trokuti iz T3a koji imaju parametre s nazivnicima manjim od
2C = 98.
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5.3 Daljnje primjene geometrijske metode

Geometrijska metoda moZe se primijeniti i na druge slucajeve.

Pretpostavimo da se promatra eliptika krivulja nad poljem Q( Vd) kao proirenjem
polja racionalnih brojeva. Elementi tog polja su oblika a + b Vd, pri ¢emu je d prirodni
broj koji nije kvadrat prirodnog broja, dok su a, b € Q. Elementi a + bVd i a —bVd
uzajamno su konjugirani, njihov zbroj je racionalni broj, a razlika im je 2bVd. Za od-
govarajuce tocke na krivulji E #(Q( Vd)) tada vrijedi, analogno, da je zbroj konjugiranih
toCaka racionalna tocka krivulje, to jest tocka krivulje E#(Q). Ako ta tocka nije trivijalna,
njome je odreden pravokutni trokut s racionalnim stranicama. Opisani geometrijski postu-
pak omogucuje izravnu konstrukciju tog novog trokuta.

Dakle, vrijedi:

Teorem 5.3.1. Ako postoji pravokutan trokut s duljinama stranica u polju Q( Vd) i zadane
racionalne vrijednosti povrsine A, takav da racionalni dio od njegove hipotenuze nije
Jjednak nuli, tada postoji pravokutan trokut s racionalnim stranicama povrsine A.

Nadalje, oduzimanjem tocaka koje odgovaraju uzajamno konjugiranim brojevima a +
bVd i a—b+d dobiva se tocka P koja je konjugirana s tockom —P nakrivulji E#(Q( Vd)).
Tocka P moZe se tada interpretirati kao tocka krivulje E #,(Q) pomocu koje je odreden
pravokutni trokut s racionalnim stranicama povrsSine Ad. Taj novi trokut takoder se moze
izravno konstruirati naSim geometrijskim postupkom, ¢ime se dobiva sljedeci rezultat:

Teorem 5.3.2. Ako postoji pravokutan trokut s duljinama stranica u polju Q(Vd) i iraci-
onalne duljine hipotenuze, sa zadanom racionalnom vrijednosti povrsine A, onda postoji
pravokutan trokut s racionalnim stranicama povrsine Ad.

Vjerojatno su moguce i druge primjene ove geometrijske metode, koje bi dovele do
drukdijeg pristupa i potpunijeg razumijevanja rezultata i otvorenih problema u podrucju
kongruentnih brojeva.
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Sazetak

Jedan od najstarijih poznatih matematickih problema odnosi se na odredivanje pravokutnih
trokuta Cije su duljine stranica racionalni brojevi, a povrSina je jednaka zadanom prirod-
nom broju A. U suvremenoj terminologiji takav broj A naziva se kongruentnim brojem.
U ovom radu prikazana je geometrijska metoda kojom se za pojedini kongruentni broj A,
pocevsi od jednog pripadnog pravokutnog trokuta s racionalnim duljinama stranica, moze
iterativnim postupkom konstruirati niz trokuta s racionalnim stranicama i povrSinom oblika
Ar?, pri ¢emu je r racionalan broj.

Opis skupa T4 svih pravokutnih trokuta povrSine (A, s racionalnim duljinama stranica,
blisko je povezan s grupom E #(Q) racionalnih to¢aka elipticke krivulje E : y* = x> — A2x.
Prikladnom parametrizacijom skupa 74 i primjenom geometrijske konstrukcije dobivaju
se nove racionalne tocke na krivulji. Na skupu 7' # uvodi se algebarska struktura u kojoj se
taj skup pokazuje konacno generiranim. U pojedinim primjerima na temelju toga moguce
je potpuno opisati skup 74, no problem efektivnog algoritma za pronalaZenja skupa gene-
ratora ostaje otvoren.



Summary

One of the oldest known problems in mathematical research is to determine all right-angled
triangles with rational sidelengths such that their area equals a given positive integer A. In
modern terminology such a number A is called a congruent number. In this thesis, a ge-
ometric method of producing new rational-sided right triangles with area ‘A, starting from
one given triangle, is exhibited. Iterating this construction, an infinite sequence of nonsi-
milar triangles with the same property may be obtained.

A description of the set T4 of all right-angled triangles with rational sidelengths and
area A is closely related to the group E4#(Q) of rational points of the elliptic curve E :
y?> = x> — A*x. By a suitable parametrization of T4 and application of the geometric
construction, new rational points on E are obtained. An algebraic structure is introduced
on T g, in which this set is shown to be finitely generated. Using that fact, in some specific
examples it is possible to give a complete description of 74, but the problem of an effective

algorithm for finding the set of generators remains open.
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