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1. UVOD

Krivulje drugog reda pripadaju u jedne od prvih proucavanih krivulja, a njihov pronalazak
seze u 4.stoljece prije Krista te se pripisuje Menehmu. Apolonije iz Perge prvi puta prikazuje
elipsu, hiperbolu i parabolu kao ravninske presjeke kruznog stosca €iji se plast prostire na
obje strane od vrha. On je uveo i ime konika kakve danas poznajemo. Ovaj rad podijeljen je

na Sest poglavlja.

U prvom poglavlju opisat ¢u i kroz animaciju u GeoGebri prikazati kako nastaju kruznica,

elipsa, hiperbola i parabola kao presjek ravnine i stosca.

Potom ¢u u drugom poglavlju izre¢i njihove definicije kao krivulje drugog reda kao i napisati

sredi$nje i translatirane jednadzbe krivulja.

U tre¢em poglavlju povezat ¢u poglavlje jedan i1 dva, odnosno pokazati ekvivalenciju izmedu

ta dva pristupa.

U cetvrtom poglavlju uvesti ¢u kvadratne forme, povezati ih sa simetriénim matricama te ¢e
se u ostatku rada podrazumijevati da je matrica simetri¢na. Izre¢i ¢u kako predznak utjece na
kvadratnu formu te kakav je to kanonski oblik kvadratne forme. Temeljni teorem o
klasifikaciji krivulja drugog reda bit ¢e zasnovan na odredivanju definitnosti, pozitivne ili

negativne.

U petom poglavlju povezat ¢emo simetricnu matricu s dijagonalnom te dokazati da su sli¢ne,
a potom na primjeru pokazati kako kvadratnu formu zapisati u kanonskom obliku. U
poglavljima Cetiri 1 pet zapravo smo pokazali da se svaka simetri¢na kvadratna forma moze
dijagonalizirati, a u posljednjem, Sestom poglavlju, pokazat ¢u kako pomocu svojstvenih

vrijednosti mozemo klasificirati krivulje drugog reda te potkrijepiti primjerom.



2. KONIKE KAO PRESJEK RAVNINE I STOSCA

Kruznica, elipsa, hiperbola i parabola spadaju u jedne od prvih proucavanih krivulja, a
proucavali su ih jos stari Grei. To su bili Platonovi ucenici, a prva krivulja o kojoj su pisali
bila je kruznica, potom o elipsi, hiperboli 1 paraboli. Pronalazak konika seze u 4.stoljece prije
Krista, a pripisuje se Menehmu koji je pripadao Platonovoj akademiji u Ateni. Konikama se
bavio i Euklid, ali njegova djela su izgubljena. Dodemo li potom u 3.stoljece prije Krista, u
djelu ,,Konike*, jedan od najvecih grckih matematicara starog doba, Apolonije iz Perge, prvi
puta prikazuje elipsu, hiperbolu i parabolu kao ravninske presjeke kruznog stosca Ciji se plast
prostire na obje strane od vrha, bez obzira je li stozac uspravan ili kos, $iljast ili tup. Na taj je
nacin dobio elipsu, hiperbolu ili parabolu, ovisno o tome sijece li ravnina samo jedan plast
stoSca, oba plasta ili je paralelna s jednom izvodnicom. Apolonije je intenzivno prouc¢avao
krivulje drugog reda Sto nam govori i ¢injenica da je o njima napisao osam knjiga. Uveo je i
imena konika kakve danas poznajemo i koristimo: elipsa, parabola i hiperbola. Odredio je i

njihove jednadzbe. U danasnjem zapisu imamo:

p
2 — 2 + = 2
y pxt_x
gdje elipsi odgovara znak minus, hiperboli znak plus, a u paraboli je taj ¢lan jednak nuli.

Odatle dolaze i njihovi nazivi: elleipsis = manjak, hyperbole = vi§ak i parabole = jednakost.

Tek od 15.stoljeca, odnosno od renesanse, ponovno ozivljava interes za konike. 1z tog
vremena vazno je prvo originalno djelo o konikama ,,Libellus super viginti duobus Elementis
conics* autora Johannesa Wernera. Pojam fokusa uveo je Kepler 1604.godine. Znao je da se
pramen zraka u smjeru osi reflektira od parabole i prolazi njezinim fokusom. Galilei je
ustanovio da se slobodno baceno tijelo giba po paraboli, a Kepler je formulirao svoje zakone

o gibanju planeta po elipsama u ¢ijem jednom od fokusa je Sunce.

Algebarske ravninske krivulje drugog reda nastale presjekom ravnine i kruzne dvostruke
stoZaste plohe nazivamo krivuljom drugog reda. U idu¢im poglavljima ovog rada objasnit
¢emo te time 1 opravdati nazivanje konika krivuljama drugog reda. Stoga, mozemo reci da se
radi o sinonimima pa Krivulje drugog reda jo§ nazivamo i konikama i ¢unjosje¢nicama. U
njih spadaju kruznica, elipsa, hiperbola i parabola, ali i njihove degeneracije: dva realna
ukrStena pravca, jedan realni dvostruki pravac i dva konjugirano imaginarna pravca s realnim

sjeciStem u konacnosti. Nas zanimaju slucajevi kada ravnina ne prolazi vrhom stoSca. Tada



nastaju takozvane prave (neraspadnute) konike. Tip tog presjeka ovisi 0 broju njegovih
realnih beskonac¢no dalekih tocaka. Ako je ravnina paralelna s bazom stosSca, nastaje kruznica.
Ako je ravnina presjeka paralelna s osnovicom stosca, tada te dvije izvodnice probadaju
ravninu u dvije realne 1 razli¢ite beskonacno daleke tocke 1 nastaje elipsa. Ako je ravnina
paralelna s jednom izvodnicom, izvodnica probada ravninu u jednoj realnoj, beskonacno
dalekoj toc¢ki i krivulja koja nastaje je hiperbola. Ako ravnina nije paralelna ni s jednom
njegovom izvodnicom, tada ravnina i stozac nemaju zajednickih realnih beskona¢no dalekih

toCaka te nastaje elipsa.
Dakle, ravnina koja ne prolazi vrhom stoSca sijeCe taj stozac:

1. Po elipsi — nije paralelna ni s jednom njegovom izvodnicom
2. Po hiperboli — paralelna je s dvije njegove izvodnice

3. Po paraboli — paralelna je s jednom njegovom izvodnicom
4

Po kruznici — paralelna je s bazom stoSca.

Kroz animaciju u GeoGebri pokazat ¢u kako nastaje svaka od krivulja. Na slici jedan, u

slu¢aju kada je ravnina paralelna s bazom dvostrukog stosca, kao presjek nastaje kruznica.

Slika 2.1 Kruznica kao presjek dvostrukog stosca i ravnine

Na slici dva vidimo kako presjekom dvostrukog stosca i ravnine, u slu¢aju kada je ravnina

paralelna s dvije njegove izvodnice, nastaje hiperbola.



Slika 2.2. Hiperbola kao presjek dvostrukog stosca i ravnine

Na slici tri, u slucaju kada ravnina nije paralelna niti s jednom njegovom izvodnicom,
prikazana krivulja koja nastaje je elipsa, a na slici cetiri kada je ravnina paralelna s jednom

njegovom izvodnicom kao presjek dobivamo parabolu.

Slika 2.3. Elipsa kao presjek dvostrukog stosca i ravnine



Slika 2.4. Parabola kao presjek dvostrukog stoSca i ravnine

U nastavku ovog rada opisat ¢emo konike kao skup nulto¢aka polinoma dviju varijabli drugog

stupnja tj. kao krivulje drugog reda.

3. KRIVULJE DRUGOG REDA

U ovom poglavlju iskazat ¢emo definicije konika kao krivulje drugog reda te dati pregled
pripadnih sredi$njih i translatiranih jednadzbi, a potom se vratiti na krivulje kao presjek

ravnine 1 stoSca te povezati te dvije definicije krivulja.

3.1. Kruznica

Definicija 3.1.: KruZnica je skup to¢aka u ravnini M jednako udaljenih od zadane ¢vrste

tocke.

Cvrstu to¢ku nazivamo srediste kruznice i oznagavamo sa S, a udaljenost nazivamo

polumjerom kruznice i ozna¢avamo s r.

Krace zapisano:

K ={T eM:d(S,T) =1}
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Slika 3.1. Kruznica sa srediStem S i polumjerom r

3.1.1. SrediSnja jednadZba kruZnice

Neka je k(S,r) kruznica sa sredistem S i polumjerom r. Sredi$te kruznice smjestimo u
ishodiste pravokutnog koordinatnog sustava te neka je T'(x, y) bilo koja to¢ka na kruznici. Za
svaku tocku T na kruznici vrijedi da je njezina udaljenost od sredista kruznice jednaka duljini

polumjera r, odnosno d(S,T) =r.

Slika 3.2. Kruznica sa sredistem S i polumjerom r

Svaki polozaj tocke T na kruznici mozemo izraCunati ra¢unajuci udaljenost od sredista,

odnosno za svaki polozaj tocke T vrijedi: (x — 0)? + (y — 0)% = r?, {j.:

Dobivena jednadzba naziva se srediSnja jednadzba kruZnice.



3.1.2. Jednadzba translatirane kruZnice

Translatiramo li srediSte kruznice, odnosno to¢ku S(0,0), duz X osi za duzinu p te duz osi Y

za duzinu g, dobije se jednadZba kruznice u novom koordinatnom sustavu X'SY’ (Slika 3.3)

a s obzirom na koordinatni sustav XSY jednadzba kruznice je oblika:

-+ - =1’

i)
Y W

W

e

Slika 3.3. Translatirana kruznica sa sredistem u toc¢ki S(p, q)

3.2. Elipsa

Definicija 3.2.: Neka su F; i F,dvije ¢vrste medusobno razli¢ite to¢ke ravnine 7« i neka je
d(F,, F,) = 2e, te neka je a > 0 zadani realni broj gdje je a > e. Skup svih to¢aka ravnine za

koje je zbroj udaljenosti od to¢aka F; i F, konstantan i jednak 2a nazivamo elipsom.
Krace zapisano,

E={T em:d(T,F) +d(T,F,) =2a}.



Tocke F; i F, nazivamo Zaristima ili fokusima elipse, a duzine TF; i TF, radijus vektorima
tocke T. Ako dopustimo da su tocke F; i F, jednake, slijedi da je e = 0, odnosno dobivamo
skup svih toc¢aka jednako udaljenih od fiksne tocke ¢ime je odredena kruznica. Realni broj e
nazivamo linearnim ekscentricitetom. Poloviste O duzine F; F, nazivamo srediStem elipse.
Pravac F, F,sijece elipsu u dvjema to¢ka A i B. Simetrala duZine F; F, sijece elipsu u tockama
CiD. Te &etiri tocke, A, B, C i D nazivamo tjemenima elipse, duzinu AB velikom
(glavnom) osi, a duzinu CD malom (sporednom) osi. Duzine OA i OB nazivamo velikim
poluosima, a duzine OC i OD malim poluosima. Duljinu velike poluosi oznadavamo s a, a

duljinu malo poluosi s b.

Slika 3.4. Elipsa sa zaristima F; i F,

3.2.1. SrediSnja jednadZzba elipse

Neka su F; i F,dvije tocke smjeStene na x 0s U pravokutnom koordinatnom sustavu tako da je
poloviste O duzine F; F, u ishodistu koordinatnog sustava ( Slika 3.2.). Koordinate to¢aka Fi i
F, tada su: F;(—e, 0), F,(e, 0), gdje je e broj kojeg nazivamo linearni ekscentricitet kao $to
sam navela ranije u tekstu. Neka je T (x, y) bilo koja to¢ka na elipsi, ozna¢imo s r; = |F; T|,
r, = |F,T|te a = |AO| = |BO|.
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Slika 3.5. Elipsa sa srediStem O i fokusima F; i F,

Iz formule za udaljenost dobivamo:

=+ (x—(—€))2+ (y — 0)2 =/(x + €)% + y2, analognim na¢inom dobijemo da je

r, = +/(x —e)? + y?2. Iz definicije elipse znamo da je r; + r, = 2a, odnosno:

Jx+e)2+y2+,/(x—e)?+y%=2a (3.1)

Pomnozimo jednadzbu s \/(x + €)? + y2 — /(x — e)? + y2 kako bismo se rijesili korijena

primjenom formule za razliku kvadrata. Slijedi:

(x+e)2+y?—((x—e)?+y?) =2a(J(x+e)2+yz—/(x —e)?+y?)

o x?2 +2xe + e? + y? — (x% — 2xe + €2 + y?) = 2a\/(x + )2 + y? — 2a\/(x — €)? + y?
o x2 + 2xe + e2 + y% — x% + 2xe — e? — y? = 2a,/(x + )2 + y2 — 2a,/(x — e)2 + y?
<—>4xe=2a\/m—2a\/m/:2a

<—>2a£=\/(x+e)2+y2—\/(x—e)2+y2 (3.2)

Zbrajanjem jednakosti (3.1) i (3.2) dobivamo:

2xe

2 (x+e)2+y2=2a+7/:2



<—>,/(x+e)2+y2=a+§x.

RjeSavamo se korijena kvadriranjem jednakosti te iz toga slijedi:

e ex
(x+e)+y*=a*+ ZaEx + (7)2

2
e
o x2 4 2xe+ e’ +y?= a2+Zex+Ex2

2
e
H(l—;)x2+y2=a2—ez

2

a® — e?

o ( Vx?2 + y? = a? — e?/:(a® — e?)

a?

x 2

=1

a2 a2—e?2

Slika 3.6. Elipsa

3.3)

Zanima nas moze li se a® — e? jo§ malo srediti kako bi jednadzba bila izrazena samo pomoéu

brojeva a i b, odnosno velike i male poluosi. Na slici 3.2 uo¢imo pravokutni trokut F; BA.

Primjenom Pitagorinog poucka slijedi da je e? + b? = a? iz ¢ega slijedi da je b? = a? — e?,

gdje je a > e paje a® > e?.

Vratimo li se na nasu jednakost (3.3) konacno slijedi:

x2

a2

Yo _
+§—1.



Prethodna jednadzba naziva se srediSnja jednadzba elipse. Jednadzbu mozemo zapisati i u

obliku:| b%x? + a?y? = a®b?,
3.2.2. JednadZzba translatirane elipse
Analogno kako smo imali kod kruznice, i kod elipse moZemo napraviti translaciju duz X osi

za duzinu p, a duz Y osi za duzinu q. Takvom translacijom dobiti ¢emo jednadzbu elipse s

obzirom na novi pravokutni koordinatni sustav X'0Y"’ oblika:

a s obzirom na pravokutni koordinatni sustav X0Y jednadzbu oblika:

(x-p)? | v-q)* _
=1

N

>
v

Vs
Z

Slika 3.7. Translatirana elipsa sa srediStem u tocki O (p, q)

3.3. Hiperbola

Definicija 3.3.: Neka su F; i F, dvije ¢vrste medusobno razli¢ite tocke ravnine © i neka je
d(F;,F,) = 2e i neka je dan realan broj a, 0 < a < e. Skup svih to¢aka za koje je apsolutna
vrijednost razlike udaljenosti do danih to¢aka F; i F,konstantna i jednaka 2a nazivamo

hiperbolom.

11



Krace zapisano:
H={T € m:|d(T,F,) —d(T,F,)| = 2a}.

Tocke F, i F, nazivamo Zaristima ili fokusima elipse, a duzine TF; i TF, radijusvektorima
tocke T. Broj e nazivamo linearnim ekscentricitetom. Poloviste O duZine F; F, nazivamo
srediStem hiperbole. Pravac F, F,sijeCe hiperbolu u dvije to¢ke A i B i njih nazivamo
tjemenima hipebole. Duzinu AB nazivamo realnom osi, a duzine OA i OB realnim
poluosima. Presijevanjem kruznice k(4, e) ili k(B, e) sa simetralom realne osi, kao presjek
dobivamo to¢ke C i D koje odreduju duzinu CD te nju nazivamo imaginarnom osi hiperbole.
Duzine OC i 0D nazivamo imaginarnim poluosima. Duljinu imaginarne poluosi

oznacavamo s b.
e H ewy o o o H HH H
€ = —nazivase numericki ekscentricitet hiperbole. 1z e > a slijedi € > 1.

Jos§ jedna razlika izmedu elipse i hiperbole je $to hiperbola ima asimptote. Asimptote su
odredene su kao grani¢ni poloZaj tangente kada se diraliSte tangente kre¢e prema
beskonacénosti po grani hiperbole. Asimptota se moze definirati i kao pravac kojemu se graf
sve viSe priblizava kako se tocka hiperbole kre¢e prema beskonacno dalekoj tocki. Asimptote
hiperbole leZe na dijagonalama pravokutnika duljina stranica 2a i 2b, a srediSte mu je u

sredisStu hiperbole.

Slika 3.8. Hiperbola sa zaristima F; i F,

12



3.3.1. SrediSnja jednadZba hiperbole

Kako bismo odredili jednadzbu hiperbole smjestimo pravokutni koordinatni sustav tako da
zarista Fy i1 F, imaju redom koordinate (—e, 0) i (e, 0). Tocka T (x, y) neka je bilo koja tocka

na hiperboli, ozna¢imo s r; = |F;T|, r, = |F,T| (Slika 4.2).

Slika 3.9. Hiperbola
Iz definicije hiperbole znamo da vrijedi:
|ry — 1| = 2a. (3.4)
Provodimo slican postupak kao i kod elipse:

Iz formule za udaljenost dobivamo:

r =+/(x — (—e))2 + (y — 0)2 = /(x + )2 + y2, analognim na¢inom dobijemo da je

T, =+/(x —e)? + y2. Uvrstimo u (3.4) r; i r,te dobivamo:

|\/(X+€)2+y2—x/(x—e)2+y2 = 2a

pa po definiciji apsolutne vrijednosti slijedi da je:

JEx+e)2+y2—/(x—e)?+y?=+2a (3.5)

Pomnozimo jednakost sa 1/(x + )2 + y2 — \/(x — €)2 + y? kako bismo se rijesili korijena

primjenom formule za razliku kvadrata. Slijedi:

(x+e)>+y?—((x—e)?+y?) =+2a(/(x+e)2 +y2 —/(x —e)2 +y?)
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o@+e)?+y?—((x—e)?+y?) =+2a(/(x +e)2 +y2 —/(x — )2 + y?)

ox?+2xe+e?+y?—(x?—2xe+e?+y?)=+2a(/(x+e)2+y2—
JG=o7 T2

o x?+2xe+e?+y?—x?+2xe—e?—y?=+2a/(x+e)?+y%—2a/(x—e)?+y?

© 4xe = 22a( (x +€)* +y* =/ (x — )’ +y?)/: (+20)

<—>i%ex:\/(x+e)2+y2—\/(x—e)2+y2 (3.6)
Zbrajanjem (3.5) i (3.6) dobivamo:

2\ (x+e)2+y2=42 (a+§x)/:2

o \/m =+x(a+ gx).

Rjesavamo se korijena kvadriranjem jednakosti te iz toga slijedi:

(x+e)+y*=a*+ ZaZx + (%)2

2
e
o x2+2xe+e?+y?= az+2cex+§x2

2
e
2 2 _ 42 _ L2
H(l—?)x +y“=a—e
2 __ 2
o (g )x? +y? = a? —e?/(a* —¢?)
2 2

Ponovno gledamo moze li se izraz a? — e? zapisati drugacije kako bismo u jednadzbi imali
samo koeficijente a i b, odnosno velike i male poluosi. Za elipsu smo izvodili povezanost

brojeva a, b i e, ovdje bismo na slican nac¢in mogli provesti racun te bismo dobili da vrijedi:

a? — e? = —b? pa je konaéno jednadzba hiperbole:
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Prethodna jednadzba naziva se srediSnja jednadzba elipse. Jednadzba se moze zapisati i u

obliku:| b2x? — a?y? = a?b?.

3.3.2. Jednadzba translatirane hiperbole

Kao i kod kruznice i elipse, srediste krivulje translatiramo iz tocke 0(0,0) u neku tocku
0'(p,q). U tu to¢ku O'(p, q) smjestamo novi pravokutni koordinatni sustav kao $to je

prikazano na slici (2.10). Jednadzba hiperbole translatirane za to¢ku 0'(p, q) oblika je:

@-p)?® _ =@ _ 4|

a? b2

7 N

Slika 3.10. Translatirana hiperbola sa sredi$tem u toc¢ki 0'(p, q)

3.4. Parabola

Definicija 3.4: Neka je F tocka izvan pravca d. Skup svih tocaka u ravnini « koje su jednako
udaljene od tocke F i pravca d nazivamo parabolom. Tocka F naziva se Zariste ili fokus
parabole, a pravac d nazivamo ravnalicom ili direktrisom. Duzinu TF nazivamo

radijvektorom tocke T parabole.

Krace zapisano,

p={ren L0 _,
frentlh )
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Slika 3.11. Parabola sa zariStem F i direktrisom d

3.4.1. SrediSnja jednadZba parabole

Smjestimo parabolu u pravokutni koordinatni sustav tako da direktrisa ima jednadZbu x + g =
0,p > 0,p € R. Broj p naziva se poluparametrom, odnosno 2p parametrom parabole pa su
koordinate fokusa parabole F( 2, 0). Prema definiciji parabole, vrijedi da je udaljenost bilo

koje tocke na paraboli do fokusa i direktrise jednaka, krace zapisano:
d(T,F) = d(T,d).

Isto tako, vrijedi da je d(T, F) = r, gdje je r radijvektor to¢ke T kako sam navela prije u

tekstu. Koriste¢i formulu za udaljenost bilo koje tocke T (x, y) parabole do njezinog fokusa

F (g ,0) te izjednacavanjem s formulom za udaljenost bilo koje toc¢ke T (x, y) parabole do

direktrise d,odnosno do tocke s koordinatama x = —g i y. Slijedi:
(x =22+ (y = 0)* = (x = (=2)* + (¥ — )%, odnosno

o x? —2x§+(g)2+y2 =x2+2x§+(§)2

2 2

<—>x2—xp+pI+y2=x2+xp+pz
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©y?=2px
Dakle, vrijedi:
y? = 2px

Te se prethodna jednadzba naziva srediSnja jednadZba parabole.

3.4.2. Jednadzba translatirane parabole

Ishodi$te koordinatnog sustava 0 mozemo translatirati u neku to¢ku O'(a, b). Tada fokus

parabole F ima koordinate F(g + a,b), a direktrisa je pravac x = a — g dok joj os lezi na

pravcu y — b = 0 (Slika 2.12). Jednazba translatirane parabole tada je oblika:

(y — b)? = 2p(x — a).

)

v

W

v

Slika 3.12. Translatirana hiperbola sa srediStem u to¢ki 0'(a, b)

3.5. VaZna napomena

U prethodnim smo potpoglavljima iskazali definicije krivulja drugog reda i dokazali da ako
neka tocka T (x, y) koordinatne ravnine zadovoljava uvjete definicije neke krivulje drugog

reda, tada zadovoljava i odgovarajucu jednadzbu. No, namece se i pitanje suprotnog smjera,
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odnosno, ako koordinate tocke T (x,y) zadovoljavaju neku od navedenih jednadzbi krivulja
(3.1)-(3.4) da li onda ta tocka lezi na krivulji. U ovom radu ne¢emo dokazati suprotni smjer

za svaku od krivulja, nego ¢emo provesti dokaz samo na primjeru elipse.

Ako koordinate to¢ke T (x,y) zadovoljavaju jednadzbu elipse, onda to¢ka T lezi na elipsi.

Dokaz: Oznac¢imo s r; = |F;T|,asr, = |F,T|. S obzirom na to da su koordinate tocke
F;(—e, 0), slijedi:

n = |AT| = (x+e)? +y?pa

12 = (x + e)? + y2. S obzirom na to da to¢ka T (x, y) zadovoljava jednadzbu h?x? +

X

2ph2
a’y? = a?b? (1) (>uvrstavanjem y? = b? — al: ) slijedi :

a?-b?

2312
r12=x2+2xe+e2+y2=x2+2xe+ez+b2—%=ez+b2+2ex+ x? =

a2

2
a2+2ex+%x2=(a+%)2 e?+ b? = a?

Analogno bismo dobili za 7,2 = (a —=)?.

|x| < a jer inaCe jednadzba (1) nebi bila zadovoljena. Zato vrijedi:

ex

| <e<a izegaslijedidasu a+= ia—=pozitivni brojevi. Slijedi:

ex - ex . . v .o .
n=a+— Inp=a-— pa zbrajanjem konacno slijedi:

n+rn=a+ % +a— % = 2a $to smo i trebali dokazati. Dakle, tocka T lezi na elipsi.

4. EKVIVALENCIJA KONIKA | KRIVULJA DRUGOG
REDA

U prvom poglavlju opisali smo konike kao presjek ravnine i dvostrukog stoSca dok smo u
prethodnom poglavlju definirali svaku od krivulja drugog reda te popisali sve odgovarajuce
jednadzbe. No, ostala je nerazjasnjena ekvivalencija izmedu ta dva pristupa. Na primjer.

Elipsu smo definirali kao krivulju za koju vrijedi da je zbroj udaljenosti svake njezine tocke
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do zariSta F; i F, konstantan. S druge strane, pokazali smo da je elipsa krivulja koja se dobije
presjekom sto$ca I ravnine uz uvjet da ravnina nije paralelna niti s jednom od izvodnica i ne
prolazi vrhom stosca. Ove dvije, nazovimo ih, definicije, povezao je Germinal Pierre
Dandelin (1794. — 1847.). Germinal Pierre Dandelin bio je belgijski matematicar i inZenjer,
tocnije, otac mu je bil Francuz te je roden u Francuskoj blizu Pariza, a majka mu je bila iz
Belgije. On je 1822. godine otkrio vezu izmedu presjeka stoSca ravninom, zarista
cunjosjecnica i kugala upisanih u stozac koje dodiruju ravninu kojom je presjecen te su njemu

u Cast te kugle nazvane Dandelinovim kuglama.

TEOREM 4.1 (Dandelinov teorem za elipsu): Ako stozastu plohu presijeCemo ravninom koja
ne prolazi vrhom stozaste plohe i sijeCe sve njezine izvodnice, onda je presjecna krivulja ili

kruznica ili elipsa.

Slika 4.1. Dandelinove kugle i elipsa

TEOREM 4.2 (Dandelinov teorem za hiperbolu): Ako stozastu plohu presje¢emo ravninom
koja ne prolazi vrhom stoZaste plohe 1 paralelna je s dvije njezine izvodnice, onda je presjecna

krivulja hiperbola.
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Slika 4.2. Dandelinove kugle i hiperbola

TEOREM 4.3 (Dandelinov teorem za parabolu): Ako stozastu plohu presjeCemo ravninom
koja ne prolazi vrhom stoZaste plohe 1 paralelna je s jednom njezinom izvodnicom, onda je

presjecna krivulja parabola.

Slika 4.3. Dandelinove kugle i parabola

Skupovi to€aka ravnine M kao Sto su kruZnica, elipsa, hiperbola 1 parabola, imaju niz srodnih
svojstava te ih iz toga razloga nazivamo krivuljama drugog reda. Jedno od nama bitnih
svojstava je da se svaka od nabrojanih krivulja moze opisati kao skup nula polinoma drugog

stupnja. U nastavku ovog rada pokazat ¢emo da za svaku od navedenih krivulja moguce je
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naci pravokutni koordinatni sustav (O; i, j) u ravnini M u kojem ¢e krivulja drugog reda biti

zadana jednom od sredisnjih jednadzbi:

1° KRUZNICA radijusar > 0:  x2+y% =12

x2 y2
2° ELIPSAspoluosimaa,b >0: —+==1
a b2

3° HIPERBOLA s poluosima a, b > 0:: Z— —X =1

4° PARABOLA, p # 0: y? = 2px

U dosadasnjem tekstu sve jednadzbe drugog reda bile su zapisane ili u srediSnjem ili u

translatiranom obliku. To znaci da su svi kvadratni polinomi u dvije varijable bili oblika
(Vx,y €ER) p(x,y) = ax?+ by +cx+dy+e

Sto znaci da nisu imali monom xy. U narednom dijelu teksta promatra ¢emo kvadratne

polinome i s monomom xy, tj. S monomom x; x,.
Funkcija p: R X R — R zove se polinom drugog stupnja dviju varijabli ako je
(Vxl,xZ € R) p(xl, XZ) = a11X12 + 2a12X1x2 + azzxzz + a1X1 + arXy + Ay,

gdje su a4, a5, a,,, aq,a, i a, zadani realni brojevi uz uvjet da je barem jedan od
koeficijenata a4, a2, a,, razli¢it od nule. Bez smanjena opcenitosti, dovoljno promatrati
samo kvadratne polinome dviju varijabli za koje je koeficijent uz monom x; x, dvostruk tj.

mozZemo samo promatrati simetri¢ne matrice

A= [‘111 a12]

Q12 QA

b .
drugog reda. Ozna¢imo lisa b = [ bl] vektor stupac i s y skalar tada u opéem slucaju,
2

jednadzbom

ag (112] [x

ey =l Y[ G [+ B[] +y =0 (4.)

zadana je krivulja drugog reda. O kojoj krivulji je rije¢ saznat ¢emo na osnovu navedene
simetricne matrice A i njenog dijagonaliziranog oblika. Krucijalan dio te veze izmedu

simetri¢ne matrice i krivulja drugog reda zasniva se na proucavanju pripadne kvadratne forme
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ay1%1% + 2a4,%, %, + az;x,2 . Upravo proucavanje kvadratnih formi omoguéit ¢e nam
pronalazenje pravokutnog koordinatni sustav (O; i, j) u ravnini M u kojem ¢e se svaka

jednadzba (4.1) poprimiti jedan od oblika sredi$njih jednadzbi od 1° do 4°.

5. KVADRATNE FORME

Definicija 5.1: Neka je A kvadratna matrica. Funkcija f: R® — R definirana formulom
f(x) = (Ax|x) (5.1)
naziva se kvadratna forma.

Napi§imo njezin prikaz pomocu x = [x; ..x,| "1 A = (aij). Tada je i-ta komponenta vektora

Ax jednaka
n
(AX)i = z ainj
j=1
te je
(Ax|x) = Z?=1(Z?=1 aijxj)xi = 23}':1 a;jxXiXj. (5.2)

Koristeci vezu skalarnog produkta i matri¢nog mnoZenja, kvadratnu formu mozZemo pisati i na

nacin:
(Ax|x) = (x|Ax) = x™Ax. (5.3)

Uzmimo primjer matrice reda 2, kvadratna forma ima oblik

ai1 QA12711*%1 5 5
[x1 x,] [ ] [ ] = A11X1° T A12X1Xy T A1X1 Xz + AxpX2".

21 Az21 X7
2 0 2
Primjer 5.1: Nekaje B=14 0 —1|. NapiS$imo kvadratne forme koje odgovaraju ovim
0 -1 3

matricama. Odgovarajuca forma je:
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2 0 2 x 2x + 2y
[x ¥ Z]|l4 o0 _1] [yl =[x ¥y z]|4x—z
0 -1 31z -y +3z

= 2x% 4+ 2xz + 4xy — yz — yz + 3z? = 2x% + 2xz + 4xy — 2yz + 32>

Sada pogledajmo obratni postupak, odnosno kako iz zadane forme rekonstruirati matricu.
Obrat nije jednoznacan §to znaci da jednoj kvadratnoj formi odgovara vise matrica. Uzmimo

za primjer naSu formu 2x? + 2xz + 4xy — 2yz + 3z2. Uz gornju matricu odgovaraju joj jos i

matrice:

2 1 2 2 5 2 2 2 1

3 0 -1f, -1 0 -1}, 2 0 -1}, itd.
0 -1 3 0 -3 3 1 -1 3

Primijetimo da sve one imaju iste dijagonalne elemente, kao i zbroj a;; + a;; dvaju elemenata
simetri¢nih s obzirom s obzirom na glavnu dijagonalu. Taj zbroj je koeficijent uz ¢lan x;x; u
kvadratnoj formi. Odavde slijedi da ¢e za zadanu kvadratnu formu postojati jedinstvena
odgovarajuca simetri¢na matrica. Iz tog ¢emo razloga u daljnjem tekstu promatrati samo

simetri¢ne matrice.

U daljnjem tekstu bit ¢e nam vazna sljedeca definicija vezana uz predznak kvadratne forme

kao funkcije dviju varijabli.

Definicija 5.2: Kvadratna forma (5.1) je:

1° indefinitna, ako prima i pozitivne i negativne vrijednosti;

2° semidefinitna, ako prima samo pozitivne, odnosno samo negativne vrijednosti;
3° pozitivno semidefinitna, ako prima samo pozitivne vrijednosti;

4° negativno semidefinitna, ako prima samo negativne vrijednosti;

5° pozitivno definitna, ako je pozitivno semidefinitna i ako je q(x;, x,) = 0 ekvivalentno s

X1=xZ=0.

6° negativno definitna, ako je negativno semidefinitna i ako je g(x;, x,) = 0 ekvivalentno s

x; =x, =0.

Vazno je istaci da ¢e temeljni teorem o klasifikaciji krivulja drugog reda biti zasnovan na

odredivanju definitnosti, pozitivne ili negativne.
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Primjer 5.2: Odredimo simetri¢nu matricu koja odgovara kvadratnoj formi
x% + 8xy — 3y2.
MoZemo napisati:
x? + 8xy — 3y? = a;1x% + 2a,,xy + y?
pa je

-

Tako na primjer mozemo uzeti formu
x1x2 - ZX1X3 + X32

odgovara matrici:

Nk O
S O NIk
o

-1

Kvadratna forma je kanonska ako ne sadrzi ,,mijesane* ¢lanove, kao §to su umnosci

X1Xo, X1X3, X2X3 1sli¢ni. Dakle, to je forma pridruzena dijagonalnoj matrici i ima oblik:
fX) = apx® + agx5% + -+ + Appn?.

Namece se pitanje moze li se i kako neka kvadratna forma svesti na kanonski oblik?

Pogledajmo primjer:

Primjer 5.3: Odredimo kanonski oblik forme:
f(xl, xZ) = 5x12 + 4x1x2 + 8x22.
Primijenit cemo metodu svodenja na potpuni kvadrat. Zbog jednostavnijeg racuna izlu¢imo

faktor <:
5

f(x1,x,) ==[25x,% + 20x,x,] + 8x,2

ul | =
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U'IIH

[(le + sz) - 4‘X2 ] + 8X22

= §(5x1 + 2x,)% + %xzz

-1 2,36 2 in _ —

04 B e R gdje je y1 = 5x1 + 2x;5, 2y, = x5,
Uocimo da prijelazom na nove varijable forma ima kanonski oblik.

Postavlja se pitanje moze li se svaka kvadratna forma svesti na kanonski oblik?

Buduéi da nas u ovom radu zanimaju samo kvadratne forme na R?, u daljnjem tekstu

promatrat ¢emo iskljucivo simetri¢ne kvadratne matrice 2x2.

To znaci da ¢e nas zanimati samo kvadratne forme oblika:

f(x1,x2) =[x x2]4 [2].

. . . . . _[#11 G12
gdje je A simetri¢na matrica oblika A = [ a1 azz].
Odavde proizlazi da je:

aq1x1 + a12x2]

a1 Qg2
)=l ol [ O[] = o
f(xy, %) = [x1 %3] 1 X2] A1p%1 + AppXy

a1 4y
= x1(a11%1 + a12%3) + x3(a12%1 + azyx;)

_ 2 2
= A11X1° T Q12X1X T A12X1X T Ap2X;
— 2 2 2

Iz prethodnih primjera i ¢injenice da je trag 1 determinanta matrice njena invarijanta proizlazi
sljede¢i teorem. Buduci da ¢emo u iduéem poglavlju dokazati da se svaka simetri¢na matrica

moze dijagonalizirati spomenuti teorem ne¢emo dokazivati.:
TEOREM 5.1: Kvadratna forma (5.1) s matricom (5.2) je:
1° indefinitna, ako i samo ako je det A4 < 0;

2° semidefinitna, ako i samo ako je detA > 0;

3° pozitivno semidefintina, ako i samo ako je

a;; =20&az, =0& detd = 0;
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4° negativno semidefinitna, ako i samo ako je
a1 < 0&az, <0& detd = 0;
5° pozitivno definitna, ako i samo ako je
a;; > 0& detA4 > 0;
6° negativno definitna, ako i samo ako je
a1 <0& detd > 0;

7° definitna, ako i samo ako je detA > 0.

6. DIJAGONALIZACIJA SIMETRICNE MATRICE I
KANONSKI OBLIK KVADRATNE FORME

TEOREM 6.1: Svaka simetri¢na matrica A posjeduje tocno n realnih svojstvenih vrijednosti
(brojec¢i njihovu visestrukost) 1 n medusobno okomitih svojstvenih vektora. Stoga je ona

sli¢na dijagonalnoj matrici. Dakle, postoji ortogonalna matrica S i realni brojevi 44, ..., 4,

tako da je
A 0 0
0 4 0
STAS = L
0 0 0 2,
Dokaz:

Oznacimo s {ey, ..., e, } kanonsku bazu prostora R™. Izaberimo normirani jedini¢ni v; Koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti A;. Nadopunimo ga (Gram-Schmidtovim postupkom) do

ortonormirane baze wy, ..., w,,. Matrica §; = [v,,w;, ..., w, ] je ortogonalna matrica. Stavimo

Sad A1 = SlTAsl
Imamo:
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Ae, = 51TA(S131) = S1TAV1 = S1T(/11"71) = /1151_1771 = Ae;.
Ovaj je vektor prvi stupac matrice A,. Primijetimo nadalje da je A; simetri¢na matrica:

A, =(S,'45)T =5,747s,"T =5,74S,. 1z tog je razloga i njezin prvi redak istog
oblika.

Dakle, imamo:
A 0 0
0 b b
A, =5,4s,=| . & an (6.1)
O bn2 bnn

Dokaz nastavljamo matematickom indukcijom. Za n = 2 ova je matrica ve¢ dijagonalna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve realne simetri¢ne matrice reda n — 1. Tada se realna
simetri¢na matrica B redan — 1 koja se pojavljuje u (6.1) moze dijagonalizirati. To znaci da

postoji ortogonalna matrica S, takva da je

Ay 0
52T352=[z ]

0 - A,

Sada mozemo zakljuciti da je 1 [0 .S(') ] ortogonalna jer su joj stupci o€igledno ortonormirani.
2

UmnoZak dviju ortogonalnih matrica je ortogonalna matrica, zato je i matrica
1 0
s=sip )
ortogonalna. Za nju vrijedi:

stas=y srlsasls gl=lo sl Al sl=[c s7as)-
“lo s,71° P10 s,/ T lo s, Bll0 S, 052352

A 0
1o 4
0 0 0 4

Time je teorem dokazan.
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To znaci da je odgovor na gore postavljeno pitanje DA! Dakle, za svaku simetri¢nu matricu

postoji ortogonalna matrica S takva da je umnozak S ' AS dijagonalna matrica.

Primjer 6.1: Svedimo na kanonski oblik kvadratnu formu

f(x,y) = 2xy. (6.2)

Postupak odredivanja kanonskog oblika kvadratne forme, kao $to sam i napomenula, vezan je
uz postupak dijagonalizacije pripadne simetri¢ne kvadratne matrice. Taj postupak se provodi
odredivanjem svojstvenih vrijednosti i njihovih svojstvenih vektora. Kao §to sam ranije
navela, kanonska kvadratna forma je ona koja ne sadrzi ,,mijeSane* clanove te ¢emo iz tog
razloga promatrati upravo primjer f(x,y) = 2xy.

. I3 . s . _ 0 1 . . v e . . 2 _
Odgovaraju¢a matrica je: A = 1 0 . Njen karakteristi¢ni polinom glasi A“ —1 = 0tesu
svojstvene vrijednosti 1; = 1i 4, = —1. Svojstvene vektore nalazimo rjeSavajuéi sustave:

[ 7B =lol=» =[]
= SIbl=lol= =[5

Ortonormirane svojstvene vektore dobivamo tako da svaki vektor podijelimo s njegovom

duljinom pa matrica ortonormiranih svojstvenih vektora glasi:

V2 V2

S=7_z=£[1—1]
vz vz |zl o1l
2 2

Za nju vrijedi:

SRS U | e B HI [y B A R )

Kvadratna forma u novim varijablama zato glasi:

flx',y) =x"?—-y" (6.3)

Zamijenimo li stare varijable novima, direktno se moZemo uvjeriti da zaista vrijedi:
BRI [
yl— 211 11y
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odakle slijedi

X = g(x’ -y,
2

Stavimo li ove formule u (6.2) dobivamo jednadzbu (6.3).

Veze izmedu starih i novih varijabli dane su transponiranom matricom:

T T
' V2 1 111 cos— sin— x
[;’]:7[—1 1] [y]: _Sin% COS% [y]

Primijetimo da je ovom jednadZbom odredena rotacija starog sustava za kut od 45° u
negativnom smjeru. Tako je jasnija geometrijska interpretacija odredivanja kanonskog oblika

kvadratne forme.
Promotrimo jednadzbu f(x,y) = 1 u starom sustavu:
2xy = 1.

Ona predstavlja jednadZzbu hiperbole, a asimptote su joj koordinatne osi. Prijelazom na nove

koordinate, jednadzba te hiperbole postaje
le _ yIZ — 1

i 0s Ox' prolazi tjemenima hiperbole. Novi sustav, u odnosu na stari, zarotiran je za kut od
45°.

Sli¢ne situacije imat ¢emo i s drugim krivuljama drugog reda.
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7. KLASIFIKACIJA KRIVULJA DRUGOG REDA

U prethodna dva poglavlja zapravo smo pokazali da se svaka (simetri¢na) kvadratna forma
moze dijagonalizirati. Tako ¢emo zarotirati koordinatni sustav kako bi svojstveni vektori
postali nova ortonormirana baza. U toj bazi ¢e nestati viSe puta spominjani monom x;x, te
¢emo tako iz produkta svojstvenih vrijednosti mo¢i odmah odrediti predznak determinante
matrice A i time definitnost pripadne kvadratne forme. Upravo poznavanjem svojstvenih

vrijednosti mo¢i ¢emo klasificirati krivulje drugog reda.

Neka je (O; e4, e,) desni pravokutni koordinatni sustav u ravnini M. Tocka p € M odredena
je vektorom x = 0P = xi€;1 + x,e, i uredenim parom (x4, x,) njezinih koordinata tako da
polinom p(x,,x,) mozemo interpretirati kao preslikavanje ravnine M u skup realnih brojeva

R koje tocki P = (x4, x,) pridruzuje broj p (xq, x3).

Za tocku P = (x4, x,) kazemo da je nul-toc¢ka polinoma p(x;,x,) ako je p (xq,x,) = 0. Sa
S © M oznacavamo skup svih nul-to¢aka polinom p (x4, x,) stoga jednadzba skupa S u

koordinatnom sustavu (O; e4, e;) glasi
a11x12 + Zallexz + a22x22 + a1x1 + azxz + aO = 0 (71)

TEOREM 7.1: Neka je S © Mskup definiran jednadzbom a;;x,% + 2a,,%1X, + ap%,% +

a;x; + a,x, + ay = 0 u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; e4, e,) i neka je A matrica

a a
A= [ 11 12].

Az Ay
Tada imamo:

1° Ako je det A > 0, onda je S elipsa ili skup koji sadrzi samo jednu to¢ku ili prazan skup.
2° Ako je det A < 0, onda je S hiperbola ili unija dvaju pravaca koji se sijeku.

3° Ako je det A = 0, onda je S parabola ili unija dvaju paralelnih pravaca ili jedan pravac ili

prazan skup.
Dokaz:

Dokaz ¢emo provesti u dva koraka:
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Prvi korak je da nalazimo pravokutni koordinatni sustav (O; v, v,) u ravnini M takav da u

tom sustavu skup S ima jednadzbu
My1® + 2% + b1y + by, +ag =0 (7.2)

gdje su A4, A, by, b, realni brojevi. Ova jednadzba pogodnija je od jednadzbe (7.1) jer ona ne
sadrzi produkt y, - y,. Gledajuéi gornju jednadzbu i ¢injenicu da je det A = 1,4, lako je

identificirati skup S, a to nam predstavlja drugi korak dokaza teorema.

Prvi korak: Ako je a;, = 0, onda jednadzba skupa S ve¢ ima oblik (7.2) u sustavu (O;

e, e,). Uzmimo da je a;, # 0. Pomoc¢u matrice A oblika

A= [an a12]

a1z Qz2
u ortonormiranoj bazi (e,, e,) definiramo linearan operator A : X, — X, tako da je
Ae; =aje +ae,, Ae, =ajeq +aje,;.
Operator A simetri¢an te ako oznac¢imo s p(x,e; + x,e,) = p(xy, x,) dobivamo da
(Vx Xy p(x) =Ax-x+a - x+ ay,
gdje je a = a,e; + a,e,.

Za simetri¢an operator A prema teoremu 7.1, postoji desna ortonormirana baza (v, v,) i

realni brojevi A,, 4, takvi da je
Avy = vy, Av, = 4,0,
U koordinatnom sustavu (O; v4, v,) imamo x = y,v; + y,V,, a to povladi
AX-x = A1y,% + 1,y,2
pap(x) =Ax-x+a -x+ayprelaziu
(Vy1.y2 €ER) p(y1v1 + y,v2) = Liyi? + A,° + biys + byy, + ay, (7.3)

gdje je @ = b;v4 + b,v,. Sustav (O; v,, v,) zapravo dobivamo iz sustava (O; e4, e,)

rotacijom za kut ¢ koji se dobiva iz

a11 — Ay

cot2¢p = 20,
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Nadalje je det A = A4, i svojstvene vrijednosti operatora A su nule polinoma

2% — (a1 + az)A + (ag1a;; — a122)» tj.

(a;; +azp) £ \/(a11 — a32)% + 4a,,?
2

/11,2 =

Nadalje je
b =a-v, =a.(e; vy) +ay(e, vy) =a,cosp —a,sing
b, =a-v, =a,(e; - vy) +ay(e; " vy) = a; sing —a, cos .

U koordinatnom sustavu (O; v4, v,) skup S ima jednadzbu (7.2).

Drugi korak: Budué¢i da je det A = 1,1, i da skup S u sustavu (O; v4, v,) ima jednadzbu

(7.2), to zbog A # 0 i Cinjenice da je v4, v, baza, nalazimo da bar jedan od brojeva 1;, 1, ne

nestaje. No tada mozemo bez naruSenja opcenitosti uzeti da je A; > 0. Uz tu pretpostavku

imamo nekoliko moguénosti.

1.mogucnost. , A, # 0. Nadopunom na kvadrat imamo

2 2

2 _ 2 bl _ bl bl
M1+ by =4\ +==n) =4\ +550) ——
Al 4‘11

2
v 4 by = (37 4 29) = 1 (1) 4 ) -2
272 2)2 1 2 AZ 2 2 2\ 212 2 4‘12

pa (7.2) prelazi u
Mz + A2,0 =y

gdje je

by b,
VA = —_— VA = —_—
1 }’1+211’ 2 J’2+2/12

b®>  b,*

}/=4—A1+E—a0.

2.mogucnost. ,A, = 01 b, # 0. Sada (7.2) prelazi u

R P e
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Z12 + ﬁZz - O (75)
gdje je
_ D ] b’ _b
Z1 =Y 2/11» Zy = Y2 b, Qo 41, , b= A .

3.mogucnost: 1, = 0, b, = 0. Sada (7.2) prelazi u

z2+0-2z, =y (7.6)
gdje je
b _ 1 b?
Z1=N 41, Z2=Y2 V= PRy aop)

asumand 0 - z, u (7.6) podsjeca da se radi o skupu nula polinoma od dvije varijable.
Zakljucci:

1°det A = 241, > 0 zajedno s A; > 0 pokazuje da je A, > 0, pa imamo mogucnost 1. 1z
(7.4) slijedi da je skup S elipsa ako je y > 0, jednoClan skup z; =0, z, =0akojey =01

prazan skup ako je y < 0.

2°det A = 231, < 0 zajedno s A; > 0 pokazuje da je 1, < 0 pa imamo mogucnost 1. 1z (7.4)

izlazi da je S hiperbolazay # 0,azay = 0 S je unija pravaca

\/A_lzl — 4/ —12Z2 = O, \//1_1Z1 + _12Z2 = O,
koji se sijeku u tocki z;,z, = 0.

3°det A = 211, = 0 zajedno s 4; > 0 pokazuje da je A, = 0 pa imamo mogucnost 2. i
mogucnost 3. 1z (7.5) vidimo da je S parabola sa z,-0si kao osi parabole. Nadalje, iz (7.6)
vidimodajeS =0 zay <0;Sjepravacz; + 0-z, = 0zay = 01 S je unija paralelnih

pravacaz; + 0z, =+fy,z; +0-2, = —/y zay > 0.
Primjer 7.1: Identificirajmo skup to¢aka ravnine koji je zadan jednadzbom
5x1% + 4x,x, + 8x,% — 32x; — 56x, + 80 = 0. (7.7)

u pravokutnom koordinatnom sustavu (O; e4, e,). To je jednadzba oblika (7.1) S

koeficijentima
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a1 = 5, aip; = 2, Ay, = 8, a, = _32, a, = _56, g = 80 | matl'lcom

> &

Budu¢idajedetA =5-8—2-2 > 0, skup S je elipsa, jedno¢lan skup ili prazan skup.

Linearni operator A definiran je sa

{Ae1=5e1+2e2

Ae, =2e;+8e, (7.8)

Buduc¢i da vektor Ae, sadrzi e, s koeficijentom razli¢itim od nule, to su e; i Ae; nezavisni pa

raunamo
A’e; = A(de)) = A(5e, +2e,) =5A4e, +24e,=5(5e, +2e,) +2(2e, +8ey);
A’e; =29 e, + 26 e,.
Odredimo brojeve a i § tako da bude
A’e, = a e, + P e, (7.9)
tj.
29e,+26e,=a(5e;+2e,)+pe,=Ga+pBe; +2ae,,
S5a+f =29
2a = 26.

Rjesavanjem sustava od dvije linearne jednadzbe za nepoznanice « i § dobivamo da je a =
13,8 = —36.PolinomA > A2 —adl—f =21?—-131+36imanule A, =9i A, = 4. Sada
MP—al—B=A-9)(A—4)i(7.7) vode na

(A-=9D(A—41De, =0,
Sto pokazuje da su
u,=A—-4l)e,=Ae,—4e,=(5e;+2e,)—4e,=e,+2e,,
u,=(A-90e;, =Ae;—9e;,=(5e;+2e,)—9e, =—4e,+2e,

svojstveni vektori koji pripadaju svojstvenim vrijednostima (7.2) i (7.3).
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|u1|2=1+22=5 | |u2|2=4‘2+22=20
nalazimo da je
+2 -2eq+
1 = %’ vZ = % (710)

ortonormirana baza i
Av1=9v1, Av2:4v2.

Lako se provjeri da su baze (e,, e,) i (v, v,) jednako orijentirane. Preostaje nam da vektor

a = —32 e; — 56 e, razvijemo po bazi (7.10). Buduéi da je (7.10) ortonormirana baza, to je

a=(av)v,+(a vy)v,
_ (_3231 —5682)'(61+2 ez)

v
\/g 1
(_32 el - 56 ez) " (_2 el + ez)
+ v, -
V5
144 8
a=-—7=v+5zv; (7.11)

U bazi (0; v4,v,) jednadzba (7.7) glasi

9y, +47y,% 144 +8 + 80 = 0;
Y1 Y2 NG Y1 \/53’2 ;
9( +8)2+4( +1)2—36-
V1 NG Y2 NG ;
9212 + 4222 = 36, (7.12)
gdje je
8 8
Z1=J’1—\/_§; Zz=y2—\/—§. (7.13)

Iz (7.12) vidimo da se radi o elipsi s poluosima 2 i 3. Srediste O' te elipse u sustavu

2 —=; odakle je

(0; v4,v,) IMa koordlnate\/g, 7
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—; 8 1 8€1+1682 _2 61+ e2
00=—v1—ﬁv2= z - R ;

00'=2e; +3e,.
Prema tome, tocka x; = 2, x, = 3 je srediste elipse, a smjerove osi elipse daju vektori

e, +2e, —2e; + e,. Nadalje, za

X = OP = xlel + xzez = y1v1 + yzvz = OOI + Zlvl + szz
nalazimo

X =x-e;= (v +y,v;) e =y, (v;-e1) +y, (v, eq)
e, t+2e, —2e;te, 1 2
=Y1 <T 91)+3’z (T e1> :Eyl_ﬁyﬂ
1 8 2 1
=7 ﬁ"‘%)‘ﬁ(—ﬁ"'zz):

2 1
Xy =x-€,=y,(v;-€) +y,(v, ey = ﬁ)ﬁ + EYZ

2 (8 1 1
=\/_§<E+ZI)+E(_E+22)'

Prema tome, koordinate tocke P € M u sustavima bazi (0; e, e,) i bazi (0'; v4,v,) vezane

SuU Sa
24— (2, — 2 2,)
X) = —(z, -2z
' N
x, =3+ %(2 7 + 7). (7.14)

Ako u (7.7) umjesto x; i x, piSemo njihove prikaze dane sa (7.14), tada dobivamo (7.12).
Obratno, ako iz (7.14) izra¢unamo z;, z, pomocu X, x, 1 rezultate za z,, z, stavimo u (7.12),
dobivamo (7.7).

36



Bibliografija

N. Elezovi¢, Linearna algebra (Primijenjena matematika), Element, Zagreb, 2001.
S. Kurepa, Uvod u linearnu algebru, Skolska knjiga, Zagreb, 1982.
L. Caklovi¢, Zbirka zadataka iz Linearne algebre, Skolska knjiga, Zagreb, 1992.

Marko Suvalj, Krivulje drugog reda i primjene, dostupno na

http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/uploads/diplomski/SUV03.pdf, svibanj 2019.

I. MiroSevic, N. Kocei¢-Bilan, J. Jurko, Razliciti nastavno-metodicki pristupi
cunjosjecnicama, math.e (Hrvatski matematicki elektronicki ¢asopis), dostupno na
http://e.math.hr/broj27/mirosevic?fbclid=IwAR2iugGCnU_fJ-
doC6ZuitftZfAudbqR4yM1BTKsqPJ5-rwerPUMesfVSWe, lipanj 2019.

37


http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/uploads/diplomski/SUV03.pdf
http://e.math.hr/broj27/mirosevic?fbclid=IwAR2iugGCnU_fJ-doC6ZuitftZfAudbqR4yM1BTKsqPJ5-rwerPUMesfVSWc
http://e.math.hr/broj27/mirosevic?fbclid=IwAR2iugGCnU_fJ-doC6ZuitftZfAudbqR4yM1BTKsqPJ5-rwerPUMesfVSWc

Sazetak

U radu je opisano kako nastaju konike kao presjek ravnine i dvostrukog stosca, ali je i
definirana svaka od krivulja drugog reda te su popisane sve njihove odgovarajuce jednadzbe.
Povezana su dva navedena pristupa te je uvedena kvadratna forma povezana sa simetri¢nim
matricama. Uveden je i kanonski oblik kvadratne forme. Potom je dokazano da je simetri¢na
matrica sli¢na dijagonalnoj, a na kraju rada napisano je kako pomocu svojstvenih vrijednosti

mozemo klasificirati krivulje drugog reda.



Summary

This work describes how the conics are formed as a section of plane and a double cone, but
each of the curves of the second order is defined and all their corresponding equations are
listed. Two approaches related to this and a quadratic form of connection with symmetric
matrices introduced. The canonical shape of the square form was also introduced. It is then
proved that the symmetric matrix is similar to the diagonal and at the end of the paper it is
written that by using eigenvalues we can classify curves of the second order.
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