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Sazetak

Pojava valova gustoc¢e naboja (eng. charge density waves - CDWs) tradicionalno
je povezana sa tzv. kvazi-jednodimenzionalnim materijalima visoko anizotropne Fer-
mijeve plohe koja zadovoljava uvjet gnijezdenja Sto omogucava pojavu Peierlsove
nestabilnosti. Medutim, realizacija valova gusto¢e naboja u materijalima Cije su Fer-
mijeve plohe topoloski zatvorene i koje ne zadovoljavaju uvjet gnijezdenja, zahtijeva
kvalitativnho druk¢iji mehanizam stabilizacije CDW uredenja. Upravo takav mehani-
zam predlozili su Kadigrobov i suradnici u [Kadigrobov et al. Phys. Rev. B (2018)]
za slucaj 2D izotropne parabolicke vrpce i on se zasniva na topoloskoj rekonstrukciji
elektronske vrpce podvrgnute periodickom potencijalu koji ¢e topoloski transformi-
rati inicijalno zatvorenu Fermijevu plohu u otvorenu (u prikazu ponovljene zone).

Tema ovog diplomskog rada je poopc¢enje ovog mehanizma za slucaj trodimenzi-
onalne slobodnoelektronske vrpce te ispitivanje utjecaja anizotropije na mogucénost
stabilizacije valova gustoc¢e naboja. Nakon kratkog uvoda u fenomen valova gustoce
naboja u kvazi-jednodimenzionalnim materijalima i mehanizam njihovog nastanka,
odnosno Peierlsovu nestabilnost, dajemo kvalitativnu skicu mehanizma topoloske re-
konstrukcije vrpce te odredujemo utjecaj pojave CDW uredenja na elektronsku dis-
perziju trodimenzionalne slobodnoelektronske vrpce u okviru aproksimacije srednjeg
polja. Potom racunamo gustocu stanja za dvodimenzionalnu i trodimenzionalnu
rekonstruiranu vrpcu te uvodimo anizotropiju varirajuci efektivhu masu u jednom
smjeru u originalnoj disperziji. Utvrduje se da ovaj nacin uvodenja anizotropije ne
dovodi do kvalitativhe promjene u gustodi stanja te nam stoga ne dozvoljava da pri-
rodno povezemo nase rezultate s rezultatima za dvodimenzionalnu vrpcu. Zbog toga
se okre¢emo novom nacinu tretiranja anizotropnog sustava kao izotropnog sustava
koji egzistira u prostoru necjelobrojne dimenzionalnosti sto, ako ve¢ nema sa geome-
trijskog, ima smisla sa fizikalnog gledista. U ovakvom tretmanu, variranje dimenzije
u rasponu d € [2, 3] dovodi do "glatkog” prijelaza gustoce stanja 2D vrpce u pripadnu
gustocu stanja 3D vrpce. Nakon toga, okre¢emo se ispitavanju energetske ”bilance”
sustava. Kao preliminarni rezultat, metodom Lagrangeovog multiplikatora, poka-
zujemo da je smanjenje energije vrpce (uz ograniCenje ocuvanja broja elektrona)
najvec¢e ukoliko Fermijeva energija ostane nepromijenjena prilikom rekonstrukcije

vrpce. Ovaj rezultat je opcenit utoliko Sto ne ovisi o detaljima promjene gustoce sta-



nja sustava te upucuje na cinjenicu da ¢e smanjenje energije potjecati iskljucivo od
redistribucije popunjenih stanja od viSih prema nizim energijama uzrokovane pro-
mjenom gustoce stanja. Ovaj rezultat potom uvrStavamo u uvjet ocuvanja broja
elektrona $to nam omogucava da numerickim rjeSavanjem jednadzbe odredimo opti-
malni valni vektor CDW parametra uredenja koji se, kako povecavamo dimenziju, sve
vise razlikuje od vrijednosti 2k, koja se pojavljuje u Peierlsovoj nestabilnosti, gdje
je kro Fermijev valni broj nerekonstruirane vrpce. Koriste¢i optimalni valni vektor,
racunamo relativno smanjenje energije vrpce AFE/E, te dodavanjem pozitivhog fo-
nonskog doprinosa (elasticna energija staticke deformacije resetke) utvrdujemo da se
val gustoce naboja moze stabilizirati za bilo koju dimenziju sustava d € [2, 3] ukoliko
je bezdimenzionalna konstanta elektron-fonon vezanja A veca od kriti¢nog iznosa .
koji raste s porastom dimenzije. U tom smislu, mozemo zakljuciti da CDW uredenje
predstavlja kvantni fazni prijelaz s obzirom na parametar A koji odreduje relativhu

jakost elektron-fonon interakcije.

Kljucne rijeci: valovi gustote naboja, topoloska rekonstrukcija vrpce, anizotropija,

necjelobrojna dimenzija



The influence of anisotropy of three-dimensional
free electron band under periodic potential on
stability of the condensate

Abstract

The phenomenon of charge denstity waves (CDWs) is traditionally related to so-
called quasi-one-dimensional materials with a highly anisotropic Fermi surface that
satisfies the nesting condition which brings about the possibility of Peierls instability.
However, the realization of density waves in materials with closed Fermi surfaces
which don’t satisfy the nesting condition, requires a qualitatively different mecha-
nism of CDW stabilization. Such a mechanism was proposed by Kadigrobov et al.
[Kadigrobov et al. Phys. Rev. B (2018)] for a case of 2D isotropic parabolic band
and it is based on topological reconstruction of electron band subjected to a periodic
potential causing a topological transformation of initially closed Fermi surface to an
open one.

The subject of this master’s thesis is the generalization of the proposed mecha-
nism to the case of three-dimensional free-electron band and the investigation of the
effect of anisotropy on the possibility of CDW stabilization. After a short introduction
to the phenomenon of charge density waves in quasi-one-dimensional materials and
the mechanism of their stabilization, namely Peierls instability, we give first a quali-
tative sketch of the mechanism of topological reconstruction and then calculate the
effect of CDW ordering on electron dispersion of a three-dimensional free electron
band using the mean field approximation. After that, we calculate the density of sta-
tes (DOS) both for the case of two- and three-dimensional bands where anisotropy is
introduced by varying the effective mass corresponding to a chosen direction in the
original dispersion. We find that such a method of introducing anisotropy doesn’t
bring about any qualitative change in the calculated density of states and, therefore,
makes it impossible to connect our results for a 3D band with the results for a 2D
band. For this reason, we turn to a new way of treating an anisotropic system as an
isotropic system living in a space of non-integer dimensionality which seems nonsen-
sical from a purely geometrical point of view, but makes sense from a physical one.

Such a treatment enables us to obtain a smooth crossover of density of states as we



vary the dimension in the range d € [2,3]. After that, we turn our attention to the
“energetics” of the system. As a preliminary result we establish, using the method of
Lagrange multipliers, that the decrease of band energy due to band reconstruction is
maximal (subject to the constraint of electron number conservation) when the Fermi
energy remains as it was before the reconstruction. This result is general in so far as
it does not depend on the details of the change in the density of states and it points
to the fact that the energy decrease will be solely the effect of redistribution of filled
states from higher toward lower energies caused by the change in DOS. Plugging this
result back in the equation expressing electron number conservation enables us to
find the optimal CDW wave vector of the CDW order parameter which differs more
and more significantly from the value 2k, required by Peierls instability as the di-
mension gets higher, where krq is a Fermi wave number of the initial band. Using
the optimal wave vector we calculate the relative decrease of band energy AE/E,
which, when combined with the mean field phonon contribution (elastic energy of
static lattice deformation), enables us to find that CDW stabilization via topological
reconstruction is possible for all dimensions in range d € [2, 3] if the dimensionless
electron-phonon coupling constant A is larger than its critical value \. which incre-
ases with dimension. In that sense, we conclude that CDW ordering is a quantum
phase transition with respect to a parameter A that determines the relative strength

of electron-phonon interaction.

Keywords: charge density waves, topological reconstruction of the electron band,

anisotropy, non-integer dimension
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1 Uvod

U apstraktnom smislu, kristalne materijale mozemo promatrati kao amalgam kris-
talne resetke atoma sa svojim fononskim pobudenjima i Fermijeve tekucine elek-
trona Cija su kvaziCestitna pobudenja opisana odredenom disperzijskom relacijom
£(p) koja inkorporira efekt interakcije elektrona i periodickog potencijala kristalne
reSetke [1]. Interakcija elektrona i fonona, koja je u temeljnom smislu kulonske pri-
rode, na dovoljno visokim temperaturama nec¢e imati dramati¢ne posljedice. Prica
postaje zanimljivija na niskim temperaturama kada ¢e, u odredenim uvjetima, in-
terakcija elektronskog i fononskog podsustava dovesti do nestabilnosti te ponekad
i do prijelaza u novu fazu slomljene simetrije. Povijesno najvazniji primjer takvog
fenomena je supravodljivost, gdje proizvoljno slaba efektivna privla¢na interakcija
medu elektronima preko fononskog podsustava dovodi do Cooperovog sparivanja te
potpune destabilizacije Fermijeve teku¢ine na dovoljno niskoj temperaturi. Ovisno o
parametrima sustava, moguca je i pojava drugih zanimljivih faza slomljene simetrije
kao npr. valovi gustoce spina i valovi gusto¢e naboja od kojih potonji ¢ine centralni
fenomen ovog diplomskog rada.

Val gustoce naboja (eng. charge density wave ili skraceno CDW) pojava je struk-
turne nestabilnosti odredenih materijala koja se ocituje spontanom pojavom peri-
odicke modulacije gustoce naboja popracene statickom deformacijom resetke. Teorij-
ski ih je predvidio za 1D sustave ve¢ 1930. godine Rudolf Peierls [2] Cije se razmatra-
nje zasniva na opazanju da e spontana staticka deformacija kristala otvoriti procjep
na inicijalnoj Fermijevoj energiji te tako spustiti energiju Citave vrpce. Ukoliko je
ovo smanjenje energije dovoljno da kompenzira povecanje elasticne energije zbog
staticke deformacije, nastupa uredenje sustava u novo osnovno stanje vala gustoce
naboja (CDW). Peierlsova nestabilnost predstavlja teorijsku paradigmu za objasnjenje
pojave CDW uredenja u posebnoj klasi 2D materijala (tzv. kvazi-jednodimenzionalni
materijali) jako anizotropne (uglavnom otvorene) Fermijeve plohe koja zadovoljava
tzv. uvjet gnijezdenja, gdje “gnijezdenje” predstavlja mogucénost preslikavanja dijela
Fermijeve plohe na njezin drugi dio jedinstvenim valnim vektorom. CDW-ovi ovog
tipa dobro su teorijski istrazeni i opazeni u raznim materijalima [3].

Medutim, valovi gustoc¢e naboja opazeni su i u odredenim 2D materijalima sa za-

tvorenim Fermijevim plohama koje ne zadovoljavaju uvjet gnijezdenja (npr. [4] i [5])



te se stoga postavlja pitanje mehanizma stabilizacije strukturnih nestabilnosti u tak-
vim materijalima. Jedan takav mehanizam predlozili su Kadigrobov et al. [6]. Taj
se mehanizam zasniva na topoloskoj rekonstrukciji Fermijeve plohe. Ideja je da ¢e
pojava staticke deformacije resetke valnog vektora @ /h uzrokovati promjenu topo-
logije inicijalno zatvorene i visoko izotropne Fermijeve plohe. Takva promjena topo-
logije uzrokovat ¢e drasticnu promjenu u gustodi stanja te dovesti do premjestanja
popunjenih stanja na nize energije Sto ¢e uzrokovati smanjenje energije Citave vrpce.
Mehanizam je za sada istrazen samo za egzaktno dvodimenzionalnu izotropnu para-
bolicku vrpcu [6] i za istu vrpcu u vanjskom magnetskom polju [7].

Nas je zadatak u ovom diplomskom radu istraziti mehanizam topoloske rekons-
trukcije za trodimenzionalnu anizotropnu parabolicku vrpcu te razmotriti utjecaj
anizotropije na gusto¢u stanja rekonstruiranog sustava te na energiju elektronske
vrpce i optimalnih parametara CDW uredenja. U sljede¢em poglavlju, zbog potpu-
nosti prezentacije, dajemo kratak opis nastanka CDW-a u jako anizotropnim kvazi-
jednodimenzionalnim materijalima putem Peierlsove nestabilnosti i gnijezdenja Fer-
mijeve plohe. Takoder, dajemo kratak opis op¢ih svojstava CDW stanja te njegove
fenomenologije u raznim materijalima. Ova razmatranja omoguditi ¢e nam da bo-
lje uoc¢imo S$to je novo kod mehanizma topoloske rekonstrukcije kojeg razmatramo
u poglavlju 3 i u kojem tretiramo elektron-fonon interakciju u aproksimaciji sred-
njeg polja te izvodimo rekonstruiranu disperziju elektronske vrpce ¢ija svojstva po-
tom diskutiramo. U poglavlju 4 bavimo se gusto¢om stanja rekonstruiranog sustava
u dvije i tri dimenzije te diskutiramo utjecaj anizotropije na istu. Takoder, disku-
tiramo klju¢ne razlike medu 2D i 3D gustocama stanja te njihovu relevantnost za
mehanizam topoloske rekonstrukcije. Utjecaj anizotropije prvo uvodimo variranjem
efektivnih masa u originalnoj parabolickoj disperziji. Pokazuje se da takvim tret-
manom ne dobivamo kvalitativni uc¢inak na oblik gustoc¢e stanja te ne mozemo os-
tvariti glatki prijelaz iz 3D u 2D koji nam je potreban da bismo povezali nase re-
zultate s rezultatima u [6]. Stoga, anizotropiju tretiramo uvodenjem necjelobrojne
dimenzije sustava po uzoru na [8] $to nam omogucava da prirodno diskutiramo di-
menzionalni prijelaz iz 2D u 3D. Na posljetku, u poglavlju 5 minimiziramo energiju
vrpce (uz ograniCenje ocuvanja broja elektrona u vrpci) metodom Lagrangeovih mul-
tiplikatora Sto nam omogucava da nademo optimalne vrijednosti Fermijeve energije

nakon rekonstrukcije te optimalni impuls (valni vektor) CDW-a te diskutiramo ovis-



nost istog o parametru uredenja A i dimenziji (anizotropiji). Za kraj, optimalni im-
puls koristimo da bismo izracunali ovisnost energije vrpce o parametru uredenja sto
nam, uz uracunavanje elasticne energije reSetke nastale zbog staticke deformacije,
omogucava da odredimo uvjete pod kojima Ce stabilizacija vala gustoce naboja biti

moguca.



2 Valovi gustoée naboja

U ovom ¢emo se poglavlju pozabaviti fenomenom valova gusto¢e naboja koji pred-
stavlja $iri fizikalni kontekst unutar kojeg se krec¢e ovaj diplomski rad. Radi se o fazi
slomljene simetrije! u kojoj ¢e interakcija elektrona i fononskih pobudenja reSetke
destabilizirati Fermijevu tekudinu elektrona te (na dovoljno niskim temperaturama)
dovesti do stvaranja periodicke modulacije gusto¢e naboja popracene statickom de-
formacijom kristalne resetke. Takav fenomen teorijski je predvidio Rudolf Peierls u
jednodimenzionalnim materijalima ve¢ 1930. godine [2]. Prije nego krenemo razma-
trati valove gustoce naboja u realnim materijalima ukratko se osvr¢emo na tu pojavu
jer upravo ona postavlja teorijski okvir za objasnjenje CDW-a u materijalima s jako
anizotropnom Fermijevom plohom te nam daje jednostavnu sliku o tome kako inte-
rakcija elektronskog i fononskog podsustava moze dovesti do nestabilnosti i jednog i

drugog.

2.1 Peierlsova nestabilnost

Peierls je uocio da u jednodimenzionalnim sustavima postoji sklonost ka stvaranju
staticke periodicke modulacije gusto¢e naboja popracene staticCkom deformacijom
kristalne resetke s periodom ¢ = 2k, gdje je kr Fermijev valni broj. Temeljni uz-
rok ove nestabilnosti je elektron-fonon medudjelovanje i usko je povezan s Kohno-
vom anomalijom, odnosno pojavom “"meksanja” fononskog moda valnog vektora 2k .
Iako se radi o faznom prijelazu, dakle neperturbativhom efektu, ipak se mozemo
posluziti racunom smetnje da barem "naslutimo” nestabilnost. Radi jednostavnosti,
elektron-fonon interakciju opisujemo pojednostavljenim jednodimenzionalnim Fro-

lichovim [9] hamiltonijanom u kojem konstanta vezanja ¢ ne ovisi o valnom vektoru.

H = Z&kckck +Zhwq aq—i——i—TZchck aq+a ) 2.1)

gdje je ¢, disperzija elektronske vrpce, a hw, energija jednog fonona valnog broja
g. Tu smo, radi jednostavnosti pisanja, ispustili spinske indekse operatora stva-
ranja i poniStenja elektrona jer je H spiniski degeneriran. Takoder, L predstavlja

duljinu naSeg sustava, a ¢; (a,) su operatori poniStenja elektrona (fonona) u sta-

1U slu¢aju CDW-a lomi se (reducirana) translacijska simetrija kristala.



nju valnog broja k£ (¢). Vidimo da interakcijski ¢lan uzrokuje stvaranje elektron-
Supljina parova apsorpcijom ili emisijom fonona obrnutog impulsa. Ako je u "ne-
smetanom” stanju |1¢) prisutan jedan fonon uz elektrone u popunjenom Fermijevom
moru (|1¢) = a} |F'S), gdje stanje |F'S) predstavlja popunjeno Fermijevo more), in-
terakcije ¢e renormalizirati energiju (frekvenciju) tog fonona /w,. U drugom redu

racuna smetnje imamo

k,k+q| Hye |1q) |?
A q — (5k+q — €k)

q

(2.2)

gdje su medustanja preko kojih sumiramo dana elektron-Supljina parovima |k + ¢, k) =
Ck +oCk [F'S). Takoder, zbog Paulijevog principa, sumiramo samo preko onih vrijed-
nosti k za koje je |k| < kp, a |k + ¢q| > kp. Taj je podskup prikazan na slici 2.1 za
slu¢aj dvodimenzionalnog sustava, s koje se vidi da ¢e broj medustanja biti najveci

za q = 2kp (situacija je ista i u 1D). Racunanje matri¢nog elementa u brojniku uz

Slika 2.1: Prikaz dozvoljenih medustanja (elektron-supljina parova) u racunu smetnje (zatam-
njeni dio desnog kruga predstavlja moguca Supljinska stanja). Preuzeto iz [10].

zanemarivanje fononske energije (u odnosu na elektronske) u nazivniku daje nam

V) = Z fo(k)(1 — fo(k + Q))7 (2.3)

€k+q — €k
gdje sada sumiramo po svim vrijednostima k, a Fermijeva distribucija f,(k) se brine
o zaposjednuc¢ima. Kada se suma pretvori u integral i izracuna korekcija, pokazuje se
da u jednodimenzionalnim? sustavima dolazi do logaritamske divergencije korekcije
za ¢ = 2kp, Sto nam daje snaznu sugestiju moguce nestabilnosti, ali i ukazuje na
neperturbativnost efekta. Kada se provede precizniji racun koristedi teoriju linearnog

odziva [10], dobije se korigirani izraz koji predvida da ¢e renormalizirana frekvencija

2Tako postoji, efekt je jedva vidljiv u 3 dimenzije.
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fononskog moda valnog broja ¢ = 2kr potpuno iS¢eznuti na konacnoj temperaturi
kpT. = 2.28epe M2ke/9%0(er) (2.4)

gdje je g(er) gustoca stanja na Fermijevom nivou. Na kriti¢noj temperaturi za taj
fononski mod se kaze da je postao "mekan” (Slika 2.2). Kao takvog, lako ga je
pobudivati te on spontano postaje makroskopski zaposjednut (analogno stanju im-
pulsa nula u Bose-Einstein kondenzatu), a sustav postaje nestabilan s obzirom na

staticku deformaciju valnog broja ¢ = 2kr. Djelovanje takve deformacije na elektron-

@y A

2k

Slika 2.2: Renormalizirane fononske disperzije za razliCite temperature T, gdje je T, kriticna
temperatura. Preuzeto iz [10].

ski podsustav moZemo uvesti samosuglasno preko periodi¢kog potencijala V(z) =
Acos(2krz) duz prostorne koordinate x, gdje je A CDW parametar uredenja. To
znaci da ¢e 2k postati novi primitivni vektor reciproc¢ne resetke, Sto nam omogucuje
da "retrogradno” shvatimo zasto je uopce doslo do staticke deformacije resetke. Na-
ime, samosuglasni periodicki potencijal ¢e uzrokovati otvaranje procjepa (slika 2.3)
na Fermijevoj energiji, zbog ¢ega dolazi do spuStanja energije Citavog Fermijevog
mora (ispod procjepa) koje je u jednodimenzionalnim materijalima uvijek dovoljno

veliko da kompenzira povecanje elasticne energije nastalo zbog staticke deformacije.

2.2 Nestabilnost u kvagzi-jednodimengionalnim materijalima i
gnijezdenje (eng. nesting) Fermijeve plohe

Dobro je poznato u teoriji faznih prijelaza da u striktno jednodimenzionalnim susta-

vima ne moze do¢i do pravog faznog prijelaza. Naime, fluktuacije su na svim tem-



px) NSNS

sppeeceees oy ee e os

2a

\ E(k) L‘

—n/2a 2kg /2 ~/2a 2kg n/2a

Slika 2.3: Otvaranje procjepa na Fermijevoj energiji kao posljedica spontane staticke deformacije
resetke.

peraturama dovoljno jake da nadvladaju tendenciju ka uredenju. Stoga, da bismo
poopc¢ili Peierlsov argument na sustave koji nisu striktno jednodimenzionalni tre-
bamo se jos jednom osvrnuti na njegovu sustinu iz drukcije perspektive, a to je da je
odgovor (odziv) jednodimenzionalnog sustava elektrona na pobudu valnog vektora
q = 2kp singularan. Drugim rije¢ima, dovoljan je samo jedan fonon s tim valnim vek-
torom da svojim rasprSenjima u Cesticno-Supljinskom kanalu potpuno destabilizira
sustav. Promotrimo poblize odzivnu funkciju elektronskog sustava. Neka su potenci-
jal ¢(r) i pripadna inducirana gusto¢a naboja p"(r) dani preko njihovih Fourierovih

transformata.

¢(r):/¢(q)€iq-rddq pind(,r) :/pind(q)eiq-rddq (25)
q q

Uz pretpostavku linarnog kauzalnog odgovora, ¢(q) i p¢(q) su povezani relacijom

p™(q) = x(q)¢(q), (2.6)

gdje je staticka odzivna funkcija y(q) za slobodni plin elektrona u d dimenzija dana

Lindhardovim izrazom [11]

d _
x(q)z/(d b Jx = Juiq 2.7)

9
27T)d €k — €k+q

gdje je e, = hk?/2m disperzija slobodnih elektrona valnog vektora k i mase m, a
fr Fermijeva distribucija. Sa slike 2.4 vidimo da u 1D elektronskom plinu odzivna

funkcija (2.7) divergira za ¢ = 2kr. Jednostavan racun [11] integrala u jednadzbi



(2.7) daje nam izraz

2

—e q+2kp

q — 2kp

q+2kp
q— 2kp

= —e’g(er)In

x(q) = : (2.8)

1
Thup n’

gdje je vr Fermijeva brzina, a e elementarni naboj. Iz izraza (2.8) je jasno da se radi o

F(x)

q
xIr =
0 2kg
Slika 2.4: Ovisnost staticke odzivne funkcije F(q) = #‘@F) 0 q za elektronski plin u jednoj,

dvije i tri dimengzije. Preuzeto iz [10].

singularitetu logaritamskog tipa. Singlularan odziv za ¢ = 2k znaci da je elektronski
podsustav na 7' = 0K sam po sebi nestabilan s obzirom na formiranje periodicke mo-
dulacije gustoce naboja. Matematicki gledano, razlog za to je oblik Fermijeve plohe
1D sustava koja zadovoljava uvjet tzv. savrSenog gnijezdenja (eng. perfect nesting)
(Slika 2.5 lijevo) §to ugrubo znaci da ¢e integralom (2.7) izdominirati upravo parovi
stanja koji se razlikuju za ¢ = 2k od kojih je jedno puno, a drugo prazno i koji imaju
priblizno istu energiju te tako daju divergentan doprinos integralu. Takvih parova
stanja u 1D ima mnogo pa je integral divergentan, odnosno odgovor singularan, dok
je u 2D i 3D broj takvih stanja znacajno smanjen (Slika 2.5 desno) Sto dovodi do
uklanjanja singularnosti za ¢ = 2kr. MoZemo se pitati Sto se dogada u realnim tro-
dimenzionalnim materijalima koji imaju Fermijeve plohe koje znacajno odstupaju od

sfernog oblika. Uzmimo za primjer materijal opisan disperzijom

€ = €0 + €1 cos kya + g5 cos kyb + €3 cos k,c (2.9)



sz >

L L L
LA A B A AN

Slika 2.5: Fermijeve plohe za 1D i 2D elektronski plin. Strelice oznacavaju parove stanja, od
kojih je jedno popunjeno, a drugo prazno i koje se razlikuju za valni vektor |q| = 2kp.

koji zbog razlic¢itih preklopa susjednih orbitala u raznim smjerovima ima preferirani
smjer propagacije elektrona (|e;| > |ea|, |e3| 1 |ea] > |e3]) 3. Takve materijale na-
zivamo kvazi-jednodimenzionalnima. Ako lineariziramo disperziju u preferiranom

smjeru u blizini Fermijeve plohe te zanemarimo tre¢i ¢lan dobivamo izraz

ek = €0 + hop (£ky — kr) + €2 cos kyb. (2.10)

Fermijeva ploha za ovakvu disperziju prikazana je na slici 2.6 i na njoj se lako uocava

Slika 2.6: Fermijeva ploha kvazi-jednodimenzgionalnog sustava sa vektorom ugnijezdenja qo.
Preugeto iz [10].

da postoji valni vektor q, = (2kr, 7/b) koji ¢e egzaktno mapirati (ugnijezditi) lijevu
stranu Fermijeve plohe na desnu. Opcenitije, za Fermijevu plohu kazemo da zado-

voljava uvjet gnijezdenja ukoliko postoji barem dio Fermijeve plohe koji se moze

3Elektroni se puno lak$e gibaju ”longitudinalno” (duZ preferiranog smjera) nego transverzalno”
(okomito na taj smjer).



preslikati u drugi jedinstvenim valnim vektorom qq. Ako se za takve sustave izracuna
odzivna funkcija za vektor ugnijezdenja qq, energetski nazivnik u Lindhardovoj funk-
ciji 2.7 is¢ezavat ¢e duZ cijelog podrucja ugnijezdenja pa ¢e tako i odzivna funkcija
imati isti logaritamski singularitet kao i u 1D slucaju. Kada se izraz (2.7) izracuna
na konacnoj temperaturi 7' # 0, odziv za g = qo viSe nije singularan ¢ak ni za Fermi-
jeve plohe koje zadovoljavaju uvjet gnijezdenja. Umjesto divergencije, pojavljuje se
konacan vrh koji se smanjuje s porastom temperature.

Do sada smo presutno diskutirali "golu” odzivnu funkciju neinteragirajuceg sus-
tava na vanjski potencijal. Kada u sustav uvedemo interakcije, ukupna ”pobuda”
sastojat ¢e se od vanjskog doprinosa ¢°*!(q) i induciranog doprinosa ¢*¢(q) koji po-
tje¢e od interakcija u sustavu i kojeg povezujemo s p"¢(q) jednostavnom relacijom

proporcionalnosti

" (q) = gp"(q), (2.11)

gdje je g konstanta vezanja interakcije za koju pretpostavljamo da je neovisna o q. U
okviru aproksimacije slucajnih faza (RPA) dobiva se izraz za odziv na vanjski poten-
cijal

ind( ) _ x(q,T) ext 2.12
pa) 1—gx(q,T)¢ (@) @12

u sustavu s interakcijom, gdje je x(q,T’) neinteragiraju¢a (Hartree-Fock) susceptibil-
nost. Ukoliko je g > 0, ovaj izraz ¢e izdivergirati za 1 — gx(q,7.) = 0 te dovesti
do nestabilnosti elektronskog sustava na konac¢noj kriti¢noj temperaturi 7 = T, (tzv.
Stonerov kriterij). Ta nestabilnost, kada se ukljuci elektron-fonon interakcija, moze
dovesti do faznog prijelaza u novo osnovno stanje slomljene translacijske simetrije

kojeg nazivamo val gustoce naboja* (CDW).

2.3 Svojstva CDW stanja

Pojava vala gusto¢e naboja ispod kriticne temperature predstavlja osnovno stanje
slomljene simetrije opisano, poput supravodljivog stanja, kompleksnim parametrom

uredenja A = |Ale*?, gdje magnituda |A| odreduje procjep otvoren na Fermijevoj

4Val gustoée naboja nije jedino stanje koje moZe nastati s druge strane faznog prijelaza. Za nesta-
bilnosti u ¢esti¢no-Supljinskom kanalu rasprSenja moguca je i formacija vala gustoce spina (eng. spin
density wave- SDW) ukoliko elektron-Supljina parovi sacinjavaju spinski triplet, a ne singlet kao kod
CDW-a (vidi [11]). SDW se mogu promatrati kao dva CDW-a suprotnog spina koji su medusobno
fazno pomaknuti za pola valne duljine.
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energiji dok faza ¢ odreduje polozaj CDW-a u odnosu na pozadinsku resetku. Va-
rijacije u |A] i ¢ povezane su s kolektivnim pobudenjima CDW stanja koje zovemo
“amplitoni” i "fazoni”. Promatrajudi elektronski spektar, koji u CDW stanju ima pro-
cjep koji razdvaja popunjena i prazna stanja mogli bismo zakljuciti da se radi o polu-
vodicu. Ipak, to nije tako zbog toga Sto CDW ima mogucnost kolektivnog transporta
naboja - val gusto¢e naboja ”klizi” u odnosu na pozadinsku reSetku stvarajuc¢u pu-
tujudi periodicki potencijal koji za sobom "povlaci” elektrone koji pritom sacinjavaju
elektri¢nu struju. S druge strane, metal koji nosi CDW ima konacan otpor zbog raz-
nih efekata "zapinjanja” (eng. pinning) za resSetku i necistoce pa i kvantno tuneliranje
igra vaznu ulogu pri transportu [12]. Stoga, kao i supravodljivost, CDW transport je
makroskopski kvantni fenomen u kojem se mnostvo elektrona mora korelirati preko

velikih udaljenosti.

Se
Nb

Slika 2.7: Ilustracija slabo vezanih molekularnih lanaca u NbSes. Preugzeto iz [3].

Peierlsov prijelaz u CDW stanje opazen je u mnoStvu anorganskih (npr. NbSes,
Ko 3sMoOs, TaS; itd.) i organskih (npr. (TMTSF),PF¢) vodica. Svi ti materijali sas-
tavljeni su od medusobno slabo vezanih molekularnih lanaca (Slika 2.7) duz kojih
su elektroni jako delokalizirani tako da je elektri¢na vodljivost duz lanaca tipi¢cno 2
do 3 reda veli¢ine ve¢a nego u smjeru okomitom na lance. Osim toga, CDW ma-
terijali imaju izrazito bogatu fenomenologiju te pokazuju mnostvo zanimljivih fe-
nomena pocevsi od postojanja naponskog praga za transport koji je puno manji od
temperaturne skale pa stoga potjece od kvantnog tuneliranja kojim se savladava za-

pinjanje [12], neobi¢nih elasti¢nih svojstava, gigantskih dielektri¢nih konstanti itd.
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Zanimljivo je i opazanje da kada na materijal u CDW stanju primijenimo istosmjerni
napon rezultirajuca struja sadrzi koherentnu oscilatornu komponentu frekvencije w,
koja je direktno proporcionalna istosmjernoj komponenti struje koja protjece kroz
materijal. To se dogada zbog toga Sto svaki put kada se CDW pomakne za jednu
valnu duljinu lokalne sile uzrokovane necisto¢ama u materijalu naprave jedan ciklus

pa su takvi materijali ”prirodni” strujno-kontrolirani oscilatori.
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3 Topoloska rekonstrukcija vrpce

U proslom smo poglavlju vidjeli kako u odredenoj klasi 2D materijala jako anizo-
tropne, uglavnom otvorene, Fermijeve plohe (tzv. kvazi-jednodimenzionalni mate-
rijali) postojanje jedinstvenog valnog vektora qq, koji ¢e "ugnijezditi” jedan dio Fer-
mijeve plohe na drugi, dovodi do Peierlsove nestabilnosti i formiranja vala gustoce
naboja. Medutim, kako smo napomenuli u uvodu, nabojne pruge karakteristicne za
CDW stanje opaZene su i u materijalima sa zatvorenim Fermijevim plohama koje ni
blizu ne zadovoljavaju uvjet gnijezdenja kao npr. visokotemperaturni supravodici s
vodljivim CuO, slojevima [4] i heksagonalni polumetalni slojevi koji se pojavljuju u
interkalatima baziranim na grafenu (npr. CaCg [5]). Mehanizam stabilizacije valova
gustoce naboja u takvim materijalima, koji su predlozili Kadigrobov et al. u [6], zas-
niva se na topoloskoj rekonstrukciji vrpce i njegovim aspektima se bavimo u ostatku

ovog diplomskog rada.

3.1 Topoloska rekonstrukcija dvodimenzionalne slobodnoelektron-

ske vrpce

S obzirom na to da je mehanizam za sada istrazen [6] samo za slucaj dvodimenzi-
onalne izotropne parabolicke vrpce, taj ¢e nam slucaj posluziti za ilustraciju njegovih
glavnih karakteristika. U ovom potpoglavlju posluzit ¢emo se aproksimacijom sred-
njeg polja da utvrdimo na koji nac¢in pojava CDW-a utjece na disperziju elektronske
vrpce. Rezultat koji dobijemo lako ¢emo u sljede¢em poglavlju poop¢iti na slucaj
3D anizotropne vrpce. Neka je pocetna elektronska vrpca opisana 2D izotropnom
disperzijom

1

e(pespy) = 5~ (0% + 1)), (3.1)

Elektron-fonon interakciju, kao i prije, opisujemo pojednostavljenim Frolichovim ha-

miltonijanom

H= ? e(k)cfe + ; hw(q)alaq + %9 Z CLLqu (GT_q + aq> ; (3.2)

k,q

gdje je A povrsSina naSeg 2D sustava, g konstanta vezanja za koju pretpostavljamo da

neovisiokig,a cL (aL) operatori stvaranja elektrona (fonona) impulsa k& (q). U
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slu¢aju pojave CDW modulacije u smjeru osi x, fononski mod valnog vektora Q)& biva
makroskopski zaposjednut. Zbog toga, mozemo se posluziti Bogoliubovljevmom she-
mom srednjeg polja te u hamiltonijanu (3.2) zamijeniti fononske operatore stvaranja
i ponistenja njihovim oc¢ekivanim vrijednostima®. Hamiltonijan u okviru aproksima-
cije srednjeg polja glasi

Ahwg
292

Hyr = Z [E(k)aLak + Aeiq)C]Lk+QCk + Ae_i¢cL7Qck:| +
k

A?, (3.3)

gdje je
VAN = g ((aQ) + <aT_Q>> 3.4

parametar uredenja, a (aq) = <aT_Q> neiScezavajuce ocekivane vrijednosti operatora
stvaranja i poniStenja fonona u makroskopski zaposjednutom fononskom modu Q.
Elektronski dio hamiltonijana (prvi ¢lan) sada je bilinearan u operatorima stvara-
nja i ponistenja te se stoga moze dijagonalizirati Bogoliubovljevom transformacijom

nakon cega se dobiva opceniti izraz za rekonstruiranu disperziju

ci(p) = PV e2(P) ; 22(p) \/ <—51(p) 3 52(‘)))2 + A2, (3.5)

gdje su ¢, (p) i &»(p) dani s°

. EQ/2)° P
2(p) =< (pe £ Q/2,p) = BE O (3.6)
Uvrstavanjem u (3.5) dobiva se
(Q/2) +py + 0% £/ (Qp)* + (2mA)?
ex(p) = ! QTT\L/ : 3.7)
Sada nam je pogodno definirati bezdimenzionalne varijable
2me 2m 2
e= Q727 0= WA, (z,y,2) = 0 (2> Dy P=) (3.8)

SMakroskopsko zaposjednuce obi¢no se uvodi preko koherentnog stanja poznatog iz kvantne op-
tike koji nema dobro definiran broj fonona, ali ima dobro definiranu fazu, bas kao i nasa periodicka
modulacija. Takoder, u ovom stanju, ocekivane vrijednosti operatora stvaranja i poniStenja nisu nula
Sto omogucava upotrebu pristupa srednjeg polja.

60vim izborom smo efektivno pomakli Brillouinovu zonu za /2 udesno (p, — p, + @Q/2) tako da
se nakon uvodenja periodi¢ke modulacije originalne Fermijeve plohe ”"dodiruju” u ishodistu.

14



koje ¢e nam dobro posluziti u nastavku. Kada se (3.7) napise preko ovih varijabli

dobiva se bezdimenzionalna formula za rekonstruiranu disperziju
er =1+ 2% + 9% £ V422 + 62 (3.9

Linije konstantne energije za obje vrpce prikazane su na slici 3.1.

P, 2 P,

\J ~
> M

Py

3 P,
'\ /
/ \

Py

/
J\

p X X

-4\
P

Slika 3.1: Linije konstantne energijeza (1) e <1—0, (2)e=1-6,(3)1-0<e< 146, (4
e > 1+ 4. Preugeto iz [6].

Vidimo da je "ukljuc¢ivanje” CDW-a izazvalo topolosku rekonstrukciju vrpce u smislu
da su od dvije originalne parabolicke izotropne vrpce unutar Brillouinove zone nas-
tale odvojena donja i gornja vrpca izmedu kojih se, uvjetno re¢eno’, pojavio procjep
u sredi$tu zone. Donja vrpca ima sedlenu totku za z = y = 0 na energiji® e = 1 — 6,
dok gornja vrpca ima paraboli¢ki minimum u x = y = 0 na energijie = 1 + . Za
energije manje od 1 — ¢ linije konstantne energije su zatvorene krivulje u prikazu
ponovljene zone. Jednom kad se prijede sedlena toCna na energji e = 1 — ¢, linije
konstantne energije postaju otvorene, a za ¢ > 1 + 0 pojavljuje se i kruzni "dzep” koji

potjece od dna gornje vrpce (Slika 3.1).

’Donja je vrpca hiperboli¢ka, a gornja parabolitka pa u biti nema pravog procjepa u energetskom
spektru. Kada mi govorimo o ”procjepu”, govorimo samo o razlici energija izmedu sedlene tocke donje
vrpce i minimuma gornje vrpce u sredistu Brillouinove zone.

8Zbog jednostavnosti i kompaktnosti diskusije, bezdimenzionalnu veli¢inu e zovemo “energija”.



3.2 Kuvalitativna diskusija stabilizacije CDW-a

Da bi doslo do stabilizacije CDW uredenja potrebno je da se ukupna energija elek-
tronske vrpce smanji dovoljno da kompenzira povecanje elasti¢ne energije nastalo
zbog pojave staticke periodicke deformacije resetke. Teoretski, dva su nacina kako
se to moze dogoditi. Prvi je to da se prilikom ”uklju¢ivanja” CDW-a spusti Fermi-
jeva energija (kemijski potencijal), $to bi zbog teorema malih inkremenata® povlacilo
spustanje energije Citave vrpce. Druga mogucnost je da se gustoca stanja promi-
jeni na nacin da niskoenergetske ”ljuske” u inverznom prostoru postanu bogatije sta-
njima. Na taj nacin bi doslo do redistribucije elektrona prema stanjima nize energije
i ukupna energija vrpce bi se smanjila. U poglavlju 5 ¢emo pokazati da za fiksni

parametar uredenja A minimizacija razlike energije vrpce

AE:/ g(e)sde—/ Ogo(e)eds, (3.10)
0 0

gdje su go(e) i g(¢) gustoce stanja prije i poslije rekonstrukcije, uz ogranicenje o¢uvanja
broja elektrona

/EF g(e)de — /EFO go(e)de =0, (3.11)
0 0

vodi na uvjet jednakosti Fermijeve energije prije i poslije rekonstrukcije e = .
U ovoj optimizaciji Lagrangeov multiplikator ¢e biti upravo Fermijeva energija ¢ o,
ali kako nam je ona fizikalno zadana, tretiramo impuls CDW-a @ kao nepoznanicu
u jednadzbi ocuvanja broja elektrona. To znaci da Ce, za dani parametar uredenja
A i dano popunjenje vrpce £, Q "odabrati” to¢no takvu vrijednost da Fermijeva
energija ostane ista, ali i da se povrSina (volumen u 3D) omedena Fermijevom plo-
hom ne promijeni. U dvije dimenzije, dobiva se da je taj @) priblizno jednak!® 2pp
(vidi poglavlje 5 ili [6]), odnosno ( je to¢no takav da dovede inicijalne Fermijeve
plohe u ”dodir” (Slika 3.2). Uklanjanjem degeneracije u tockama dodira, nametnuti
periodicki potencijal ¢e topoloski transformirati Fermijevu plohu iz zatvorene u otvo-
renu Sto znaci da ¢e se vrpca rekonstruirati to¢no tako da Fermijeva energija upadne
u raspon izmedu sedlene tocke donje vrpce ¢ = 1 — ¢ (ili ako vratimo dimenzije

e =(Q/2)?/2m — A) i dna gornje vipce e = 1+ § (¢ = (Q/2)*/2m + A). Optimalna

?Op¢enita termodinamitka relacija jednakosti medu malim promjenama termodinam¢kih potenci-
jala prilikom promjene neke od termodinamickih varijabli koja nije uklju¢ena u Legendreovu transfor-
maciju medu njima [13].

10T éniie i Q_ _
Tocnije, lima ¢ s = 1.
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Slika 3.2: Shematski prikaz topoloske transformacije Fermijeve plohe uzrokovane pojavom CDW
uredenja valnog vektora jednakog dvostrukom Fermijevom valnom vektoru (Q/h = 2kpq). Pre-
uzgeto iz [6].

vrijednost impulsa periodicke modulacije ),, nije egzaktno jednaka dvostrukom Fer-

mijevom impulsu ve¢ ovisi o parametru uredenja. Razvoj po malom ¢ daje (vidi [6])

. 01 (6\**
QQpFo Mg+ (5) +0(6%). (3.12)

Zbog toga autori u [6] predlazu da se ovaj mehanizam stabilizacije zove mehanizam
”dodira” zbog kontrasta s “gnijezdenjem” gdje je impuls CDW-a odreden iskljucivo
geometrijom Fermijeve plohe. Vidjet ¢emo u poglavlju 5 da, povecanjem dimenzije
sustava, () postaje sve manji te za d = 3 postaje priblizno jednak pgy. Stoga, u tom
slucaju vise ne¢emo moc¢i smisleno govoriti o mehanizmu “dodira”.

Na posljetku, koriStenjem optimalnih parametara za fiksni parametar uredenja A
dobiva se razvoj ukupne energije (vrpca + reSetka opisani hamiltonijanom (3.3)) po

bezdimenzionalnom parametru uredenja § = A /egy (vidi [6])

Ecow (1 1\, 1. -
=(~—— )8+ =0"+0 (6" 3.13
Eo ()\ >\c> + L0000, (3.13)
gdje je Ey energija nerekonstruirane vrpce, A = %% bezdimenzionalna konstanta

1
1+2

vezanja, a A\, = njena kriti¢na vrijednost. Iz ovoga je jasno da ¢e CDW biti
moguce stabilizirati samo za A\ > A\¢ te stoga Ao predstavlja kriticnu tocku kvantnog
faznog prijelazall. Takoder, zanimljivo je da je stabilizirajué¢i ¢lan u (3.13) kubitan,

za razliku od termalnih faznih prijelaza 2. reda gdje je pripadni ¢lan kvartican.

UKvantni fazni prijelaz ozna¢ava naglu promjenu osnovnog stanja sustava mno$tva Cestica na tem-
peraturi 7' = 0K uslijed promjene nekog ne-termalnog parametra sustava. Kvantni fazni prijelazi
dogadaju se zbog kvantih fluktuacija (za razliku od klasi¢nih faznih prijelaza gdje analognu ulogu
igraju termalne fluktuacije) [14].
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4 Gustoca stanja

U proslom smo poglavlju naveli da ¢e topoloska rekonstrukcija vrpce dovesti do sma-
njenja energije elektronskog podsustava isklju¢ivo putem promjene u gustoéi sta-
nja. Tako ¢e do¢i do premjestanja elektrona s visih energija na nize energije te (u
odredenim uvjetima) do stabilizacije CDW-a. Stoga, detaljan uvid u gustoc¢u stanja je
nuzan za daljnje proucavanje ovog mehanizma. U ovom poglavlju, prvo racunamo
gustocu stanja za rekonstruiranu 2D izotropnu vrpcu. Poznavanje te gustoce stanja
posluzit ¢e nam kao odskoc¢na daska za diskusiju utjecaja anizotropije na gustocu sta-

nja trodimenzionalne anizotropne vrpce kojom se bavimo u ostatku ovog poglavlja.

4.1 Gustoéa stanja dvodimenzionalne izotropne vrpce pod utjeca-
jem periodickog potencijala

Op¢enito, u d dimenzija, gusto¢a stanja dana je formulom

2 ds
96) = Ty /5@ V(P “-D

gdje faktor 2 potjeCe od spinske degeneracije, a integrira se po (d-1)-dimenzionalnoj

(hiper)plohi konstantne energije S(¢). U dvije dimenzije, formula (4.1) svodi se na

(4.2)

o) = 2 / ds
(27Th)2 L(e) 96 2 9 2’
() + (&)
gdje se sada integrira po linijjama konstantne energije L(¢) prikazanim na slici 3.1,
2
ads = \/dp: +dp; = dp,\/1+ (%) predstavlja duljinu elementa krivulje kons-

tantne energije. Kako na krivulji konstantne energije p, i p, nisu nezavisne varijable,

upotrebom lancanog pravila za deriviranje dobivamo

9z \? <6£>2 Oe (dpy)2
+{=—) =|z=|/1+ , (4.3)
\/<3pm) Ipy Ipy dpz

te skra¢ivanjem razlomka u podintegralnoj funkciji dobivamo izraz za gustocu stanja

-1

Oe

4.4
op, (4.4)

g(e) = ﬁ / dp,
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Kako nakon rekonstrukcije imamo dvije vrpce, svaka od njih ¢e imati zasebni dopri-

nos gustoci stanja

-1
aEi

— 4.5
P, (4.5)

90&) = g* (&) 1970, gH(e) = ﬁ / s

Deriviranjem disperzije (3.7) i uvodenjem bezdimenzionalnih varijabli (3.8) dopri-

nos donje vrpce mozemo zapisati kao

2m ! dx
g (e) = X 4/ , (4.6)
©) (2mh)? wr(e) Ve —1— a2+ Az2 + 62

gdje faktor 4 potjece od 4 kvadranta Brillouinove zone. Gornja granica integracije je
rub Brillouinove zone $to u bezdimenzionalnim varijablama znadi x = 1 (p, = Q/2).
Donja granica x_ (e) je neSto kompliciranija jer ovisi o energiji. Za e < 1 — ¢ linije
konstantne energije su zatvorene krivulje (Slika 3.1) i sijeku x os u tocki z_ (e) koja

je rjeSenje jednadzbe y~(z_,e) = 0, odnosno

e—1—x.(e)* +/dxz(e)? +62=0. 4.7)

Ta jednadzba se lako svede na kvadratnu, pa je fizikalno relevantno rjesenje dano s

z, (e,0) = \/e + 1 —Vde + 02 (4.8)

S druge strane, za e = 1 — ¢ donja vrpca ima sedlenu tocku u ishodistu pa linije
konstantne energije postaju otvorene (u prikazu ponovljene zone) te viSe ne sijeku
0s x pa stoga donja granica integracije postaje 0. Konac¢no, x, moZemo definirati po

dijelovima:

(o) Ve+1l—Vie+d zae<1-—46 4.9)
x, (e) = .
0 Zzae>1-—90

S druge strane, doprinos gornje vrpce dan je izrazom

2m zd (e) dz

X 4 , (4.10)
(27h)? 0 Ve—1— 22— \/422 + 52

g (e) =

gdje je sada donja granica integracije 0 zbog toga Sto su linije konstantne energije

gornje vrpce (koja ima paraboli¢ki minimum u ishodiStu na energiji e = 1 + 0) elipse
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centrirane u ishodi$tu Brillouinove zone (Slika 3.1). Gornja granica z (e) jednaka je
nuli za energije e < 144, aza e > 1+ dana je kao rjeSenje jednadzbe y* (2}, e) =0,

odnosno
e—1—af(e)? — daF(e)2 +62 =0, (4.11)

¢ije je fizikalno prihvatljivo rjeSenje takoder dano s (4.8). Sve skupa, x (¢) mozemo

definirati po dijelovima kao

0 zae<14+9
rf(e) = (4.12)
\/e+1—\/4e—|—52 zae> 1496

Integrale (4.6) i (4.10) rjeSavamo numericki, a rezultati su prikazani na slici 4.1,

gle)

2.0F
L5}

Lo}

0.5} \

e

0.5 1.0 15 2.0

Slika 4.1: Ukupna gustoéa stanja rekonstruirane 2D izotropne parabolicke vrpce za § = 0.2
podijeljena konstantnom 2D gusto¢om stanja slobodnog elektronskog plina go(¢) = = (zelena
boja). Prikazani su takoder i doprinosi donje (plava boja) i gornje (narancasta boja) vrpce.
Vertikalne sive linije ozgnacavaju Lifshitzove tocke e = 1 + § na kojima se nalaze dno gornje i
sedlena tocka donje vrpce.

gdje smo normirali gustocu stanja konstantnom gusto¢om stanja 2D slobodnoelek-
tronske vrpce gy = i [10].

Zbog sli¢nosti mehanizma topoloske rekonstrukcije s Lifshitzovim ”21” prijelazom'?,

12Lifshitzov prijelaz oznatava elektronski prijelaz na T = 0 uzrokovan promjenom topologije Fer-
mijeve plohe prilikom varijacije parametra prijelaza X (npr. tlak u originalnom Lifshitzovom razma-
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stacionarne toc¢ke nase rekonstruirane disperzije e = 14§ (¢ = (Q/2)?/2m £+ A)
nazivamo Lifshitzovim tockama. Kako vidimo na slici 4.1 gustoca stanja ima sin-
gularitet u donjoj Lifshitzovoj tocki. Prirodu tog singulariteta mozemo jednostavno
naslutiti promatrajudi podintegralnu funkciju u (4.6). Radi lakse diskusije definiramo
funkcije

fi(x;e) =e—1—22F Va2 + 52 (4.13)

tako da potintegralne funkcije u (4.6) i (4.10) mozemo pisati kao 1/4/ f*(z, e). Funk-
cija f~ ima nulu to¢no na granici integracije x_. Jednostavnim razvojem u red oko

z, mozemo utvrditi da je ta nula prvog reda za e < e; S$to znaci da e integral imati

. xT 1 v 7 o, . . v _ — .
oblik ~ [ ——— 3to nece biti singularno. S druge strane to¢no na e = ¢; prva deriva-
cija od f~ Ce iSceznuti te ¢e nula biti drugog reda. To znaci da ¢e singularni doprinos
integralu imati oblik ~ [* —— $to ukazuje na logaritamski tip singulariteta. Ovo je

Te T—Tc
u skladu s Van Hoveovom opc¢enitom klasifikacijom [15] singulariteta gustole stanja
s obzirom na vrstu esktrema disperzije (maksimum, minimum ili sedlena tocka) i di-
menzionalnost sustava. Naime, za 2D sedlenu tocku Van Hove predvida singularitet
logaritamskog tipa
e

1——
er

. (4.14)

g(e) ~1In

U podru¢ju izmedu Lifshitzovih tocaka gustoca stanja (Slika 4.1) pada sve dok za
e = e = 1+ 4 naglo ne poprimi konstantnu vrijednost standardnog 2D plina (zahva-
ljujuéi diskontinuitetu u ¢g*(e)). Podrudje izmedu Lifshitzovih tocki, gdje je gustoca
stanja znacajno smanjena, nazivamo pseudoprocjep (pseudogap).

Sada kada imamo uvid u gusto¢u stanja, mozemo vidjeti suStinu mehanizma to-
poloske rekonstrukcije. Naime, pojava CDW uredenja ostavit ¢e Fermijevu energiju
netaknutom, ali ¢e zato otvoriti pseudoprocjep "oko” nje tako da ¢e dio stanja otici
na nize energije i smanjiti energiju citave vrpce (singularno podrucje oko donje Lif-

shitzove toCke postaje bogato stanjima na racun osiromasenja pseudoprocjepa).

tranju [16]). Variranjem parametra prijelaza Fermijeva energija prode kroz vrijednost ¢y na kojoj
disperzija ima stacionarnu tocku $to dovodi do raznih anomalnih termodinamickih i kineti¢kih karak-
teristika elektronskog podsustava. Ime "23” dolazi zbog toga $to slobodna energija na 7 = 0 ima
singularitet korijenskog tipa (X!/2) u drugoj derivaciji. Za detaljnija razmatranja vidjeti [16] ili [17].
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4.2 Topoloska rekonstrukcija trodimengionalne anizotropne slo-

bodnoelektronske vrpce

U skladu sa temom ovom diplomskog rada, u ovom se potpoglavlju pocinjemo baviti
pitanjem mogucnosti poopéenja mehanizma topoloske rekonstrukcije na slucaj trodi-
menzionalne anizotropne slobodnoelektronske vrpce. Neka je pocetna vrpca opisana

kvadrati¢cnom disperzijom

1 2 2 2
e(p) = 5 (p3 + P} + ap?), (4.15)

gdje smo uveli bezdimenzionalni parametar anizotropije a (omjer efektivnih masa).
Izotropni sluc¢aj dobivamo za a = 1, a maksimalno anizotropni slucaj, u kojem nema
disperzije u z smjeru dobivamo u granici a« = 0 (pripadna efektivha masa je be-
skonacna). Nakon ukljucivanja periodickog potencijala impulsa @ u smjeru x osi,
rekonstruiranu disperziju dobivamo koriste¢i opcenitu formulu (neovisnu o pocetnoj

disperziji) (3.5), gdje su sada

1
£12(P) = & (P £ Q/2,py,p2) = 5—((px + Q/2)" + py + ap?). (4.16)

Nakon uvrstavanja dobivamo disperziju rekonstruirane vrpce

o) = 5 (i 2+ @2+ QP+ amaR ). @a7)

Radi jednostavnosti racunanja i analize, opet uvodimo bezdimenzionalne varijable

pomocu skaliranja (3.8) pa bezdimenzionalna disperzija sada glasi
ex(m,y,2) =2 +9° +az? + 14+ V4da? + 62 (4.18)

Disperzija ima dvije vrpce koje imaju sli¢na svojstva kao i u prethodno razmatranom
dvodimenzionalnom slu¢aju. Donja vrpca ima sedlenu tocku u ishodistu (z = y =
z = 0) na energiji e = 1—0. Za energije ¢ < 1—0 plohe donje vrpce su zatvorene (Slika
4.2) dok za e > 1 — ¢ postaju otvorene (Slika 4.3) (ploha ¢ = 1 — § je separatrisa).
Gornja vrpca ima parabolicki minimum na energiji e = 1+¢ pa se za energije e > 1+§
pojavljuje i topoloski nepovezan elipsoidni "dzep” (Slika 4.3) koji ¢e davati odvojeni

doprinos gustodi stanja.
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Slika 4.2: Primjer plohe konstantne energije za e < 1 — § u 1. Brillouinovoj zoni. U prikazu
ponovljene zone plohe bi salinjavale skup zatvorenih disjunktnih elipsoida.

Ny .
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Slika 4.3: Primjer plohe konstantne energije za e > 1 + § u 1. Brillouinovoj zoni. Ploha koja
potjece od donje vrpce (smeda boja) je otvorena dok u centru zone imamo “dzep” (plava boja)
koji potjece od gornje vrpce.
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4.2.1 Gustoca stanja

Za racun gustoce stanja opet se koristimo formulom

2 ds
9E) = Gy /S@ Ve (k)]

(4.19)

gdje je d = 3, a element povrSine plohe konstantne energije dS je povezan s elemen-

tom povrsine u p, — p, ravnini formulom

dp dp

1
ds = —
dp, dp

h?

dp,dp,,

$to se, koriste¢i definiciju vektorskog produktals, moze zapisati kao

1 ap.\’ ap.\>
dS = —4/1 dp.dp,,.
h2\/ " (apm) " <3py) Pty

S druge strane, na plohi konstantne energije vrijedi

Oe Oe Oe
de = —dp, + —dp, + =—dp, = 0,
Ops opy " Op.
gdje p. mozemo tretirati kao zavisnu varijablu
_ Op. Ip-
dp, = —dp, d

Koriste¢i ove jednadzbe, gradijent u nazivniku mozemo napisati kao

Ip. ) ? ((917,2 ) ?
1+ +

Oe
dp.

V1c09] = 1|

$to vodi na izraz za gustocu stanja

Oe |

dpgdp,,

)= (27h)3

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

koji, kada se izracuna derivacija i izraz prevede u bezdimenzionalne varijable (3.8),

poprima oblik

Ldzd
g(e 27rh //II xdy,

13(a X b)z = ij eijkajbk
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gdje jos nismo specificirali integracijsku domenu. Kada se z izrazi preko z i y koriste¢i
(4.18), a integracija ograni¢i na prvi kvadrant i pozitivhu granu plohe konstantne

energije dobije se

8m(Q)

Ye ()
- d d 2
9= ey f/ oTh YT *27
za doprinos donje i
+ +
] zd (e) ye (z) 1
7(e) = oo ar [ dy (4.28)

(2mh)3\/a Jo 0 \/W

za doprinos gornje vrpce, gdje faktor 8 dolazi od 4 kvadranta i 2 grane (pozitivna i
negativna) po kvadrantu. Integrale smo zapisali koriste¢i funkcije definirane u (4.13)
da bismo jasno odvojili dio koji ovisi o =z od onog koji ovisi o y. Rub domene inte-
gracije dan je uvjetom z(x,y,e) = 0, Sto znaci da su linije konstantne energije u 2D
slu¢aju sada rubovi integracije pa su stoga z= dani istim izrazima kao i prije ((4.9) i
(4.12)). Invertiranjem uvjeta z = 0 dobivamo i granicu integracije po y koja je dana

S

Yo (z3e) =/ fX(z5€) (4.29)

Supstitucijom = u integral po y postaje trivijalan te se lako rijesi trigonome-

y
fE(zse)

trijskom supstitucijom u = sinf:

L du T

Sve skupa, gustoca stanja rekonstruirane 3D anizotropne slobodnoelektronske vrpce

glasi

_ Sy mQ [1—a7(e) + a7 (e)]
ge) =g () +97(e) = 573 NG : (4.31)

odnosno, koristec¢i (4.9) i (4.12),

1—\/€—|—1—\/46+52 zae<1l—9¢
1 zal—0<e<1+9§ (4.32)
l+vVe+1—+Vde+02 zae>1+6

Q
M@Zg#%ggx

Kao $to vidimo na slici 4.4, gustoca stanja je klase C° (u smislu matemati¢ke ana-

lize) u ¢itavom rasponu energija. Medutim, u Lifshitzovim totkama e; = 1 + 6,
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Slika 4.4: (Normirana) gustoéa stanja rekonstruirane 3D slobodnoelektronske vrpce g(e) =
g(e)2m2h3/mQ za § = 0.2 i a = 1 (plava boja). Usporedbe radi, prikazana je i gustoda stanja
inicijalne vrpce (0 = 0, a = 1) (smeda crtkana linija). Vertikalne linije oznacavaju Lifshitzove
tocke e = 1 £ 6.

dolazi do loma (gusto¢a stanja nije C') te izmedu njih gustoc¢a stanja naglo po-
prima konstantnu vrijednost (kao da se radi o 2D paraboli¢koj disperziji). Ovo je
u skladu s Van Hoveovim opcenitim razmatranjima analitickog ponasanja gustoce
stanja [15]. Osim toga, singularno ponasanje nase gustoCe stanja opet se slaze
s Van Hoveovom Klasifikacijom singulariteta u gustoci stanja s obzirom na vrstu
"kriticne” to¢ke (V,e(p) = 0) disperzije i dimenzionalnosti sustava. Donja Lifshit-
zova tocka (e, = 1 — §) je sedlena tocka donje vrpce te prolaskom kroz nju u smjeru
povecanja energije, zatvorena ploha konstantne energije postaje otvorena. U tom
slu¢aju gustoca stanja bi trebala imati sljede¢e ponasanje [15]

B A—By/e, —e zae<e;

g~ (e) ~ (4.33)
A+O(e—e;) zae>e;

gdje su A, B i O konstante. S druge strane, gornja Lifshitzova totka ef = 1+ § je

minimum gornje vrpce $to vodi na korijenski doprinos gustoc¢i stanja

+
0 zae<e]

¥ +
Ve—er zae>ef
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Oba ova rezultata su u skladu s ponasanjem nase gustoce stanja (Slika 4.4). Posebno,
(4.33) nam ”objasnjava” zanimljivo povecanje nagiba funkcije gusto¢e stanja nepo-
sredno prije donje Lifshtzove tocke u kojoj naglo postaje konstanta.

Takoder, smanjenjem jakosti periodi¢ckog potencijala (0 — 0) Lifshitzove tocke se pri-
blizavaju te podrucje u kojem gustoca stanja poprima konstantnu vrijednost nestaje.
U konac¢nici, potpunim iS¢ezavanjem potencijala (0 = 0), gornja i donja vrpca se spa-
jaju te ponovno imamo obi¢nu 3D kvadrati¢nu disperziju (4.15). Nasa gustoca stanja
(4.32) u tom limesu daje (nakon prikladnog reskaliranja te ignorirajudi anizotropiju)

\/§m3/2

9(€) = —55 Ve (4.35)

Sto je uobicajeni rezultat za slobodni elektronski plin u 3 dimenzije.

4.2.2 Utjecaj anizotropije

Vidimo iz (4.32) da parametar anizotropije a ulazi u gustocu stanja preko jednos-
tavnog faktora y/a u nazivniku. Iz toga je jasno da povecavanje anizotropije nece
kvalitativho promijeniti ponasanje gustoce stanja, ve¢ ¢e ju samo skalirati (Slika
4.5). Stovise, formula (4.32) ne moZe se uopée protegnuti u granicu maksimalne
anizotropije (¢ = 0) u kojem nasa pocetna disperzija (4.15) postaje egzaktno dvo-
dimenzionalna Sto se ocituje pojavom nule u nazivniku za taj slucaj. To znaci da
na ovaj nacin ne¢emo moci reproducirati dvodimenzionalnu gusto¢u stanja koju smo
izracunali u prethodnom potpoglavlju (Slika 4.1). Razlog za to je ukorijenjen u di-
menzionalnost problema. Naime, bez obzira na to Sto je u slucaju a = 0 disperzija
(4.15) izgubila ovisnost o p, (kaze se da nema vise disperziju u tom smjeru), impuls
p. je i dalje kvantni broj ¢ije razlicite vrijednosti oznacavaju razlicita stanja. Jedini je
problem u tome Sto su sva ta stanja sada degenerirana pa ploha konstantne energije
postaje neograniCena u z smjeru kao na slici 4.6, Sto znaci da ¢e gustoca stanja imati
beskonacan doprinos na svim energijama. Prethodna razmatranja ocito upucuju na
to da tretiranje anizotropije pomocu variranja efektivne mase nije prikladno za di-
skusiju dimenzionalnog prijelaza sustava (u nasem slucaju 3D — 2D) pa stoga u
sljede¢em potpoglavlju kre¢emo u razmatranje, po nasem misljenju, relevantnijeg

tretmana anizotropije pomocu necjelobrojne dimenzionalnosti.
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Slika 4.5: (Normirana) gustoca stanja rekonstruirane 3D slobodnoelektronske vrpce g(e) =
g(e)2m?h3 /mQ za § = 0.2 i razne vrijednosti parametra anizotropije: (i) a = 1 (svijetlo plava
boja), (ii) a = 0.8 (narancasta boja), (iii) a = 0.6 (zelena boja), (iv) a = 0.4 (crvena boja), (v)
a = 0.2 (tamno plava boja).

1.0 \"C.»-’ -

Slika 4.6: Primjer plohe konstantne energije za slucaj maksimalne anizotropije a = 0. Vidimo
da ploha postaje neogranicena u smjeru z osi.
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4.3 Gustoéa stanja topoloski rekonstruirane vrpce necjelobrojne

dimengionalnosti

U geometrijskom smislu, svi zamislivi prostori, a na koncu i onaj u kojem zivimo,
imaju cjelobrojnu'* dimenziju. To se formalno vidi i u samoj definiciji topoloske
mnogostrukosti ¢ija je dimenzija definirana kao dimenzija prostora R" koji joj je lo-
kalno homeomorfan (gdje opet nema smisla govoriti o necjelobrojnoj dimenziji)®°.
Medutim, ideja necjelobrojne dimenzionalnosti ve¢ vise od pola stolje¢a pojavljuje se
u raznolikim fizikalnim kontekstima kao npr. u teoriji kriticnih fenomena u obliku
tzv. ¢ = 4 — d razvoja gdje je d necjelobrojna dimenzija sustava [18]. Necjelobrojna
dimenzija se takoder pojavljuje kao prirodan matematicki opis u sustavima koji po-
sjeduju elemente fraktalne geometrije (vidi npr. Stapleton et al. [19]). S druge
strane, efektivna necjelobrojna dimenzionalnost sustava opazila se i u mjerenjima
svojstava sustava koji nemaju fraktalnu geometriju kao npr. linearnih kristalnih la-
naca i ultratankih molekularnih Zica gdje je dimenzionalnost varirala s debljinom
Zice, temperaturom itd.

U ovom poglavlju, a i u ostatku ovog diplomskog rada, mi ¢emo (po uzoru na [8])
uvesti efektivnu necjelobrojnu dimenziju kao prirodan opis anizotropije sustava. Taj
se pristup zasniva na intuitivnoj ideji da efektivna dimenzionalnost sustava nije Cisto
geometrijsko svojstvo (svi materijali su geometrijski gledano trodimenzionalni) ve¢
svojstvo koje ovisi o ogranicenjima koja su nametnuta na sustav. Tako ¢emo, primje-
rice, polimere zvati 1D , a laminarne spojeve 2D materijalima ne zbog njihove ge-
ometrijske dimenzionalnosti ve¢ zbog ograni¢ene dinamike njihovih pobudenja koja
mogu biti “zato¢ena” u prostoru ¢ija je dimenzionalnost manja od dimenzije geome-
trijskog prostora u koji su uronjeni.

Ideja ovakvog pristupa je da se sustav koji posjeduje pobudenja ¢ija je dinamika
anizotropna formalno zamijeni s izotropnim sustavom, ali u prostoru necjelobrojne
dimenzije, gdje efektivha dimenzija ovisi o stupnju anizotropije. Efektivna dimenzija
moze se definirati i operativno, preko eksperimentalnih svojstava sustava koja ovise
o dimenziji. Tako npr. Dhar [20] uvodi necjelobrojnu dimenziju anizotropne resetke

da bi opisao ponasanje fononskog doprinosa toplinskom kapacitetu na niskim ener-

14Takoder, dimenzija je uvijek ne-negativna.
15Usprkos tome, moguce je konzistentno aksiomatizirati topoloske prostore necjelobrojne dimenzi-
onalnosti (vidi [21]).
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gijama (C, ~ T'%) dok u [8] nalazimo efektivhu necjelobrojnu dimenziju kao opis
elektronske gustoce stanja koja se mjeri u optickoj spektroskopiji. Efektivha dimen-
zija koju mjerimo ovisit ¢e o svojstvima koja mjerimo, odnosno o interakcijama koje
igraju ulogu u mjerenju. Tako npr. dimenzija izmjerena promatranjem toplinskog ka-
paciteta (ili niskoenergetske gustoce stanja) fonona ne mora biti ista kao dimenzija
izmjerena preko gustoce stanja elektrona zbog razlicitih interakcija koje igraju ulogu

u mjerenju.

4.3.1 Racun gustoce stanja

Kako bismo poop¢ili izracun gustoce stanja za slucaj necjelobrojne dimenzije krecemo

od formule za bezdimenzionalnu disperziju 3D izotropne rekonstruirane vrpce
er =1+ 22+ 9%+ 22 + Va2 + 62, (4.36)

Iz formule se jasno vidi da je energija invarijantna na rotacije u yz ravnini pa stoga
uvodimo polarni radijus r kao r? = y? + z2. Gusto¢u stanja koju smo prije izra¢unali

pomocu (4.19) sada mozemo racunati preko formule

2 dQ,(e)

g(e):@m)3 . (4.37)

gdje Q,(¢) oznacava volumen u Brillouinovoj zoni omeden plohom konstantne ener-
gije S(e). Formula (4.37) odrazava ideju da g(e)de oznacava broj stanja s energijom u
rasponu [¢, € + de]. Volumen u impulsom prostoru moze se, koristeéi skaliranje (3.8),

napisati preko volumena u bezdimenzionalnoj Brillouinovoj zoni €2,

(e) = <5)3Qm(e), (4.38)

a derivaciju po ¢ zamjenjujemo onom po e Koristec¢i lancano pravilo

d 2m d
o= —(Q/Q)QE' (4.39)
Sve skupa, formula za gustocu stanja je
2 QN 2m dQu(e)
o)~ o (5) o e (440
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Kako je disperzija simetricna na rotacije oko osi =, prostor omeden plohom kons-

tantne energije bit ¢e rotacijsko tijelo pa njegov volumen mozemo zapisati kao

1 zd (e)
Q,(e) =2 (/ 7r? (z,e)dx —|—/ mﬁ(m,e)dm) : (4.41)
T 0

e (e)

gdje su granice = definirane u (4.9) i (4.12), a r.. dobivamo invertiranjem disperzije

(4.36)

ri(z,e) = \/e—l—x2$\/4x2+52. (4.42)

Podintegralna funkcija u (4.41) je volumen 3 — 1 dimenzionalne kugle pa, ako Zelimo
poopditi nas izracun gustoCe stanja za slucaj opcenite (necjelobrojne) dimenzije,

vr$imo zamjenu

da—1

o2 d—1

mri P (443)

Tiﬂ' = Vii(ry) =

gdje je V;_; formula za volumen (d — 1)-dimenzionalne kugle [8], a I'(z) gama funk-
cija definirana izrazom

['(z) = /00 t* e ldt. (4.44)
0

Takoder, treba poop¢iti predfaktor u u izrazu (4.40) na sljede¢i nacin

o (%) > Gy @ (4.45)

Sve skupa, dobivamo izraz za gustoc¢u stanja u d dimenzija

d

sm (O\"? =% d Lo IO
= (= G - d - d
36)= e (3) D(G+1)de /m)“ (reytas [ )

Sto, primjenom pravila deriviranja funkcije ¢iji se argument nalazi i pod integralom i

u granicama integracije [22]

YW O f(x,y)
Jy

By)
%A(y) f(a,y)de = B'(y) f1By). y] — o' () fle(y), v] +/ dr.  (4.47)

a(y)

postaje




Tu smo upotrijebili svojstvo gama funkcije I'(z + 1) = 2I'(z). UvrStavanjem izraza za
r konacna formula za gustocu stanja rekonstruirane vrpce proizvoljne dimenzional-

nosti glasi

8m Q =2 pa ! i3
gd(e) - (—) FTI)/—( )(6—1—$2+ \/41‘2"—52)de
2 z; (e

~—

8m Q =2 pat @ (e) i3
—+ (—) m/ (6 —1 - .1'2 —V 4513'2 =+ (52)le’ (449)
o 0

Lako se provjeri, koristeci vrijednosti gama funkcije I'(1) = 11 I'(1/2) = /7, da
(4.49) reproducira gustoCe stanja u 2D i 3D koje smo izracunali u proslim potpo-
glavljima. Osim toga, formula (4.49) nam za dimenzije izmedu 2 i 3 daje gustoce

gle)
25

2.0
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1.0 7

0.5

e

0.5 1.0 1.5 2.0

Slika 4.7: Dimenzionalni prijelaz gustoce stanja iz 3D u 2D. Nacrtane su normirane gustoce
stanja g(e) za 6 = 0.2 i dimenzije d = 3 (smedom bojom), d = 2.8 (tamno plavom bojom),
d = 2.6 (crvenom bojom), d = 2.4 (zelenom bojom), d = 2.2 (narancastom bojom) i d = 2
(svijetlo plavom bojom).

stanja koje glatko prelaze iz trodimenzionalnog slucaja u dvodimenzionalni kako
smanjujemo d. Na slici 4.7 prikazan je takav prijelaz normirane gustoce stanja g(e)

definirane formulom

d—2
%x gale) = sm <9> Gale), (4.50)



gdje smo normiranje odabrali tako da 2D gustoca stanja u slucaju 6 = 0 (bez rekons-
trukcije) bude normirana na jedinicu. Sa slike vidimo kako se smanjenjem dimenzije
postupno mijenja priroda singulariteta u Lifshitzovim to¢kama, odnosno vidimo for-
miranje $iljka na energiji e; i diskontinuteta u e} koji bivaju sve izrazeniji kako se
pribilzavamo granici d = 2, a nestaju kako se pribilizavamo granici d = 3. Ovakav
dimenzionalni prijelaz nismo mogli ostvariti uvodenjem anizotropije pomocu para-
metra anizotropije u smislu efektivne mase u pocetnoj trodimenzionalnoj disperziji
te sad vidimo i zaSto - variranje parametra anizotropije ukinut ¢e disperziju u jed-
nom smjeru, ali stanja obiljezZena kvantnim brojem koji je ispao iz igre u disperziji i
dalje ¢emo morati brojati kao razli¢ita (iako su degenerirana) pa stoga dimenzional-

nost problema ostaje ista. Na posljetku, u formulu (4.49) stavljamo ¢ = 0 te dajemo

gle)
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e
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Slika 4.8: Prikaz dimenzionalnog prijelaza gustoée stanja slobodnoelektronske vrpce (bez utje-
caja periodickog potencijala) iz 3D (plava boja) u 2D (svijetlo smeda boja).

prikaz dimenzionalnog prijelaza gustoce stanja nerekonstruirane vrpce na slici 4.8.
Vidimo kako gustoca stanja smanjenjem dimenzije postepeno prelazi iz korijenskog
oblika karakteristi¢cnog za 3D slobodnoelektronsku vrpcu u konstantu karakteristi¢nu

za 2D vrpcu.
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5 Energija vrpce i stabilnost kondenzata

U ovom poglavlju dolazimo do klju¢nog pitanja ovog diplomskog rada: Je li sma-
njenje energije vrpce uzrokovano topoloskom rekonstrukcijom dovoljno da kompen-
zira povecanje elastiCne energije resetke uslijed pojave CDW-a? Da bismo dali od-
govor, postupamo analiticki te pitanje razdvajamo na viSe manjih dijelova. U pr-
vom se potpoglavlju pitamo koje ¢e popunjenje vrpce (Fermijeva energija) nakon
topoloske rekonstrukcije dovesti do najveceg smanjenja energije Citave vrpce, a da
pritom broj elektrona ostane ocuvan. U tu svrhu provodimo postupak optimizacije
s ograniCenjem koriste¢i metodu Lagrangeovih multiplikatora. Taj rezultat ¢e nam
u drugom potpoglavlju posluziti da odredimo optimalni impuls @),,, vala gustoce na-
boja za dani parametar uredenja A. Na posljetku, koriste¢i optimalne parametre
ratunamo smanjenje energije Citave vrpce u ovisnosti o parametru uredenja A. U
konacnici, uvodenjem elasticnog doprinosa energiji odredujemo uvjete mogucnosti

stabilizacije CDW-a te ovisnost istih o dimenzionalnosti sustava.

5.1 Optimalna Fermijeva energija nakon topoloske rekonstrukcije

Vidjeli smo u prethodnom poglavlju da ¢e efekt pojave vala gusto¢e naboja na vrpcu
biti promjena gustoce stanja Sto ¢e uzrokovati redistribuciju elektrona u stanja nize
energije. Ovdje se pitamo za koju Fermijevu energiju nakon rekonstrukcije vrpce
¢e smanjenje energije biti najvece uz uvjet ocuvanja broja elektrona. Rezultat koji
dobijemo biti ¢e opcenit utoliko Sto nece ovisiti o detaljima promjene gustoce stanja.
Neka se gustoca stanja promijeni iz go(¢) u g(¢). Promjena energije u ovisnosti o

Fermijevim energijama prije i nakon promjene dana je izrazom

AE(ep,ero) = /sF g(e)ede — /EFO go(e)ede. (5.1)
0 0

Nas je zadatak na¢i minimum ovog izraza uz uvjet ocuvanja broja elektrona

AN (ep,epry) = / ) g(e)de — / v go(e)de = 0. (5.2)
0 0
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Da bismo nasli minimum energije uz ogranicenje (5.2) uvodimo Lagrangeov multi-

plikator y i definiramo funkciju

L= AE — uAN. (5.3)

Optimalne Fermijeve energije sada su dane kao rjeSenja jednadzbi

oL oL

o0r " G = 0. (5.4)

S obzirom da se Fermijeve energije pojavljuju samo u granicama integracije, primjena

pravila (4.47) daje

oL
i
oL
- = go(ero)(t — €po) =0, (5.6)

iz Cega lako zaklju¢imo da energija vrpce ima ekstrem kada su Fermijeve energije
prije i poslije rekonstrukcije jednake. Da bismo odredili Lagrangeov multiplikator
uvrStavamo uvjet e = e U jednadzbu oCuvanja broja elektrona (5.2). Medutim,
iz fizikalne perspektive, nama je inicijalna Fermijeva energija zadana pa ¢emo stoga
jednadzbu AN (epg, erg) = 0 tretirati kao jednadzbu za optimalni impuls vala gustoce
naboja @),,. Rjesavanje te jednadzbe ostavljamo za sljedec¢e potpoglavlje, a sada se
pitamo pod kojim uvjetima ¢ = gy predstavlja minimum energije. S obzirom da
se radi o optimizaciji s ograni¢enjem, umjesto obi¢nog Hessiana, razmatramo tzv.

grani¢ni Hessian (eng. bordered Hessian)

0 QAN 0,AN
HB(5F,5F0,M> = 80AN 800L 8081L ) (57)
MAN 010 L 0L

gdje privremeno koristimo oznake 0, = %FO i 01 = ;2. Ekstrem energije ¢e biti mini-

mum ukoliko je determinanta grani¢cnog Hessiana negativna. Racunanjem derivacija,

te uvrStavanjem € = epg = u lako se dobiva

det Hp(p, 1, 11) = g(1)go(1)lg(1e) — go(p)], (5.8)
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$to znaci da ¢emo minimum imati pod uvjetom da je rekonstruirana gustoca stanja

na Fermijevoj energiji manja od pocetne
9(er) < goler). (5.9)

5.2 Optimalni impuls vala gustode naboja

U proslom smo potpoglavlju utvrdili da ¢e smanjenje energije biti najvece u slucaju
kada su Fermijeve energije prije i poslije topoloske rekonstrukcije jednake (¢ = ).
To u praksi znaci da je, ukoliko imamo zadanu parabolicku vrpcu popunjenu do
neke Fermijeve energije cpy i parametar uredenja A, jednadzba AN = 0 zapravo
jednadzba za optimalni impuls CDW-a Q,, kojeg biramo tako da Fermijeva energija
ostane ista, a da se pritom broj elektrona ne promjeni. Broj elektrona u inicijalnoj
vrpci moZemo napisati preko volumena Fermijevog mora!® u Brillouinovoj zoni na
sljededi nacin

d
2

2 s

Ny = Fo,
0 (27rh)dr(g+1)pp0

(5.10)

gdje smo opet iskoristili formulu za volumen d-dimenzionalne kugle radijusa r

—— (5.11)

Koristenjem veze izmedu Fermijevog impulsa i energije prg = /2me gy i uvodenjem

bezdimenzionalne Fermijeve energije epy = ?gl/;;;g skaliranjem iz (3.8) dobivamo
2 Q S
No=—— 2] ——¢%,. 5.12
0 (27rh)d(2) D (d+1)r (5-12)

S druge strane, broj elektrona poslije rekonstrukcije mozemo zapisati koriste¢i, kao
i prije, ¢injenicu da je Fermijevo more rotacijsko tijelo u Brillouinovoj zoni (zbog

simetrije disperzije s obzirom na rotacije oko osi x)

d—1

N = _<27Th>d (5) F (E + 1) /_( )70_ (xaeF)dx +/(; T‘+ (x,eF)d[L' ,
2 Tz (er
(5.13)

16U slutaju izotropne parabolitke disperzije Ferimijevo more je kugla.
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gdje r kao i prije dobivamo invertiranjem disperzije

ri(z,e) = \/e—l—x2$\/4x2+52. (5.19)

Izjednacavanjem (5.13) i (5.12) u ekstremu (¢ = epg) i sredivanjem dobivamo

jednadzbu za ep

1 » zd ( .
/ (eF—l—x2+v4x2+52)dzdx+/ (eF—l—xz—\/4x2+52)dex:
T 0

z (er)

1.3 4

1.25 4

1.2 4

er

1.15 ~

1.1+

1.05 +

Slika 5.1: Prikaz rjesenja jednadzbe (5.15) u ovisnosti o parametru uredenja ¢ za razne dimen-
gionalnosti: d = 2 (zelenom bojom), d = 2.05 (narancastom bojom), d = 2.1 (plavom bojom) i
d = 2.15 (ljubi¢astom bojom). Takoder, crtkanom crvenom linijom prikazan je pravac ep = 146
koji predstavlja dno gornje vrpce.
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provesti ratun smetnje pa stoga problem rjeSavamo numeri¢kim metodama'’. Rezul-
tati numerickog izra¢una prikazani su na slici 5.1, gdje su prikazane ovisnosti bezdi-
menzionalne Fermijeve energije er = epy 0 bezdimenzionalnom parametru uredenja
0 za razne dimenzije sustava. Vidimo da jedino za d = 2 Fermijeva energija nikada
ne upada u gornju vrpcu vec se Citavo vrijeme nalazi “malo” ispod njenog "praga”,
odnosno vrijednosti 1+ 4. Zapravo, autori u [6] su pokazali da odstupanje (1+6) —ep

u vodecem redu racuna smetnje raste s pove¢anjem 0 kao

(1+0) —ep ﬁé?’ﬂ. (5.16)

S druge strane, za d > 2 bezdimenzionalna Fermijeva energija pocinje na nekoj kons-
tantnoj vrijednosti iznad 1 + ¢ te se nalazi iznad dna gornje vrpce. Pove¢anjem § ona
se priblizava dnu gornje vrpce te na nekoj vrijednosti parametra uredenja izlazi iz
nje te nakon toga ima slicno ponasanje kao i Fermijeva energija u dvije dimenzije.
Evidentno je sa slike 5.1 da pocetna vrijednost ex(6 = 0) raste s pove¢anjem dimen-
zionalnosti. Ta je ovisnost prikazana na slici 5.2.

Ako se prisjetimo definicije bezdimenzionalne energije (3.8) vidimo da nam, za fik-
sno popunjenje incijalne vrpce ¢y, rjeSenje epy daje optimalni impuls CDW-a prema
formuli

On _ 2 (5.17)

PFo vV EFO

Cija je ovisnost o ¢ prikazana na slici 5.3 za razli¢ite dimenzije u rasponu od d = 2

do d = 3. Vidimo da jedino za d = 2 imamo znacajnu varijaciju impulsa u rasponu

0 = 0—0.3. U tom slucaju, impuls pada od vrijednosti Q = 2pry za 6 = 0 (ne-

rekonstruirane Fermijeve plohe se dodiruju) prema sve manjim vrijednostima (sve

veci preklop Fermijevih ploha). Razvoj u red po 6 mozZemo dobiti koriste¢i formulu

(5.16) preuzetu iz [6] i koriste¢i poznati razvoj 1/v/1+z ~ 1 —x/2 + 22° + O(2%):
1 /6

- 5 32 4
e 1=5tr(3) Fgt o™, (5.18)

Graf ove aproksimacije prikazan je na slici 5.3 narancastom crtkanom linijom koja se

prilicno dobro slaze s numerickim izracunom za dovoljno mali §.

17Zbog ne-analitickog ponasanja lijeve strane jednadzbe (5.15) u to¢ki e = 1 + §, Newtonov al-
goritam ponekad daje besmislene rezultate, stoga smo pri rjeSavanju implementirali jednu varijantu
"binary search” algoritma.
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Slika 5.2: Prikaz ovisnosti bezdimenzionalne Fermijeve energije za § = 0 o dimenziji d.

Kako se dimenzija povecava, varijacija optimalnog impulsa (),, u ovisnosti o J je sve
manja (u promatranom rasponu §) te se moze bez znacajne greske aproksimirati
konstantom. Takoder, vidimo da porastom dimenzije preklop Fermijevih ploha pos-
taje sve vedi. Zanimljivo je da za trodimenzionalni slucaj ),,, skoro egzaktno poprima
vrijednost pry Sto znaci da u tom slucaju periodicka modulacija dovodi originalne Fer-
mijeve plohe u ”polu-preklop” (rub Fermijeve plohe prolazi kroz centar Fermijevog
mora u susjednoj Brillouinovoj zoni) za razliku od 2D slucaja gdje ih dovodi u ”dodir”

(zad < 1).

5.2.1 Provjera uvjeta minimuma

Prilikom optimizacije energije vrpce utvrdili smo da ¢e energija imati ekstrem kada
su Fermijeve energije prije i poslije rekonstrukcije jednake (¢ = epp). Takoder,
ispitivanjem grani¢nog Hessiana utvrdili smo da je uvjet da je pronadeni ekstrem
zapravo minimum to da je poCetna gustoca stanja na Fermijevoj energiji veca od

gustoce stanja na (istoj) Fermijevoj energiji nakon rekonstrukcije:

go(er) > gler). (5.19)
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Slika 5.3: Ovisnost impulsa vala gustoée naboja Q.,, o bezdimengionalnom parametru uredenja
0 za dimengije d = 2 (zelenom bojom), d = 2.2 (crvenom bojom), d = 2.5 (plavom bojom), d =
2.75 (smedom bojom) i d = 3 (ljubicastom bojom). Narancastom crtkanom linijom prikazan je
rezultat dobiven ratunom smetnje [6] i razvojem u red (5.18) za dvodimengzionalni slucaj.

Da bismo mogli provjeriti ovaj uvjet, potreban nam je izraz za pocetnu gustocu sta-
nja. Njega mozemo dobiti jednostavnim deriviranjem volumena Fermijevog mora

(d-dimenzionalne sfere u impulsnom prostoru)

W _ 2 d T,

UvrStavanjem p = v/2me i uvodenjem bezdimenzionalne energije iz jednadzbe (3.8)

o (c) = (zi%d (%)H %e

KoriStenjem prije izvedenog izraza za gusto¢u stanja rekonstruirane vrpce (4.49) i

dobiva se

[NJisH

-1 (5.21)

sredivanjem dobivamo uvjet minimuma kojeg mozemo podvrgnuti numeric¢koj pro-

vjeri
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d— + d—3
2

1 d=3 zd (er)
/ <€F—1—x2+v4$2+52> dm+/ <6F—1—x2—\/4x2~|—(52> Y dr <
zz (er) 0

r (%)

2 1

> T F

B

< (5.22)

Numeri¢kim ra¢unanjem integrala na lijevoj strani za bezdimenzionalne Fermijeve
energije dobivene u prethodnom potpoglavlju lako se utvrdi da je ovaj uvjet zadovo-
ljen za sve fizikalno relevantne parametre uredenja § i za sve dimenzije izmedu d = 2

i d = 3. Primjera radi, na slici 5.4 prikazan je graf lijeve i desne strane uvjeta (5.22)

gle)
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Slika 5.4: Prikaz lijeve (plavom bojom) i desne (narancastom bojom) strane uvjeta (5.22) za
d=23i6d=0.2

za d = 2.3. Jasno je da je uvjet (5.22) zadovoljen jer se za sve fizikalno relevantne
vrijednosti § bezdimenzionalna Fermijeva energija e nalazi iznad gornje Lifshitzove

totke 1 + § gdje je lijeva strana o¢ito manja od desne?®.

8Desna strana se asimptotski priblizava lijevoj odozdo, odnosno lim,_, ., -2 & _ -,
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5.3 Racun energije vrpce

U dosadasnjim razmatranjima bavili smo se odredivanjem parametara (Fermijeva
energija, impuls vala gustoce naboja) koji ¢e dovesti do najveeg smanjenja ener-
gije elektronske vrpce. Sada, kada smo odredili te parametre i njihovu ovisnost o

parametru uredenja, odredujemo to¢an iznos smanjenja'® energije
AE =F — Ey (5.23)

uzrokovan topoloskom rekonstrukcijom vrpce, gdje je E energija rekonstruirane, a Fy
energija nerekonstruirane vrpce. Prvo nam treba izraz za ukupnu energiju pocetne
(nerekonstruirane) vrpce Ey (za opcenitu dimenziju sustava) koji ¢emo dobiti inte-

grirajudi disperziju po Fermijevom moru 2°

2 2 PE drt p?
dip = / =1 = _dp, 5.24
(27‘{‘7”2) / ees 50(p) p (27Th)d 0 F(g+1>p m p ( )

gdje smo opet iskoristili formulu za volumen sferne ljuske u d-dimenzionalnom pros-

Ey =

toru i disperziju slobodnoelektronske vrpce ¢,(p) = %. Integriranjem i sredivanjem

dolazimo do izraza za energiju vrpce prije rekonstrukcije

4 (2mm)? g+1
@) (d+2)0 (4 "

E, = (5.25)

S druge strane, energiju vrpce nakon rekonstrukcije trebamo rastaviti na doprinos

gornje i donje vrpce

2
E=Et+E = W (/ o e_(p)dp —|—/ " 5+(p)ddp> : (5.26)
e—(p)<er e+(p)<er

gdje integriramo po Fermijevom moru unutar Brillouinove zone. Opet koristeci ¢injenicu

osne simetrije rekonstruirane disperzije integral po impulsu za donju vrpcu?! mozemo

YAFE do kraja rada zovemo “smanjenje energije” iako se zapravo radi o negativnom inkrementu
energije.

20y prethodnim potpoglavljima utvrdili smo da je smanjenje energije najveée kada je ¢y = e pa
stoga u ostatku ovog rada koristimo oznaku e i za jednu i za drugu.

21Doprinos gornje vrpce ¢e biti formalno (ne i broj¢ano) isti, do na razliku u granicama x-integracije.
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napisati kao

e g (3) 2

gdje smo opet uveli bezdimenzionalne varijable (3.8) te, u svrhu integracije po r (koji

d_2e_(a:,7“), (5.27)

je definiran jednadzbom (5.14)), uveli formulu za volumen (d — 1)-dimenzionalne

sferne ljuske. Integracijom po r dobiva se izraz

-_ 1 (¢ " arw °r : —\d—1 2 ' <)t

2

gdje smo izostavili klju¢an medukorak u kojem smo 1 + 22 — v/422 + 62 napisali kao
er — r% te odvojili doprinose prema potenciji 7 koja se pojavljuje u njima. Dodava-

njem doprinosa gornje vrpce dobivamo

1 (Q\"? 215 ep ! d-1 &
E=_(X I . +\d—1
m(Q) F(%)d—l /xc_dx (rg) —I—/O dr - (rf)

1 /Q "2 oor's 2 ! d+1 g +yd+1
A (L [fir). o

gdje izraz u gornjem redu u zagradi prepoznajemo kao lijevu stranu jednadzbe ocuvanja
elektrona (5.15) pa ga zamjenjujemo s desnom stranom (5.15). Oduzimanjem ener-
gije nerekonstruirane vrpce i algebarskim manipulacijama dolazimo do konac¢nog

izraza za smanjenje energije vrpce

Ap— <2wm>%;g> (2 4d+2)0 (3) f<eF,6,d>>, (5.30)

(2rh)®  (d+2)T d - Jr(d@ -0 (5L 2

gdje smo radi preglednijeg zapisa uveli funkciju /(er, d, d) kao

1 xj
I(ep,d,d) = / dr(ep —1—2* +4x2 + (52)% +/ dr(ep—1—a%— V422 + (52)d+1
To 0
(5.31)
Predfaktor u (5.30) prepoznajemo kao energiju pocetne vrpce pa stoga dijeljenjem s
E, dobivamo izraz za relativho smanjenje energije
AE 2 4d+2)T (%) I(ep,d,d)

T " VAT () el o
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koji ratunamo koriste¢i numericke metode (za ep(0) uvrStavamo rezultate dobivene

numerickim rjeSavanjem jednadzbe (5.15)). Rezultati numerickog proracuna prika-

-0.002 -

-0.004 -

-0.006 -

AFE/Ey

-0.008

-0.01 4

-0.012 ~

Slika 5.5: Prikaz ovisnosti relativnog smanjenja energije AE / Ey o bezdimenzionalnom parame-
tru uredenja ¢ za raglic¢ite dimenzije sustava: d = 2 (crvenom bojom), d = 2.2 (zelenom bojom),
d = 2.4 (naranéastom bojom), d = 2.6 (plavom bojom) , d = 2.8 (ljubi¢astom bojom) i d = 3
(smedom bojom).

zani su na slici 5.5 gdje se vidi kako se smanjenje energije u ovisnosti o ¢ ponasa
kvalitativno isto za sve dimenzije izmedu d = 2 i d = 3. Takoder, za svaki pojedini
0 smanjenje energije se povecava kako se spustamo od d = 3 prema d = 2. Na$
posljednji zadatak je da, poput autora u [6], odredimo u kojem rezimu konstante
elektron-fonon vezanja ¢e smanjenje energije prikazano na slici 5.5 biti dovoljno da
kompenzira povecanje elasticne energije reSetke i time stabilizira CDW uredenje te

odredimo ovisnost tog rezima o dimenziji. Time se bavimo u sljede¢em odjeljku.

5.3.1 Stabilizacija vala gustoce naboja

Stabilnost kondenzata ovisit ¢e o preciznom balansu smanjenja energije (5.30) i

elasticnog doprinosa reSetke, koji u aproksimaciji srednjeg polja (jednadzba (3.3))
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ima oblik

hw
AE@,:-§;§A2, (5.33)

gdje je hwg energija jednog fonona impulsa () jednakog impulsu CDW-a, dok je ¢
konstanta elektron-fonon vezanja. MnoZenjem s 1 = %01 il= Z% elasti¢ni doprinos
F

mozemo napisati kao

hwo €2 (AN®  Ey (AN’
AEg=Ey- ——=|— | =—(— , 5.34
! 0 EO 2g2 (6};‘) A EF ( )
gdje smo uveli bezdimenzionalnu konstantu vezanja \ = fu—zi%z. Nadalje, relativno
F

2
smanjenje energije elektronske vrpce mnozimo s 1 = ZTF pa dobivamo
F

(5.35)

2
E() €r

d V(@ —1)T (%) ep(6)d/2-1

AE 1,<2&, 4(d+2)T () I@F®%5¢U>

Izraz u zagradi mozemo, s odli¢nim slaganjem?? u relevantnom rezimu parametra

uredenja, fenomenoloski opisati kubi¢nim polinomom u ¢ sljede¢eg oblika

<%g A(d+2)T (2) Mw@%dw):_ 15%HMﬁ3 (5.36)

d  a(d@ -1 (5L ep(d)2 T e(d)

gdje koeficijente ). i b (ovisne o dimenziji) pronalazimo numeri¢ki?®, a sam oblik
polinoma na desnoj strani postuliramo po uzoru na razvoj energije u [6]. Unutar ove

aproksimacije ukupnu energiju elektronske vrpce i resetke sada mozemo napisati kao

AE,, 1 1 A2 AN?
B = b — 5.3
() (5) o (5) 37

gdje smo iskoristili relaciju

= (5.38)

koja slijedi iz definicije bezdimenzionalnih varijabli (3.8). Bezdimenzionalna Fermi-
jeva energija koja se pojavljuje ispred kubi¢nog ¢lana ovisi o 4, medutim za dovoljno

mali § tu ovisnost mozZemo zanemariti tako da imamo

ABw: (1 1\ (AN o [(AY)
Ea (1LY (Y (2) 529

227a d = 2.3, srednje kvadratno odstupanje je ~ 1075.
23Koristimo funkciju find-fit() u programskom paketu Sage [23].
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gdje smo uveli e%o) = lims_,pep(d). Jasno je iz (5.39) da ¢e val gustoce naboja biti
moguce stabilizirati samo u slucaju kada je bezdimenzionalna konstanta A\ vezanja
veca od kriti¢ne vrijednosti A\. koja ¢e ovisiti o dimenziji d. U tom slucaju, kva-
drati¢ni ¢lan je negativan pa je AE,, negativan za mali A/cp, dok za vece vrijed-
nosti A/ep kubi¢ni ¢lan dominira te AFE,, postaje pozitivan. Stoga, AFE,,; nuzno

posjeduje minimum na konacnoj vrijednosti A,,/cr (Slika 5.6). Taj A,, predstavlja

AE/E,-10°

T
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Afep

Slika 5.6: Prikaz ovisnosti ukupne energije AFEy.t/ Eo 0 bezdimenzionalnom parametru uredenja
Ajep za d = 2.4 i A malo iznad \. ~ 0.707. Jasno je vidljiv minimum na konacnoj vrijed-
nosti A,,,/er ~ 0.037. Promjena energije uzrokovana topoloskom rekonstrukcijom vrpce iznosi
AEP,/Ey~ —1.35 x 1076,

upravo ravnoteznu vrijednost parametra uredenja. Deriviranjem izraza (5.39) po

A/er iizjednacavanjem s nulom dobivamo izraz za A, /ep

A 0 A< A
2 (5.40)

EF 2 (1 l) A> Ao

36 \Ae A

Cija je ovisnost o konstanti vezanja A prikazana na slici 5.7. Na slici se jasno vidi

da kada konstanta vezanja premasi kriti¢nu vrijednost \.(d) osnovno stanje sustava
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0.1+

0.08 +

0.04

0.02 4

Slika 5.7: Prikaz ovisnosti optimalnog parametra uredenja A, normiranog na Fermijevu ener-
giju ep za d = 2.1. Val gustoée naboja se ne moze stabilizirati ako je konstanta vezanja A manja
od kriticnog iznosa \. =~ 0.640 pa je A,, u tom rasponu 0. Za A > ). parametar uredenja je
monotono rastuca funkcija od .

izgubi stabilnost te dolazi do kvantnog faznog prijelaza u novo stabilno osnovno sta-
nje s konacnim parametrom uredenja A,, # 0 koji raste s ja¢inom elektron-fonon
vezanja.

S obzirom da je za stabilizaciju zasluzno smanjenje energije vrpce te da to smanje-
nje potjece od premjestanja popunjenih stanja na nize energije, ocito Ce stabilizacija
biti laksa ukoliko je gustoca stanja takva da se veci broj stanja premjesti u podrucje
oko donje Lifshitzove totke ¢, = 1 — § na racun veceg osiromasenja ”pseudopro-
cjepa”. Uvid u ovisnost gustoce stanja o dimenziji sustava na slici 4.7 intuitivno
sugerira da ce stabilizacija biti sve teza kako dimenzija raste. To potvrduju i nasi
numericki izracuni. U tablici 5.1 dane su vrijednosti kriticne konstante vezanja za
neke dimenzije u rasponu d = 2 i d = 3. Dobivena vrijednost za d = 2 priblizno se
slaze s vrijedno$¢u \.(2) = (1 +2/7)~! ~ 0.61 koju su dobili autori u [6] razvijajuci

ukupnu energiju po bezdimenzionalnom parametru uredenja A /ep.
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[dm] A |
2 10.6119832
2.2 | 0.6685891
2.4 | 0.7070263
2.6 | 0.7401636
2.8 | 0.7707733
3 | 0.7994015

Tablica 5.1: Vrijednosti kriticne konstante vezanja A. za razliCite dimenzije.

0.8 +

0.75 1

0.7

0.65

2.2 2.4

Slika 5.8: Prikaz ovisnosti kriti¢ne konstante vezanja A\. o dimengziji.

2.6

d

Takoder, na slici 5.8 vidljiv je rast kriticne konstante vezanja s dimenzijom Sto

ukazuje na to da je potrebno sve jace vezanje elektronskog i fononskog podsustava da

bi doslo do destabilizacije sustava, odnosno spontane formacije vala gustoc¢e naboja.
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6 Zakljucak

U ovom smo radu prezentirali proSirenje mehanizma topoloske rekonstrukcije elek-
tronske vrpce na sustave necjelobrojne dimenzionalnosti u rasponu d = 2 do d = 3,
gdje smo dimenziju sustava tretirali kao svojevrsnu mjeru anizotropije. Istaknuli smo
glavne razlike u odnosu na nestabilnosti uzrokovane gnijezdenjem Fermijeve plohe,
odredili utjecaj na gustoc¢u stanja te pokazali da ¢e stabilizacija CDW uredenja ovim
mehanizmom uistinu biti moguc¢a za dovoljno veliku konstantu elektron-fonon ve-
zanja. Takoder, otkrili smo da prilikom poopcavanja nismo morali mijenjati neke
osnovne znacajke mehanizma u odnosu na originalna razmatranja u [6]. Naime, po-
java vala gustoce naboja ostavit ¢e Fermijevu energiju netaknutom te ¢e se opet u jed-
noelektronskom spektru pojaviti Lifshitzove tocke medu kojima ¢e se otvoriti pseudo-
procjep u kojem ¢e gustoca stanja biti smanjena. To ¢e uzrokovati smanjenje energije
vrpce putem premjestanja popunjenih stanja s visih na nize energije. Uracunavanjem
fononskog doprinosa u ukupnoj energiji utvrdili smo da je smanjenje energije vrpce
dovoljno da kompenzira povecanje elasti¢ne energije ukoliko je (bezdimenzionalna)
konstanta elektron-fonon vezanja A veca od kriticne vrijednosti \.. Kada A\ dostigne
A ukupna energija dobije negativni minimum na konacnoj vrijednosti parametra
uredenja A,, te sustav kvantnim faznim prijelazom prelazi u novo osnovno stanje
slomljene simetrije. Za vece vrijednosti parametra uredenja ukupna energija postaje
pozitivna zahvaljujudi stabiliziraju¢em kubi¢nom ¢lanu u razvoju ukupne energije po
parametru uredenja A, za razliku od konvencionalnog CDW uredenja putem Peierl-
sove nestabilnosti gdje ukupna energije ostaje negativna za sve vrijednosti A. Poras-
tom dimenzije podruc¢je medu Lifshitzovim tockama postaje sve manje ”osiromaseno”
stanjima pa je stoga potrebno sve jace elektron-fonon vezanje da bi stabilizacija CDW
uredenja bila moguca. To dovodi do rasta kriticne konstante vezanja s dimenzijom
od vrijednosti A\, ~ 0.61 zad =2svedo \. ~ 0.8 zad = 3.

U dvije dimenzije, optimalna vrijednost impulsa vala gustoc¢e naboja @),, bliska je
dvostrukom Fermijevom impulsu 2py( te blago varira porastom parametra uredenja.
U tom ¢e slucaju pojava CDW-a dovesti inicijalne Fermijeve plohe u dodir te ukloniti
degeneraciju u tockama dodira Sto ¢e topoloski transformirati Fermijevu plohu iz za-
tvorenog u otvoreni tip. To je navelo autore u [6] da ovom mehanizmu stabilizacije

nadjenu ime mehanizam ”dodira” da bi ga razlikovali od konvencionalnog meha-
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nizma gnijezdenja (eng. nesting) gdje je impuls CDW fiksiran isklju¢ivo geometrijom
Fermijeve plohe. Medutim, nasi izracuni pokazuju da se optimalni impuls znacajno
smanjuje porastom dimenzije te za d = 3 poprima vrijednost blisku prq. Takva pe-
ridi¢nost dovest Ce originalne Fermijeve plohe u ”polu-preklop” u prikazu ponovljene
zone te stoga postaje neprikladno govoriti o mehanizmu ”dodira”.

Na posljetku, odredivanje minimuma ukupne energije pokazuje da ravnotezni pa-
rametar uredenja A veoma naglo raste porastom A\ — \. za sve d € [2,3] pa stoga
rezultate dobivene u okviru aproksimacije srednjeg polja, koju smo koristili tijekom
cijelog rada, mozemo smatrati valjanima samo u blizini kvantne kriti¢ne tocke A = ..
Za vece vrijednosti A — )., parametar uredenja (procjep) A brzo postaje reda veli¢ine
Fermijeve energije pa se pristup srednjeg polja raspada te ga je potrebno zamijeniti
rigoroznijim tretmanom. Usprkos tome, razmatranja u [6] i ovom radu ukazuju na
robustnost diskutiranog mehanizma u stabilizaciji valova gustoce naboja te mogucu
primjenjivost za objasnjenje pojave istih u materijalima Cije su Fermijeve plohe rela-

tivno izotropne te se ne mogu ugnijezditi.
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