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Sazetak

Algebra L., je poopcenje pojma Liejeve algebre. Najprije uvodimo L., forma-
lizam, koji zatim primjenjujemo na standardnu bazdarnu Yang-Millsovu i Chern-
Simonsovu teoriju. Upotrebom visih zagrada potvrdujemo da su svi poopceni Ja-
cobijevi identiteti zadovoljeni. Algebra L., daje sistemati¢cnu metodu za nalazenje
deformacija neke postojece teorije, Sto pokazujemo na primjeru Chern-Simonsove
teorije koju vezemo sa BF teorijom, odnosno uvodimo skalarnu O-formu i 2-formu.
Nakon konstrukcije najopcenitijih jednadzbi gibanja i bazdarnih transformacija sas-
tavljenih od skalara, 1-forme i 2-forme, algebru tenzorskog produkta i L., identitete
koristimo kako bismo nasli relacije koje povezuju strukturne funkcije. Rezultat te-
orije konstuirane na taj nacin je poznat pod nazivom Courantov sigma model.
Kljucne rijeci: algebra L., poop¢eni Jacobijevi identiteti, Yang-Millsova teorija, Chern-

Simonsova teorija



L algebras in field theory
Abstract

L, algebra is a generalisation of the notion of a Lie algebra. We shall first introduce
L, formalism and then apply it on standard Yang-Mills and Chern-Simons gauge the-
ories. Using the higher brackets, we show that all strong homotopy Jacobi identities
are satisfied. Furthermore, L., algebra provides a systematic way of searching for
deformations of some existing theories, which we shall demonstrate on the Chern-
Simons theory by coupling it to a BF theory, i.e., scalar O-form and 2-form. Having
constructed the most general equations of motion and gauge transformations com-
posed of a scalar, 1-form and 2-form fields, we use the tensor product algebra and
L, identities to find restrictions on structure functions. The theory we obtain in this
way is known as Courant sigma model.

Keywords: L., algebra, strong homotopy identities, Yang-Mills theory, Chern-Simons

theory
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1 Uvod

Liejeva algebra je znacajan pojam u teorijskoj fizici. Ona je infinitezimalna aproksi-
macija kontinuirane Liejeve grupe, simetrijske grupe koja opisuje bazdarne teorije.
To su teorije koje su invarijantne na neki oblik transformacije, odnosno one posjeduju
odredenu simetriju. Takve transformacije nazivamo simetrijskim transformacijama,
a one se matematicki opisuju grupama. Postoje globalne i lokalne simetrijske tran-
sformacije. Globalne transformacije su one kod kojih je parametar transformacije
identican u svakoj toCki prostora, dok se u lokalnim transformacijama parametar
razlikuje u svakoj tocki, stoga je on funkcija koordinata. Lokalna bazdarna invari-
jantnost je osnova bazdarnih teorija. Na primjer, u klasi¢noj elektrodinamici, Cije je
poopcenje Yang-Millsova teorija, iz zahtjeva za lokalnom bazdarnom invarijantnos¢u
polja slijedi minimalna supstitucija koja implicira vezanje tog polja s fotonskim po-
ljem. Vrsta bazdarne simetrije je odredena generatorima Liejeve algebre i struktur-
nim konstantama, preko kojih generatori grupe zatvaraju Liejevu zagradu. Algebra
L je generalizacija pojma Liejeve algebre, a definirana je pomoc¢u gradiranih vek-
torskih prostora i visih zagrada. Ona sadrzi bazdarna polja, bazdarne strukture i

jednadzbe gibanja, Sto se moZze prikazati preko sljede¢eg kompleksa

... = bazdarne simetrije — klasi¢na polja — jednadzbe gibanja — ...

Lo L1 Lo

Prvo poglavlje je posveceno uvodenju formalizma algebre L., koji se sastoji od
definiranja algebre L., uvodenja polja stupnja 1 i njegove bazdarne transformacije
te definiranja skalarnog produkta i akcije iz koje slijede jednadzba gibanja i njezina
transformacija. Zatim, na temelju [3] uvodimo L., algebru tenzorskog produkta te
poglavlje zavrSavamo analizom algebre bazdarnih transformacija. Poglavlje je bazi-
rano na c¢lancima [1], [2] i [3].

U drugom poglavlju razmatramo ne-Abelovu Yang-Millsovu teoriju, na ¢ijem pri-
mjeru pokazujemo kako se klasi¢na teorija moze formulirati kao algebra L.,. Uspo-
redbom izraza za bazdarnu transformaciju polja, jednadzbu gibanja i transformaciju
jednadzbe gibanja u klasi¢nom smislu s definicijama istih u algebri L., nalazimo
neiScezavajuce vise zagrade. Njih potom uvrStavamo u sve netrivijalne poopcene Ja-

cobijeve identitete i dokazujemo da su oni zadovoljeni. Sli¢na stvar je napravljena



u [1], ali s drugacijim definicijama pojmova algebre L,. Pri uvodenju Yang-Millsove
teorije koristili smo [5].

Chern-Simonsova teorija se takoder pojavljuje u mnogim poljima matematike i fi-
zike, a glavna njezina primjena je u teoriji ¢vorova. Hilbert-Einsteinova jednadzba u
trodimenzionalnoj gravitacijskoj teoriji se isto moze prikazati kao Chern-Simonsova
teorija. Druge primjene se mogu nadi u [9]. U tre¢em poglavlju pokazujemo da
se ona moze formulirati kao algebra L., koja nastaje tenzoriranjem Liejeve alge-
bre diferencijalnim formama 2°(A/) na trodimenzionalnoj mnogostrukosti M. Za-
tim trodimenzionalnu ne-Abelovu Chern-Simonsovu teoriju vezemo s BF teorijom i
proucavamo deformacije teorije. Deformacijom bazdarne teorije mozemo konstru-
irati nove teorije s poop¢enim bazdarnim algebrama, Sto znaci da se bazdarna alge-
bra nove teorije viSe ne bazira samo na Liejevim grupama ve¢ imamo neku prosirenu
algebru. Toc¢nije, strukturne konstante postaju ovisne o poljima te se zapravo radi
o strukturnim funkcijama. U potpoglavlju 4.2 analiziramo sve moguce konzistentne
¢lanove u bazdarnim transfromacijama i jednadzbama polja te koristimo algebru ten-
zorskog produkta i ciklicnost teorije kako bismo nasli veze medu strukturnim funkci-
jama. Zatim primjenom L., identiteta dobivamo tri vrste uvjeta koje prepoznajemo
kao ¢lanove Taylorovog razvoja aksioma Courantovog algebroida [7], [10]. Ekspli-
citno smo izracunali akciju nove teorije. Rezultat je Courantov sigma model, koji je
na drugaciji nacin izveden u [8].

Na kraju je nekoliko matematickih dodataka s definicijama matematickih struk-
tura koriStenih u ovom radu. U dodatku A, baziranom na [4], [6], [12] i [13] defi-
niramo osnovne pojmove vezane za Liejevu algebru. Mnogostrukost, diferencijalne
forme i njihova algebra, vanjska derivacija i Levi-Civita tenzor su definirani u dodatku
B, temeljenom na [11], [12], [13], [14] i djelomi¢no [3]. Dodatak C sadrzi izvod
bazdarne transformacije polja, preuzet iz [3], kako bi pridonio potpunosti poglavlja
2. Na kraju, u dodatku D, nalaze se duzi izracuni poopcenih Jacobijevih identiteta
vezani za potpoglavlje 4.2. Dodacima smo pokus$ali zaokruZiti rad kako ne bi bilo
potrebno previse dopunske literature za shvacanje metode i rezultata te kako bismo

omogucdili bolju preglednost samog rada.



2 Algebra L

Ovo poglavlje je posveceno uvodenju formalizma algebri L., koje su viSe generaliza-
cije Liejevih algebri s poopéenim Jacobijevim identitetom. Najprije ¢emo definirati
algebru L., uvesti jednadzbe gibanja i bazdarne transformacije, a zatim ¢emo anali-

zirati algebru bazdarnih transformacija.

2.1 Definicija algebre L, preko visih zagrada
Uvedimo najprije pojam gradiranog prostora.

Definicija 1. P-gradirani vektorski prostor L je vektorski prostor L razlozen na

sumu potprostora s indeksima p € P:

L=pL,

peEP

U algebrama L., imamo Z-gradirani vektorski prostor. Za vektorski potprostor L,

kaZemo da je stupnja p, odnosno za svaki [; € L, vrijedi
‘lj’ = deg lj =k

te piSemo [; € Ly;,|. Algebra L, se definira preko viSih zagrada, odnosno multilinear-
nih produkata p;, po, p3... Multilinearni produkt p,, ima n varijabli yw, (14, ..., 1,,) te je

stupnja
deg i, =2 —n,
Sto, ako uzmemo u obzir varijable, postaje
deg pn(ly, ..y ln) =2 —n+ i |Li].
=1
Produkti su gradirano komutativni, odnosno vrijedi
tn(lo)s - lomy) = (=1)7€(a; Dppn Iy, -, ). 2.1)

Prvi faktor s desne strane jednadzbe (—1)? je predznak permutacije o n elemenata.

3



On je jednak (—1)* ako je permutacija o sastavljena od k € N permutacija od kojih
svaka zamjenjuje jedan par susjednih elemenata. Tj. predznak permutacije je poziti-
van za parne permutacije, a negativan za neparne permutacije. Drugi faktor s desne
strane jednadzbe zove se Koszulov znak ¢(co;[). Ako imamo komutativnu gradiranu

algebru A(zy, x, ...) sa svojstvom
x; Ay = (=1D)lillele A gy, Vi, 7,
onda vrijednost Koszulovog znaka dobivamo iz sljedece relacije
TN ATy = €(052) o) A oo A To(n).

Sada mozemo napisati potpunu definiciju L., algebre.

Definicija 2. L., algebra (L, 1) je
1. Z-gradirani vektorski prostor L;

2. multilinearno preslikavanje stupnja 2 — n oblika

VYn e N: p,(ly, .. ly) :Lx ... xL—L
——

n puta

takvo da vrijedi
1. gradirana komutativnost,
2. poopceni Jacobijev identitet, odnosno za sve n € N i za svaku n-torku (I, ...,1,),

gdje su /; elementi gradiranog potprostora L;;,|, vrijedi jednadzba

Z (—1)F Z(—l)UG(U; D1 (15 (Lo 1y -5 lo()s loG1)s -+ o)) = 0 (2.2)

k+j=n
s poretkom o(1) < ... < o(j)ic(j+1) < .. <a(n).

U poopc¢enom Jacobijevom identitetu broj varijabli je n te su one podjeljene u dva
skupa {l,1), -, lo(j)} 1 {logi+1)s - lom) } gdje sun > 1, j > 1. Identitet nije simetri¢an
s obzirom na njih ve¢ se treba posumirati po svim moguéim vrijednostima k i j. Ako
dvije podjele po skupovima imaju iste vrijednosti k i j, onda su one identi¢cne samo
ako prvi, odnosno drugi, skupovi u tim podjelama sadrze iste elemente, bez obzira

na poredak, sto je posljedica svojstva (2.1).

4



Iz relacije (2.2) mozemo izvrijedniti L., identitete. Za n = 1 imamo

Za n = 2 dobivamo

p1 (o (11, 12)) = palpr (1), 1) + (1) g (1, 11 (1)), (2.4)
Na slican nad¢in mozemo izraCunati identitet za n = 3:

po(pa(ly, 1), 1) 4 (= 1) M8l g (o (14, 13), 1) 4 (— 1) 110D 1y (g (15, 15), 1)
= pa(pa(lh), b, I3) + (=)l (i (1), 1, 1) + (= 1) DSl g (10 (15), 1, 1)

+ pa(ps(ly, 12, 13)).
(2.5)

Zbog toga sto dvostruko djelovanje produkta ;; daje nuly, taj produkt mozemo
shvatiti kao vanjsku derivaciju, definiranu u dodatku B. Ako p, shvatimo kao Liejevu
zagradu, onda se izraz (2.4) moze protumaciti kao djelovanje vanjske derivacije na
Liejevu zagradu, dok izraz (2.5) prikazuje kako se narusenje Jacobijevog identiteta,
koje dolazi od poopcenja Liejeve algebre, moze sistematicki prikazati pomocu p i us

produkata.

2.2 Bazdarne transformacije i akcija

Sada zelimo definirati jednadzbe gibanja i akciju. Neka je algebra L., dana s (L, y,).

Uvodimo polje a koje je stupnja
dega=1,

odnosno a € L;. Nadalje ¢emo za produkte s jednakim uzastopnim varijablama

koristiti notaciju s potencijom, primjerice:

:U“3(a27 l) = MS(a7 a, l)



Uocimo da ako bismo « definirali kao polje parnog stupnja, gornji identitet bi iS¢ezavao
zbog gradirane komutativnosti. Stovise, svaki identitet oblika s, (a") bi takoder bio

jednak nuli. Stoga, zbog izbora a € L; moZemo definirati zakrivljenost polja a kao

fl@) =3 Lpla®)
n=1 (206)
1

1
pm(a) + §M2(a2) + §M3(a3) .

Vidimo da je zakrivljenost element prostora L.
U dodatku C se nalazi izvod standardne bazdarne transformacije polja a s obzirom

na bazdarni parametar c stupnja

deg c = 0.

Transformacija poprima sljede¢i oblik

oo

1
0ca = Z m,urﬁl(ana C)
n=0 (27)
1 1
= n(e) + pa(a, ) + 5 s, €) + grala® ) + ...

Izvedimo sada bazdarnu transformaciju zakrivljenosti f s obzirom na paramatar c:

1
(k— 1H

(6a,a*™")

NE

6cf(a’)

k=1

(2.8)

NE

E k' ~|:uk+1(luj+1(aj7c>7ak)'
0 j=0 -

il

Koristili smo formulu (2.7) i svojstvo

P (s @y 6cty ) = pp(..ny 0cay a, ...).

Kako bismo sredili izraz (2.8) koristit ¢emo poseban slucaj identiteta (2.2) u kojem
varijable biramo na sljede¢i nac¢in: [, = ... = [,,_; = a, [,, = c. Te varijable se u izrazu
(2.2) javljaju na samo dva nacina; prvi je kad se parametar ¢ nalazi u unutarnjem

produktu, a drugi je kad se ¢ nalazi u vanjskom produktu:

pir (11 (@’ ¢), ) i e (py(a), a1 e).



Prvi produkt se pojavljuje (",') puta, a drugi (}~;) puta. Time dobivamo sljede¢u

jednakost
( 1 k+k .
0= ) k,—uk+1(uj+1(a c),a”)
k+j+1=n ']
_I_ Z ' '/“l’k“!‘l(/“’L](a']) ak_17c)7
k+j=n

pri ¢emu smo cijelu jednadzbu podijelili s (n — 1)!, koji je neovisan o sumi, te smo
u prvoj sumi napravili zamjenu (j — 1) — j. Sumiranje po indeksu n i preslagivanje

suma daje

ZZ ¥ ,uk+1 Ma+1(a c), ak)

k>0 720

DI

k>1 ]>1

1k 1 b1
' 'Mk+1(l’[/](a]) a” 7C)’

Lijevu stranu jednadzbe prepoznajemo kao transformaciju (2.8), dok u desnoj strani
u sumi po indeksu j nalazimo izraz za zakrivljenost (2.6). Sredivanjem izraza dobi-

vamo kona¢nu bazdarnu transformaciju

sof@) =5 S (@), a0 2.9)

n!
n>0

Vidimo da su zakrivljenosti bazdarno kovarijantne jer njihove bazdarne transforma-
cije iS¢ezavaju za f(a) = 0.
Da bismo mogli definirati akciju, najprije moramo uvesti odgovarajuc¢i skalarni

produkt. U algebri L, (L, u,,) nad R skalarni produkt je bilinearno pridruzivanje
()9 :LxL-oR
koje je gradirano simetri¢no

(I, lo)y = (=1)lalllig, 1y), (2.10)



i zadovoljava uvjet cikli¢nosti

(I, fin(lgy ooy gy )V = (=1)FnUal b Dl 2 bl (1 1)) (2.11)

Algebre L., koje su opremljene skalarnim produktom nazivamo ciklicke algebre L.

Akciju sada uvodimo kao

(TL _'1_ 1)| <CL, Mn(an»[‘

i
WE

3
Il

(2.12)
= Sl + 56 pafa)n + (o ms(a®)e +

l\:)li—

Varijacija akcije s obzirom na J.a daje

o0

005 = ; ﬁ (<5ca (@™ + nla, pn (@™, 5Ca)>L)
Z% Octt fin(a”™))L

= <5caa f(a)>L>

S$to potvrduje da je f(a) = 0 jednadzba polja akcije (2.12).

2.3 Algebra L. tenzorskog produkta

Autori ¢lanka [3] su pokazali da se tenzorskim produktom neke algebre L., (L, 1),
i diferencijalne gradirano komutativne algebre (A,d), definirane u Dodatku B, dobiva

algebra L, (f., fin), koja se sastoji od gradiranog vektorskog prostora

L=PAasL, (Asl,= PAasl,

keZ itj=Fk
i viSih produkata
(e ®h) =da @4 + (—1)‘%‘@1 ® p(ly), (2.13)

/ln(al ® lla ey G ® ln) = (_1)n2?:1 sl 2 |ai‘zz;1 llj'(ala ) an) @ Mn(lla s} ln)a
(2.14)



gdje drugi identitet vrijedi za sve n > 1. Ako su algebre (A,d) i (L, ) opremljene

skalarnim produktima, tada je cikli¢ki skalarni produkt algebre (L, fi,,) dan izrazom

(a1 @ 1l1,a0 ®la); = (=Dl iay ag)ally, o)y

Posebni slucaj algebre L., tenzorskog produkta koju ¢emo mi koristiti je ona u kojoj
je diferencijalna gradirano komutativna algebra de Rhamov kompleks na mnogos-
trukosti M, (Q*(M),d). Tenzorski produkt de Rhamovog kompleksa i algebre L.,
(L, 1), daje novu algebru L., (Q°(M,L), u,),

QML) =L =@ouML), ML= Paoel,

kez i+j=k

s viSim produktima

/L;(O[l X ll) = da1 X ll + (—1)|a1|a1 X Ml(h), (215)

n—i—1

u%(&l R lyy ey 0y R y) = (—1)"251:1 e+ 32520 lem—il 252 “1‘(041 Ao Nag) @ pin(lyy . ly),
(2.16)

pri Cemu druga relacija vrijedizan > ltesu ay, ...,a,, € Q*(M) ily,...,1, € L. Cikli¢ni

produkt je dan s

<Oé] ® ll, o X l2>L/ = (_1)|a2|\l1| / (05} A 042<l1, lQ)L. (217)
M

2.4 Bazdarna algebra

Tvrdimo da bazdarne transformacije tvore otvorenu algebru sljedeceg tipa

[6617 602] = 5012 + 5!

C1,C2

(2.18)

S parametrom

o

1
E,u%g(a”, C1,C2). (2.19)
n=0

)
ol
&)

I



Tu smo koristili pojam §7 _ koji predstavlja simetrije jednadZbi polja definirane pomo¢u

c1,C2

bazdarnih parametara c; i ¢,

[e.9]

5Cfl 02 = Z %/’Lnﬁ‘?)(f(a)? anu Cl7 02)' (220)

n=0

Simetrije jednadzbi polja su transformacije koje iS¢ezavaju pri primjeni jednadzbi

polja f(a) = 0, §to je ocito iz izraza (2.20). Takoder, one su invarijante akcije:

0, S = (01, 0, f(a))
= (f(a), 8, .,0)

X 1\k
-3 E el (@). b enca)
ooO (— 1)k+(k+2)+2k
=Y (F@) mss(at 1o, fl@)
k=0
b (k+3)+4(k+3)+2(k+2)
- Z ( 1) k! <f(a)7ﬂ'k’+3(f(a)vakvclaC2)>
k=0
— 4.8

= of S =0.

C1,C2

U Cetvrtoj jednakosti smo koristili svojstvo gradirane komutativnosti (2.1), a u petoj
izraz za ciklicnost skalarnog produkta (2.11). Dokazimo sada tvrdnju (2.18). Za

uzastopne transformacije polja a vrijedi

c cz - cl [Zk"uk—"_IG CQ]

Fﬂg

(k? )|/“Lk+1(661a’ ak 1702>
k=1
B o< JNee) -
= ZZ ) ,Mk+1(ug+1(a c1),a"", c).
k=1 j=
Nadalje, koristimo poopceni Jacobijev identitet (2.2) s varijablama: [, = ... = [,,_5 =

a, l,_1 = c1, l, = co. Postoje Cetiri nacina na koja se te varijable javljaju u identitetu
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(2.2):

-2

/Mm(/h( Cla Ca), ak), Mk+1(#j(aj), a » C1,s 02)>

k-1

pea ({0’ e1), a7 eg) i pea (1(a’ ™, e),a

Oni se pojavljuju redom (".?), (1=3), (1-7) i (}=7) puta. Uvrstavanjem tih udjela u

identitet (2.2) i dijeljenjem cijelog izraza s (n — 2)! dobivamo

-1 k+k—1 - - a B
V= Z {(k(— 1))'(j— 1! {ukﬂ(/‘j(‘ﬂ Ler),d" o) — g (i@’ ea), @ 1,01>}
k+j=n : '
(—1)hH2 2 K (—=DF -
+ k"(] — 2)!Mk+1(ﬂj(a3— 701702)7a )‘l‘ mﬂk+1(ﬂj( ),CL N ,61702)}.

Zatim, sumacija po indeksu n i preslagivanje suma daje

0o 00 1 - B - B
DY [Mkﬂ(#y’ﬂ(a], 1), a1 ea) = gy (1 (0, 0), 0", 01)}
~ 15!

= (k—1)l
:ZZ Il Mk+1(ﬂg+2(a c1, ¢2), +ZZ k ,Uk+3 (1i(a’),a", c1, c0).
k=0 j=0 ch k=0 j=1

Izraz u prvom redu prepoznajemo kao [d.,,d.,]a. Nakon koriStenja relacija (2.6),

(2.7), (2.19) i (2.20) imamo

) 1 o0
[5C1a 602]a = Z k,:“k—f—l a 612 + Z ]{?' :uk’-i-3 ) akv (1, 02)

k=0 k=0

= 0pp,0 + 67

c1, 02
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3 Yang-Millsova teorija u L., formulaciji

U ovom poglavlju Zelimo pokazati da se viSe Liejeve algebre pojavljuju i u standard-
nim bazdarnim teorijama poput Yang-Millsove. U prvom potpoglavlju razmatramo
bazdarnu strukturu Yang-Millsove teorije, a u drugom formuliramo Yang-Millsovu

teoriju kao algebru L.

3.1 Bazdarna struktura Yang-Millsove teorije
U klasi¢noj elektrodinamici lagranzijan vektorskog polja A, je dan s

1

L= _ZFWF”V’ (3.1)
gdje je F),, jakost vektorskog polja opisana izrazom
F,., =0,A, —0,A,. (3.2)
Lagranzijan je invarijantan na sljede¢u transformaciju polja
A/#(x) =A,(z) + Ouc(z). (3.3)
Ako definiramo kovarijantnu derivaciju kao
D,=0d,+ 4, (3.4)
s transformacijom
D, = e ™D, (3.5)
jakost polja F),, moZemo prikazati kao
F..=[D,,D,], (3.6)
iz cega odmabh slijedi
F., =F,. (3.7)

Qv

Bazdarni parametar ¢(x) je kompleksan broj jer su lokalne simetrije u elektrodina-

mici opisane Abelovom U(1) grupom. Medutim, teorija ne mora biti Abelova. U tom
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je slucaju simetrija teorije opisana U(N) Liejevom grupom Ciji su elementi N x N
unitarne matrice g(z) € U(N) : ¢g'(z) = g~ !(x). Kovarijanta derivacija se sada tran-
sformira na sljede¢i nacin

D;L =gD,g " (3.8)

Taj izraz, zajedno s definicijom (3.4), implicira da se vektorsko polje transformira

kao

A, =gAg " + 9007 "). (3.9)

Grupni element g(x) € G se moZe prikazati na sljede¢i nacin

glx) =™, (3.10)

$to infinitezimalno iznosi
g(x) =1 —c(z), (3.11)
gdje c(z) mora biti antihermitski operator cf(x) = —c(r) zbog unitarnosti elementa

g(x). Iz toga slijede sljedece infinitezimalne transformacije

0 Ay = Ouc + (A, d, (3.12)
8D, = [D,,d]. (3.13)

Lako se pokaze da je bazdarna algebra zatvorena

[5017 5CQ]AM = (501 (auCZ + [AIM 02]) - 552 (8M01 + [Al“ Cl])
= [8MCI + [Alu Cl]a 02] - [8“62 + [Al“ 62]’ Cl] (314)
= au[017 02} + I:A,LH [017 CQ:I]

= Oey 0] Api-

Bazdarni parametar c(x) je oblika c(z) = c*(2)T4, gdje su T, generatori Liejeve

grupe, odnosno oni su elementi pripadne Liejeve algebre, stoga zadovoljavaju
(T4, Tg] = fapTo (3.15)

gdje koeficijente f,;¢ zovemo strukturne konstante te se iz izraza (3.15) lako vidi da

su one antisimetri¢ne na zamjenu dva susjedna indeksa. Generatori su antihermitski
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Th =Ty

i zadovoljavaju

1
TI'(TATB) = §k'ABa

gdje je k,p Cartan-Killingova forma (A.1). Iz Jacobijevog identiteta
[TA> [TBa TC]] + [T07 [TA7TBH + [T37 [TC7TA]] =0

slijedi izraz za strukturne konstante

Fas®fep® + fea” fop” + fae” fap” = 0.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Sada Zelimo napisati lagranzijan za vektorsko polje A4, = AﬁTA. Uvazavajudi neko-

mutativnost vektorskog polja, tenzor jakosti polja mozemo izracunati iz izraza (3.6)

F.=0,A,—-0A,+[A,A),

Sto se koriStenjem F),, = Fﬁ,TA i (3.15) moze zapisati kao
Fﬁ = 8,“4‘;‘ — (‘LA;‘ + fBCAAfAf.
On je bazdarno kovarijantan

F,, = 0,4, — 0,4, +[A,, A)
= gaﬂAyg_l - g&,Aug_l + g[Ay, Av]g_l

-1
= gF w4
te infinitezimalna transformacija iznosi
0cF, = [Fuw, cl.

Kineticki dio lagranzijana u Yang-Millsovoj teoriji je sljedeceg oblika

1 1 1
L= - kapF " FE = -3 FAFETIT Ty = _§TrFWFW.

14

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



Iz cikli¢nosti traga slijedi da je lagranzijan bazdarno invarijantan

/

1 / v / 1 v — 1 v
L = —§TrF“ F, = —ETr(gF“ F,g ") = —§TrF“ Flu.

Jacobijev identitet za kovarijantne derivacije, uz kori$tenje [D,,, Fil] = D, F2, daje
Bianchijev identitet, koji je analogan homogenoj Maxwellovoj jednadzbi u Abelovoj
teoriji:

(D, F,)* 4+ (D, Fo )" + (Do FL)* = 0. (3.24)

Iz lagranzijana (3.23) moZzemo izvesti jednadzbu polja:

oL A
d(OmAVA) o,
oL
Sen = fec AL,
sto ukupno daje
MF, + foc AMPFS, =0. (3.25)

Djelujudi generatorom 74, uz primjenu izraza (3.15), dobivamo
oME,, + A" F,] =0, (3.26)
$to se moZze raspisati kao

OPA, — 0,0"A, + 0"A, A+ [A" 0,A, — 0,A,] + [A" [A,, A]] =0.  (3.27)

3.2 YM teorija formulirana kao algebra L,

Kako bismo Yang-Millsovu teoriju formulirali kao algebru L., koristit ¢emo sljedeci

kompleks s vektorskim prostorom L
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gdje je prostor L gradiran na tri potprostora za koja vrijedi

c=c = c € Ly,

a

f(a)

= AM 6]..1,

AM
E,u = E’u S LQ.

Prvi potprostor je prostor parametara, drugi je prostor polja, a treci je prostor jed-
nadzbi polja. Algebra L., obuhvaca beskonacno identiteta, koji su definirani iz-
razom (2.2). No, za opisivanje Yang-Millsove teorije bit ¢e nam potrebno samo
konac¢no mnogo identiteta, ovisno o potenciji polja u izrazima za jednadzbu polja,
bazdarnu transformaciju polja i transformaciju jednadzbe polja. Sada usporedimo

izraze (3.12), (3.27) te transformaciju jednadzbe polja

0cA, = 0uc+ [A,, d,
f(A), =0*A, —0,0"A, + O"[A,, A + [A*, 0, A, — 0, A, + [A* [A,, A)],
0cf(A) = [0%A, — 0,0" Ay + 0"[A, A + [A", 0,4, — O, A + [A", [A, A, ],

s izrazima (2.7), (2.6) i (2.9)

=1
0. A = Z ﬁ,un—l—l (Any 0)7
n=0

o0

F(A) =30 (A,
50 = 3 ), 4 ).

Iz izraza za transformaciju polja mozemo ocitati sljedece jednakosti

pi(c), = 0y, (3.28)
po(A, c)y = [Ay, d, (3.29)
,un(A”_l, ¢), =0, n > 3. (3.30)
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Gledajuci stupnjeve produkata (3.28) i (3.29), nalazimo da su oni elementi prostora

L,. Nadalje, iz jednadzbi polja proizlazi

pi(A), = 0*A, — 9,0"A,,
pa(A, A)y = 2(0"[Ay, A] + [A7, 9,4, = 0,AL])
ps(A; A, A), = 31[AY, [Ay, Aull,
pn(A™), =0, n>4

Medutim, Zelimo nadi i produkte u kojima polja nisu identi¢na. Kako bismo to posti-
gli, koristit ¢emo Cinjenicu da polja a; stupnja 1 medusobno komutiraju unutar pro-

dukta p,(ay, ..., a,), Sto zajedno s multilinearno$¢u tog produkta daje

2#2(%, 02) = Mz(al + az, a1 + az) - M2<a17 ay) — p2(as, 612)7 (3.31)
Bluz (a1, as, az) = pa((ar + az + a)’) — pa((ar + a2)*) — pa((as + az)?) (3.52)
— u3((a1 + a3)®) + ps(aq) + pa(as) + pa(a).
Pomocu tih relacija dobivamo opcenite izraze za vise produkte polja
pi(A), = 9*A, — 0,0 A,, (3.33)
M?(Ala AQ)M - ay [A1V7 AQ;L] + au [A2V7 Alu} + [A?y aVAQM - a,uAQV]
(3.34)
+ [AY, 0, A1, — 0, A4,
p3(Ar, Ao, Az)y = [AY, [Agy, Azl + [A5, [As, Avl] + [A5, [A, Agyl] (3.35)
+ [Aga [AllM A3MH + [A§> [AQW Alu“ + [A,f’ [A3w AQNH’
pn (A1, ..., An)y =0, n > 4. (3.36)
Konac¢no, usporedbom transformacija jednadzbi polja nalazimo da vrijedi
M2<Eac)u = [Eu,c], (3.37)
:un(E)Alw"aAn—Qac) = 07 n Z 3a (338)

pri ¢emu je £, bilo koji element prostora Ls.

Produkti (3.33) - (3.36) nam omogucuju da napisemo akciju koriste¢i izraz (2.12).
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No, najprije moramo definirati skalarni produkt kao
(Ay, Ag) = / d'zkap AL AL,

Sada imamo

1
§=5{A m(A)h + 5 (A pa(A, A+ <A ps(A, A AL
1 2 3!
(A“ 02A — 0,0"Ay)L + 3—(A“, 0"[A,, Al +[AY,0,A, — 0, A )L + Z(A“, [AY, [AL, A DL
1 1
= _§<8VAN7 aVAH - aHAV>L - §<8VAH7 [AIM AMDL - §<A#7 [AV7 aVAH - aHAVDL

= (A7 A, (4, A,

1 1
— (A 0,4, = A — (@A (A A — (A% A (A A

]‘ 1
— _Z__l<Fu ,F“l,)]_..

Dobili smo ispravan rezultat, Yang-Millsovu akciju (3.23). U racunu smo koristili si-
metri¢nost Cartan-Killingove forme k45 i parcijalnu integraciju. Slicnim postupcima
se moze pokazati ciklicnost produkata akcije za medusobno razlic¢ita polja A; € L.
Produkt dvaju bazdarnih parametara mozemo izvrijedniti koriStenjem bazdarne al-

gebre (3.14)
5[01,02}14# - [(531, 602]14#.

Izjednac¢imo s obje strane izraze koji su neovisni o polju 4,,. S lijeve strane je to ¢lan

p1([c1, co]), dok se s desne strane on nalazi unutar ¢lanova

[501 ) 502 ] AM

O (H2(A, €2)) — by (p2(A, c1)) +
2 6C1A 02) M2(562A7 Cl) +

= pa
p2(pa(cr), ea) — palpa(cz), c1) + O(A)
Ul(HQ(Clv C2)) + O(A)’
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gdje je u zadnjoj jednakosti koriStena relacija (2.4), a O(A) predstavlja dio ovisan o

polju A. Dakle, kona¢no imamo

/,LQ(Cl, Cg) = [Cl, CQ]. (339)

Sada mozemo uociti sljedecu stvar, u Yang-Millsovoj teoriji se javljaju produkti oblika
tn(l, ..., 1) samo zan < 3. Stoga, moramo potvrditi jedino one identitete algebre L,
koji sadrze kombinaciju produkata s n = 1, 2, 3. To su prvih pet poopcenih Jacobijevih
identiteta (2.2) jer za n > 6 svi ¢lanovi identiteta sadrze produkt pi (4, ..., l;) sa k > 3
koji trivijalno iS¢ezava. Prou¢imo redom prvih pet identiteta.

1. Prvi identitet je dan izrazom
pa(pa(lh)) =0 (3.40)
te je stupnja
deg (p1(p1(lr))) = 2+ [l].

Kako nam se algebra sastoji samo od potprostora stupnjeva 0, 1 i 2, slijedi da /; mora
biti varijabla stupnja nula, odnosno navedeni identitet moramo provjeriti samo za

11:C:

pa(pa(c)), = 32M1(0)u — 0,0"a(c),
= 82(%0 — (9M82c

=0.

U prvoj jednakosti smo koristili ¢injenicu da p;(c) priprada prostoru L; i formulu

(3.33), a u drugoj jednakosti smo upotrijebili izraz (3.28).

2. Sljededi izraz je oblika

pa(pz(ln, 12)) = pa(pa(l), o) + (= 1) pa(ly, pa (1)), (3.41)
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1 stupnja

deg (Mk+1(ﬂj(la(1), s la(j))a lo(i41)s s lo‘(2))> =1+ |li] + |l].

Stoga, zbroj stupnjeva varijabli mora biti jednak 0 ili 1. To znaci da identitet moramo
provjeriti za dva slucaja; prvi u kojem su obje varijable parametri (I1,l2) = (¢1,¢2) te
drugi u kojem je jedna varijabla parametar, a druga polje (I1,1) = (4, ¢).

U prvom slucaju, uz primjenu (3.28), (3.29) i (3.39), dobivamo

pa(pi(cr), ca)p + pa(cr, pa(ca))u = pa(Oucr, ca) + paler, Ouca)
= [8u017 02] - [6“02, Cl]
= aﬂ[ch 02]

= p1(p2(c1, ca))p-

U drugom slucaju imamo

pr(p2(A, €))u + pa(A, pa(e))u = pa([A, c])u + p2(A, 9¢)y
= [0*A, — 8,0°A,,

= pa(p1(A), C)u'

U prvoj jednakosti smo koristili izraze (3.28) i (3.29), u drugoj (3.33) i (3.34), au
zadnjoj (3.37).

3. Tredi identitet je dan s

pi2(pa(ly, 12), Is) + (= 1) 18l g (i (13, 13), 1) 4 (= 1) 110D (g (15, 15), 1)
= pa(pa(l), la, Is) + (= 1) g (I, pua (), bs) + (= 1) g (1, 1, pa (1)) (3.42)

+ ,u1(,u3(51712, 13)),

te je njegov stupanj jednak

3
deg (p1 (15 (o1, o lo())s lo(41)s - lo@3))) = Z AR
i=1

Zbroj stupnjeva varijabli moze biti 0, 1 ili 2, a to nam daje Cetiri moguc¢nosti.

Prvi slucaj:
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Prvu moguénost imamo za varijable (ly,1s,1l3) = (¢1, 2, ¢3). UvrStavajudi ih, vidimo

da se u identitetu javljaju samo produkti sljedecih oblika

ps(e, e, c), pe2(pe(e, c), ), ps(p(c), e, e) = us(A, e, ).

Sada stavljamo da vrijedi

ps(c,e,c) =0 i ps(A,c,c) =0 (3.43)

jer Jacobijev identitet u Liejevoj algebri iSCezava te zato Sto strukturne konstante

Liejeve algebre nisu ovisne o poljima. Stoga, preostaje

pa(pa(cr, ca), c3) — pra(pa(cr, ), ca) + palpa(ca, c3), ¢1)
= [[c1, ea], e3] + [[es; 1], ea] + [[c2, 3], 1]

=0.

U drugoj jednakosti smo upotrijebili formulu (3.39), a u posljednjoj jednakosti smo
koristili ¢injenicu da su ¢, ¢y i ¢c3 elementi Liejeve algebre za koje vrijedi Jacobijev
identitet.

Drugi slucaj:

Kada u identitet uvrstimo varijable (I, 5, l3) = (A4, ¢1, ¢2), ¢iji je ukupni stupanj jednak

jedan, vecina ¢lanova je oblika

/1“3(14707 0)7 M3(A7M1<C)7C> = Mg(A,A,C), M3(M1(A)7c7 C) = Mg(E,C, C)7

od kojih prva dva is¢ezavaju. Tredi je takoder jednak nuli jer je bazdarna algebra

zatvorena na ljusci. Preostaje nam sljedece

pa(pa(A, 1), ca) + pa(pa(ca, A), e1) + pa(pa(er, c2), A)
= [[A7 Cl]v 02] + [[627 A]v Cl] + [[Clv 02]7 A]
=0.

Koristili smo izraz (3.29) i Jacobijev identitet.

Treci slucaj:
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Tredi slucaj imamo za varijable (1, ls,13) = (A;, Ay, ¢) ukupnog stupnja 2. Njihovim

uvrStavanjem u identitet dobivamo

p2(p2(Ar, A2), €)p + pa(pa(c, Ar), As)y — pa(pz(Az, ¢), Ar)y
— ps(p1 (A1), Ag, ) + p3( A, 1 (Az), ) — ps(Ar, Ao, pia(c))p — pa(ps(Ar, Az, €),
= —[AY, [Ag, Ouc]] — [A7, [Ovc, Av]] = [07¢, [Ar, Aou]] — A7, [Ary, O]
— [07¢, [Aau, A1) — [AT, [Ove, Asul] + (241, Ag, + AgpAry — 240, A4, + A1 As )07 c
+ 0"c(A1, Az, — 245, A1, + Asy Ay, — 244, A2,) + Ouc(A A + Ay AY)
b (AW AY + Agy ADNDc — 240 (0,0) A% — 240, (D) AY + Aru(06)AY
+ A9, (0,0)AY + A1,(0"c) Agy + A, (07¢) Avy,
= 0.

Koristili smo relaciju 3.38 koja implicira da su ps(p1(A1), Aa,¢), 1 ps(Ar, 1 (A2), ),
jednaki nuli te izraze (3.29), (3.34), (3.35) i (3.37).

Cetvrti sluaj:

Posljednja mogu¢nost je (li,ls,03) = (c1,c2, F) s kojom identitet (3.42) poprima
sljededi oblik:

MQ(M2(61702)’E> +M2(M2(E’Cl)702) +:U’2(:U’2<CQ’E)=CI)
= pz(pi(cr), ca, B) + ps(cr, pa(cz), ) + py(ps(er, ez, E))

+ ps(cr, e, i (E)).

Drugi red iSCezava jer se u njemu javljaju produkti oblika u3(A, E,¢) = 0ius(E, ¢, c) =
0. Produkt u tre¢em redu je stupnja 3, Sto znaci da je i on jednak nuli. Ostaje nam

prvi red koji, primjenom (3.39) i (3.37), postaje

pa(pa(cr, ca), B) + pa(pa(E, 1), ca) + pra(pa(cz, E), c1)
= [[01762]7E] + [[Evcl]vc2]] + HCQvE]vcl]

=0,

gdje zadnja jednakost vrijedi zbog Jacobijevog identiteta.
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4. Cetvrti identitet je dan izrazom

0 = pua(pa(ly, b, I, 1a)) = (= D)o (1, s (o, s, 1)) — (= 1) 210D g (g (14, 13, 14 ) 1)
— (=)l g (g (1, g, 1), I) — pra(pas (s Doy Bs), 1) + pia(la, b, pia(ls, 1))
+ (_1)|13Hl4|'u3(117 pi2(la, 1y), 13) + (—1)“4|(”2|+“3|)u3(u2(l1, 1), I, 1)
— pia(ly, pa(la, 1), 1a) + (= 1) 20 g (g (14, 13), b, 1) + pra(pa (I, 12), Bs, 1)
— (=) (1 0, g, (1)) = (= D)2 g (1 1o, (1), 14))

— (=D py (11, 11 (1), 13, 1) — prapaa (1), 1o, s, 1y)
(3.449)

4
deg (Mk—l—l(”j(la(l)? ey lO’(j))? lo’(j+1)7 ey lo‘(4))) =-1+ Z ’lz|
=1

Zadnja relacija implicira da netrivijalni rezultat imamo za 37, |l;| = 1, S0, |l;] = 2
ili Z?:l |l;] = 3, a to se ostvaruje pomoc¢u pet kombinacija varijabli. Stavljamo da su
svi produkti oblika /4(l,1), lo(2), lo(3): lo2)) = 0 za sve [; € L, ¢ime u identitetu pre-
ostaju samo ¢lanovi oblika jio(13(ls(1); lo2), lo3))s lo(a)) 1 ps(p2(loy, lo@2))s o), loga))-
Pogledajmo pojedinacne slucajeve:

Prva moguénost je kad su varijable dane s (1, [s,13,14) = (A, c1, 2, c3) Ciji je ukupan
stupanj jednak jedinici. Kako je ps(A, ¢) € Ly, skup (A, ¢, ¢2, ¢3) se u navedenim pro-
duktima pojavljuje isklju¢ivo u oblicima ps(c, ¢, c) i pus(A, ¢, c), a iz (3.43) se vidi da
su oni jednaki nuli.

UvrStavanjem varijabli (11, s, l3,14) = (A1, Ag, ¢1, c2) ukupnog stupnja dva u identitet
(3.44), dobivamo produkte oblika p3(A, ¢, ¢), us(A, A, c) i us(F, ¢, c) jer je pua(A, A) €
L,, a oni svi iSCezavaju.

Skup (11, 1s,13,14) = (F, c1, ¢, c3) stupnja dva je sljedeca netrivijalna mogu¢nost. Dane
varijable se u produktima javljaju jedino kao us3(c,c,c) i us(E, ¢, c¢), sto je uvijek jed-
nako nuli.

Cetvrta mogucnost je izbor (ly,ls,13,1;) = (A1, As, As, ¢) stupnja 3. Kada se te vari-
jable uvrste u identitet (3.44), dobivamo kombinacije u3(A, A, ¢) 1 ps(c, ua( A, A), A),

Sto je ekvivalentno us(c, E, A), koje su jednake nuli. Jedini dio izraza koji trivijalno
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ne iSCezava je

po(p3(Ar, Ao, As), ) + ps(Ar, Ag, pio(As, ) + ps(pe(As, ¢), Ag, As) + p3( Ay, pa(As, ), As)
= [n3(A1, Ao, As), ] + ps(Ar, Ag, [As, c]) + ps([Ar, ], Aa, Ag) + ps(Ar, [As, ¢], As).

Koristenjem produkta (3.35) i Jacobijevog identiteta pokazuje se da je to jednako
nuli.

Posljednji slu¢aj imamo za varijable (Iy,15,13,l4) = (F, A, ¢, ¢o) Ciji je ukupan stu-
panj 3. Uvrstavanjem skupa (F, A, ¢y, ¢o) u izraz (3.44) dobivamo produkte oblika
ps(A, e, c), pus(E,c,c) i ps(e, E, A) koji su jednaki nuli te produkte p3(E, A, pa(c, c)),
ps(A, e, ua(E c)) i pus(E,c,ua(A, c)) koji su oblika ps(c, £, A) = 0. Preostaje nam
jedino produkt ps(c, e, u2(E, A)) koji sadrzi element py(E, A) stupnja 3 te je stoga
jednak nuli.

5. Bududi da stavljamo da vrijedi y14(l5(1), -, lo(a)) = 01 p5(lo1), -5 los)) = 0 zasve l; €

L, u petom identitetu vazni su jedino ¢lanovi oblika yi3(13(l-(1), lo(2), lo(3)) Lo (), lo(5): lo(6))

a oni su dani izrazom

0= ps(pa(l
+ (= 1) WlHDVel g (g (11, 1, 15), s, ) + (= 1) =1 HD g (g (1, 1, 14), 1, 15)
— (- 1)\lzl(\lsl+\l5| ”4'”5'#3(#3(11,ls,ls),lz,l4)+(—1)(‘ZQ|+‘l3|)(|l4|+|15|)/13(u3(l1,14,l5),l2,l3)
+ (=) g, pa(la, I3, L) 15) — (= 1) g (1 g (I, 13, 15 1)
+ (=)D g (1 g (L, 1, 15), Bs) + (= D)1= g (14, 1, g (s, 1, 1)) +

+ ﬂl(ﬂﬁ(ll) l27 l37 l47 l5))7

1)slo, 13, Uy 1) + oo+ ps(ps(ly, loy 13), Ly Is) — (— 1)”3”[4' s(ps(liy o, 1), 15, 15)

(3.45)
koji je stupnja
deg (1 (15 (Lo(1)s s lo))s Lo(+1)s -1 lo(5))) = =2+ Z 1]
Ukupan stupanj izraza nas ogranicuje na sedam razlic¢itih izbora varijabli.
Prva mogu¢nost je izbor (11, ls,13,14,l5) = (F, 1, o, ¢3,¢4) koji se u izrazu javlja kao

ps(e, e, c)ips(E,c, c), aonisujednaki nuli.

Drugi mogudi odabir je (11, 12,13, 14,15) = (A1, As, c1, ¢, c3) koji daje sljedece produkte
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ps(A, A e) =0, ps(A,e,e) =01 us(c,c,c) = 0.

Sljededi slu¢aj imamo za (I, ls, l3,14,1l5) = (E, A, 1, 2, c3), a te varijable daju sljedece
kombinacije u3(c,c,c) =0, pus(A,c,c) =0, us(E,c,c) =01 us(c, E, A) = 0.

Cetvrta mogucénost je (I1,ls,13,14,15) = (A1, As, As, 1, ¢o) koja se u identitetu (3.45)
javlja u oblicima u3(A, A, c), us(A,c,c) te us(us(A, A, A), ¢, c), koji je ekvivalentan
produktu u3(F, ¢, ¢), a svi oni iSCezavaju.

Odabir varijabli (11, ls, I3, 14, l5) = (E1, Ea, ¢1, ¢o, c3) daje produkte us(c, c,c) =0, us(E, ¢, c) =
0 te us(E, E, ¢) koji je takoder jednak nuli zato $to je stupnja 3.

Sljede¢a moguénost je (I1,ls,13,14,15) = (F, A1, As, c1, c2) koja daje iS¢ezavajuce pro-
dukte p3(A,c,c) = 0, us(E,c,c) = 0, ps(A,A,c) = 01 us(E, A,c) = 0 te produkt
us(E, A, A) stupnja 3 pa je i on jednak nuli.

Posljednji slucaj je odabir (11, l2, I3, 14, l5) = (A1, Aa, A3, Ay, ¢) s produktima ps(A, A, c) =
01 pus(us(A, A, A), A, c) oblika us(E, A, c) = 0.

Ovime smo pokazali da su sve pretpostavke algebre L., zadovoljene. Yang-Millsova

teorija je stoga opisana sljede¢im produktima:

+ [A12/7 auAlu - auAlu]y
/~L3(A17 A27 A3)u = [AT, [A2V7 A3u]] + [Ag7 [A3V7 Alu“ + [A?V,a [Alua AQMH
+ [Ag7 [Alw A3,u]] + [A§7 [A2V7 Alu]] + [Alfv [A31/7 AQ#H?
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4 Chern-Simonsova teorija

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se standardna Chern-Simonsova teorija for-
mulira kao algebra L.,. Zatim ¢emo uvesti 2-formu te ¢emo primjeniti poopcene
Jacobijeve identitete kako bismo nasli uvjete na strukturne funkcije. Koristit ¢emo al-
gebru tenzorskog produkta (Q*(M, L), u, ), definiranu u potpoglavlju 2.3, sa sljede¢im

kompleksom

/

Q8 (M,L) £ Q3(M, L) £ “" Q3(M,L).

4.1 Standardna Chern-Simonsova teorija

Chern-Simonsova teorija je opisana akcijom

1 1
S = 5/ (A, dA)oe (1) + g/ (A, AN Aoy,
M M

gdje je polje A element prostora Q!'(M,L) = Q}(M,L), pri ¢emu je L standardna
Liejeva algebra. Bazdarna transformacija je opisana parametrom ¢ € Q°(M,L) =

Q8(M,L) te je oblika
0A=dc+[A, ] “4.1)

Kako bismo nasli jednadzbu polja, zapisat ¢emo akciju pomocu (2.17) na sljedeci

nacin

/ dz* Adx” Ada?(A,, 0,A,) / dz* Adx” Ada?(A,, [As, AL

/ d*zeP(A,,0,A,) / d*zeP(A,, Ay, AL

pri cemu smo Kkoristili izraz koji povezuje skalarne produkte tenzorske i bazdarne

algabre L., (2.17) i jednakost (B.4)

dz* A da? Ada? = e*Pdat A da? A dad.

26



Skalarni produkt dvaju polja u algebri (L, u,,) je definiran kao
(A, Ao), = kapALAY,
$to nam omogucuje da izracunamo jednadzbu polja
0= e"Pkap0, Al + %5WpfABcAVBAS,
a to je u prostoru 23(M, L) jednako
f(A)=dA+ AN A. (4.2)

Usporedbom relacija (4.1) i (4.2) s izrazima (2.6) i (2.7) te koriStenjem (3.31) i
(3.32) nalazimo algebru L.:

py(c) = de, (4.3)

Ha(A,0) = [A,d], (4.4)
po(cr, c2) = [er, cal, (4.5)
1 (A) = dA, (4.6)
fio( Ay, Ag) = Ay N Ay + Ay A Ay, 4.7)

Sada moramo provjeriti jesu li svi poopceni Jacobijevi identiteti zadovoljeni. Buduc¢i
da imamo nei$tezavajuée produkte ;. jedino za n < 2, moramo provjeriti samo
identitete za n = 1,2,3. Argumentacija je identicna kao u slucaju Yang-Millsove
teorije.

1. Kako je prva relacija stupnja 2, jedina dozvoljena varijabla u identitetu (3.40) je

ce Q8(M,L):

(1)) = pi(de) = d%e = 0.
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2. U identitetu (3.41) imamo dva moguca slucaja:

Prvislucaj (¢q, ¢2):

pa(p(er), e2) = o (e2)s 1) = po(den, €2) — pip(des, 1)
= [dey, ¢o] — [deg, ¢1]
= d(c1cz) — d(cacq)
=d[ey, ¢

= ,ull(:ul2<61762)>'

Drugi slucaj (A, ¢):

(a4, ) = s (A), €) = pa (i (), A)
1y ([A, c]) = po(dA, ) — py(de, A)
d[A, ¢] = pip(dA,c) —de A A — A Ade.

Vidimo da /i,(dA, ¢) mora biti jednak

fo(dA, ) = d[A, ] +de A A+ AAde
— [dA,

kako bi identitet bio zadovoljen. Time smo dobili novi L., produkt
1o(E,¢) = [E, d. (4.8)

On je u skladu s izrazom za transformaciju (2.9) jednadzbe f(A) jer se ona moze

prikazati pomocu (B.3) kao
1 L 5
flA) = §F;wda7 Adz”,

Sto zajedno s (3.22) daje
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3. Posljednji identitet koji moramo potvrditi je (3.42), a on je netrivijalan za Cetiri
razlicita izbora varijabli.

Prvi slucaj (¢, ¢o, c3): Moramo pokazati da vrijedi

/ / i ’

1o (151, €2), e3) — pia (g (e, €3), e2) + po(pn(ca, c3), ¢1) = 0.
Uvrstavanjem dobivamo izraz
[[Cla 02]7 03] + [[637 Cl]a CQ] + [[027 03]7 Cl]

koji je zapravo Jacobijev identitet te je stoga jednak nuli.

Drugi slucaj (A, c¢1,co): U ovom slu¢aju moramo dokazati relaciju
115 (H (A, 1), €2) = o (pa(A, c2), €1) + pa(pa(cr, c2), A) = 0
koja iS¢ezava zbog Jacobijevog identiteta
[[A; e1], ea] + [[ea, A], ea] + [[en, €], A] = 0.

Treci slucaj (A, Ao, c¢): Moramo pokazati da vrijedi

:u/Q(:u/2<A17 AQ)’ C) - MIQ(MIQ(Ala C)v AQ) - MIQ(MIQ(A% C)’ Al) = 0.

Imamo

1o (11 (Ar, Az), €) — po(pa(Ar, ©), Az) — py(pa(As, ), Ar)

= ([[All“ AQV]’ C] - HAI;U C], AQV] - HAQIM C], Aly]) qu A\ dXU
= ([[A1,, A2], ] + [[c; A, Agy] + [[Aaw, o], Ar]) dx A dx”
0.

U izvodu smo Kkoristili svojstvo antisimetri¢nosti 1-formi i Jacobijev identitet.

Cetvrti sluéaj (E, ¢y, ¢;): U ovom slu¢aju moramo dokazati relaciju

1 (115 (E. 1), ¢2) — pa(pia( B, c2), e1) + piy(pa(cr, ¢2), E) = 0
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koja se takoder svodi na Jacobijev identitet

[[E, 1], e2] + [[e2, BT, a1] + [[e1, c2], E] = 0.

4.2 Vezanje Chern-Simonsove teorije na BF teoriju

Standardnu Chern-Simonsovu teoriju opisanu 1-formom A € Q'(M,Ly) i bazdarnim
parametrom c € Q°(M, Ly) pro$irujemo 2-formom B € Q*(M,L_;) € Q}(M, L), skala-
rom ¢ € Q°(M,L;) € Q}(M,L) i bazdarnim parametrom A € Q'(M,L_;) € Q3(M,L).
Polja ¢ su funkcije ¢ : M — X, gdje je X bazna mnogostrukost u n dimenzija s

lokalnim koordinatama {¢'}. Imamo sljede¢u gradaciju prostora L algebre (L, u,,)
LidLi®Ly
te gradaciju prostora L' = Q°(M, L) algebre (Q*(M, L), i)
Qo(M,L) @ Q7 (M,L) & Q3 (M, L),
gdje su

Q(')<M’ L) = QO<M7 LO) D Ql(Ma L—l)u
QI<M7 L) = QO<M7 Ll) ® Ql<M7 LO) ® Q2<M7 Lfl)u

Q3(M.L) = Q' (M. L) & Q*(M, Lo) & Q*(M,L_,).

Q8(M,L) je potprostor parametara, 2}(M,L) je potprostor polja, a 23(M,L) je pot-
prostor zakrivljenosti. Kako bismo nasli sve moguce transformacije polja, usredotocit
¢emo se na stupanj forme polja. To jest, transformacija polja stupnja forme p Ce biti

suma svih moguc¢ih kombinacija polja s bazdarnim parametrom ¢iji je ukupan stupanj

forme jednak p. Time dobivamo sljedece transformacije polja

00" = hy(d)c?, (4.9)
0AA = de? + k2P fuep(0) AP + A (A, (4.10)
0B; = AN + Tapci(9) AN AP + gy, (0) Bict + Gy (9) AN, (4.11)
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gdje su hiy(9), focp(®), F4(0), Tanci(9), 9(6) i 7 (#) nepoznate funkeije polja ¢.
Nadalje, nalazenje jednadzbi polja takoder baziramo na stupnju forme polja. Od-
nosno, jednadzba proizvoljne p-forme Ce se sastojati od svih mogué¢ih kombinacija

polja ukupnog stupnja forme p + 1. Dakle, imamo

0= d¢’ — hy(¢)A%, (4.12)
0 = dA* + k" foep(0)A“AP — f4(6)B;, (4.13)
0=dB; + Tupci(p) AT ABAC + &7, () A1 By, (4.14)

pri ¢emu su h%y(¢), feen(9), FA(), Tupci(d) i Gy, (¢) funkcije polja ¢ koje treba

odrediti. Dakle, imamo polje i bazdarni parametar oblika

a=¢+ A+ DB,

/
c =c+A
s transformacijom

5oa =Ry (¢)c* +de + kP fpep(0) AP + fA (o)A,
+dA; + Tapci(9) AYABE + g (¢) Bic™ + 3, (0) A%A,

— 1 ; =1
—=dcA + Z EallﬁlnhA(qﬁ) ‘0¢ll...¢l"CA + kAB Z aﬁll ---8lnfBCD(¢) |0¢ll ...¢I”ACCD
+dA; + Z 000, f FA0)] 80" Ay + Z 0001, Tapcil ¢)|, 0" ..o A AP

+Z 10 01,94 (0)| 0" .0 Bje? +Z — 0. D1 G ()| 8 ALA,

nO nO
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i jednadzbom polja

fla) = d¢' — Ry (¢) A" + dA* + kP fpop(¢) ACAP — f4(9) B,
+dB; + Tapci(¢) AT AP AC + G, (¢) A1 B,

L SEC NIRRT,
+ k4P i %all .0, feep(9)] ¢ .. AC AP
n=0

B i %811,,_@"]@41‘(@ |, 0" ...¢""B; + dB;
n=0

30 10,0, 0)] 00 A B,
n=0

+ i %511---35,LTA301‘(¢) ‘Oqzﬁll...gbl"AAABAC,
n=0

Taylorovim razvojem funkcija oko ¢ = 0 dobili smo beskona¢no ¢lanova u bazdarnoj
transformaciji i jednadzbi gibanja. To implicira da ce algebra L., takoder imati be-
skonac¢no c¢lanova jer svakom ¢lanu sume pridjeljujemo jedan visi produkt. Uspo-
redbom zadnjih dvaju izraza s opéenitim formulama za bazdarnu transformaciju i

jednadzbu polja

=1, ,.
n=0

fla) = Sp(a”)

n=1

dobivamo sljedeéu algebru (Q°(M, L), 1, ):

py(c) = det + Ry (0)cP, (4.15)
py(A) = dA; + FA0)A,, (4.16)
p(¢) = d¢, (4.17)
i (A) = dA* — hi(0) A5, (4.18)
uy(B) = dB; — f4(0)B, (4.19)
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tezan>0

L i1 (D15 oo B, ©) = OOy, By (0)] 0l (4.20)

Hiir (D1 ey G A) = Oy 0y, f1(D)] 01 s, (4.21)

P 1 (D1, ooy Snr, A, €) = k20,0, fren(9)| 01 ..on1 ACCP, (4.22)
Pt (D1, ooy Sn1, A, A) = 01,0, 53 ()] g0 Bt AZA,, (4.23)
Fips1 (D1, ooy 1, B ) = 0,0y, ghi ()] (01 b By, (4.24)
Lso (D1, oy Gty A1, Az, ) = 20,0y, Tapci(d )\Ogblf...gzéff_‘llA‘l“Ach, (4.25)
fi1 (1, ey Gy A) = =0y, .00, 1y (8)] -l A%, (4.26)

V1 (1, ey Gy B) = =00, fY ()] 0.0 B, (4.27)

1 (D1, Gnr, A z)ZQkABé’h Oy frep(9)|, 00 ont ATAY, (4.28)
Hra (61, s nr, A, B) = 01,01, G(0)] 81 .ot A By, (4.29)
fyo (D1, ooy D1y Avy Az, Ag) = 310),..0,, 1TABCz(¢)| Vol APAD AT (4.30)

U algebru takoder spada i izraz iz standardne Chern-Simonsove teorije

/,L;(Cl,CQ) = [Cl,CQ]. (431)

Sada ¢emo iskoristiti izraze (2.15) i (2.16) kako bismo presli iz algebre (Q*(M, L), ' (n))
u algebru (L, p4,,). Time iz izraza (4.15), (4.16) i (4.20) - (4.25) dobivamo sljedece

produkte u prostoru L za n > 0:

fin (@1, -y Pn1,€) = Oy ... ()], pni e, (4.32)
(01, oy 1 A) =~y lfAz IF ¢f...¢f;t;Ai, (4.33)

P 1 (D1, oo Gn1, A, €) = kAP0, .01, feep (¢ ‘O(blf...gzﬁff]jllACcD, (4.34)
pns1 (D1, -y On1, A, N) = 0.0, 19Az(¢)| i ¢£ZL:11AAAj, (4.35)
s 1 (1, ey oty B, €) = Oy 01, (D) (O = By, (4.36)
fini2(P1s ooy G, A1, Az, ) = 20,...0,,_, Tapci(9 ‘O(blf...gzﬁif__llAfAch, (4.37)
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aiz (4.17), (4.18), (4.19) i (4.26) - (4.30) proizlaze sljedeci neiScezavajuci produkti

zan > 0:
Pn(B1s ooy Gty A) = By O By ()| Bt AL, (4.38)
fn (D1, ey Gn1, B) = =00, f4(9)] 01 ) B, (4.39)
Prns1 (01, ooy G, Ar, Ag) = 2642001, foep(0)| o0 ot ATAD,  (4.40)
P 1 (D1, ooey Sn1, A, B) = 01,0, Ghi(9)] 0 ..ot AB, (4.41)
Pnt2(1s ooy O, A1, Ag, Ag) = =310, .. 3ln_1TABCi(¢)‘0¢l11~-~¢i:l:11AfA§A§- (4.42)

U algebri (L, u1,,) vrijedi da su A, ¢ € Ly, $to implicira da bi identiteti (4.32) i (4.38)

trebali biti ekvivalentni. Njihovim izjednacavanjem dobivamo
Ia(¢) = Wa(9)- (4.43)

Polje B i parametar A su takoder elementi istog prostora, L_;, Sto nam dopusta iz-

jednacavanje identiteta (4.33) i (4.39), iz Cega slijedi

FA(8) = fY(9). (4.44)

Nadalje, moZemo izjednaciti produkte (4.34) i (4.40), sto vodi na sljedecu relaciju

Fanc(6) = 5 fanc() (4.45)

te produkte (4.37) i (4.42), ¢ime dobivamo

1

Tapci(p) = _gTABCi (@) (4.46)

Promotrimo sada identitete (4.35) i (4.36). Oni su, zbog gradirane komutativnosti,

povezani na sljede¢i nac¢in

,Un+1(¢1, oy On—1, A, A) = —Mn+1(¢1, iy On—1, B, C)
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iz Cega slijedi

72:(9) = —ghi(9)- (4.47)
Na analogan nacin, iz relacija (4.36) i (4.41) slijedi

Ghi(9) = ~ghi(9). (4.48)

Sljedeée $to Zelimo udiniti je definirati akciju na algebri (Q°*(M,L), ). Akcija je
oblika

-3 o3

n=1

(a, 1, (a™)) e (a1

te u Chern-Simonsovu modelu ona mora biti 3-forma, $to znaci da je visi produkt

oblika

’ n

e =0 + (ke )+ ()8 + (ke 4,4

+ (71’) (nzl) ' (6"2B, A) + (3) (673, A, A, A).

Time dobivamo sljedece

§ =3 — (g, =nln — 1)(n — py(6" % A, A, Aawary

— (n+1)"" 3l
= 1 ,
+ nz_; (n + 1)| <¢7 n(n - 1):un(¢n_27 B7 A)>Q'(M,L)
+ A, dA)orarsy + Z (A, (67, B)amqars (4.49)

oo 1 !
P e §n<n ~ DU A A gm

+ (B, dd)as () + Z (B (0" A))as(arn)-
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Medutim, moramo jo$ osigurati cikli¢nost skalarnih produkata. Za to nam trebaju

sljedece definicije

(A1, Ay = kap AP AD, Ay, Ay € Ly, (4.50)

(¢, B)1 = ¢'B;, BeLl ,¢€l. (4.51)

Iz (4.51), primjenom svojstva gradirane simetri¢nosti skalarnog produkta (2.10), sli-

jedi
<B7 ¢>L = _Bz(bZ’ B e L717 (b S Ll- (452)

Razmotrimo sljedec¢a dva skalarna produkta iz akcije (4.49) koja su jednaka zbog
svojstva cikli¢nosti (2.11) i ¢injenice da su stupnjevi polja ¢, A i B jednaki jedinici u

prostoru Q°*(M, L)

(A, 1, (0", B)aearry = (B, 11, (6", Ao a1y

Primjenom izraza za skalarni produkt (2.17), definicija (4.50) i (4.52) te identiteta
(4.26) i (4.27) za svaki n > 0 dobivamo

/ ks (=00, FP(9)) | AT A Bigh ..ot
M
=) [ (Ot (@) | A48 B

iz cega slijedi
kasfP(¢) = Ha(9). (4.53)

Pogledajmo sljede¢a dva clana koja se javljaju u akciji (4.49) te su jednaki zbog

svojstva ciklicnosti (2.11)

<A7 M;Z(QSn—l’ B)>Q'(M,L) = <¢a ,uin(gbn_Qa A7 B))Q‘(M,L)~
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Koristenjem izraza (2.17), definicija (4.50) i (4.51) te produkata (4.27) i (4.29) za

svaki n > 0 dobivamo

/ kun (—a,l ) fBJ(¢)) ‘OAA A Bjgh.. 42
M
= —/ (0101, G5 (9)) ‘OAA A Bght . g2,

M

Sto implicira jednakost
Gy = kapdif™ (9). (4.54)
Naposlijetku, promotrimo sljedec¢e produkte akcije (4.49)
(A, 1,(0" 2 Ay A))aearny = (&, 10,(0" 2, A A, A))as(ar)s

gdje jednakost slijedi iz svojstva cikli¢cnosti. UvrStavanjem izraza (2.17), definicija

(4.50) i (4.51) te produkata (4.28) i (4.30) za svaki n > 0 slijedi

/M 2 (311---81n_33ifA30(¢)> ’OAA NAP N ACYH s

= —/ 3! (311---317L73T~A301(¢)) ‘ AYNAB N ACHH s
M 0

Sto vodi na relaciju

~ 1 -
Tapci = _gaz‘fABC“ (4.55)

Izrazima (4.43) - (4.48) i (4.53) - (4.55) smo pocetnih jedanaest nepoznatih funkcija
polja ¢ sveli na dvije funkcije. Kako bismo nasli relacije koje zadovoljavaju preostale
dvije strukturne funkcije, koristit ¢emo L., identitete. Najprije zapiSimo identitete

(4.32) - (4.42) preko tih dviju funkcija. Neka je ¢; € Ly, ¢; € Ly, a A; € L_y, tada u
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algebri (L, 41,) za n > 0 imamo sljede¢e produkte

P(D1s ooy i, €) = Oy O W4 (0)] Bt €, (4.56)

fin (D1 ooy 1, N) = —kAPO, .0, Wi (o \ LI, (4.57)

fns1 (@1, oy 1, €1, C2) = K420, .0y, fBep(9)] @7 1 CeD. (4.58)
fn1 (D1, oo Gnr, € N) = By,..0,_, 0 ()], ¢11...¢";1CAA-, (4.59)
png2 (D1, ooy Gnt, €1, 2, C3) = Ohyon-O, 0ifanc ()| B Gyl e§. (4.60)

Izvrijednimo sada poopcene Jacobijeve identitete (2.2).
1. Identitet (2.3) moramo provjeriti samo za [; = A jer je u ostalim slucajevima

rezultat trivijalan.
11 (1 (A)) = —kAPhig (0) pn (~ kAP Ry (0)A;) = kAP 1, (0)hip (0) A,
dakle imamo
k4B R, (0)Ri5(0) = 0. (4.61)

2. Identitet (2.4) je netrivijalan samo ako je ukupan stupanj ulaznih varijabli (|/;| +
|l2|) jednak 0, —1 ili —2. To nam ostavlja Cetiri mogu¢nosti:
Prvi slucaj je kada su varijable dane s (1, l5) = (c1, ¢2), te kad ih uvrstimo u identitet

(2.4) dobijemo sljedec¢u relaciju:
Wy (00055, — W(0)0;h |, — fasc(0)k P hi(0) = 0. (4.62)

Drugi slucaj je kada imamo varijable (I1,l3) = (¢, A) s kojima identitet (2.4) daje

sljededi rezultat:
O (K*Phy(¢)hig(8)) |, = 0. (4.63)

Tre¢a mogucnost je da stavimo (I;,ls) = (¢, A) ¢ime identitet (2.4) vodi na sljededi

uvjet

ROEIA 0)0:1%y |, — fapc(0)k“P R, (0) = 0. (4.64)

‘0_
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Zadnji slucaj za koji izraz (2.4) daje netrivijalni rezultat je (I;,l5) = (A1, A2) te za

njega dobijemo
O (K*Phly(¢)hig(8)) |, = 0. (4.65)

Vidimo da smo koristeci L, identitet za n = 2, odnosno izraz (2.4), nasli dvije vrste
uvjeta na funkcije h%(¢) i f429(¢). Osim toga, uvjeti (4.63) i (4.65) su derivacija
funkcije koju smo dobili iz n = 1 identiteta, (4.61), izvrijednjena u nuli. Stoga,
uvjet (4.61) je iste vrste kao uvjeti (4.63) i (4.65). Sada ¢emo pokazati da u svim
L, identitetima postoje samo tri vrste uvjeta. Opcenito, za neki n > 0 svaki ¢lan u

identitetu (2.2) je stupnja

deg (/Lk-l-l(y'j(lo(l)a cey ld(j))> la(j+1)a ) la(n))) =3—-n+ Z |ll‘
=1

Svi neiS¢ezavajudi ¢lanovi moraju biti stupnja —1, 0 ili 1, Sto znaci da ukupan stupanj
ulaznih varijabli mora biti jednak > | |l;| = n — 4, n — 3 ili n — 2. To nam daje se-
dam moguc¢ih kombinacija ulaznih varijabli. Za svaku kombinaciju ¢emo izvrijedniti
poopceni Jacobijev identitet (2.2). Detaljni racun se nalazi u dodatku D, a ovdje, radi
bolje preglednosti, iznosimo samo krajnje rezultate.

1. Prvi sluc¢aj imamo za izbor varijabli (l4,...,1,) = (¢1,..., ¢n_1, ) koje su stupnja

n — 2. Identitet (2.2) vodi na jednakost
-0, (K*PH,(9)h(9)) |, = 0. (4.66)

2. Varijable (I, ...,1,) = (¢1, ..., Pn_2, 1, c2) Su stupnja n — 2 te uvrStene u identitet

(2.2) daju sljededi izraz

OO,y (Wa(0)DilTp () — hp()Dil'y(8) — fanc()kPhiy(9)) [, =0.  (4.67)

3. Identitet (2.2) za varijable (l4,...,1,) = (41, ..., Pn_2, ¢, A) stupnja n — 3 postaje

OO,y (Wa(0)DilTp () — hp()Dil'y(8) — fanc(S)kPhiy(9)) [, =0.  (4.68)
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4. Uvrstavanjem varijabli (Iy,...,1,) = (¢1, ..., ®n—2, A1, A2) stupnja n — 4 u izraz (2.2)

dobivamo uvjet
Oy -0, 00 (K*P 1y (0)hig(0)) |, = 0. (4.69)

5. Sljede¢a mogu¢énost je odabir (14, ...,1,) = (¢1, ..., Pn_3, ¢1, C2, ¢3) stupnja n — 3 koji

pomocu identiteta (2.2) daje sljedec¢u jednakost

Oy 01,5 (Wa ()i fren(9) — N5(9)0ifacn(d) + he(9)0ifanp(9) — hp ()i fac (o)

—fape(OK"T frpo(9) — fopp(@)k™T fras(¢) — fepe(0)k™" frea(d))], =0
(4.70)

6. Izbor varijabli (I, ...,1,) = (¢1, ..., dn_3, 1,2, A) s identitetom (2.2) vodi na rela-

ciju
OB, (WA (D)) — hig(B)O4(8) = Fanc(BIKPHp()) [, = 0. 4.71)

7. Posljednji slucaj je odabir (Iy, ...,1,) = (¢1, ..., On_4, 1, C2, 3, ¢4) kOji, uvrsten u izraz

(2.2), daje

Oy -0, 0L (W (0)0; fBep(0) — hig(9)0i facp (@) + M (9)Di fapp(¢) — hip(#)0; fapc ()

—fape(@)k™ frec(9) = fopp(@)k"™" frap(s) — fBDE(<Z5)/<?EFfFCA(<Z5)) ‘0 =0
(4.72)

Uvjeti (4.66) i (4.69) su medusobno identi¢ni te smo ih imali i u slucajevima n = 1
in = 2. Isto tako smo ve¢ vidjeli najnizi ¢lan uvjeta (4.67), koji je ekvivalentan
uvjetima (4.68) i (4.71). Uvjeti (4.70) i (4.72) su jednaki, a javljaju se tek za n > 3.

Teorija koju smo izgradili se sastoji od akcije

1 =1
S = §<A> dA)qsuy) + (B, do)as () Z n_ (A, 11,41 (6", B))as (1)
© =0 (4.73)
+ ZO MM’ Lo (0" Ay A))asaa)

koju smo dobili iz (4.49) kori$tenjem svojstva cikli¢nosti. Upotrebom formule (2.17),

definicija (4.50) - (4.52), izraza (4.27) i (4.28) i jednakosti (4.43), (4.45) i (4.53),
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akcija (4.73) postaje
1 - 1
S = / —kapAt AN dAP + / d¢' A B; + / — fapc(@) AN N AP A AC
—/ hiy(¢)A* A B;.
M
Transformacije polja su dane formulama
00" = his(¢)c”,

SAN = de 4+ k2P fpep(9) AP + kBRI (4)A,,

1 :
(SBZ = dAZ + §8Z'fABc(§b)AAABCC — 87,h34(¢) (BjCA — AAAj) s
a jednadzbe gibanja su oblika
0= d¢' — hi(¢)A”,

1 .
0=dA* + 51&‘3 feep(p)AC AP — EABLL (4)B;,

1 .
0=dB, — éai fapo(p)ATABAC 1 0,0, (¢) A By,
pri cemu za strukturne funkcije vrijede sljede¢i uvjeti

FAP R (6)hip(9)
Wa(9)Dil () — hig(9)Dily(6) — fanc(d)k“Phiy ()

14(0)0: fren(9) — hi(8)Di facn (@) + he(9)0i fapp(6) — hip(9)di fanc(9)
— ape(@)K" frpc(8) — fepp(O)K™ frap(9) — fapp(d)k™" froa(e) =

(4.74)

(4.75)
(4.76)

(4.77)

(4.78)
(4.79)

(4.80)

(4.81)
(4.82)

(4.83)

Relacije (4.81) - (4.83) smo dobili iz izraza (4.66) - (4.72) uz koriStenje Taylorovog

razvoja. One standardno proizlaze iz bazdarne invarijantnosti akcije (4.74). Takoder,

moze se pokazati da one zadovoljavaju aksiome Courantovog algebroida [7] te je,

stoga, teorija koju smo dobili poznata pod nazivom Courantov sigma model. Takoder,

vidimo da se za h'(¢) = 0 i 81...(9an30(¢)|0 = 0 gdje je n > 0 izrazi (4.81) - (4.83)

svode na Jacobijev identitet strukturnih konstanti Liejeve algebre (3.19).
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5 Zakljucak

Na primjerima Yang-Millsove i Chern-Simonsove teorije pokazali smo kako se stan-
dardne bazdarne teorije mogu prikazati kao algebre L. Pri proSirenju Chern-Simonsove
teorije vidjeli smo kako se koritenjem algebre tenzorskog produkta (Q°(M, L), i) te
prelaskom u njezine sastavne dijelove, de Rahmov kompleks (Q2*(M),d) i bazdarnu
algebru (L, ), mogu nadi uvjeti na strukturne konstante, koje ¢ine koeficijente u
Taylorovu razvoju strukturnih funkcija. Dodatni uvjeti su nadeni zahtjevom cikli¢nosti
teorije, odnosno promatranjem svojstava skalarnih produkata. Konacno, pomocu
poopcenih Jacobijevih identiteta izveli smo relacije izmedu strukturnih funkcija koje
se inacCe dobivaju iz bazdarne invarijantnosti akcije. Time smo konstruirali teoriju
poznatu kao Courantov sigma model.

Medutim, nase razmatranje je bilo isklju¢ivo vezano za klasi¢nu teoriju polja. Al-
gebre L., imaju vaznu ulogu u kvantizacijskom Batalin-Vilkoviskyjevom formalizmu,
koji svakoj klasi¢noj teoriji pridjeljuje algebru L., Sto znaci da L., formalizam pri-
prema teoriju za BV kvantizaciju. U [3] se takoder pokazuje da algebre L., dopustaju

supersimetricno prosirenje teorije.
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Dodaci

Dodatak A Liejeva algebra

Definicija 1. Grupa je uredeni par (G, ) nepraznog skupa G i operacije x : G x G
koja zadovoljava sljedeca svojstva

1. asocijativnost, (Vz,y,2 € G) : (zxy) *x z = x x (y * 2),

2. postojanje neutralnog elementa, (Je € G)(Vx € G) :exx =z % e = z,

3. postojanje inverza, (Vo € G)(Fz ' € G) :wxxz ' =atxx =e.

Grupu koja zadovoljava svojstvo komutativnosti, (Vz,y € G) : z xy = y * x, zovemo

Abelova grupa.

Definicija 2. Vektorski prostor nad poljem K je uredena trojka (V,+,-) skupa Vi
dvije operacije +: V xV — Vi.: K x V — V koje zadovoljavaju sljedeca svojstva
zasvexr,y € Visvea,$ €K

1. (V,+) je Abelova grupa,

2. kvaziasocijativnost, « - (5 - z) = (af) - z,

3. postoji jedinica 1 € K takvadaje 1l -z =z,

4. distributivnost s obzirom na zbrajanje skalara, (« + ) -z =a-x + (- z,

5. distributivnost s obzirom na zbrajanje vektora, o - (z +y) =a -z + a - y.

Definicija 3. Liejeva algebra je vektorski prostor g opremljen preslikavanjem [—, —] :
g X g — g koji zadovoljava sljedeca svojstva

1. bilinearnost,

2. anti-simetri¢nost, (Vz,y € g) : [z,y] = —[y, z],

3. Jacobijev identitet, (Vz,y,z € g) : [z, [y, 2] + [z, [z, y]] + [y, [z, z]] = 0.

Definicija 4. Homomorfizam Liejevih algebri je linearno preslikavanje ¢ : g — b

takvo da za sve z,y € g vrijedi

o[z, ylg) = [¢(2), &(y)]s-
Definicija 5. Killingova forma je skalarni produkt elemenata z,y € g definiran kao
(xz,y) = Tr (ad,ad,),
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pri cemu za linearni operator ad, : g — g iz € g vrijedi
ad,(z) = [z, 2].

Definicija 6. Neka su z,y € g i {74} baza Liejeve algebre g, v = 274, y = y?7a.

Cartan-Killingova forma k 4 je tada definirana preko skalarnog produkta

(2,y) = kapr?y®. (A1)
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Dodatak B Diferencijalna geometrija

Definicija 1. Neka je .7 familija podskupova X, onda .7 nazivamo topologijom na
X ako vrijedi
1.0e 71X e .7,

2. za konacno ili beskona¢no podskupova {O

i, + vrijedi JO;, € 7,
3. za kona¢no podskupova {O; } vrijedi NO;, € 7.
Za topologiju .7 skup X ili par (X, .7) nazivamo topoloskim prostorom, a O;, na-

zivamo otvorenim podskupom.

Definicija 2. Neka je X topoloski prostor. Okolina toc¢ke x € X je podskup U C X

ako i samo ako je x sadrzan u otvorenom podskupu U.

Definicija 3. Topoloski prostor (X,.7) nazivamo Hausdorffovim prostorom ako i

samo ako za sve = # y € X postoje U,V € 7 takvi da vrijedi
(xeU)NyeV)ANUNV =0).

Definicija 4. Neka su (X1, 77) i (X», %) topoloski prostori. Za bijekciju ¢ : X7 — X,
kazemo da je homeomorfizam ako su ¢ i pripadni inverz ¢! neprekidna preslika-

vanja.

Definicija 5. n-dimenzionalna mnogostrukost A je Hausdorffov prostor takav da
svaka tocka ima otvorenu okolinu homeomorfnu otvorenom podskupu R™.

Otvoreni podskup U mnogostrukosti M zajedno s homeomorfizmom ¢ : U — V C R"
nazivamo karta.

Za dvije karte (Uy, 1) i (Uy, 2) kaZemo da su ¢*-kompatibilne ako je homeomorfi-
zam ¢, o ;' k-puta derivabilan.

¢*-atlas na mnogostrukosti M je skup ¢*-kompatibilnih karti takvih da im domene
prekrivaju M.

¢*-mnogostrukost je mnogostrukost s pridruzenom klasom ekvivalencije ¢*-atlasa.

Diferencijabilna mnogostrukost je ¥ *°-mnogostrukost.

Definicija 6. Tangentni vektor u nekoj tocki p € M je preslikavanje v, : (M) — R
takvo da za sve f,g € €°(M) i, 5 € R vrijedi
1. linearnost, v,(af + Bg) = av,(f) + Bvy(g),
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2. Leibnizovo pravilo, v,(fg) = f(p)vy(9) + g(p)v,(f).

Vektorski prostor svih vektora totke p oznacavamo s 7,M. Vektorsko polje v defi-
niramo tako da svakoj tocki p mnogostrukosti A/ pridruzimo vektor v,. Skup svih

vektorskih prostora 7,/ oznacavamo s T'M.

Definicija 7. Kovektor, dualni vektor ili 1-forma w, u tocki p je linearno preslika-
vanje w, : T,M — R. Skup svih 1-formi totke p oznatavamo s 7;M i nazivamo

kotangentni prostor. Analogno vektorskom polju definiramo i polje 1-formi ¢iji pros-

tor oznacavamo s T*M.

Definicija 8. Vanjska ili Grassmannova algebra A (V') nad vektorskim prostorom V'
je asocijativna algebra razapeta s V' s pridjeljenom operacijom vanjskog produkta

definiranom s
vAv =0, veAV). (B.1)

Definicija 9. Gradirana algebra je algebra s dekompozicijom u direktnu sumu A =

A, za neku Abelovu grupu P koja je kompatibilna s produktom, tj. A, - A, C

peEP

A,,. Vanjska algebra A(V) s dekompozicijom A(V) = @ AP(V), A = V je stoga
peP

Z-gradirana algebra s A° # ) & 0 < ¢ < dim V. Onda za elemente v € AP(V) i

u € AY(V) vrijedi
vAu=(—1)"uAwv. (B.2)

Definicija 10. Elementi vanjske algebre nad kotangentnim prostorom tocke = € M,
AR(M) = AP(T;M) su potpuno antisimetri¢ni kovarijantni tenzori i zovu se dife-
rencijalne forme reda p ili kra¢e p-forme. Polja diferencijalnih formi se definiraju
analogno vektorskim poljima i pripadaju prostoru koji se oznacava A? M. p-formu w
mozemo zapisati po komponentama kao
1 . 4
W= —w; ., dr" A Ada'. (B.3)

pl

Time vanjski produkt postaje

1 . 4
a A 5 = p'_q'Oéh...ipﬁip+1...ip+qu“ NN d$1p+q,
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gdjesua € APM, e ANiM,aa A e APTIM.

Definicija 11. SveZanj je uredena petorka (F, m, B, F, G) koju satinjavaju:

1. topoloski prostor £ - totalni prostor,

2. topoloski prostor X - bazni prostor,

3. neprekidna surjekcija projekcija 7 : £ — X,

4. topoloski prostor F' - standardno vlakno, koje je homeomorfno svim inverznim
slikama 7~ '(x) = F,, € X, gdje F, nazivamo vlakno u tocki z,

5. grupu G - strukturnu grupu homeomorfizma F,

6. otvoreni skup pokrivanja {O,} baznog prostora X s homeomorfizmima ¢,, takvim

da
VO,3by : 1 (O4) — Oy x F, 7F¢;1((IZ, f) ==, x €O, [ €EF,

pri ¢emu se ¢, naziva lokalna trivijalizacija.

Definicija 12. Prerez sveznja E je neprekidno preslikavanje s : X — E takvo da

vrijedi
(mos)(z)=mns(zx)=idxz =z, Vo e X.

Skup svih prereza oznacavamo s I'(F). Polje diferencijalnih formi reda p je prerez

sveznja A’ M, dakle polje p-formi w je I'(A? M) = QP (M).

Definicija 13. Operator vanjske derivacije je linearno preslikavanje d : Q?(M) —
QPTL(M) sa svojstvima:

1. zasve f € € (M) vrijedi df(X) = X(f),

2. zasvakiw € QP(M) in € QM) vrijedi d(w An) =dw An+ (—1)Pw A dn,
3.d*=0.

Definicija 14. Diferencijalna gradirana algebra (A,d) je Z-gradirana komutativna
algebra A opremljena vanjskom derivacijom d.
Vazan primjer diferencijalne gradirane algebre je de Rhamov kompleks (2°(M),d)

na d-dimenzionalnoj mnogostrukosti M:

QM) S aran S Sl
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Definicija 15. Kontrakcija vektorom X je preslikavanje 1x : Q7 — QP~! za koje

vrijedi

(1xw)(v1y ey Vpo1) = wW(X, (V1, .oy UVp_1)),

(wa)il...ip_l = ijjil...ip_l-

Definicija 16. Levi-Civita tenzor definiramo kao

€irin = Vdet ge, i,
giiin — s g 1 €
- 11...7n
Vdetg

pri ¢emu je ¢;, ;, Levi-Civita simbol definiran kao

(

+1,  sgno(iy, ..., in) =1,
€irin — § —1, sgn U(il, aln) = -1

0, ostalo.

\

Definicija 17. Volumnu formu definiramo kao

1 ) )
e =y/det gd"z = —|6i1.,,indx“ A ... Ndz', (B.4)

n.

s normalizacijom
i€ = (sgn det g)n!
i pokratom

d"z =dz' A ... Ada™
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Dodatak C Transformacija bazdarnog polja

Za algebru L, tenzorskog produkta danu s Q°*(I,L) = Q* ® L, gdjeje [ = [0,1] C R,
a algebra tenzorskog produkta je definirana u poglavlju 2.3, imamo dekompoziciju

Q*(I,L) 2 ¢°°(I,L;) ® Q'(I,Ly) &ime a(t) € Q*(I,L) poprima oblik
a(t) = a(t) + dt @ e(t), (C.1)

pri cemu je t € I, a(t) € €~(I,L1) i c(t) € €>(I,Ly). Zakrivljenost ¢ pripada
prostoru 5(7, L) koji se moze prikazati kao Q°*(I,L) = ¢>(I,Ly) & Q'(/,L,), stoga

imamo

o"1,
>t

=1

= f(t)+dt @ {ata(t) - Z %ﬁhwl (alt)", C(t»} )

3

(C.2)

n=0

pri ¢emu p, vidi samo L stupanj varijabli. Uvjet parcijalne ravnosti ¢ € €*°(1,L,),
koji odgovara bazdarnim transformacijama dvaju bazdarnih polja, vodi na sljede¢u

jednadzbu

o0

1
oa(t) Z n"unH )", c(t)). (C.3)

n=0

U ¢t = 0 moZemo o¢itati bazdarnu transformaciju a — a + d.,a polja a = a(0) parame-

triziranog s ¢y = ¢(0) € Ly:

oo

1
Oep@ = 8t|0 Z E,unﬂ(a”, Co)- (C4)

n=0
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Dodatak D Izracuni

1. (l17~-~; ) (¢1,. ,an,l,A):

n—1
0= (D" 1 (- (D(1): s ortnt1)s N): Po(ntyy - Bo(n-1))

k=0 o

n—1
; [
Zﬂkﬂ Po(nt)s s Po(n—1)s —k B0, .0, 1h3‘ ﬁbll s D1y i)
k=0

oz

-1

ZkABall"‘alnfkflhiB‘()alnfk ln 1hg4‘ gbll ¢:(nl 1)A

k=0 o

= Oy, (KPR (0)hi(0)) |, = 0.

2' (h?"'aln) = (¢17 "'7¢n72761702):

0= Z(_1>k+k71,uk:+1 (/flnfk<¢a(1)7 ) ¢U(Tl—k—1)7 Cl)a ¢U(n—k)7 ce ¢0’(7’L—2)7 C2)

+ZZ(_l)k+kﬂk+l(un7k(¢a(l)7" ¢U(n k—1) 02) ¢0n k)» 7¢0’7’L 2);61)

n—1

YO (D (1 (D) -oos Grn—t—2)s €1, €2), Bkt --os Pr(n2))

k=0 o

2 A B

== 0O PO O O] (BB 2 i
+ 3N 0O | (O OOl B b gy

CD n A B
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