Diofantske jednadzbe viseg stupnja

Sucié, Dora

Master's thesis / Diplomski rad

2019

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:612452

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-09-12

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:612452
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:8339
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:8339
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:8339

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Dora Sudié

DIOFANTSKE JEDNADZBE VISEG
STUPNJA

Diplomski rad

Voditelj rada:
izv. prof. dr. sc. Zrinka Franusic

Zagreb, rujan, 20109.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana
renstvom u sastavu:

pred ispitnim povije-

1. , predsjednik
, Clan
3. , Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi clanova povjerenstva:




Diplomski rad napravijen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 -
Znanstveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije
Liejevih algebrr.



Sadrzaj

Uvod

[ Neke metode rjesavanja diofantskih jednadzbil
(1.1 Metoda faktorizacije| . . . . . . ... ...
(1.2 Metoda matematicke indukeijel. . . . . . . ..o

(1.4 Gaussovi cijeli brojevil . . . . . ... ..o
(1.5 Kvadratna poljaf. . . . .. ... ... ... oo

2 Klasicne diofantske jednadzbe drugog stupnjal

2.1 Pitagorina jednadzbal . . . . . ... ..o
2.2 Jednadzba az® +by* =23 . . .. ...
[2.3  Pellova jednadzbal . . . . . ... ... ..o

[Bibliografijal

v

iv



Uvod

Diofantska jednadzba je polinomijalna jednadzba u jednoj ili viSe nepoznanica ¢ija se
rjeSenja traze u prstenu cijelih brojeva Z. Dakle,

f(x17$27"'7xn):07 (1)
gdje je f polinom sa cjelobrojnim koeficijentima, tj. f € Z[x1,...,z,]. Za jednadzbu
re¢i ¢emo da je rjesiva ako postoji uredena n-torka cijelih brojeva (aq,as, ..., a,)

takva da vrijedi jednakost f(a,as,...,a,) = 0. Medu najpoznatije diofantske jed-
nadzbe spadaju:

e linearna diofantska jednadzba

ax + by = c,
gdje su a, b, c € Z,
e Pitagorina jednadzba
2yt = 22
e Fermatova jednadzba
ZL,’VL + yTL — ZTL’
gdjejeneNin> 2,
e Pellova jednadzba
o2 —dy? =1,

gdje je d € N i d nije potpun kvadrat.

Linearna diofantska jednadzba, uz uvjet da ged(a,b) | ¢, Pitagorina jednadzba i Pel-
lova jednadzba imaju beskona¢no mnogo rjesenja u prstenu cijelih brojeva. Fermatova
jednadzba nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva. Slutnju za tu tvrdnju postavio
je Fermat u 17. stoljecu, a za konac¢an dokaz trebalo je vise od 350 godina (A. Wiles).



SADRZAJ 2

Jednadzbe oblika ime su dobile po gréckom matematicaru Diofantu iz Alek-
sandrije koji je zivio u 3. stolje¢u. O Diofantovom zivotu ne zna se mnogo, ali ga se
smatra najznacajnijim matematicarom postklasi¢nog razdoblja grcke matematike i
posljednjim velikim europskim matemati¢arom prije Fibonaccija. Diofant je najpoz-
natiji po svom djelu Arithmetica ¢ije su kopije i prijevodi imali velik utjecaj na druge
znacajne matematicare. Arithmetica se razlikuje po stilu i sadrzaju od ostalih djela
iz toga doba koja su se bavila teorijom brojeva zbog simbolickih zapisa. Naime, Di-
ofant je za oznake nepoznanica, potencija, suprotnih brojeva, jednakosti i oduzimanja
koristio skrac¢eni zapis rijeci, Sto je bio prijelazni oblik na ¢isto simbolicku algebru.
Stoga Diofanta nazivamo ocem algebre.

U ovom radu bavimo se jednadzbama oblika u kojima je stupanj polinoma
f veci od 1. Vezano uz rjesavanje diofantskih jednadzbi mozemo istaknuti sljedeca
pitanja, odnosno probleme:

e Je li jednadzba (1)) rjesiva?
e Ako je jednadzba rjesiva, je li skup rjesenja konacan ili beskonacan?
e Ako je jednadzba rjesiva, mozemo li odrediti sva njena rjesenja?

U prvom poglavlju opisujemo neke elementarne metode rjeSavanja kao Sto su
metoda faktorizacije, metoda matematicke indukcije i parametarska metoda, te opi-
sujemo neSto naprednije metode koje ukljucuju Gaussove cijele brojeve, odnosno
opc¢enito kvadratna polja.

U drugom poglavlju bavimo se nekim klasi¢nim diofantskim jednadzbama drugog
stupnja: Pitagorinom jednadzbom, njenom poopéenom jednadzbom ax? + by? = 2% i
Pellovom jednadzbom te opisujemo njihov skup rjesenja.



Poglavlje 1

Metode rjesavanja diofantskih
jednadzbi

1.1 Metoda faktorizacije

Neka je zadana jednadzba
fx1,29,...,2,) =0,
za f € Zlxy, za, ..., x,]. Ideja ove metode je zapisati danu jednadzbu u ekvivalentnom
obliku
filzr, e, .o xy) - falxy, oy ooy xy) - fo(Ty, 2oy .o 2,) = a
gdje su fi,fa, .., fx € Z[x1,79,...,2,] 1 a € Z. Broj a se na konaéno mnogo nacina

moze zapisati kao umnozak k faktora, odnosno k cijelih brojeva ai,as,...,a;. Iz
svakog takvog rastava dobivamo po jedan sustav jednadzbi

f1($1,I2, e ,Q3n> = a,
f2($27$2a---’$n) = ag,
fr(x1, 29, ..., 2p) = ay.

Rjesavanjem svih takvih sustava dobivamo sva rjesenja pocetne jednadzbe. Pokazimo
primjenu ove metode na nekoliko primjera.

Primjer 1.1. Odredimo sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe

25 323 1=y
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Rjesenje. Prvo zelimo pocetnu jednadzbu zapisati u ekvivalentnom obliku takvom
da s lijeve strane jednakosti imamo umnozak funkcija koje ovise o x i y, a s desne
cijeli broj. Mnozenjem pocetne jednadzbe s 4, te dodavanjem jedinice dobivamo

425 + 1223 + 5 = 4y + 1.
Dobivena jednadzba ekvivalentna je
425 41223 +9 — 4y* = 5,

odnosno
(22° +3)? — 4y’ = 5.

Uoc¢imo da smo ovime dobili razliku kvadrata, pa imamo
(22 + 3 — 2¢%)(22° + 3 + 2%) = 5.

Za broj 5 imamo cetiri moguca rastava na dva faktora, pa dobivamo sustave:

2034+ 3 -2y =5 203 4+ 3 -2 =1
208 +3+2y2 =1, 22% +3+2y* =5,
203 +3 —2y* = -5 203 +3 — 2% = —1
223 + 3+ 2y% = —1, 223 + 3 + 2y = —5.

Njihovim rjesavanjem dobivamo sva rjeSenja pocetne jednadzbe, a to su (0,1) i

Primjer 1.2. Nadimo sve parove prirodnih brojeva (x,y) koji zadovoljavaju jednadzbu
3 — % =2y +61.
Rjesenje. Rijesimo danu jednadzbu na dva nacina.
1. nacin
Mnozenjem pocetne jednadzbe s 27 i oduzimanjem jedinice dobivamo

272> — 2Ty* — 1 = 27xy + 1646.

Kako s lijeve strane jednakosti zelimo umnozak, jednadzbu trebamo transformirati.
Zapisimo ju u ekvivalentnom obliku

(32)® + (=3y)% + (—1)% — 3(32)(—3y)(—1) = 1646. (1.1)
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Bududi da vrijedi
a® + b+ ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b* + ¢ — ab — be — ac), (1.2)
jednadzba je ekvivalentna
(3z — 3y — 1)(922 + 9y* + 1 + 9zy — 3y + 32) = 1646.

Desnu stranu u skupu prirodnih brojeva, do na poredak faktora, mozemo zapisati kao
1646 = 1 - 1646 = 2 - 823. Stoga bi, ako uklju¢imo i predznake, imali osam mogucih
sustava. No, buduéi da vrijedi

3r—3y—1 = 2 (mod 3),
92 + 9y + 1+ 92y —3y+3z = 1 (mod 3),
u obzir uzimamo cetiri sustava:

3 —3y—1=2 31— 3y — 1= —823
922 + 9y? + 1 + 9xy + 3z — 3y = 823, 922 + 9y + 1+ 92y + 32 — 3y = —2.

31— 3y — 1 = 1646 3r—3y—1=—1
922 +9y% + 1+ 92y + 32 — 3y =1, 922 + 9y% + 1 + 9zy + 3z — 3y = —1646.

Prvi sustav je ekvivalentan sustavu

r—y=1
322 + 32 + 3y + o —y =274

¢ija su rjesenja (6,5) 1 (—5, —6), dok ostali sustavi nemaju realnih rjesenja. Kako nas
zanimaju samo prirodni brojevi koji su rjesenja pocetne jednadzbe, zakljucujemo da
je jedino rjesenje (x,y) = (6,5).

2.nacin
Uoc¢imo da mora vrijediti z > y. Neka jex—y = d,d € N. Uvrstavanjem z = y+d
u pocetnu jednadzbu dobivamo

3y°d + 3yd* + d&® = y* + yd + 61,

odnosno

(3d — 1)y* + (3d* — d)y + d* = 61. (1.3)
Uocimo da vrijedi d® < 61 iz ¢ega slijedi dajed =1, d = 2 ili d = 3.
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Ako je d =1, iz (1.3) dobivamo kvadratnu jednadzbu
Y’ +y—30=0

¢ija su rjesenja y = 51y = —6. Kako y mora biti prirodan broj i vrijedi z = y + d,
dobivamo rjesenje pocetne jednadzbe (x,y) = (6,5).
Ako je d =2 ili d = 3 iz (|1.3]) dobivamo redom jednadzbe

5y% + 10y — 53 = 0,

42+ 12y —17=0

koje nemaju cjelobrojnih rjesenja. Dakle, jedino rjesenje pocetne jednadzbe je (6,5).

&

Primjer 1.3. Odredimo sve parove brojeva z,y € Z \ {0} koji zadovoljavaju
(@ +y)(z +y°) = (x —y)*.
Rjesenje. 1z pocetne jednadzbe raspisivanjem dobivamo
2y + 2%y + 2y + 32’y — 3z = 0.

Uocimo da svaki ¢lan sadrzi y, pa podijelimo jednadzbu s njim (8to smijemo zbog
uvjeta y # 0). Zatim grupiranjem clanova dobivamo kvadratnu jednadzbu

2y° + (2% — 3z)y + (z + 32*) = 0.

Jednadzba ima cjelobrojna rjesenja ako i samo ako je njena diskriminanta jednaka
broju koji je potpun kvadrat. Dobivamo D = z(z+1)*(x—8), iz ¢ega slijedi z(z—8) =
2%, Zapisivanjem te jednadzbe u ekvivalentnom obliku

(x—4)?—2*=16
uocavamo razliku kvadrata, pa slijedi

(x—4—2z)(x—4+ z) = 16.

r—4—z=d
r—4+ 2z =do,
gdje su dy i dy cijeli brojevi takvi da je dydy = 16. Slijedi

dy + ds
2

Stoga je

+4.
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Kako je x cjelobrojan, trazimo samo one cjelobrojne djelitelje od 16, do na poredak,
koji imaju paran zbroj i umnozak im je 16:

(dla d2) € {(27 8)7 (_27 _8>’ (4’ 4)7 (_47 _4)}

Zbog uvjeta x # 0, kona¢no dobivamo da je z € {—1,8,9}. Iz toga slijedi da su
rjeSenja pocetne jednadzbe (—1,—1),(8,—10),(9,—6) i (9, —21). &

Primjer 1.4. Odredimo sve cijele brojeve n za koje jednadzba
2P+ =3y =n
ima rjesenja u prirodnim brojevima.
Rjesenje. Prvo uoc¢imo da jednadzba ima rjesenja za n = 0 (u slucaju = = y = 2).

Ponovno koristimo jednakost (|1.2)) koju mozemo zapisati kao

Pyt - Baye =y +2) (@ —g - P ) (14)

PP+ = 3ryr= (v +y+2)° =3 +y+2)(vy +yz+ 22) (1.5)

Razlikujemo slucajeve s obzirom na ostatke pri dijeljenju s 3:
Sluéaj I. Neka je n = 3k + 1,k € Z. 1z (1.4) dobivamo sustav jednadzbi

(@E—y)P+y—2P+(z—2)) =1
r4+y+z=3k+1

Uvodenjem supstitucije x = 3k + 1 — y — 2z i sredivanjem dobivamo
32+ + 22 —3ky—3kz—y— 2z +yz +2k = 0.

Neka je z = k, k > 1. Iz toga slijedi da su trojke oblika (k+ 1,k,k) i (k,k+ 1,k) za
k > 1 rjesenja dane jednadzbe.

Slucaj II. Neka je n = 3k + 2,k € Z. Analognim postupkom kao u prethodnom
slucaju dobivamo da su trojke oblika (k + 1,k + 1,k) za k > 1 rjeSenja pocetne
jednadzbe.

Slucaj ITI. Neka je n djeljiv s 3. Tada iz (|1.5) slijedi da je izraz x +y + z djeljiv
s 3, pajen = a2+ 1>+ 23 — 3xyz djeljiv s 9, odnosno n = 9k, k € Z. Iz sustava
jednadzbi

M@=+ (y— 2+ (= 2)) =3
r+y+z=3k
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analognim postupkom dobivamo da trojke oblika (k+1,k—1,k)i (k—1,k+1,k), k > 2
zadovoljavaju pocetnu jednadzbu.

Dakle, trazeni cijeli brojevin sun =3k+ 1,k > 1, n=3k+2,k > 11in = 9%k,
k=0ili k> 2. o

1.2 Metoda matematicke indukcije

Metoda matematicke indukcije ima Siroku primjenu u razli¢itim podru¢jima mate-
matike, pa tako i u teoriji brojeva. Mozemo ju koristiti ako varijabla o kojoj tvrdnja
ovisi poprima vrijednosti iz skupa prirodnih brojeva. Odnosno, primjenjujemo ju ako
zelimo dokazati da je tvrdnja P(n) istinita za sve n > ng, ng € N. Ova metoda se
zasniva na Peanovom aksiomu koji glasi:

Neka je M C N. Ako vrijedi

1. 1e M,
2. zasvakin € N, n € M povlacidajen+1¢€ M,

onda je M = N.

Navedeni Peanov aksiom naziva se joS princip matematicke indukcije koji se u
konkretnoj primjeni pojavljuje u nekoliko oblika. Najcesce se koristi sljedeci:

Neka je ng € N. Ako za tvrdnju P(n) vrijedi

(i) da je istinita za n = ny,
(i) da iz istinosti tvrdnje P(n) za n > nyg slijedi istinitost tvrdnje P(n + 1),

onda je tvdnja P(n) istinita za svaki prirodni broj n > ngy. Obi¢no isticemo tzv. tri
koraka u primjeni principa matematicke indukcije:

(a) baza indukcije: provjera istinitosti tvrdnje P(ng),
(b) pretpostavka indukcije: pretpostavimo da je tvrdnja P(7) istinita za i > ny,
(¢c) korak indukcije: uz pretpostavku (b) dokazujemo istinitost tvrdnje P(i 4 1).

Koristan je i sljedeci oblik principa matematicke indukcije s tzv. veé¢im korakom,
odnosno s korakom k£ € N:

(a) baza indukcije: provjera istinitosti tvrdnji P(ng), P(ng+1), ..., P(ng +k — 1),

(b) pretpostavka indukcije: pretpostavimo da je tvrdnja P(i) istinita za i > ny,
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(¢) korak indukcije: uz pretpostavku (b) dokazujemo istinitost tvrdnje P(i + k).

Primjenu principa matematicke indukcije u rjesavanju diofantskih jednadzbi ilus-
trirat ¢emo na nizu primjera.

Primjer 1.5. Dokazimo da za sve prirodne brojeve k > 3 postoje neparni prirodni
brojevi x,y koji zadovoljavaju jednadzZbu

Tt 4+ y? =28 (1.6)

Rjesenje. Za dani n € N i k = n, oznac¢imo rjesenje od (1.6 s (x,, y,).
Baza indukcije: Za k = 3 jednadzba (|1.6]) glasi

T3+ y; = 8.
Lako se provjeri da je (z3,y3) = (1,1) njeno rjesenje.
Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo sada da za neki n > 3 tvrdnja vrijedi za
k = n, odnosno postoji rjesenje (z,,y,) jednadzbe takvo da su z, i ¥, neparni
prirodni brojevi.
Korak indukcije: Vrijedi

wtu . (Tra T\’ 1
() (TE) < Lort ) =t ) =2

2 2 ’ 2 ’ 2

rjeSenja u skupu prirodnih brojeva jednadzbe

Stoga su

T2 4y = 27t
Jos treba pokazati da su u barem jednoj od moguénosti obje komponente rjesenja
neparni brojevi. Imamo dvije moguc¢nosti.

Tn+Yn
2

(Tn,yn) = (1,1)  (mod 4) ili (,,y,) = (3,3) (mod 4).

(i) Prepostavimo da je neparan broj. Tada je

Otuda je
e, —yp =2 (mod 4)

T2 —yn|

u oba slucaja. Dakle, 5

je neparan broj, odnosno

n+1y Yn+1 9 ) 2

je rjesenje od (1.6 za k = n + 1 takvo da su z,41 i y,11 neparni.
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(ii) Prepostavimo da je % paran broj. Tada je

(Tn,yn) = (1,3)  (mod 4) ili (x,,y,) = (3,1) (mod 4).
Otuda je
Tp—Yp =2 (mod4), Tz, +y, =2 (mod4)

‘xn_yn‘ TTn~+Yn
2

pa su 5, neparni brojevi. Dakle,

(I y ): |$n_yn| 7xn+yn
n+1y Yn+1 2 Y 2

je rjesenje od (1.6 za k = n + 1 takvo da su z,41 i y,,1 neparni.

Stoga prema principu matematicke indukcije jednadzba (1.6 ima rjeSenje u skupu
neparnih prirodnih brojeva za svaki prirodan broj k > 3. &

Primjer 1.6. Dokazimo da za sve prirodne brojeve n jednadzba
v+ + 22 = 59" (1.7)
ima rjesenja u prirodnim brojevima.

Rjesenje. U ovom primjeru koristit ¢emo princip matematicke indukcije s korakom
k = 2. Za fiksan n € N ozna¢imo rjesenje od (|1.7) u skupu prirodnih brojeva s

(Ty Yny Zn)-
Baza indukcije: Jednadzbe

2y + 22 =059, a?+9y?+ 22 =59

imaju redom rjesenja (x1,y1,21) = (1,3,7) 1 (22,99, 22) = (14, 39,42). Stoga tvrdnja
vrijedizan =11in = 2.
Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo sada da za neki n > 1 postoji rjeSenje

(Tny Yn, 2n) € N jednadzbe ((1.7).

Korak indukcije: Prema pretpostavci indukcije je

Th + Y+ 22 = 59"
MnoZenjem prethodne jednakosti s 59 slijedi
(592,,)% + (59y,)* + (592, ) = 59”12

pa je
(ITH-QJ Yn+2, ZTL+2) = (59In7 59yn7 59271)
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rjesenje jednadzbe x? + y? + 2% = 59"*2 u skupu prirodnih brojeva.

Prema principu matematicke indukcije, s korakom 2, pokazali smo da za svaki
n € N jednadzba ([1.7)) ima rjesenje u skupu prirodnih brojeva. Stovise, zan = 2k —1,
k € N, rjesenje od glasi:

(Top—1, Yor—1, 22k—1) = (1 - 59571 3. 50~ 7. 59k~1)

azan=2k:
(Tok, Yok, zox) = (14 - 5971 39 - 5971 42 . 59+1),

¢
Primjer 1.7. Dokazimo da jednadzba
1 1 1 n+1
— —_— .« .. — 1-8
Atat e T )

ima rjesenja u prirodnim brojevima ako 1 samo ako n > 3.

Rjesenje. Pokazimo prvo da jednadzba (|1.8) nema rjesenja zan = 1in = 2. Za
n = 1 imamo

12
wi a3

odnosno v2z; = z», §to nema rjesenja jer je /2 iracionalan broj a i—j je racionalan.
Neka je sada n = 2. Tada imamo

(2923)? + (2123)* = 3(2129)%
Za 1 <1 < 3, neka je x; = 3"y;, gdje je y; prirodan broj koji nije djeljiv s 3. Imamo
32002H1) (g ) 4 28 (1 )2 = BN (402
Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je ny > ny pa dobivamo
32(n2+n3)((yzy3)2 + 32(n1_n2)(y193)2) = 32(n1+n2)+1(9192)2' (1‘9)
Znamo da je 1 jedini kvadratni ostatak modulo 3, pa iz toga slijedi
(yoys)? + 322 (y5)2 =1 ili 2 (mod 3).

S druge strane je
32mAn2) (g 10)2 = 0 (mod 3),

pa jednadzba (1.8) nema rjesenja za n = 2.
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Sada metodom matematicke indukcije pokazujemo da je jednadzba rjesiva
u skupu prirodnih brojeva za sve n > 3.

Baza indukcije: Neka je n = 3. U ovom sluc¢aju zelimo pronac¢i barem jedno
rjesenje pocetne jednadzbe. Poénimo od jednakosti 4% + 32 = 52. Dijeljenjem s
324252 a zatim mnoZenjem s — dobivamo

122
1 1 1
122 152 122202 120
Kako bismo odredili trazena rjeSenja, uocimo da obje strane dobivene jednakosti
moramo transformirati. Imamo

1 N 1+1 1 4
122 . 152 152 202/ 202  4.12¢’

odnosno

1 n 1 N 1 B 4
(12-15)2 © (15-20)2 © (20-20)2  (2-122)2°
Dakle, dobili smo da za n = 3 jednadzba (1.8]) ima rjesenje

(21,19, 23, 24) = (12- 15,15 - 20,20 - 20,2 - 12%).

Pretpostavka indukcije: Neka je k € Nik > 3. Pretpostavimo da je (a1, as, ..., ax11) €
N**1 riegenje jednadzbe (1.8)) za n = k, odnosno
1 1 1 k+1

a—%#-a—gﬂt---—i—a—Z 2., (1.10)
Korak indukcije: Pribrajanjem a§1+1 jednakosti dobivamo
1 1 1 kE+1 1 k+2
e, T, T, T
¢ime smo pokazali da je
(T1, T, ..oy Ty Ty, Tpa2) = (a1, a9, . .., gy Qy1, Q1)
rjeSenje jednadzbe zan=Fk+1. &

Napomena 1.8. Dokaz da jednadzba (|1.8]) za n = 2 nema rjesenja mogli smo provesti
i na drugi nacin. Naime, jednadzbu (z223)? + (z123)* = 3(7173)? mozemo zapisati
kao
a’ +b? =32

Uz pretpostavku da su a, b i ¢ razli¢iti od nule i relativno prosti, znamo da kvadrat
cijelog broja daje ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju s 3, iz cega zaklju¢ujemo da suiaib
djeljivi s 3. S obzirom da u jednadzbi imamo njihove kvadrate, slijedi da je i ¢ djeljiv
s 3, sto je u kontradikciji s pretpostavkom.
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Napomena 1.9. Uocimo da je
(xla Ta, T3, ZL'4) - (37 37 67 4)

rjesenje jednadzbe ([1.8]) za n = 3, odnosno vrijedi

1

Ako prethodnoj jednakosti n — 3 puta pribrojimo za proizvoljan n > 3, dobivamo

42
1 1 1 1 1 4 n—3 n+1
iyttt e et TE T
~————
n—3

To znaci da je

T1, T2, T3, T4, T5,y ..., Tpi1) = (3,3,6,4,4,...,4
(21, 22,73, 24, 25 +1) = ( )

n—3
jedno rjesenje u skupu N od (1.8), za n > 4.

Za rjesavanje sljede¢eg primjera potrebna nam je sljede¢a pomocéna tvrdnja koju
¢emo takoder pokazati primjenom principa matematicke indukcije.

Lema 1.10. Ako je ay,as, ... niz razlicitih prirodnih brojeva, tada za sve prirodne
brojeve n vrijedi
at 4 +ad > (ag+ - Fap)?

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da vrijedi ay < as < -+ < a,.

Baza indukcije: Za n = 1 je a3 > a}, $to je ekvivalentno a?(a; — 1) > 0 i o¢ito
vrijedi jer je a; > 1.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja propozicije vrijedi za neki n =
k,te dasua; < as <--- < ag < apyq razliciti prirodni brojevi.

Korak indukcije: Kako je agy1 > aj te stoga i ary1 > ax + 1, vrijedi nejednakost

(g1 — 1)ags S ap(ap + 1)
2 - 2

=142+ - +ay.

Uoc¢imo da suma 1+ 2+ - - - 4+ a; sadrzi sve prirodne brojeve manje ili jednake ay, te
da je ona veca ili jednaka sumi a; +as+ - - - + ay koja sadrzi razlicite prirodne brojeve
manje ili jednake ay. 1z toga slijedi

(ak—i-l - 1)ak+1
2

2 ay+ay+ -+ ag
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Mnozenjem s 2a.; i sredivanjem dobivamo
ai_i,_l > 2(ay +ax + -+ ag)apr + CLZH.
S druge strane, pretpostavili smo da vrijedi
al+a+-+al > (e +tas+ -+ a)
Iz toga slijedi

ay +ay+ -+ ap a2 (a+ag+ o+ agn)’

O
Primjer 1.11. Odredimo sva rjesenja jednadzbe
a4t a, = (T za e+ T),
gdje su xq,...,T, razlicitt prirodni brojeuvi.
Rjesenje. Pretpostavimo, najprije, da vrijedi z; < 25 < --- < x,,. Otuda, kako su
rjeSenja jednadzbe razliciti prirodni brojevi, slijedi da je 1 > 1,29 > 2,..., 2, > m.
Mi ¢emo pokazati da je 1 = 1,29 = 2,..., 2, = m.
Iz svega pretpostavljenog, ocito je da vrijedi
Tl < Ty — L To <Xy — 2,0, 21 < 2y — (M — 1),
iz ¢ega dobivamo
x1+x2+---+xm_1§(m—1)xm—w (1.11)
Iz Leme [1.10] slijedi
a2t > (vt ae o Tm) (1.12)

S druge strane, poc¢etnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku
e3dah e ad = (et A1) 2@ w1 )T 22, (1.13)

Koristeéi ([1.12]) dobivamo

3 < 2xy 4wyt D) T + 22
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dijeljenjem prethodne relacije s z,,, x,, € N, dobivamo

22 <2+ wo - Tp1) + T

Iz (T.11) slijedi

o, <2(m— Dy, — (m—1)m+ x,

odnosno
(X — m) (2 — (m—1)) <0.

Znamo da vrijedi x,,, > m—1, pa iz prethodne nejednakosti slijedi da je x,,, < m. Kako
trazimo razli¢ite prirodne brojeve x1, o, ..., x,,, zakljucujemo da vrijedi x,, = m,
odnosno

r1=1,20=2 ..., 2, = m.

Dakle, sva rjesenja pocetne jednadzbe su oblika (p(1),p(2),...,p(m)), gdje je p per-
mutacija skupa {1,2,...,m}. &

1.3 Parametarska metoda
U nekim slucajevima cjelobrojna rjesenja diofantske jednadzbe

flzy,29,...,2,) =0

mogu se zapisati parametarski kao

I = 91(]431, .. .7kfl), To = gg(k?h ...,k’l), R gn(kh .. .,k?l)

gdje su g1, s, ..., g, cjelobrojne funkcije vise varijabli. Parametarski zapis rjesenja
diofantske jednadzbe ne mora biti jedinstven.

Ovom metodom ¢esto ne trazimo sva rjeSenja danih jednadzbi eksplicitno, veé
dokazujemo postojanje beskona¢no mnogo rjesenja. Prikazimo kako se ona koristi na
primjerima.

Primjer 1.12. .

a) Neka sum in razliciti prirodni brojevi. DokaZimo da postoji beskonacno mnogo
trojki (x,y, z) prirodnih brojeva koje zadovoljavaju

2 +y° = (m® +n?)
gdje je

i) z meparan,
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i) z paran.

b) Dokazimo da postoji beskonacno mnogo trojki (x,y,z) prirodnih brojeva koje
zadovoljavaju jednadzbu
? +y? =13

Rjesenje.  a) Razlikujemo dva slucaja za z neparan, odnosno paran.

i) Neka je z = 2k + 1,k € Ny. Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu dobivamo

$2 + y2 — m2(m2 + n2)2k + n2(m2 + n2)2k7

iz cega slijedi 2 = (m(m? +n2)k)2 iy? = (n(m? +n2)k)2. Kako su z
i y prirodni brojevi, zakljucujemo da postoji beskona¢no mnogo rjesenja
pocetne jednadzbe oblika

(z,y,2) = (m(m? +n>F n(m? +n*)* 2k + 1),k € N,.

ii) Neka je z = 2k, k € N. Ponovno, uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu i
sredivanjem dobivamo

2?4 y? = ((m2 + n2>k71)2 (m? —n2)? + ((m2 + n2)k71)2 4m2n?

iz Cega slijedi da i u ovom slucaju postoji beskonatno mnogo rjesenja
pocetne jednadzbe, a ona su oblika

(z,y,2) = (|m? — n?|(m? +n?)" 2mn(m? + n?) ' 2k), k € N.

b) Usporedimo li ovu jednadzbu s jednadzbom u a) dijelu zadatka, mozemo uociti
m? +n? = 13, §to vrijedi za m = 2 i n = 3. Kako smo veé¢ odredili trojke koje
su rjesenja dane jednadzbe, uvrstavanjem odabranih m i n dobivamo

(z',y,2") = (2-13%,3.13" 2k + 1),k € N,
za z neparan, te
(2, y",2") = (51311213571 2k), k € N

za z paran. Time smo dokazali da zadana jednadzba ima beskonacno mnogo
rjeSenja u prirodnim brojevima.

&
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Primjer 1.13. Dokazimo da postoji beskonaéno mnogo trojki (x,y, z) cijelih brojeva
takvih da vrijeds
PP S =0y R

Rjesenje. Kako ne trazimo sva rjesenja dane jednadzbe, mozemo staviti z = —y kako
bismo eliminirali nepoznanicu z. Tada pocetna jednadzba glasi

23 = 2% + 2%
Neka je sada y = max,m € Z, te x # 0 iz ¢ega dobivamo
r =14 2m>
Time smo dobili beskona¢no mnogo rjesenja pocetne jednadzbe, a to su
(z,y,2) = 2m* + 1,m(2m* + 1), —m(2m* + 1)), m € Z.
&

Primjer 1.14. Dokazimo da postoji beskonacno mnogo trojki (x,y, z) prirodnih bro-
jeva koji zadovoljavaju

1 1 1
R (1.14)
xr Yy oz
Rjesenje. Pocetna jednadzba (|1.14]) ekvivalentna je
Yy
z= :
Tr+y

Neka je ged(x,y) = d. Tada je x = dm,y = dn, gdje je ged(m,n) = 1. 1z toga slijedi
ged(mn,m+n) =1, te
dmn

z = .
m-+n

Uoc¢imo da tada vrijedi (m + n)|d, odnosno d = k(m + n),k € N. Dakle, jednadzba
(1.14) ima beskona¢no mnogo rjesenja i to su

(x,y,2) = (km(m +n), kn(m +n), kmn), k,m,n € N.

&

Napomenimo da je jednadzba (|1.14)) ekvivalentna polinomijalnoj, odnosno di-
ofantskoj jednadzbi drugog stupnja

Yz +xrz2 = 2y,

za x,y,z # 0.
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1.4 Gaussovi cijeli brojevi

Skup Gaussovih cijelih brojeva najjednostavnije mozemo opisati kao prosirenje skupa
cijelih brojeva Z. Zapisujemo ga kao

Z}i| = {a + bi|a,b € Z},

gdje je i* = —1 imaginarna jedinica. Skup Z[i] je komutativan prsten s jedinicom, 1,
uz operacije zbrajanja i mnozenja definiranih s

(a+bi)+ (c+di) =a+c+ (b+d)i,

(a+bi)- (c+di) = ac — bd + (ad + bc)i,

za a,b,c,d € 7. Gaussove cijele brojeve koristimo za proucavanje sume dvaju kva-
drata, jer ju u skupu Z[i] mozemo faktorizirati na sljede¢i nacin

2+ = (z + yi)(z — yi).
Za o = a + bi € Z[i], definiramo normu od « kao
N(a) = a* + b*

Sto je ocito nenegativan cijeli broj. Navedena norma ima svojstvo multiplikativnosti,
odnosno N(af) = N(a)N(B).

Vet¢ smo spomenuli faktorizaciju Gaussovih cijelih brojeva. Za nju najprije tre-
bamo definirati sto je prost Gaussov cijeli broj, a za to trebamo poznavati skup
invertibilnih elemenata u Z[i].

Definicija 1.15. KaZemo da je o € Z[i] invertibilni element ako postoji 5 € Zli]
takav da vrijedi a3 = Ba = 1. Pisemo, B = a~ ! i nazivamo ga inverzom od c.

Napominjemo da ako je neki element, opcéenito, monoida invertibilan, onda je
njegov inverz jedinstven.

Teorem 1.16. Skup svih invertibilnih elemenata u prstenu Z[i] je {1, —1,i, —i}.
Element iz Z[i] je invertibilan ako i samo mu je norma jednaka 1.

Dokaz. Ocito je svaki od elemenata iz {1, —1,4, —i} invertibilan i ima normu 1.

Neka je u € Z[i] invertibilan element. Tada postoji v € Z[i] takav da vrijedi uv = 1,
sto zbog multiplikativnosti norme povlaéi da je N(u)N(v) = 1. Kako je norma
nenegativna, zaklju¢ujemo N(u) = N(v) = 1, odnosno ako je u = a + bi, slijedi
a’ + b* = 1. Jedina rjesenja ove jednadzbe u Z su (a,b) = (£1,0) i (a,b) = (0,%1).
Dakle, jedini invertibilni elementi u skupu Z[i] su 41, +i. ]
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Opéenito éemo invertibilni element skupa Z[i] odnosno tzv. jedinicu oznacavati s
w. Skup svih invertibilnih elemenata u Z[i|] (odnosno opéenito u monoidu) ¢ini mul-
tiplikativnu grupu koju nazivamo grupa jedinica.

Kao i u prstenu Z, u prstenu Z[i| postoji analogan Teorem o dijeljenju s ostatkom.

Teorem 1.17. Za sve o, § € Zli], B # 0, postoje v i p iz skupa Z[i] takvi da vrijedi

a=By+p Nip) < ZNE) < N(B).

Dokaz. Norma u Z[i| je blisko povezana sa apsolutnom vrijednosti kompleksnih bro-
jeva, tocnije N(a + bi) = |a + bi|*>. Apsolutnom vrijednosti kompleksnih brojeva
mjerimo udaljenosti, te ¢emo tu ¢injenicu iskoristiti u ovom dokazu. Uoc¢imo da za
svaki kompleksan broj z postoji neki w € Z[i] takav da udaljenost medu njima nije
veca od \/75, odnosno |z —w| < \/75 Naime, tocke iz Z][i] ¢ine u kompleksnoj ravnini
kvadratnu resetku. Svaki od kvadratic¢a iz resetke je dimenzije 1 x 1, a tocka koja je

najvise udaljena (za ‘/75) nekom od vrhova nalazi se u sredistu kvadratica.

Promotrimo omjer % kao kompleksan broj, odnosno tocku kompleksne ravnine.

Tada postoji jedini¢ni kvadratié¢ ¢iji su vrhovi iz Z[i] koji ju sadrzi. Pretpostavimo
da je v € Z[i] vrh kvadrata koji je najblizi tocki 3

Tada vrijedi
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Mnozenjem sa |3], te kvadriranjem dobivamo

1
N(a =) < SN(B).
Stavimo jos p = a — (7, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Uoc¢imo da u skupu Gaussovih cijelih brojeva « i p nisu jedinstveni. Na primjer,
zaa=37+2if =11+ 2 imamo

a=0-34+4—-4i)=p0-3—1)+ (24 Ti).

U ovom slucaju oba ostatka imaju normu manju od %N (B). Takoder, iz prethodnog
teorema mozemo uociti geometrijsko objasnjenje zasto v i p nisu jedinstveni.

Uocimo da za svaki a € Z[i], a # 0, postoje djelitelji koji se lako mogu odrediti.
To su jedinice, te elementi dobiveni mnozenjem a sa svakom od jedinica. Te djelitelje,
norme 1 i norme N (a) nazivamo trivijalnim djeliteljima ili trivijalnim faktorima od a.
Dakle, tocno je osam trivijalnih faktora od a i to su +1, +i, +a, tia. Ostale faktore,
odnosno djelitelje od a nazivamo netrivijalnim. Ako je b netrivijalni djelitelj od a,
onda vrijedi da je 1 < N(b) < N(a).

Definicija 1.18. Za Gaussov cijeli broj a, N(a) > 1, kaZemo da je prost Gaussov
cijeli broj ako su jedini njegovi djelitelji trivijalni. U suprotnom, a je slozen Gaussov
cijeli broj.

Navedimo nekoliko prostih Gaussovih cijelih brojeva:
14+¢ 1—4, 3, 1-2¢, 7, 243
Uoc¢imo da npr. broj 2 nije prost Gaussov cijeli broj jer vrijedi
2= (1+14)(1—1).

Definicija 1.19. KaZemo da su a,b € Z[i] relativno prosti ako su im jedini zajednicki
djelitelji invertibilni elementi.

Teorem 1.20. Svaki o € Z[i],a # 0, N(a) > 1, ima jedinstven rastav na proste
faktore do na poredak i mnoZenje invertibilnim elementima.

Dokaz. Pretpostavimo da « ima dvije razlicite faktorizacije

=[P By
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gdje su Sy, Ba, ..., B 1 B, B, ..., Bl prosti Gaussovi cijeli brojevi, te da vrijedi

Br-BorBr=P1- By B

uz wvjet 3 # uf;, za sve i € {1,2,...,r},j € {1,2,...,s}, gdje je u invertibilni
element. O¢ito fy|a iz cega slijedi 5|51 - Bh - - L. 1z Cinjenice da je B prost slijedi
Ba| By ili 51| B85 - - - L. Pretpostavimo da vrijedi 8;] 5] iz ¢ega dobivamo kontradikciju
s pretpostavkom f3; # u/3;. Ponavljanjem ovog postupka u svim slucajevima dobivamo
kontradikciju, pa zakljuc¢ujemo da je rastav Gaussovih cijelih brojeva na proste faktore
jedinstven do na poredak i mnozenje invertibilnim elementima. O]

Kroz nekoliko primjera pokazat ¢emo se kako se pri rjesavanju diofantskih jed-
nadzbi pojavljuju Gaussovi cijeli brojevi.

Primjer 1.21. Odredimo sva rjesenja Pitagorine jednadzbe

r? + y2 = 22
Rjesenje. Za rjesavanje dane jednadzbe koristimo jedinstvenost rastava na proste
faktore u skupu Zl[i]. Pretpostavimo da je (z,y, z) rjeSenje pocetne jednadzbe takvo
da vrijedi ged(z,y) = 1. Iz toga slijedi da je jedan od brojeva z,y neparan iz Cega
zakljucujemo da je z takoder neparan. Pocetnu jednadzbu mozemo zapisati kao

(z +yi)(z —yi) = 22
Zelimo pokazati ged(z + yi,z — yi) = 1. Neka je d € Z[i] takav da dijeli 2 + yi i
x — yi. Iz toga slijedi da d|2z i d|2y. Kako je z neparan broj, slijedi da d ne dijeli
2, pa zakljucujemo d|x i d|y. Stoga za norme vrijedi da N(d)|z i N(d)|y. Zbog
ged(z,y) = 1 slijedi da je N(d) = 1, odnosno da je d jedinica. Stoga zaklju¢ujemo
da su x + yi i x — yi relativno prosti, odnosno jedini njihov zajednicki djelitelj je
invertibilan element skupa Z[i]. Dakle, dobivamo

x +yi = u(a + bi)?,

gdje je u = d invertibilan element u Z[i], a,b € Z. Ako uzmemo u = 1, te izjednacimo
realni i imaginarni dio dobivamo

r=a>-b*, y=2ab

Iz toga slijedi z = a? + b%. Kako je z neparan, a i b su razlicite parnosti. Uzmemo
li neku drugu vrijednost za u, dobit ¢emo sli¢cne izraze. Npr., za uv = ¢ dobivamo
r = —2ab,y = a® — %, z = a® + b°.
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Dakle, rjesenja pocetne jednadzbe su
(z,y,2) = (a® — b*,2ab, a* + b?),
za a,b € Z razli¢ite parnosti. &
Napomenimo da ¢e vise o Pitagorinoj jednadzbi biti u odjeljku [2.1]

Primjer 1.22. Rijesimo jednadzbu

gdje je n prirodan broj, n > 1.

Rjesenje. Za n = 2 rjeSenja jednadzbe su Pitagorine trojke, a taj sluc¢aj smo rijesili u
prethodnom primjeru. Neka je n > 3. U ovom primjeru koristit ¢emo jedinstvenost
rastava na proste faktore u skupu Z[i]. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da
su x i y relativno prosti, te zapisimo jednadzbu u ekvivalentnom obliku

n

(x 4+ yi)(z — yi) = 2".

Zelimo pokazati ged(z + i,z — yi) = 1 u Z[i]. Uotimo da ged(x + yi, z — yi) dijeli
ged(2z, 2y) = 2. Medutim, u skupu Gaussovih cijelih brojeva vrijedi 2 = —i(1 + 7).
Ako 1+ i dijeli oba faktora, tada 2|z, ¢ime bi dobili kontradikciju modulo 8. Dakle,
x +yi i x — yi su relativno prosti. Slijedi

r+yi = (a+ bi)",

gdje su a,b € Z, te vrijedi a® + b* = 2. Neka je v = A, i y = B,. Izjednacavanjem
realnog i imaginarnog dijela dobivamo

5]

B — k(" n—2k—1p2k+1
n= 2 )<2k+1)a

k=0

Dakle, rjesenja pocetne jednadzbe su trojke
(d"A,,d" B, d*(a* + b*))

gdje su a,b,d € 7Z. &
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Primjer 1.23. Rijesimo jednadzbu
22+ 4 =P

Rjesenje. Promatramo dva slucaja.
Slucaj I. Neka je xz neparan. Pocetnu jednadzbu mozemo zapisati kao

(24 i) (2 — x1) = y>. (1.15)

Zelimo pokazati da su 2 + i i 2 — @i relativno prosti Gaussovi cijeli brojevi. Neka je
ged(2 4+ xi,2 — xi) = 2,2 = c+di € Z[i]. Tada z dijeli (2 + i) + (2 — x1) = 4 iz Cega
slijedi da i z dijeli 4. Kako vrijedi z - z = ¢ + d?, zaklju¢ujemo

+d*|16 (1.16)
S druge strane, iz z|2 + i slijedi Z|2 — xi, pa imamo
A+ d?* | 2?4 4. (1.17)

Usporedivanjem ((1.16)) i (1.17)), te uzimajuéi u obzir da je x neparan, zaklju¢ujemo
da je ¢ + d* = 1, odnosno z je invertibilan element skupa Z[i] (jer mu je norma
jednaka 1), sto znaci da su 2 + xi i 2 — 27 relativno prosti. Tada iz (1.15)) slijedi

2+ zi = (a+ bi)?,

gdje su a,b € Z, te smo uzeli u = 1, kao i u prethodnim primjerima. Izjednacavanjem
realnog i imaginarnog dijela dobivamo

a(a® — 3b*) =2
3a’b — b® = x

Prvu jednadzbu dobivenog sustava rijesit ¢emo koriste¢i metodu faktorizacije. Dobi-

vamo sustave
a=1 a=—1
a? — 3b% = 2, a? — 3b2 = -2,

a=2 a=—2
a? —3b% =1, a? —3b* = —1,

¢ija su rjesenja (a,b) = (—1,%£1), te (a,b) = (2,£1). Uvrstavanjem dobivamo x =
+2,+11. Kako je u ovom slucaju x neparan, zakljucujemo da su rjeSenja pocetne
jednadzbe (x,y) = (£11,5).
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Sluc¢aj II. Neka je sada = paran. Iz toga slijedi da je i y paran. Neka je x =
2u,y = 2v. Tada pocetnu jednadzbu mozemo zapisati kao

u? +1 = 203,

odnosno
(u+i)(u— i) = 20°.
Na slican nacin kao i u prethodnom slucaju, dobivamo ged(u+14,u—14) = 1. Koristeéi
¢injenicu da je 2 = (1 +7)(1 — 4), te jedinstvenost rastava na proste faktore u skupu
Z[i] dobivamo
u+i=(1+41)(a+bi)?

gdje su a,b € Z. Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dijela dobivamo sustav

a® — 3a%b — 3ab® +b® = u

a® + 3a*b — 3ab* — b = 1.
Drugu jednadzbu mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku (a — b)(a? + 4ab+b*) = 1,
pa kao i u prethodnom slu¢aju koristimo metodu faktorizacije kojom dobivamo dva
sustava jednadzbi

a—b=1 a—b=-1

a® + 4ab + b* =1, a® + 4ab + b? = —1.
Rjesenja prvog sustava su (a,b) = (1,0) i (a,b) = (0,—1), dok drugi sustav nema
rjeSenja jer vrijedi (a + 20)? — 3b*> = 0,1 (mod 3), $to je u kontradikciji s drugom
jednadzbom sustava. Uvrtavanjem dobivamo (u,v) = (1,1) i (u,v) = (—1,1),

slijedi da su u ovom sluc¢aju rjesenja pocetne jednadzbe (z,y) = (2,2) i (x,y)
(—2,2). Dakle, sva rjesenja zadane jednadzbe su (—11,5),(11,5), (—2,2), te (2,

[\
S B

1.5 Kvadratna polja

Neka je d kvadratno slobodan cijeli broj i d # 1. Ozna¢imo skup
Q(Vd) = {u+vvd|u,v € Q}.

Uz standardne operacije zbrajanja i mnozenja u R, skup Q(\/&) ima strukturu polja
i zovemo ga kvadratno polje. Zaista, za to je kljuéno ustanoviti da su operacije
zbrajanja i mnozenja zatvorene u Q(v/d), odnosno da su

(CLl + bl\/E) + (CLQ + bQ\/C_Z> = (CLl + CLQ) + (bl + bQ)\/C_Z,
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(a1 + 51\/3) (ag + bz\/a) = aras + b1bad + (a1by + b1CL2)\/a

elementi skupa Q(\/E) za sve racionalne brojeve a,b,c,d. Nadalje, multiplikativni
inverz od proizvoljnog elementa a + bv/d € Q(+v/d)\{0}:

1 a b
(a+bVd)™" = @2 —de aQ—de\/C_i

je takoder iz istog skupa Q(v/d).
Za a = a+ bv/d € Q(\/d) definiramo normu od o kao

N(a) = a® — db*.

Dakle, N(a) = aa, gdje jea = a—bv/d konjugat od o. Navedena norma ima svojstvo
multiplikativnosti, odnosno N(«af) = N(a)N ().

Uocimo da je svaki a € Q(+/d) nultocka polinoma s racionalnim koeficijentima
f(X)=X*—(a+a)X + aa. (1.18)

Definicija 1.24. Kazemo da je a € Q(v/d) cijeli broj (odnosno algebarski cijeli broj)
ako polinom (1.18) ima cjelobrojne koeficijente, tj. ako su o + @, aa € Z.

Skup svih cijelih brojeva u @(\/E) ¢ini komutativan prsten s jedinicom. Sljedeéi
teorem opisuje kako izgledaju cijeli brojevi u Q(\/E), ovisno o vrijednosti broja d.

Teorem 1.25. Ako je d =2 ili 3 (mod 4), tada su svi cijeli brojevi u Q(v/d) oblika
a+ b\/;i, a,b e 7.
Ako je d =1 (mod 4), tada su svi cijeli brojevi u Q(v/d) oblika

1+Vd
) +2x/_

, a,beZ.

Dokaz. Neka su a,b € Z. Ako je o = a + bv/d, onda su

a+a=2a,aa =a®— db?
. . T . o vd b b .
iz Z, pa je « cijeli broj u Q(\/E) Analogno, za a = a + bHT =a+g+ 5\/3 je

b2
a+§:2a+b,o@:a2+ab—(d—l)z.

Uz pretpostavku d = 1 (mod 4) imamo da je a@ € Z te je u tom slucaju i « cijeli

broj u Q(v/d).
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Sada pokazimo obratno. Neka je a@ = u + vVd, u,v € Q, cijeli broj iz Q(v/d).
Tada je
a+a=2u€Z, aa=u’—d?*eZ.

Iz toga slijedi da je u = %(2u), odnosno u € Z ili je u polovina neparnog cijelog broja.

Ozna¢imo a = 2u, b = 2v i u?> — dv?® = c. Prema pretpostavci su a, c € Z pa je stoga

i db® = a* — 4c € Z. Kako je d kvadratno slobodan, zaklju¢ujemo da je i b € Z.
Neka je d = 2ili 3 (mod 4). Iz

a>=b’d (mod4), a®>=0ilil (mod4), v°d=0,2ili3 (mod 4)
slijedi da su a i b parni brojevi, pa su u,v € Z.

Neka je d =1 (mod 4). Iz a*> = b? (mod 4) slijedi da su brojevi a i b iste parnosti.
Tada jeu —v = “T_b cijeli broj, odnosno

1 d
ut+vvd=u—v+v(l+Vd) =u—v+ 20 +2\/_,
€7 =beZ

Sto daje trazeni oblik. O

Skup, odnosno prsten cijelih brojeva u Q(v/d) za d = 2,3 (mod 4), oznacéavamo
sa

ZIVd) = {a+bd|a,be L},

azad=1 (mod4) sa

1+d
9

={a+b

la,b e Z}.

Napomenimo da direktno iz Definicije [1.24] slijedi da je N(«) € Z za svaki cijeli
broj « iz kvadratnog polja. No, obrat ne vrijedi. Na primjer, za o = % + %\/—2 €
Q(v/—2) vrijedi da je N(«a) = % + % =1 € Z, no « nije cijeli broj u polju Q(v/—2).

Kao i u prstenu Gaussovih cijelih brojeva, zanimaju nas invertibilni elementi u
prstenima cijelih brojeva kvadratnog polja, tj. u Z[v/d], odnosno u Z[%E]. Inver-
tibilan element prstena cijelih brojeva i ovdje je uobicajeno zvati jedinicom. Skup
invertibilnih elemenata i ovdje ¢ini grupu, grupu jedinica.

Vrijedi sliéna tvrdnja Teoremu [1.16]

Teorem 1.26. Cijeli broj o € @(\/8) je jedinica ako i samo ako je o cijeli broj takav
da je N(a) = +1.
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Dokaz. Ako je a jedinica, onda postoji cijeli broj § € Q(v/d) takav da je aff = 1. Iz
toga slijedi N(a)N(B) = N(1) = 1. Kako su N(«a) i N(5) cijeli brojevi, zaklju¢ujemo
da je N(«o) = £1.

S druge strane, ako je « cijeli broj takav da je N(a) = £1, onda je aa = =1,
odnosno imamo aa@ = 1 ili a(—a) = 1. U oba slucaja, kao su +a cijeli brojevi, slijedi
da je « jedinica. O

Pogledajmo, na primjer, invertibilne elemente za d = —2. Tada su cijeli brojevi u
Q(v/d) oblika u + vv/=2,u,v € Z. Neka je o = a + by/—2 € Z[/—2| takav da vrijedi
N(a) = £1. Iz toga slijedi

a® +20* = +1

pa zakljucujemo da je &« = +1, odnosno invertibilni elementi za d = —2 su 1, —1.

Definicija 1.27. Kazemo da su o, 3 € Q(v/d) relativno prosti ako su im jedini
zajednicki djelitelyi invertibilni elementsi.

Postavlja se pitanje za koje vrijednosti od d kvadratno polje Q(\/E) ima svojstvo
jedinstvene faktorizacije. Gauss (19. st.) je pokazao da za

d=—1,-2,-3—7,—11,—19, —43, —67, —163,

prsten cijelih brojeva u Q(\/E) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije te pretpostavio
da su jedina imaginarna kvadratna polja za koja to vrijedi. To su puno godina kas-
nije pokazali Heegner and Stark (1966.). Zanimljivo je da je u realnim kvadratnim
poljima, tj. u Q(v/d), d > 0 problem jos otvoren. Nije ¢ak poznato ima li konacno ili
beskonactno mnogo realnih kvadratnih polja ¢iji prsteni cijelih brojeva imaju svojstvo
jedinstvene faktorizacije.

Na sljede¢em primjeru pokazimo koristenje kvadratnih polja u rjesavanju diofant-
skih jednadzbi.

Primjer 1.28. Odredimo sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
x> —2=y".
Rjesenje. Zapisimo danu jednadzbu u ekvivalentnom obliku

P =y +2=(y+V-2)(y-V-2). (1.19)
Uoc¢imo da y ne moze biti paran jer bi tada vrijedilo

¥ +2=2 (mod 4),
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a niti jedan kub ne daje ostatak 2 modulo 4. Dakle, y je neparan. Neka je
ged(y + V-2, —vV-2) =7,
te oznac¢imo v = u + vy/—2 € Z[y/—2]. Tada v dijeli y + /-2 — (y — V/—2) = 2/—2

iz cega slijedi da 7 dijeli —2v/—2. Znamo da vrijedi v§ = u? + 2v?, pa iz toga slijedi
u? + 20% | 8.
S druge strane, v |y + /=2 iz ¢ega slijedi 7|y — v/—2, pa dobivamo
u? + 207 |y? + 2.

Znamo da je y neparan, pa zakljuéujemo da je u% + 2v? = 1, odnosno 7 je jedinica.
Dakle, y + /=2 i y — /=2 su relativno prosti, te je njihov umnozak kub cijelog
broja. Kako u prstenu cijelih brojeva polja Q(v/—2) vrijedi svojstvo jedinstvene
faktorizacije, slijedi da je svaki od faktora, y ++/—2 i y — v/—2, jednak kubu nekog
cijelog broja do na jedinice iz prstena Z[v/—2]. Jedinice u Z[/—2] su £1, $to su

takoder kubovi. Slijedi
y+vV-2=(a+b/-2)

za a,b € Z. Raspisivanjem desne strane jednakosti, te izjednacavanjem realnog i
imaginarnog dijela dobivamo sustav

y = a® — 6ab?
1 = 3a’b — 2b°

Drugu jednadzbu sustava mozemo zapisati kao 1 = b(3a® — 2b?), pa zakljucujemo
b= +£1. Iz toga slijedi a = 41, pa uvrstavanjem u prvu jednadzbu sustava dobivamo
y = £5. Zatim uvrsStavanjem u (1.19) dobivamo x = 3. Dakle, sva cjelobrojna
rjeSenja pocetne jednadzbe su (z,y) = (3,£5). &

Vrlo korisnu i praktiénu primjenu kvadratnih polja pokazat ¢emo u sljede¢em

poglavlju, u odsjecku [2.3]



Poglavlje 2

Klasi¢ne diofantske jednadzbe
drugog stupnja

2.1 Pitagorina jednadzba

Jednadzba oblika
o? 4yt =22 (2.1)

predstavlja jednu od najjednostavnijih kvadratnih diofantskih jednadzbi i njeno pro-
ucavanje seze daleko u proslost. Naime, na staroj babilonskoj ploci iz oko 1700.
godine pr. Kr. nalazi se opsezan popis njenih rjesenja od kojih su neka prilicno
velika. Jednadzba je bila i od znacajnog interesa za starogrcke matematicare, a zbog
njezine povezanosti s Pitagorinim teoremom nazvana je Pitagorina jednadzba. Njeno
opce rjesenje moze se nac¢i u X. knjizi Euklidovih Elemenata.

Tako smo u Primjeru [1.21] ve¢ opisali rjesenja Pitagorine jednadzbe, u onom sto sli-
jedi opisat ¢emo jednu klasi¢nu metodu rjesavanja koja ¢e nam omoguciti da rijesimo
i poopéenu Pitagorinu jednadzbu. Uocimo kako je smisleno odrediti sva rjesenja u
skupu prirodnih brojeva jer ako je (a,b,c) neko rjesenje jednadzbe , onda su
to i (fa,£b, £c) sa svim kombinacijama predznaka. Nadalje, lako je odrediti tzv.
trivijalna rjesenja (0,0,0), (0,41, £1), (£1,0,£1).

Definicija 2.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (x,y,z) zovemo Pitagorina trojka
ako vrijeds
2% + y2 = 22

Ako su x,y,z relativno prosti, onda kaZemo da je (x,y,z) primitivna Pitagorina
trojka.

29
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Dijeljenjem jednadzbe (2.1]) sa z? dobivamo
X24y?o1 (2.2

T

gdje je X = £1Y = % Time smo problem sveli na trazenje rjesenja (X,Y’) € Q?
jednadzbe ({2.2)). Izrazimo Y2

Vi=1-X*=(1-X)1+X)

i podijelimo s (1 + X)?, $to mozemo jer bi iz X + 1 = 0 slijedilo da je y = 0,

Y \? 1-X
1+X) 1+X

Oznacimo t = 1+Lx7 odnosno t? = ;—i Tada je
1—t* 2t
XY)=——- —— 2.3
= (1) 23)

¢ime smo prikazali X i Y kao racionalne funkcije od t. Dakle, za svaki ¢t € Q dobi-
vamo odgovarajuce rjeSenje (X,Y) € Q2 od (2.2), osim trivijalnog (—1,0). Obratno,
svako racionalno rjesenje (X,Y) # (—1,0) jednadzbe (2.2)) odreduje neki, ne nuzno
jedinstven, t € Q.

Napomenimo da trivijalnom rjesenju (—1,0) jednadzbe mozemo dati i ge-
ometrijsku interpretaciju. Pravac iz tocke (—1,0) s koeficijentom smjera ¢, y = tx +t,
sije¢e kruznicu 2% + y? = 1 u totkama (z1,y1) = (—1,0) i (z2, y2)

1—¢t2 ot

$2:—1+t2792:—1+t2-

Bududi da pravac y = tx + t ne moze biti tangenta kruznice x* + y? = 1 (koja glasi

r = —1) i ima zajednicku tocku s kruznicom, (—1,0), onda on moze biti samo njena
sekanta pa je
11—t 2t
= ) #£(=1,0
(1+t2’1+t2>7&( ,0),

za sve t € R.

Dakle, za proizvoljan t € Q, predstavlja opce rjesenje jednadzbe u
skupu racionalnih brojeva. Sada nam slijedi opis postupka kojim od racionalnih
rjeSenja jednadzbe dobivamo cjelobrojna, odnosno prirodna rjesenja jednadzbe
(2.1). Neka je

t=2
p
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gdje su p i g relativno prosti prirodni brojevi. Tada iz (2.3) slijedi

2 2
— 2
T_P-C Yy (2.4)
rP+¢ 2 pPtg?
Ocito je da uredena trojka
(»* = ¢ 2pq, " + ¢°) (2.5)

predstavlja jedno cjelobrojno rjesenje jednadzbe . No, i svaka uredena trojka ¢iji
su elementi visekratnici tih brojeva ili ¢iji su elementi nastali dijeljenjem njihovim
zajednickim visekratnikom takoder predstavlja cjelobrojno rjesenje od. S obzi-
rom da bismo htjeli ,,popisati” sva rjeSenja bez ponavljanja, trebamo najprije opisati
skup svih rjesenja ¢iji su elementi relativno prosti, odnosno trebamo opisati skup svih
primitivnih Pitagorinih trojki.

Ako bi brojevi p i ¢ bili iste parnosti, onda bi svaki od brojeva p* — ¢?, 2pq, p*+ ¢*
bio paran, tj. djeljiv s 2. Zato pretpostavimo da su p i g razli¢ite parnosti i relativno
prosti. Ako bi postojao djelitelj d > 1 koji dijeli p? —¢? i p*> +¢?, onda bi d morao biti
neparan (jer su p? —¢? i p?+¢? neparni) i d bi morao dijeliti i (p>—¢*)+ (p*+¢*) = 2p?
i (p*+q¢%) — (p* — ¢®) = 2¢® §to je nemogucée jer su p i g relativno prosti. Dakle, uz
pretpostavke da su p,q € N, p > ¢, relativno prosti brojevi razlicite parnosti ,
predstavlja jednu primitivnu Pitagorinu trojku. Skup svih primitivnih Pitagorinih
trojki (x,y, z), u kojima je y paran, je skup

{®* =% 2pq,0* +¢*) | p, g €N, p > q,ged(p, q) = 1, p £ q (mod 2)}.

Sada lako mozemo dodéi do svih rjesenja jednadzbe (2.1). To je unija skupa

{(m®* — ¢*),2mpg, m(p*> + ¢*)) | m,p,q €N, p > q,gcd(p,q) =1, p # ¢ (mod 2)}

i skupa

{(2mpg, m(p* — ¢*),m(p* + ¢*)) | m,p,q €N, p> gq,ged(p,q) = 1, p # ¢ (mod 2)}

kojeg smo dobili zamjenom varijabli z i y. (Isto bi dobili ako krenemo od prepostavke
da su p i ¢ neparni relativno prosti brojevi. Tada, ako stavimo p+q = 2P ip—q = 2Q
slijedi da su P i @) relativno prosti brojevi, razli¢ite parnosti jer je P+() = p neparan.
Nadalje, zamijenimo li pigsa PiQ u dobivamo

x 2PQ y  P?—Q?

> :PQ—i—Qz’Z_ P2y Q2

sto upravo odgovara zamjeni varijabli x i y).
Iz svega prethodno dokazanog slijedi teorem.
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Teorem 2.2. Sve Pitagorine trojke (x,y, z) u kojima je y paran, dane su formulama

x=m(p® = q*), y = 2mpg, z=m(p’ + ¢*), (2.6)
gdje su p i q relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosti te m prirodan broj.

Primjer 2.3. Odredite sve Pitagorine trojke (x,y,z) ¢iji su svi elementi mangi ili
jednaki od 30.

Rjesenje. Kako je z < 21y < z, prema Teoremu slijedi da trebamo odrediti sve
prirodne m, p, q takve da je m(p? + ¢*) < 30 pri ¢emu su p i ¢ relativno prosti brojevi
razli¢ite parnosti. Neka je p > ¢q. Za m = 1, iz p> + ¢*> < 30 dobivamo sljedeée parove
brojeva (p, q):

(2,1), (3,2), (4,1), (43), (5,2).

Sada prema (2.6) slijedi da su
(3,4,5), (5,12,13), (15.8,17), (7,24,25), (21,20,29)

sve primitivne Pitagorine trojke. Ostale Pitagorine trojke dobivamo za vrijednosti
(m,p,q) = (m,2,1),2<m<6iza(m,p,q) =(2,3,2), a tosu

(6,8,10), (10,24,26), (9,12,15), (12,16,20), (15,20,25), (18,24,30).
Dakle, dobili smo tocno 11 Pitagorinih trojki, s parnim y, ¢iji su elementi < 30.

Primjer 2.4. Odredite sve Pitagorine trojke (x,y, z) u kojima je jedan element jednak
2019.

Rjesenge. Djelitelji broja 2019, osim njega samog, su 1,3 i 673. Iz toga slijedi da je
m=1,m =3 ili m = 673.

Neka je m = 1. Odredujemo sve primitivne Pitagorine trojke sa stranicom 2019.
Kako se 2019 ne moze prikazati kao suma kvadrata, ostaje za ispitati moze li biti
p? — ¢* = 2019, odnosno (p — ¢)(p + q) = 2019. Iz toga slijedi

p—q=1 1 p—q=3
p+q = 2019 p+q=673.
Rjesenja gornjih sustava su (p, ¢) = (1010, 1009), odnosno (p, q) = (338, 335). Buduéi

da su p1i ¢ razlicitih parnosti i relativno prosti, uvrstavanjem u (2.6)) dobivamo sljedece
primitivne Pitagorine trojke sa stranicom 2019:

(2019, 2038180, 2038181), (2019, 226460, 226469).
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Neka je m = 3. Odredujemo sve primitivne Pitagorine trojke sa stranicom
2019/3 = 673. RjeSenje jednadzbe p? + ¢* = 673 je (p,q) = (23,12), a jednadzbe
p? —q*> =673, (p,q) = (337,336). Prema (2.6) dobivamo trojke:

(1155,1656,2019), (2019,679392,679395).

Ako je m = 673, onda trazimo sve primitivne Pitagorine trojke sa stranicom 3.
Jedino je moguée p* — ¢*> = 3 za (p,q) = (2, 1), ¢ime smo dobili Pitagorinu trojku

(2019, 2692, 3365).

2.2 Jednadzba az® + by® = 2*

Metodu koju smo koristili na primjeru Pitagorine jednadzbe mozemo primijeniti i na
jednadzbu
2., .2 _ 2
ar® +y- = 2", (2.7)

Pokazat ¢emo da jednadzba ima beskonac¢no mmnogo primitivnih rjesenja u
skupu prirodnih brojeva, odnosno rjesenja za koja su z,y, z relativno prosti bro-
jevi. Zapisimo jednadzbu(2.7) u ekvivalentnom obliku 2? — y* = az? te ju podijelimo
s y2. Dobivamo

X?—1=aY? (2.8)
gdje je X = Y = 4. Dakle, trazimo rjesenja (X,Y) € Q? jednadzbe (2.8).
Mnozenjem jednadzbe sa m dobivamo
a(X—1) [ aY 2
X+1  \X+1/ "
Oznacimo t = )?—L, odnosno t? = a())é:ll). Iz toga slijedi

(X.Y) = <a+t2 2t >

a—1t2"a— 12

Neka je t = 1%, gdje su p i g relativno prosti prirodni brojevi. Tada imamo

2pg 2z ap®+¢*
y ap —q¢*y  ap® —¢*
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Dakle, dobili smo uredenu trojku
(z,y,2) = d(2pg, ap® — ¢*,ap* + ¢*),d € N
koja predstavlja sva rjesenja jednadzbe (2.7) u skupu prirodnih brojeva za z paran.

Istu metodu ne mozemo primijeniti na jednadzbu
az? + by? = 22, (2.9)

gdjesua, b € N, te niti jedan od njih nije potpun kvadrat. Uocimo da, osim trivijalnog
rjesenja (0,0, 0), takva jednadzba mozda nema rjesenja. U onom §to slijedi éemo pod
pojmom da jednadzba ima rjesenja misliti na to da jednadzba ima i netrivijalnih
rjesenja.

Primjer 2.5. Jednadzba 22° + 3y* = 22 nema netrivijalnih rjesenja.

Rjesenje. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da z, y, z nemaju zajednickog
djelitelja veceg od 1, tj. ged(x,y, z) = 1. Otuda slijedi da niti x niti z nisu djeljivi sa
3. Nadalje, iz

272 = 2* (mod 3) (2.10)

dobivamo kontradikciju jer je 2 kvadratni neostatak modulo 3. &

Ideja iz Primjera , tj. uspostavljanje odredenih kongruencija moze se primi-
jeniti i na trazenje opceg rjesenja jednadzbe (2.9). Bez smanjenja opéenitosti pret-
postavimo da su a i b kvadratno slobodni, tj. da nisu djeljivi kvadratima prirodnih
brojeva veéih od 1. Ako bi, na primjer, ¢?, ¢ € N, ¢ > 1, dijelio broj a, onda umjesto
rjesavamo jednadzbu a'z? + by? = 1, gdje su o’ = a/c* i 2’ = xc. Nadalje,
mozemo pretpostaviti da trazimo rjesenja (x,y, z) tako da je ged(z,y,z) = 1.

Iz slijedi

ar® = z* (mod b). (2.11)

Uoc¢imo da x i b moraju biti relativno prosti. U suprotnom, kada bi oni imali za-
jednicki prosti faktor, on bi dijelio = i z, a njegov kvadrat bi dijelio by?. S obzirom
da je b kvadratno slobodan slijedi da bi taj broj dijelio y, Sto je u kontradikciji s
(x,y,2) = 1.

Pomnozimo kongruenciju s 2%, o' € Z, takvim da je z2’ = 1(mod b):

a=a* (mod b), (2.12)

gdje je a = z'z. Sli¢no, dobivamo
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b=f? (mod a), (2.13)

za 0 € Z. Dakle, a mora biti kvadratni ostatak modulo b, a b kvadratni ostatak
modulo a.

Ako a i b nisu relativno prosti, onda rjesivost jednadzbe povlaci jos jednu
kongruenciju. Dakle, neka je a = hay i b = hb; tako da su a; i by u relativno prosti.
Nadalje, jer su a i b kvadratno slobodni slijedi da je h je kvadratno slobodan i da su
a1, by, h u parovima relativno prosti. Tada z mora biti djeljiv sa h pa slijedi da izraz
a12? + byy? mora biti djeljiv s h. MnoZenjem tog izraza s b;x’? dobivamo

arby (2'2)? + bia"%y® = aby + (hi2’y)* =0 (mod h),

tj. postoji v € Z za koji je
ab;y = —* (mod h). (2.14)

Do sada smo pokazali, ako jednadzba ([2.9)) ima rjesenja, onda vrijede kongruencije
(2.12), (2.13) i (2.14). Dakle, ako jedna od navedenih konkruencija ne vrijedi, onda
jednadzba ([2.9)) ima samo trivijalno rjesenje.

Sada zelimo pokazati obrat prethodne tvrdnje, ako vrijede (2.12), (2.13) i (2.14)),
onda je jednadzba (2.9) rjesiva. Promotrit ¢emo nekoliko slucajeva.

Sluc¢aj I. Neka je a = 1ili b = 1. Ve¢ smo pokazali da u ovom sluc¢aju jednadzba
ima rjeSenja.

Slucaj II. Neka je a = b. Tada iz (2.14]) dobivamo
1=—9* (mod a)

Otuda slijedi da a dijeli zbroj kvadrata 1+ 2 pa je i sam jednak zbroju kvadrata, tj.
a = p*+q¢*. Uotimo daje (z,y,2) = (p, q, p*+4¢*) jedno (netrivijalno) rjesenje od (2.9)).

Slucaj III. Pretpostavimo a > b > 1. Ideja dokaza je u jednadzbi zamijeniti
as A, gdjeje0 < A <a,te Aibzadovoljavaju odgovaraju¢e analogne kongruencije.
Ponavljanjem postupka zelimo dobiti da je jedan od koeficijenata A, odnosno b jed-
nak 1 ili da su oni medusobno jednaki, te bismo time ovaj sluc¢aj sveli na jedan od
prethodna dva.

Iz uvjeta (2.13) slijedi je 8 — b visekratnik od a. Biramo § € Z takav da || < 3a

% — b= aAk?, (2.15)
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gdje su k, A € Z, A kvadratno slobodan, k i b relativno prosti (jer je b kvadratno
slobodan). Uo¢imo da je A pozitivan jer

aAk?* =% —b> —b> —a.

Slijedi Ak? > 0, odnosno Ak? > 0 jer b nije potpun kvadrat. Supstitucijom z —yv/b =
(B —Vb)(Z — Y/b) dobivamo

2=b0Y +pZ,y=p0pY + Z, (2.16)
odnosno
22 —by? = (8% —b)(Z* - bY?).
Tada jednadzba glasi
azr® = aAk*(Z? — bY'?)
Neka je x = kAX. Dobivamo
AX?4+bY? =22

Ako ova jednadzba ima cjelobrojna rjesenja, onda ih ima i jednadzba , uz supsti-
tuciju iz = kAX. Dakle, novi koeficijent A je pozitivan i kvadratno slobodan,
te zadovoljava , ,
Lo g _ 51

iz cega slijedi A < a. Preostaje dokazati da koeficijenti A i b zadovoljavaju postavljene
uvjete (2.12), (2.13) i (2.14)).

Uvjet @ glasi b = B%(mod A) zbog (2.15). Kako bismo pokazali analognu
kongruenciju kongruenciji , podijelimo ([2.15)) s h:

hB? — by = a1 AK?, (2.17)

gdje smo bili oznacili @ = hay i b = hby, odnosno h = ged(a, b), te B = hf;. Relacija
[2.12)) povlaci hby | ayh—a? pa h | o®. Stoga je a = ha; (jer je h kvadratno slobodan)
iby|a; —ha?, tj.

a; = ha?  (mod by). (2.18)

Kombiniranjem (2.17)) i (2.18)) dobivamo
hfB? = a1 Ak* = hA(a1k)®  (mod by)

Kako su h, k, o relativno prosti s by, slijedi da je A kongruentan kvadratu modulo b;.
Takoder, mnoZenjem kongruencije —a;Ak?* = by(mod h) s by i prema (2.14)) slijedi

A(kv)? =b] (mod h),
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Sto znaci da je A kongruentan kvadratu modulo h. Konacno, zaklju¢ujemo da je A
kongruentan kvadratu modulo hb; = b.

Kako bismo dokazali da vrijedi , oznacimo s H najveci zajednicki djelitelj
brojeva A i b i stavimo A = HAy, b = Hby. Jednadzbu podijelimo s H pa
imamo:

Hﬁg — bg = CLAQ]C2.

Sada slijedi
—Agby = a(Ask)? (mod H).

Iz a = o*(mod H) slijedi da je —Aaby kongruentno kvadratu modulo H, §to je ana-
logno . Time smo pokazali da koeficijenti A i b zadovoljavaju uvjete analogne
onima koji vrijede za koeficijente a i b.

Daljnjim ponavljem postupka smanjivanja koeficijenta uz prvu nepoznanicu ()
jednadzbu bi u kona¢no mnogo koraka sveli na onu iz sluc¢aja I, odnosno slucaja II,
tj. na rjesivu jednadzbu. Ta se metoda naziva metoda spusta a prvi ju je u 17. sto-
lje¢u primjenjivao Pierre de Fermat. Konacno, mozemo zakljuciti da su uvjeti dani
kongruencijama (2.12)), (2.13)) i (2.14) nuzni i dovoljni za rjesivost jednadzbe uz
pretpostavku da su a i b kvadratno slobodni.

Kako bismo ilustrirali gornji dokaz, primijenimo postupak na primjeru.
Primjer 2.6. Ispitajmo rjesivost jednadzbe
4122 + 31y* = 22 (2.19)
Rjesenje. Koeficijenti su relativno prosti, pa imamo samo dva uvjeta:
41 = o® (mod 31), 31 = 3% (mod 41)

Obje kongruencije imaju rjeSenja, i to o = £14 (mod 31) i f = £+20 (mod 41).
Zaista, u ovom slucaju rjesivost jedne kongruencije povlaci rjesivost druge zbog Ga-
ussovog kvadratnog zakona reciprociteta, jer su 31 i 41 razli¢iti neparni prosti brojevi
i jedan od njih je oblika 4k + 1.

Sada trebamo odabrati vrijednost 3 i definirati A i k. Pretpostavili smo || < %a
pa uzmimo S = 20. Imamo:

2 —b=400—-31=9-41

Dakle, k = 3, A = 1 iz ¢ega zaklju¢ujemo da nece biti potrebno ponavljati postupak.

Iz (2.19) imamo
X% 4312 = 272
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Uoc¢imo ocito rjesenje (1,0,1). Veza izmedu X,Y,Z i z,y, z je dana sa
z2=31Y +204,y =20Y + Z,z = 3X

pa zaklju¢ujemo da je rjeSenje pocetne jednadzbe (z,y, z) = (3,1, 20). &

2.3 Pellova jednadzba

Diofantska jednadzba oblika
v —dy? =1, (2.20)

gdje je d prirodni broj koji nije potpuni kvadrat naziva se Pellova jednadzba. Njeno
poopcenje,
z? —dy* = N, (2.21)

za N € Z, naziva se pellovska jednadzba.

Jednadzbe i pobuduju zanimanja matematicara kroz dugi niz godina.
Za konkretne vrijednosti broja d, njima su se bavili starogréki matematicari (5. st.
prije Krista), zatim indijski matematicari (7. st.), te kona¢no europski matematicari
17. stoljeca. Velike zasluge za rjeSavanje Pellove jednadzbe pripadaju Lagrangeu
(18. st.), no Euler zabunom pripisuje zasluge engleskom matematicaru Johnu Pellu i
naziva ju po njemu.

Pellova jednazba uvijek ima trivijalno rjesenje u skupu cijelih brojeva
(£1,0). Za razliku od nje, pellovska jednadzba ne mora biti rjesiva u Z.
U onom $to slijedi ispitat ¢emo rjesivost, u prvom redu Pellove jednadzbe, u skupu
prirodnih brojeva. Najprije ¢emo pokazati da Pellova jednadzba ima rjesenja u N
za svaki prirodni broj d koji nije potpun kvadrat. U tu svrhu koristimo sljedecu
posljedicu Dirichletovog teorema:

Teorem 2.7. Ako je « iracionalan broj, tada postoji beskonacno mnogo parova (p, q)
relativno prostih cijelih brojeva takvih da je

Teorem 2.8. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Postoji beskonacno
mnogo parova prirodnih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju nejednadzbu

22 — dy?| < 1+ 2Vd. (2.22)
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Dokaz. Broj v/d je iracionalan, pa prema Teoremu postoji beskonacno mnogo
parova prirodnih brojeva (z,y) takvih da je

Uoc¢imo da vrijedi

Y

1
z—\/c_l+2\/8‘ < = +2V4d,
Yy Yy
odnosno .

|z +yVd| < §+2y\/2l§y+2y\/8.

Iz toga slijedi
1
22 — dy?| = |z — yVd| - |z + yVd| < §<y+2y\/2z) =1+2Vd.

Kako postoji beskonaéno mnogo ovakvih parova (z,y), zakljuéujemo da (2.22)) ima
beskona¢no mnogo cjelobrojnih rjesenja. O

Korolar 2.9. Pellova jednadzba (2.20) ima rjesenje (u,v) u skupu prirodnih brojeva,
za svaki prirodan broj d koji nije potpuni kvadrat.

Dokaz. Prema Teoremu postoji cijeli broj k, |k| <1+ 2v/d, takav da vrijedi
vt —dy? =k (2.23)

za beskonatno mnogo parova (x,y) € Z*. U skupu tih parova postoje barem dva
para (z1,y1), (T2,y2) za koje vrijedi

r1 =2y (mod |k|), w1 =y (mod |kl). (2.24)
Uoc¢imo da vrijedi
(21 — y1Vd) (w2 + 12Vd) = 2125 — y1yd + (2192 — 2231V,

Parovi (x1,91) i (22, y2) zadovoljavaju jednadzbu (2.23)) pa iz 22 —dy? = 22 —dy3 = k
i (2.24) dobivamo

T1Ty — Y1Yyod = 1’% - yfd =0 (mod W);

T1Ys — Toyp = ToYo — Tayz =0 (mod |k|).
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Neka je
11T — Y1Yod = ku, 11y — T2y1 = kv,

za u,v € Z. Sada imamo
(21 — y1Vd) (22 + yoVd) = k(u + vVd),
(21 4+ 1 Vd) (25 — y2Vd) = k(u — vVd).

Mnozenjem ovih jednadzbi dobivamo
(21 — dyi) (23 — dy3) = k*(u® — dv?).
Takoder vrijedi
(a1 — dyi) (23 — dy3) = K,
iz tega zakljucujemo u?—dv? = 1. Preostaje pokazati v # 0. Pretpostavimo suprotno,
tj. neka je v = 0. Tada je x1y2 — x2y; = 0, te u = %1, iz ¢ega dobivamo
(21 — yl\/g)k’ = (z1 — 3/1\/6_1)(5’52 + 3/2\/3)(5’32 - Z/z\/a) = (z2 — yz\/a)(xlﬂé — Y1%2d)
odnosno
(71 — yl\/a)k = k(zy — y2\/3).

Dijeljenjem dobivene jednadzbe s k dobivamo z; = +x,, te y; = +ys. Uocimo da
mozemo odabrati x1, x5 takve da vrijedi |z1| # |x2|, iz Cega slijedi v # 0. Dakle, dobili
smo da Pellova jednadzba uvijek ima rjesenje (u,v) u skupu prirodnih brojeva. [

Rjesenje (u,v) € N? od (2.20) oznacavat ¢emo kao element kvadratnog polja

U+ v\/g.

Zahvaljujuéi toj oznaci lako mozemo uvesti uredaj u skupu rjesenja jednadzbe ([2.20)).
Rjesenje u + vv/d je veée od rjesenja o' + v'v/d ako vrijedi nejednakost u + vvd >
u' + v'v/d. Najmanje rjesenje Pellove jednadzbe u skupu prirodnih brojeva naziva se
fundamentalno rjesenje a oznacit ¢emo ga s

Ty + yl\/a.

Njegova vaznost je u tome Sto se sva rjeSenja Pellove jednadzbe mogu generirati iz
fundamentalnog rjesenja. Naime, vrijedi sljede¢i teorem koji opisuje sva rjesenja od
(12.20)).

Teorem 2.10. Neka je z1 + y1V/d fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe (2.20)).
Tada su sva rjesenja od (2.20) dana formulom

Ty + yn\/c_l = (z1 + yl\/E)", n € N. (2.25)
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Dokaz. Mnozenjem (2.28) sa z, — ypVd = (21 — y11/d)" dobivamo
wy, — dyn = (21 — dyi)" =1

iz ¢cega zakljucujemo da su (z,,y,) zaista rjeSenja Pellove jednadzbe. Pokazimo jo$
da nema drugih rjesenja. Pretpostavimo da je u + vv/d,u,v € N rjesenje Pellove
jednadzbe koje nije oblika (z,,y,),n € N. Tada postoji m € N za koji vrijedi

(wl + yl\/;l)m <u-+ ’U\/Zl < (gjl + yl\/a)m—i-l'
Mnozenjem sa (21 +y1v/d) ™™ = (21 — y1vVd)™ dobivamo
1< (ut oVd)(z + yVad)™ < 21+ V.

Neka je
a+bVd = (u+vVd)(zy — i Vd)™, a,b € Z.

Imamo
a® —db* = (u* — dv?)(2? — dy})™ =1,

iz Gega zakljucujemo da je a+bv/d rjesenje Pellove jednadzbe. Nadalje, iz a+bv/d > 1
slijedi 0 < (a4 bv/d)~! < 1, pa iz toga dobivamo

2a = a+bVd+ (a—bVd) = a+bVd+ (a+bVd) ! >0,

20Vd = a+bVd — (a—bVd) = a +bVd — (a +bVd) ™ > 0.
Dakle, (a,b) je rjesenje Pellove jednadzbe u prirodnim brojevima i vrijedi

a+b\/3<x1+y1\/g,

Sto je u kontradikeiji s ¢injenicom da je z; + y1v/d fundamentalno rjesenje Pellove
jednadzbe. O

Napomena 2.11. Za sva rjeSenja Pellove jednadzbe koja su dana formulom x, +
YnVd = (21 + y1V/d)" vrijedi

n 2k
Y = <2k i 1) a7 2k ly%kﬁ-ldk'
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Za zakljuciti je da sva rjesenja Pellove jednadzbe leze na otkrivanju fundamental-
nog rjesenja. Jedna od strategija pomocu koje ¢emo se sigurno dohvatiti fundamen-
talnog rjeSenja jest ispitivanjem redom je li broj 1 + dy? jednak potpunom kvadratu
za y = 1,2,.... Za neke specijalne vrijednosti broja d, na primjer d = k* — 1, funda-
metalno rjesenje od je ocito - k + v/k?> — 1. No, postoji i niz primjera za koje
to nije tako lako. Naime, ve¢ za relativno mali d vrijednost fundamentalnog rjesenja
moze biti jako velika. Na primjer, za d = 61 fundamentalno rjesenje od je
(1776319049, 22615390). Sre¢om, fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe moze se
odrediti iz razvoja u verizni razlomak broja v/d. Detaljno o tome moze se naéi u [].

Primjer 2.12. Ako je a + bVd neko rjesenje pellovske jednadzbe [2.21) za N = —1,
onda je (a 4+ b\/d)? Pellove jednadzbe ([2.20).

Rjesenje. Zelimo pokazati da je (a + b\/c_i)2 rjeSenje Pellove jednadzbe, odnosno da
vrijedi
(a® — db*)? = 1.
Iz ¢injenice da je a + bv/d rjesenje Pellovske jednadzbe slijedi
(a — bVd)(a + bVd) = —1.
Kvadriranjem dobivamo
(a — bVd)*(a + bVd)* = (—1)?,
iz Cega slijedi

(a® — db*)* = 1.

Stovise, sli¢no kao u dokazu Teorema moze se pokazati da vrijedi:

Teorem 2.13. Neka je d € N koji nije potpun kvadrat i takav da je jednadzba (2.21])
riesiva za N = —1. Ako je u + vvVd fundamentalno rjesenje od (2.21)), tada je

1 + ylx/a = (u+ v\/c_l)2 = u? + dv?® + 2uvVd

fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe (2.20)).

Primjer 2.14. PokaZimo da jednadzba
r? —34y° = —1 (2.26)

nema rjesenja.
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Rjesenje. Uocimo da je 35 + 6v/34 fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe 2% —
34y* = 1. Ako jednadzba (2.26) ima rjeSenja, onda prema Teoremu za njeno
fundamentalno rjesenje mora vrijediti

35+ 6v34 = (u+vv34)* = u? + 34v* + 2uvV/34.

Otuda je
u? 4 34v* = 35, wv = 3,

Sto o¢ito nema cjelobrojnih rjesenja. &



Bibliografija

T. Andreescu, D. Andrica, I. Cucurezeanu, An Introduction to Diophantine
FEquations, Birkhauser, 2010.

K. Burazin, Nelinearne diofantske jednadzbe, Osjecki matematicki list 7 (2007),
1, 11-21.

K. Conrad, Factoring in quadratic fields, preprint, https://kconrad.math.
uconn.edu/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf (srpanj 2019.)

L. Costica, Methods of solving Diophantine equations in secondary
education  in  Romania, https://pdfs.semanticscholar.org/df29/
73681593ffale19a487f0f36ff3ade85be7e.pdf (srpanj 2019.)

H. Davenport, The higher arithmetic: An introduction to the theory of numbers,
Cambridge University Press, 1999.

A. Dujella, Diofantske jednadzbe, skripta, SveuciliSte u Zagrebu,
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/dioph/dioph.pdf| (srpanj 2019.)

A. Dujella, Uvod u teoriju brojeva, skripta, Sveuciliste u Zagrebu,
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/utb/utblink.pdf| (srpanj 2019.)

A .Dujella, Teorija brojeva, rukopis

A. Kopecki, Diofant i diofantske jednadzbe, diplomski rad, Sveuciliste J.J.
Strossmayera u Osijeku, 2011., http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/
uploads/diplomski/K0OP08.pdf| (kolovoz 2019.)

44


https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/gradnumthy/quadraticgrad.pdf
https://pdfs.semanticscholar.org/df29/73681593ffa1e19a487f0f36ff3ade85be7e.pdf
https://pdfs.semanticscholar.org/df29/73681593ffa1e19a487f0f36ff3ade85be7e.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/dioph/dioph.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/utb/utblink.pdf
http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/uploads/diplomski/KOP08.pdf
http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/uploads/diplomski/KOP08.pdf

[10] T. Nagell, Introduction to Number Theory, John Wiley and Sons, NY, 1952.

[11] 1. Petri¢, Gaussovi cijeli brojevi, zavrsni rad, Sveuciliste J.J. Strossmayera
u Osijeku, 2016., https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos/3A83/
datastream/PDF/view (lipanj 2019.)

[12] 1. Uzar, Gaussovi cijeli brojevi, zavrsni rad, Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osi-
jeku, 2011., http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/uploads/diplomski/U%
C5%BEAO1.pdf (lipanj 2019.)


https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos%3A83/datastream/PDF/view
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos%3A83/datastream/PDF/view
http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/uploads/diplomski/U%C5%BEA01.pdf
http://www.mathos.unios.hr/~mdjumic/uploads/diplomski/U%C5%BEA01.pdf

Sazetak

Diofantska jednadzba je jednadzba oblika
flz1,29,...,2,) =0,

gdje je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima, te za koju trazimo samo cjelobrojna
rjesenja. U ovom diplomskom radu prikazujemo neke metode rjesavanja diofantskih
jednadzbi kao Sto su metoda faktorizacije, metoda matematicke indukcije, te para-
metarska metoda. Takoder, prezentiramo neke napredne metode koje ukljucuju Ga-
ussove cijele brojeve i kvadratna polja. Jedno poglavlje posveéeno je nekim klasi¢nim
diofantskim jednadzbama kao Sto su Pitagorina i Pellova jednadzba.



Summary

A diophantine equation is an equation of the form

flz1,29,...,2,) =0,

where f is a polynomial with integral coefficients and such that only integer solutions
are sought. In this diploma thesis, we present some methods in solving Diophantine
equations such as decomposition method, parametric method, method of mathemati-
cal induction. Also, we introduce some advanced methods involving Gaussian integers
and quadratic fields. One chapter is devoted to some classical Diophantine equations
like Pythagorean-type equations and Pell’s equation.
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