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Uvod

Teorija brojeva spada medu najstarije grane matematike. Prvi tragovi teorije brojeva
mogu se pronaci kod Babilonaca iz polovice treceg tisuljeca prije Krista. Tada su nadeni
popisi brojeva koje nazivamo Pitagorine trojke. Ova grana matematike proucava svojstva
skupova prirodnih, cijelih 1 racionalnih brojeva. Jedan od najvaznijih pojmova u teoriji
brojeva je pojam djeljivosti kojim su se bavili mnogi poznati matematicari. Jedan od njih
je 1 Joseph Wolstenholme.

A
A

Joseph Wolstenholme

Joseph Wolstenholme engleski je matematic¢ar roden 1829. godine u Ecclesu. Diplo-
mirao je na St John Collegeu SveuciliSta u Cambridgeu 1850. godine kao trece rangirani
student matematike te je nastavio raditi na istom sveuciliStu. Godine 1871. postao je pro-
fesorom matematike na Royal Indian Engineering Collegeu. Autor je niza matemati¢kih
radova u kojima se bavio pitanjima analiticke geometrije, a obiljezila ih je osebujna anali-
ticka vjestina i domisljatost. U suradnji s engleskim matematicarom Percivalom Frostom
izdao je 1863. knjigu Treatise on Solid Geometry. Njegova zbirka matematickih problema
u kojoj se nalazi oko tri tisue zadataka dala je znacajan doprinos matematickom obrazo-
vanju kao pomo¢ i poticaj mnogim studentima.

Wolstenholme je medu ostalim proucavao ostatke dijeljenja s prostim brojevima. Ovaj
diplomski rad posvecen je Wolstenholmeovom teoremu, interesantnom rezultatu iz teorije
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brojeva, za kojeg danas postoje brojne varijacije i generalizacije. Teorem je iskazao i doka-
zao 1862. godine u svom Clanku On certain properties of prime numbers Koji je objavljen
u Casopisu The Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics.

U prvom poglavlju ovog rada iskazani su pojmovi i tvrdnje koje ¢e olaksati daljnje ra-
zumijevanje. U drugom poglavlju iskazan je 1 dokazan Wolstenholmeov teorem, a zatim
je navedena 1 tvrdnja ekvivalentna teoremu. U sljedecem poglavlju dano je nekoliko vari-
jacija i generalizacija teorema, a u zadnjem poglavlju provjerava se vrijedi li i kada obrat
Wolstenholmeovog teorema.

Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 - Znans-
tveni centar izvrsnosti za kvantne 1 kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih algebri.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i tvrdnje

Na pocetku rada definirat cemo osnovne pojmove vezane uz djeljivost i kongruencije 1
navesti teoreme koje ¢emo koristiti u dokazivanju tvrdnji u sljedecim poglavljima.

Definicija 1.1. Neka su a # 0 i b cijeli brojevi. KaZemo da je b djeljiv sa a, odnosno da
a dijeli b, ako postoji cijeli broj k takav da je b = ak. To zapisujemo sa a | b. Ako b nije
djeljiv sa a, onda pisemo a 1 b.

Teorem 1.2 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj a i cijeli broj
b postoje jedinstveni cijeli brojevi qirtakvidajeb=q-a+r, 0<r<a.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [4] na stranici 2. O

Definicija 1.3. Neka su b i c cijeli brojevi. Cijeli broj a zovemo zajednicki djelitelj od b i c
akoa|bialc. Ako je barem jedan od brojeva b i c razlic¢it od nule, onda postoji konacno
monogo zajednickih djelitelja od b i c. Najveéi medu njima zove se najveci zajednicki
djelitelj od b i c i oznacava se s (b, c).

Definicija 1.4. Prirodan broj p > 1 koji je djeljiv samo s 1 i sa samim sobom nazivamo
prost broj. Ako prirodan broj a > 1 nije prost, onda kaZemo da je sloZen.

Teorem 1.5. Ako je p prosti p|ab, onda p | ailip|b.
Dokaz. Dokaz se nalazi u [|5]] na stranici 7. O

Definicija 1.6. Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a—b, onda kaZemo da je a kongruentan b
modulo m i pisemo a = b (mod m). U protivnom, kaZemo da a nije kongruentan b modulo
m i piSemo a # b (mod m).

Teorem 1.7. Relacija "biti kongruentan modulo m" je relacija ekvivalencije na skupu 7.
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Dokaz. Dokaz se nalazi u [5] na stranici 12. |

Teorem 1.8. Neka su a, b, c,d cijeli brojevi.

(1)Akojea=b (mod m)ic =d (mod m), ondajea+c =b+d (mod m),a—c =b-d
(mod m), ac = bd (mod m).

(2) Ako jea=b (mod m)id | m, onda jea =b (mod d).

(3) Ako je a = b (mod m), onda je ac = bc (mod mc) za svaki ¢ # 0.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [5] na stranici 12. |

Definicija 1.9. Skup {xi,...,x,} zove se potpuni sustav ostataka modulo m ako za svaki
Y € Z postoji tocno jedan xj takav da je y = x; (mod m). Drugim rijecima, potpuni sustav
ostataka dobivamo tako da iz svake klase ekvivalencije modulo m uzmemo po jedan c¢lan.

Definicija 1.10. Reducirani sustav ostataka modulo m je skup cijelih brojeva r; sa svoj-
stvom da je (ri,m) = 1,r; # rj (mod m) za i # j, te da za svaki cijeli broj x takav da je
(x,m) = 1 postoji r; takav da je x = r; (mod m). Jedan reducirani sustav ostataka modulo
m je skup svih brojeva a € {1,2,...,m} takvih da je (a,m) = 1. Svi reducirani sustavi
ostataka modulo m imaju isti broj elemenata. Taj broj oznacavamo sa ¢(m), a funkciju
@(m) zovemo Eulerova funkcija.

Teorem 1.11. Neka je {x,, ..., x,} reducirani sustav ostataka modulo m te neka je (a,m) =
1. Tada je {ax, ..., ax,} takoder reducirani sustav ostataka modulo m.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [5] na stranici 17. O

Teorem 1.12 (Kineski teorem o ostatcima). Neka su m,ms, ..., m, u parovima relativno
prosti prirodni brojevi, te neka su ay,a,, ... ,a, cijeli brojevi. Tada sustav kongruencija

x=a; (modm), x=a, (modm,),..., x=a, (mod m,) (1.1)

ima rjeSenja. Ako je x, jedno rjesenje, onda su sva rjesenja od (1.1) dana sa x
(mod mimy - - - m,).

X0

Dokaz. Dokaz se nalazi u [5] na stranici 15. O

Teorem 1.13 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj. Ako p t a, onda je a’™' =1
(mod p). Za svaki cijeli broj a vrijedi a’ = a (mod p).

Dokaz. Dokaz se nalazi u [3]] na stranici 18. O

Teorem 1.14 (Wilsonov teorem). Ako je p prost broj, onda je (p — 1)! = -1 (mod p).
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Dokaz. Za p =21 p = 3 kongruencija ocito vrijedi. Pretpostavimo da je p > 5.Grupirajmo
Clanove skupa {2,3, ..., p — 2} u parove (i, j) sa svojstvomi- j = 1 (mod p). Vrijedi da je
i # jjerbiinaCe broj (i—1)(i+1) bio djeljiv sa p, Sto je nemoguée zbog 0 < i—1 < i+1 < p.
Time dobivamo ’%3 parova i mnoZenjem tih ‘%3 kongruencija dobivamo

2:3---(p—-2)=1 (mod p),
paje
(p-D!'=1-(p-1)=-1 (mod p). O

Teorem 1.15 (Lagrangeov teorem). Neka je f(x) polinom s cjelobrojnim koeficijentima
stupnja n. Pretpostavimo da je p prost broj te da vodeci koeficijent od f nije djeljiv s p.
Tada kongruencija f(x) = 0 (mod p) ima najvise n rjeSenja modulo p.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [5]] na stranici 21. O

Definicija 1.16. Neka je (a,m) = 1. Ako kongruencija x*> = a (mod m) ima rjeSenja, onda
kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo m. U protivnom kaZemo da je a kvadratni neo-
statak modulo m. Ako je m prost broj, onda postoji tocno ’”T_l nekongruentnih kvadratnih
ostataka modulo m i mT_l kvadratnih neostataka modulo m.

Teorem 1.17 (Prikaz broja u bazi). Neka je b > 2 zadani prirodan broj. Za svaki pri-
rodan broj n postoji jedinstven niz znamenaka (xy,...,x1,Xx0), x; € {0,1,...,b — 1} za
i€{0,1,...,n}, x; #0, takav da je

n=xb+ x5 B+ + x1b + xo.
Ovaj zapis nazivamo zapis broja n u bazi b.

Dokaz. Prvo dokazujemo egzistenciju, a zatim jedinstvenost prikaza broja n u bazi b.
Oznacimo ny = n. Podijelimo taj broj sa b i prema Teoremu [[.2] postoje n; i x, takvi da
je
ng=ny- b+ X0-
Zatim podijelimo n; s b i dobivamo
n=ny-b+x.
Postupak analogno nastavljamo dok kvocijent ne bude 0. Dobivamo

n2:n3-b+x2,

I’l3:I’l4'b+X3,
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n,=0-b+ x.

Svi daljnji kvocijenti 1 ostaci bili bi jednaki 0. Jasno je da cjelobrojnim dijeljenjem s b > 2
postupak staje nakon kona¢no mnogo koraka jer imamo ny > ny; > ny > n3 ... Za sve x;
takve daje 0 < i < k vrijedi 0 < x; < b — 1. Pretpostavimo da smo nakon k koraka dobili
kvocijent n,; = 0. Tada je ny = myy - b + X = x; 1 supstitucijom u prethodne korake
dobivamo

N1 = ;b + Xy,

Ny = xkb2 + Xk_lb + Xp—o,

n o= x4 xg,
nozxkbk+~--+x1b+xo.

Dakle,
n=ng=xb+-+x1b+ xo, (1.2)

¢ime smo dokazali egzistenciju. Sada joS treba dokazati jedinstvenost tog prikaza. Pret-
postavimo da n ima joS$ jedan prikaz u bazi b

n=yb + - +yb+y,.

Tada je
no:xkbk+--~+x1b+x0:ylbl+-.~+y1b+y0‘

Sada iz xy = yp (mod b) te zbog xo,yo € {0, 1,...,b — 1} vrijedi xy = yo. Stoga je

n-—Xx
m=— O = x b+ +x =yb +- 4y

Analogno nastavimo postupak i dobivamo x; = y; zasvakii =0, 1,2,... te k = [, ¢ime smo

dokazali jedinstvenost. O

Definicija 1.18. Neka su m i n nenegativni cijeli brojevi. Broj svih n-clanih podskupova
m-clanog skupa oznacavamo simbolom ('Z) i nazivamo ga binomni koeficijent. Vrijedi

(m)_m(m—l)(m—Z)-~~(m—n+1)

n nn—1)---1 ’

odnosno zam > n

m\ m!
(n) Cnlm-n)!’

Ako je m < n, onda je (r:,l) =0.
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Teorem 1.19 (Binomni teorem). Za svaki nenegativni cijeli broj m i realne brojeve x i y

vrijedi
(x_l_y)m = "+ m xm—ly+ RS m xm—nyn 4o m xym—l +ym — Z m xm—nyn.
1 n m—1 “\n
Dokaz. Dokaz se nalazi u [15] na stranicama 78-79. |

Teorem 1.20 (Lucasov teorem). Neka su m i n nenegativni cijeli brojevi, a p prost broj.
Ako su

m:m;dvk+mk_1pk_1 +-+mp+my i

n= nkpk + nk_lpk_l +---+np+n
zapisi brojeva m i n u bazi p, onda je
m £ (g
= ' mod p).
(”) lljo (”z) ( P

Dokaz. Dokaz se nalazi u [6] na stranicama 589-592. O



Poglavlje 2

Wolstenholmeov teorem

Jo§ od 19. stoljeca poznati matematicari proucCavali su probleme vezane uz ostatke
dijeljenja s potencijama prostih brojeva. Neki od znacajnijih bili su Babbage, Cauchy,
Cayley, Gauss, Hensel, Hermite, Kummer, Legendre, Lucas, Stickelberg i Wolstenholme.

U ovom poglavlju iskazat ¢emo i dokazati Wolstenholmeov teorem te navesti tvrdnje
koje direktno slijede iz tog teorema.

Teorem 2.1 (Wolstenholmeov teorem). Ako je p > 5 prost broj, onda je brojnik racional-

nog broja
1 1 1

I+-+=4+---+ 2.1

2 3 p-1 1)
djeljiv s p*.
Dokaz. Neka je p > 5 prost.
Promotrimo polinom

fO=G@=-DE=-2) - @=-p+1 - -1
Stupanj od f je manji ili jednak p — 2 pa stoga polinom f moZemo zapisati kao
F) = ap X" +a, 3xP7 + -+ arx + ay.

Prema Malom Fermatovom teoremu vrijedi x*~! — 1 = 0 (mod p) za cijeli broj x koji nije

djeljiv sa p.

Zatozax € {1,2,3,...,p— 1} vrijedi f(x) = 0 iz Cega slijedi da kongruencija f(x) =0
(mod p) ima barem p — 1 rjeSenja modulo p. No, stupanj od f je najvise p — 2, pa po
Lagrangeovom teoremu polinom f mora biti nulpolinom modulo p, tj. @, = 0 (mod p) za
svenef{0,1,...,p—2}.
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Uvrstavanjem x = 0 u polinom f dobivamo
fO) =D p =D+ 1 = a,

tj. ap = (p— 1!+ 1. Buduéida je ay = 0 (mod p), vrijedi (p — I)! + 1 = 0 (mod p) tj.
(p—D!=-1 (mod p), ¢ime smo dokazali Wilsonov teorem na drugi nacin. UvrStavanjem
x = p upolinom f imamo

fp)=@=D!=p"" +1=a,2p" +a,3p"> + - +aip +a,
azbogayg=(p—1)!+1slijedi
fP)=@=-D=p" " +1=a,p" +a,3p" +---+ap+(p-D! +1.
Dakle,
PPl +a,p" +a,3pP T+ +ap = 0.
Dijeljenjem jednakosti s p dobivamo
PP +a,p’ +a,spP Tt + - +ap+a =0,

Buduéi da p* | (p"2 + ap,op?™> + -+ + asp?) i p | a» pa stoga p* | a»p, zakljuCujemo da
p? | a;. Takoder, a; = f/(0). Deriviranjem polinoma f dobivamo

F@) = (= D=2 =p+ D= =) = (= Dx=2) -+ (x=p+ D) (' =1Y.
Logaritmiranjem izraza (x — 1)(x —2)--- (x — p + 1) slijedi
Inx-1D)x-2)---(x—p+D=Inx-D+---+In(x—p+1),
a zatim deriviranjem dobivamo
(r-DE-2--G-p+D) | r!
x-Dx=2)---(x—p+1) x—1 x-2 x p+1 x— k
Dakle,

: I :
f@)=G@=-Dx=2@=p+ 1)) — = (p-1x"
=1 T
UvrStavanjem x = 0 slijedi
1 p-1

-

=—(p- D!
k=1 k=1
1

Kako p* | a;ip 1t (p—1)!, slijedi da p? IZ” o

1+1+1+ + !
2 3 7 p-1

Sto je upravo tvrdnja Wolstenholmeovog teorema. O

ar = f'0) =" (p- 1)

=0 (mod pz). (2.2)
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[lustrirajmo na primjerima ovaj teorem.

Primjer 2.2.

Za p = 5 imamo

1+1+1+1— 1+1 + 1+1 =
2 3 4 4) \2 3]

Kako je (12,5) = 1, slijedi da 52 dijeli brojnik razlomka.

Za p =7 imamo

1 1
1++++—

o 3-fae 3

2 3 6 2 5 4

_ ( +_+ ) (120+72+60)
12 6-10-12

252 36
6-10-12 6-10-12)

Kako je (6,7) = 1,(10,7) = 1i(12,7) = 1, tojei (6 - 10 - 12,7) = 1, pa slijedi da 7* dijeli
brojnik razlomka.

Za p = 11 imamo

1+1+1+1+1+1+l+1+1+i—(1+i) ( ) l —) ( l)+(l+l)
2 3 4 5 6 7 8 9 10 10 3 7) \5 6
zll(i PRI N _)
10 18 24 28 30

0 966240
B 10-18-24-28-30

i 87840 |
10-18-24-28-30
Kakoje (11,10) = 1,(11,18) = 1,(11,24) = 1,(11,28) = 11 (11,30) = 1, to je i (10 - 18 -

24 -28-30,11) = 1, pa slijedi da 112 dijeli brojnik razlomka.
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Koristeci polinom f definiran u dokazu Wolstenholmeovog teorema moZemo dokazati
sljedecu tvrdnju.

Teorem 2.3. Neka je p > 5 prost broj. Tada vrijedi

(2p—l

o1 ) =1 (mod p°). (2.3)

Dokaz. Neka je p > 5 prosti f polinom definiran sa
fO) = (= DE=2)(x=p+ 1) - = 1),

UvrStavanjem x = 2p u polinom f dobivamo

f@p)=Qp-12p-2)-+-Qp=(p=1)~(@p)" =1) = aa@py > +...+a12p) +ay.

Budu¢idaje ay = (p — 1)! + 1 imamo

2p—1)!
(pp% —Cp T 1= a,02p) P+ a2p) + (p- D+,
paje
(Zp - 1! - _
T =@ apa@p) R @ 2p)+ (p = DL
Po definiciji binomnog koeficijenta, izraz (ZPP_!I)! moZemo zapisati kao
2p—1
(;— | )(p— DL,
te vrijedi
2p-1 p-1 p-2 2
b1 (p—D!'=Cp)"" +ap2p)" "+ +a:(2p)” + a1(2p) + (p - DL

Pokazali smo da p | a» i p* | a; pa stoga p* | ax(2p)* i p® | a1(2p). Buduéi da p® |
2pY ' +a,,2p) 2 + -+ + a;(2p)?, slijedi

(2p—1

)(p -D!'=(p-1)! (mod p’).
p—1

Zbog p 1 (p — 1)! zakljuCujemo da vrijedi

(2p—1

)El (mod p?). |
p—1
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Kongruencija (2.3)) obi¢no se takoder naziva Wolstenholmeov teorem. PokaZzimo da
(2.3) mozemo zapisati

2
( p) =2 (mod p?).
p
Po definiciji binomnog koeficijenta vrijedi

(2p)_ 2p!  2p (@2p-1)! _2(2p—1)
pl pipt p (p-Dlp! p-1/

Iz prehodne jednakosti i (2.3) slijedi
2
( P ) =2 (mod p). 2.4)
p

Primijetimo da jednakosti (2.3) i (2.4), ali samo modulo p, moZemo dobiti iz Lucasovog
teorema [1.20)



Poglavlje 3

Generalizacije Wolstenholmeovog
teorema

Wolstenholmeov rezultat utjecao je na pojavu brojnih generalizacija i varijacija. U
ovom poglavlju ¢emo razraditi varijaciju Wolstenholmeovog teorema koju je dao E. Alkan,
a zatim 1 generalizaciju Wolstenholmeovog teorema koju je izlozio M. Bayat.

3.1 Varijacije Wolstenholmeovog teorema

Matematicar E. Alkan dao je 1994. nekoliko varijacija Wolstenholmeovog teorema za
kongruenciju modulo p koje su navedene u ¢lanku [1]. U ovom potpoglavlju iskazat ¢emo
1 dokazati Alkanove varijacije navedenog teorema.

Teorem 3.1. Ako je p > 5 prost broj, brojnik razlomka
1 1 1

p-D 2p-2 T Ehe

je djeljiv sa p.
Dokaz. Neka je p > 3 prost broj. Imamo
1 1 p—-1+1 1
— 4+ — — p .
I p-1 1p-1D l(p-1
1 1 p—2+2 1
— + — — p .
2 p-2 2p-2 2p-2)
[ O okt 1
oL il T el el P T ey
5 5 &) (5)(5)

13
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Zato je
( 1 . 1 ey 1 ) 1 N 1 . 1 N 1
Plo-n 202 Eheh T172 -2 p-1
pa iz Wolsteholmeovog teorema direktno slijedi traZena tvrdnja. O
Teorem 3.2. Neka je p > 5 prost broj. Brojnici racionalnih brojeva
1+1+1+ + ! '1+1+ +1
— —_— o e —_— l —_— —_— DR
22 32 (p_1)2 12 22 (pT—l)z
su djeljivi sa p.
Dokaz. Zak € {1,2,...,p— 1} vrijedi
k(p —k) = —k* (mod p)
1 -1
— = d p),
2 kp—h (mod p)
odnosno
1 -1
— = d
Z=10-D (mod p)
1 -1
— = d
2 =32 (mod p)
1 < (mod p)
= mod p
—1\2 -1 1
(&) (=)N5)
1 _
= (mod p)
2 1)( p-1
(5 (N
1 -1
= (mod p)
P-D " (p-D-1 P
Stoga je
1 1 1 1 1 1
l++=++—F5=-2 + +:--+ ———) (mod p).
23 RS A STy (=) P_“))

2

Prva tvrdnja teorema sada slijedi iz Teorema
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Gledamo li nazivnike u izrazu

modulo p, vidimo da se svaki kvadratni ostatak pojavljuje to¢no dva puta jer je k> = (p—k)?
(mod p). Zato je

1 1 1 1 1 1
[ (§+?+§+“.+(p_—1)2
2

) (mod p),

pa slijedi i druga tvrdnja teorema. O

Sada lako dobivamo sljedeci rezultat.

Teorem 3.3. Neka je p > 5 prost broj i neka su ay,ay, ...,ap,1 razliciti kvadratni ostaci
2
modulo p koji su uzeti iz nekog reduciranog sustava ostataka modulo p. Tada je brojnik od
1 1 1
—+—+
a, a ap-1

djeljiv s p.
Dokaz. 1z x = y (mod p) slijedi x> = y* (mod p) te stoga & = ylz (mod p) ako je

nzd(x, p) = nzd(y, p) = 1. Zato je dovoljno dokazati teorem za kvadratne ostatke generirane

iz jednog reduciranog sustava ostataka modulo p, pa uzmimo upravo {—pT_l, R T PR ”T_l}
te dobivamo da su kvadratni ostaci upravo 12,22, ..., (”7_1)2. Sada tvrdnja slijedi iz Teorema
3.2 O
Teorem 3.4. Neka je p > 5 prost broj i neka su by,b,,...,b =) razliciti kvadratni neostaci
modulo p koji su uzeti iz nekog reduciranog sustava ostataka modulo p. Tada je brojnik od
! - ! oot !
by b b 2l
djeljiv s p.
Dokaz. Reducirani sustav ostataka modulo p mozZe se zapisati kao disjunktna unija skupa
kvadratnih ostataka {a;,a,,...,a 2t } 1 skupa kvadratnih neostataka {by, b, ... ,pr—l b1z
Teorema [3.3]je
1 1
—+— 4+ =0 (mod p),
aj ay ap-1

dok je iz Wolstenholmeovog teorema

! + ! +- 4 ! + ! + ! +- 4 ! (mod p)
JE— —_— ... _— —_— ... = mo .
a as ClpT—l b] bz by p

Oduzimanjem tih izraza slijedi tvrdnja teorema. m|
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PokaZimo da vrijedi i sljedeca tvrdnja.

Teorem 3.5. Neka je m prirodan broj, a p neparan prost djelitelj od m. Ako suty,t, ..., tyum
prirodni brojevi manji od m i relativno prosti s m, tada je brojnik od

djeljiv s p.
Dokaz. Neka je m prirodan broj, a p neparan prost djelitelj od m. Neka je 1 < ¢ < m takav
daje nzd(t,m) = 1. Tadaje | <m—t <minzd(m—t,m) = 1. Imamo

1 1 m—rt+t m

+ = = .
t m—-t tm-—1) tm—1)

Kako p | mi p 1 t(m — 1), rasporedimo li brojeve 1y, 1,, . .., fo(m) U Ovakve parove dobivamo
tvrdnju teorema. O

Primijetimo da koriste¢i ideju Teorema [3.2] moZzemo dati alternativni dokaz Wolsten-
holmeovog teorema.

Dokaz. Clanove sume

grupiramo u parove

(l 1) (1 1) 1 1
-+ += + oot —+ =)
A A =

pa dobivamo

2 2

1 1 1
p(l(p—l)+2(p—2>+"'+(u)(p_+l))'

Preostaje pokazati da je izraz u zagradi djeljiv s p. Zbog ﬁ = —é, to je ekvivalentno
tvrdnji da je

! + ! + ! +- 4 0 (mod p)

— 4+ —=+=+--- = mod p).

PRIV REY ( ) )2 p

Gledamo li u grupi (Z/pZ)* reduciranog sustava ostataka modulo p pridruZivanje i — %,

lako je provjeriti da je to bijekcija skupa kvadratnih ostataka u samog sebe. Naime, kva-
dratni ostatak se preslikava u kvadratni ostatak, a surjektivnost i injektivnost se trivijalno
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pokazuju. Stoga je

111
[ S T
2

e

za prost p > 5 pri ¢emu smo iskoristili formulu za sumu prvih n = ”T_l kvadrata prirodnih
brojeva. O

3.2 Generalizacija Wolstenholmeovog teorema

U ovom potpoglavlju ¢emo dokazati generalizaciju Wolstenholmeovog teorema koju je
dao I.M. Gessel [8] , ispravljajuci pogreske iz ¢lanka M. Bayata [3]].

Teorem 3.6. Neka je p prost broj i neka je k prirodan broj takav da je k < p — 2. Tada je
brojnik od
1
2.7

1<i<p"
(i.p)=1

n+1

djeljiv sa p" ako je k paran i sa p"*" ako je k neparan broj.

Neka su m i k prirodni brojevi i neka je
JENEDY 1
’ i€R,, ik ’

gdje je R,, skup cijelih brojeva iz {1, 2,...,m — 1} koji su relativno prosti sa m.
Prvo éemo dokazati dvije leme. Kao i prije, za racionalne brojeve uiv, u = v (mod m)
znaci da je brojnik skra¢enog razlomka za u — v djeljiv s m.

Lema 3.7. Ako je a cijeli broj relativno prost s m, onda je (a* — 1) S (m,k) = 0 (mod m).

Dokaz. Skup R,, je reducirani sustav ostataka modulo m, pa je prema Teoremu [I.TT| skup
{ai : i € R,} takoder reducirani sustav ostataka modulo m. Tada je

1 1
S(m, k) = Z P —S(m.k)  (mod m).

i€R,,

Dakle,
a'S(m,k) = S(m,k) (mod m),

tj. vrijedi tvrdnja leme. |
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Lema 3.8. Ako je k neparan broj, onda je 28 (m,k) = —mkS (m,k + 1) (mod m?).

Dokaz. Imamo

1 1 i+ (m — i)
o= Z(i_k ’ (m—i)k) =2 Fm

i€R;, I€Ry,

Za k neparan, primjenom binomnog teorema[I.19dobivamo

k k
F+m=-0f =i+ mk - (1)mk—1i ot (k l)mik—l —* =ki*'m (mod m?).

Takoder,
(m—-0)f=—-i* (mod m).
Stoga je
ki*'m 1 )
28 (m, k) = EZR: praey = —kmiER ) (mod m”). ]

Teorem 3.9. Neka je k prirodan broj koji nije djeljiv sa p — 1 niti za jedan prost broj p koji
dijeli m. Tada je S (m,k) = 0 (mod m).

Dokaz. Neka je p prost broj koji dijeli m. Kako p — 1 ne dijeli &, postoji cijeli broj a,, takav
daay—1#0 (mod p).

Pretpostavimo suprotno te neka je K ostatak pri dijeljenju k sa p—1. Tada je zbog malog
Fermatovog teorema x* = xX (mod p) za svaki x € {1, ..., p—1}, pa bi polinom x* — 1 koji
je stupnja strogo manjeg od p — 1, imao p — 1 nulto¢aka modulo p §to je u suprotnosti sa
Lagrangeovim teoremom [[.15] Koriste¢i Kineski teorem o ostatcima, dobivamo cijeli broj
a takav da je a = a, (mod p) za svaki prost broj p koji dijeli m. Iz Leme sada slijedi
da je

! S(m,k)y=0 (mod m). O

Teorem 3.10. Neka je k neparan prirodan broj takav da za svaki prosti broj p koji dijeli m
imamo (p — 1) 1 (k + 1). Tada je S (m, k) = 0 (mod m?).

Dokaz. Po Teoremu[3.9]je S (m,k + 1) = 0 (mod m). Prema Lemi [3.§]je
28 (m, k) = -mkS (m,k+1) =0 (mod m?*).
Buduéida (2 — 1) | (k + 1) iz uvjeta teorema dobivamo 2 t m, pa kona¢no vrijedi
S(m,k)=0 (mod m?). O

Dokaz Teoremal3.6 Ako je k < p — 2 paran, uvrstimo m = p" u Teorem Ako je
k < p — 2 neparan, uvrstimo m = p" u Teorem [3.10] O

Zan = 1 dobivamo iz Teorema [3.6|sljede¢i rezultat M. Bayata iz ¢lanka [3]].
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Korolar 3.11. Neka je p prost broj i neka je k prirodan broj takav da je 2k < p — 1. Tada
Jje brojnik od
1 1

1+ 22k-1 Tt (p— 1)1

djeljiv sa p?, a brojnik od
1 1
l+ =+ +——
22]( (p _ 1)2]{
je djeljiv sa p.

Vidimo da za k = 1 prva tvrdnja prethodnog korolara daje upravo Wolstenholmeov
teorem.
Iz Teorema [3.10] slijedi odmah i idu¢i Leudesdorfov rezultat.

Korolar 3.12. Ako je m prirodan broj relativno prost sa 6, onda je

Z % =0 (mod m?).

1<i<m
(i;m)=1



Poglavlje 4

Obrat Wolstenholmeovog teorema

Kako je navedeno u ¢lanku [[14], J.P. Jones prvi je pretpostavio kako vrijedi obrat Wol-
. . . .. . .. 21\ _
stenholmeovog teorema, tj. da prirodan broj p koji zadovoljava kongruenciju ( ;_1 ) =1
(mod p?) nuZno mora biti prost. Ta slutnja do danas nije dokazana i smatra se teZim pro-
blemom u teoriji brojeva. V. Trevisan 1 K. Weber su 2001. u radu [14] dali djelomic¢ne
rezultate pokazavsi da slutnja vrijedi u odredenim beskonacnim skupovima prirodnih bro-
jeva.

Najprije ¢emo dokazati neke pomoc¢ne rezultate vezane uz binomne koeficijente.

Lema 4.1. Neka je n prirodan broj. Tada vrijedi
C)-20)
n = Jj
A+ "1 +x)"=(1+x™

SOEEH- S0

J=0 Jj=0 J=0

Dokaz. Raspisom identiteta

dobivamo

Polinomi s lijeve i desne strane se podudaraju pa su koeficijenti uz x" jednaki. Imamo

B R R |

Primijenimo li svojstvo simetrije binomnih koeficijenata (:1) = (nfm) dobivamo

20
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[2)-20) :

J=0

Dakle,

Takoder, za prirodne brojeve r 1 s vrijedi jednakost

(-4
s s\s—1

To vidimo iz definicije binomnog koeficijenta

nN_re=D---r=s+1) _r(r-1
s/ 1-2---(s—=Ds  s\s—1/

Koristec¢i (4.1) i Lemu .1 mozemo pisati
2n—1\ _ 120\ 1 (n)’
=)=z . 42
[(o)=2(0) =22 0) “2

Lema 4.2. Neka je p prost broj. Ako je n = p” i p°® najveca potencija od p koja dijeli m
(s < r), tada je p'~* najveca potencija od p koja dijeli (”:l)

Dokaz. Lako je vidjeti da je najveca potencija prostog broja p koja dijeli k! za prirodan
broj k upravo &', gdje je

o)

pl Lp*] P

Ovdje smo sa | -] oznacili funkciju najvece cijelo ili pod. Zato je eksponent najvece poten-
cije od p koja dijeli ( ) iz izraza leme jednak
‘. )

A Hs?

(2

(T D) e )

Lako je provjeriti da za prirodan broj ¢ € {1,..., s} vrijedi

|omi |m|_ (0 ,ako p'|m
D p| -1, ako p'fm.

Odavde direktno slijedi tvrdnja leme. O

=

+

+

n—m n—m
& " &
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2n—1
n—1

Da bismo za sloZeni broj n pokazali kako vrijedi ( ) % 1 (mod n*), dovoljno je

pokazati da (2:__11) # 1 (mod R), gdje je R > 1 bilo koji djelitelj od n. Koriste¢i ovu ideju,
provjerit éemo vrijedi li obrat Wolstenholmeovog teorema za potencije prostih brojeva tako

da odredimo vrijednost binomnih koeficijenata modulo p*, p* i p.
Teorem 4.3. Ako je n paran prirodan broj, tada
(Zn -1

n-—1

) £1 (mod n’). (4.3)

Drugim rijecima, obrat Wolstenholmeovog teorema vrijedi za parne brojeve.

Da bismo dokazali teorem, pokazimo prvo sljedecu tvrdnju.

2n—1
n—1

Lema 4.4. Binomni koeficijent ( ) Jje neparan ako i samo ako je n potencija broja 2.

Dokaz. Primijenit ¢emo Lucasov teorem za brojeve 2n — 1 i n — 1 prikazane u bazi 2. Ako
je
n—1=a2"+---+a -2+a,
binarni zapis od n — 1, onda je
m—1=2m-D+1=a2"" +-- +a,-22+ay-2+1

binarni zapis od 2n-1, pa iz Lucasovog teorema[I.20|dobivamo

G = I Ca) e

Vidimo da je (2”_1) neparan ako i samo ako se ne pojavljuje u gornjem umnosku faktor

n—1

oblika (). tj. ako je (a,ai1) # (1,0) za svakii € {1,....k}. Bududi da je @ = 1, to je

ekvivalentnosaa, = a;,_1 = ... = a; = ap = 1, odnosno
n—1=2"+...42+1=2"-1

iz Cega slijedi tvrdnja leme. O

Prema Teoremu [1.2| postoje jedinstveni cijeli brojevi g 1 r takvi da

2n—1
( " ):qn3+r 4.4)
n—1

gdje je 0 < r < n? ostatak, to jest

Za paran broj n koji nije potencija broja 2, primjenom Leme {.4] vidimo da je lijeva strana
jednakosti (#.4) takoder parna pa slijedi da i » mora biti paran broj. Tada vrijedi obrat
Wolstenholmeovog teorema. Jo$§ nam preostaje dokazati slucaj kad je n potencija broja 2.
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Lema 4.5. Ako jen =2!,1> 1, tada je

(2" B 1) =3 (mod 2%,
n-—1

Dokaz. Neka je [ > 2. Primjenom jednakosti (4.2]) imamo
(Zn— 1) ~ 12(,1)2
n—1 2j=0j
12V (2 20\ (2
“sllo) () b2 <))
1 2\’ 2\
=—[17+ 4ot +1°
2 1 2l -1
1((2'\ 20\
=1+ _
& (R )

Iskoristimo li svojstvo simetrije binomnih koeficijenata ( ) = ( "

)= resf () B e (;?Z Z)j) )

211 2 2
2! 1{ 2!
=1+ E + = .
— (J) 2(2"‘)

J

), dobivamo

. 2 2
Preostaje nam pokazati daje A = 251:11_1 (Zjl) + %(212_1.) =2 (mod 2%). Primijenimo li Lemu

2
dobivamo da 4 dijeli (2;) za svaki j € {1,...,2"! — 1} pa stoga 16 dijeli (21) za svaki
2
je{l,...,25" = 1}. Iz toga slijedi da je A = %( 2 ) (mod 2%). Prema Lemi [4.2| takoder

20-1

vrijedi da je 2! najveca potencija broja 2 koja dijeli (z,z,ll) Tada je (2,2,11) = 2k, gdje je k
neparan broj. Slijedi

120\ 1

= = —(2k)* = 2k>.

2(21—1) 2( £ k
Kako je k neparan, vrijedi kK = 1 (mod 2) iz Cega slijedi k = =1 (mod 8) ili k = £3
(mod 8). U oba slucaja vrijedi k> = 1 (mod 8). Zato je

12V
E(21_1) =2k>=2 (mod 2%,



POGLAVLIJE 4. OBRAT WOLSTENHOLMEOVOG TEOREMA 24

to jest
A=2 (mod 2%,

¢ime smo dokazali tvrdnju leme. O

Sada ¢emo dokazati da obrat Wolstenholmeovog teorema vrijedi za potencije prostih
brojeva p',1 > 2, za p < 2.5 - 10® kako je napravljeno u ¢lanku [14]. Za podetak ¢emo
pokazati da obrat navedenog teorema vrijedi za potencije broja 3 .

Teorem 4.6. Ako je n = 3!,1 > 1, onda vrijedi obrat Wolstenholmeovog teorema.

Dokaz. Nekajen =3',1> 1. Zelimo pokazati da je

n—1
(” )510 (mod 3%).
n-—1

Zal = 1 tvrdnja ocito vrijedi. Za [ > 2 primjenom jednakosti (4.2)) imamo

(o)

nz
=1+ ()
—i\J

J
Primijenimo li Lemu/4.2 dobivamo da 3% = 9 dijeli (%) za svaki j € {1,...,3"1 = 1,3 +
2
L,..., 317‘1} pa stoga 3* dijeli (3][) za svaki j iz tog skupa. Za j = 3/~! dobivamo da je 3!

najveca potencija koja dijeli (3/1) Stoga je

2 1\2
(’;‘) 5(3?_1) (mod 3%).

Kako 3 toc¢no dijeli (3,3_11), vrijedi (3,3_11) = 3k, pri ¢emu je (3,k) = 1. Zato je k = +£1 (mod 3)

iz Cega slijedi k> = 1 (mod 3). MnoZenjem kongruencije sa 9 dobivamo 9k* = 9 (mod 3°).

Imamo
n\> 30\
(j) ) (31_1) =(3k)’=9 (mod 3°).

n—1
2

J=1

n—1
2

J=1
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Dakle,

2n—1

( " )51+9510 (mod 3%),
n—1

pa vrijedi tvrdnja teorema. O

Pokazali smo kako je (272”__11) £ 1 (mod2*) zan =2'i (2"_1) # 1 (mod 3% zan = 3.

n—1
Stoga zaklju¢ujemo kako obrat Wolstenholmeovog teorema vrijedi za potencije brojeva 2

i 3. Kako bismo proucili vrijedi li obrati za n = p', za p prost broj ve¢i od 3, navest ¢emo
najprije nekoliko pomo¢nih tvrdnji.

Lema 4.7. Neka su m,n i p nenegativni cijeli brojevi. Tada vrijedi
(=20
n ‘= \n - JINJ
Dokaz. Raspisom identiteta

(1 + )P = (1 + x)"™(1 + x)°

(315 P)- (BN C))

J

dobivamo

to jest

O e e R B e I (R e 4

Polinomi s lijeve 1 desne strane se podudaraju pa su koeficijenti uz x" jednaki. Imamo
+1 -
["7)=260) :
n = \n=JjN\J

Lema 4.8. Neka je n nenegativan cijeli broj i p > 5 prost broj. Tada vrijedi

(np) =n (mod p°).
p

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matemati¢kom indukcijom po n.
Zan =1 imamo

(p): 1=1 (modp3),
4
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pa tvrdnja o€ito vrijedi. Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema (2.4)).
Pretpostavimo da tvrdnja (’3’7”) = m (mod p*) vrijedi za m = 1,2,...,n + 1, gdje je
n > 1. Trebamo provjeriti vrijedi li tvrdnjaiza m = n + 2. Primjenom Leme 4.7|imamo

((n + 2)p) B (((n +1)+ l)p)
p

Po pretpostavci indukcije i Lemi [@.7] vrijedi
1 p-l 1 p-l pi
((n+ )p)+Z((n+ ?p)(é)+1 En+1+Z((I,?) ( np )(p))+1 (mod p?).

Preostaje pokazati

”1‘ (( );( o ])(?))so (mod p?).

1z lijeve strane kongruencije izdvojimo ¢lanove sume za j = 01 j = p — i te dobivamo

S ST S

Prema Lucasovom teoremu, svaki ¢lan srednjeg dijela prethodnog izraza je kongruentan O
modulo p?. To vrijedi jer je

( np )s(”)( 9 ,)zo (mod p), O0<p—i-j<p-1,
p p—i—j

(’?) = (g)(?) =0 (modp), O0<i<p-1,

(p,)z(p)(o,)zo (mod p), 0<j<p-—1.
Jl \ON\j
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Ponovno primjenjujuci Lemu [4.7]dobivamo

1 e 91 I B ol 8 A B ¥ R
(R REEE

Po pretpostavci indukcije gornji izraz je kongruentan (n + 1) — n + 2 — 3 = 0 modulo p°.
Time smo pokazali da vrijedi

((n —;2)19) =n+2 (mod p3).

Po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve
n. O

Teorem 4.9. Neka su m i n nenegativni cijeli brojevi, a p prost broj, p > 5. Tada je

(mp ) = (m) (mod p3).
np n

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po n.
Zan = 0 imamo
=1 (mod p?),

pa tvrdnja ocito vrijedi.
Zan = 1 tvrdnja vrijedi prema Lemi
Sada fiksiramo neki n > 2 i1 pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za manje n-ove. Provo-

dimo indukciju po m. Zam < n imamo () = 0 (%) = 0 iz dega slijedi 0 = 0 (mod p°)
pa tvrdnja vrijedi za svaki m < n. Za m = n tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za neki m > n. Provjerimo vrijedi li i za m + 1. Primjenom Leme uz uvodenje
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oznake m = k + 1 dobivamo

((m + 1)p) B
np |

)
"N

np

2o

i=0

P

2\

i=0

o ((k+ Dp)(p
2N

P

2.

i=0

P

2

i=0

P

2

(I
|

2on - )
I 153 M HEO Y A

=V J=

()22 50N

1

Ponovnom primjernom Leme 4./|dobivamo da je gornji izraz jednak
i=0

Jj=0

Kao u dokazu Leme.§] koristenjem Lucasovog teorema pokaZe se da je svaki pribrojnik u
srednjem ¢lanu gornjeg izraza kongruentan 0 modulo p*. Po pretpostavci indukcije imamo

(m+mj%“+”ﬂ5«+j+(+ﬁ (mod p).
np (n=Dp) \ n ) \n-1

=000

¢ime smo pokazali da tvrdnja vrijedi za m + 1. Dakle,

((m + l)p) _ (m + 1) (mod p).
np n

Vrijedi

Po principu matemati¢ke indukcije tvrdnja teorema vrijedi za sve prirodne brojeve m i
n. ]

Sljedeca lema generalizira prethodni rezultat.
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Lema 4.10. Neka je p > 5 prost broj, a i b nenegativni cijeli brojevi te k prirodan broj.
Tada vrijedi
k k-1
pay_(p a 3k
= mod .
()= () s
Dokaz. Stavimo ¢ = a — b te pretpostavimo da je ¢ > 0 jer je u protivnom tvrdnja ocito

ispunjena. Imamo
pla\ _ (ple+ DHplc+2)--- (pic+ p'b)
pkb 1-2---prb ’

(p"‘la) _ @+ DEe+2) - e+ pD)

Plb 1-2---p&Tb
_(pre+p)pre+2p)---(pre+ ptb)
- p.2p...pkb :

Ozna¢imo sa S skup svih prirodnih brojeva manjih od p*b koji nisu djeljivi sa p. Iz gornjih
jednakosti vidimo da vrijedi

k k—1 k

pra\ _(pa 1—[ 14 P

pb) \PIBEGN

k—1 k 2k .2

+ —+ — (mod p™).

k—1

(p b ; ! l,]ZES 1
i<j

Iz Teorema vidimo da je s + = 0 (mod p*), a sli¢no koristeci

11 1\ 1
TR (IR
i<j

iz Teorema [3.9]dobivamo da je

Z l =0 (mod ph.

i,jes 1
i<j
Zato je
k k=1
pa P a
(o) = Grot) ot

Sto smo 1 htjeli dokazati. O
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Za dokaz obrata Wolstenholmeovog teorema kad je n = p' za p > 3 prost, trebamo
promatrati vrijednost binomnog koeficijenta (2,1"__11) modulo p™. Sljedeéi rezultat pokazuje
kako trebamo promatrati potencije s eksponentom m > 3.

Teorem 4.11. Ako je p > 5 prost brojin = p', 1 > 1, onda vrijedi

f”_l)sl (mod p°).

n-—1

Dokaz. Primijenimo li / puta Teorem 4.9]dobivamo

2 2p! 2p'1 2
) E)-C)ooe ) i
n p p p
Iz jednakosti (4.2)) slijedi
2n—-1 1{2n 1
== )=5-2=1 d p).
(n—J 2“) 2 (mod p) .

Sljedeci teorem dat ¢e nam kriterij za utvrdivanje vrijedi li obrat Wolstenholmeovog
teorema za odredene potencije prostih brojeva.

Teorem 4.12. Ako je p > 5 prost broj, | prirodan broj i n = p', onda je

(2n— I)E(Zp—l) (mod p*).
n—1 p—1

Dokaz. Kako je p neparan, dovoljno je pokazati da vrijedi (2:) = (2;’) (mod p*). Prema

Lemi[.1] vrijedi
[
()-S50 =5l -2 20)
n j 24\ 2\ ]

J=0

2

2
Ako p'~! ne dijeli j, onda prema Lemi 4.2 znamo da p? dijeli (’;1). Tada p* dijeli (’;.[) ,
2
odnosno (’j) =0 (mod p*). Stoga je

2n &SPV
(n) =2+ Z (jpl_l) (mod p*).

J=1

Zal>3ik =2 primjenom Leme[4.10/imamo

( pl ) _ (pkpl—l) _ (pk—lpl—Z)
jpl—l pkjpl—S pk—ljpl—3

-1
( ]’; l_z) (mod p°),
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Primijenimo li jo§ / — 3 puta Lemu [4.10] dobivamo

1) 2
(2)-1) s

zasvakiO < j< pil > 2. Zato je

2n & P\
=2 d p*.
[(n)=2+ 25 moar

Preostaje joS vidjeti

(pz): A=
Jp ‘] 1<i<jp
pli
2
_ P\ _1vyir-i _r
(P 1 (-2
1<i<jp
pli
o 1
= (")-nr “(1— r), —.)
J 1<i<jp !
pli
= (") (mod p*,
J

gdje smo u zadnjem koraku primijenili Teorem [3.10juz m = jp i k = 1 u ondje koriStenim

oznakama. Dakle,
W)= S0 ()
=2+ | = (mod p*)
(=220 =(

j=1
iz Cega slijedi tvrdnja teorema. O

Ovaj rezultat je vaZan jer moZemo izracunati vrijednost od (215’__11) (mod p*). Ako je
dobivena vrijednost razli¢ita od 1, tada obrat Wolstenholmeovog teorema vrijedi za sve
potencije danog prostog broja p.

Proste brojeve p za koje vrijedi

2p—1
( P )51 (mod p*)

p—1
zovemo Wolstenholmeovi prosti brojevi. Slutnja je da postoji beskonacno mnogo Wols-
tenholmeovih prostih brojeva, ali su do sada poznata samo dva: 16843 naden 1964. godine

12124679 naden 1993.
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Dakle, prethodni teorem kaZe da ako prost broj p nije Wolstenholmeov, tada obrat
Wolstenholmeovog teorema vrijedi za sve potencije od p. Trevisan i Weber provjerili su
vrijednost izraza (2;__11) (mod p*) za sve p < 2.5 - 10® i prema Teoremu 4.12|dokazali kako
obrat Wolstenholmeovog teorema vrijedi za sve potencije prostih brojeva u tom intervalu
osim eventualno za navedena dva Wolstenholmeova prosta broja. No, moze se pokazati
da Teorem .12 vrijedi i modulo p°, pa je provjerom (2;::11) (mod p°) pokazano da i za
potencije navedenih Wolstenholmeovih prostih brojeva vrijedi obrat Wolstenholmeovog
teorema.
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Sazetak

Joseph Wolstenholme engleski je matematicar koji je 1862. godine dokazao da je za
prost broj p veéi od 3 brojnik racionalnog broja 1 + % + % +-o 4 p+l djeljiv s p°.

Ovaj diplomski rad posvecéen je Wolstenholmeovom teoremu i sadrzi Cetiri poglavlja.
U prvom poglavlju izlaZemo osnovne pojmove i rezultate iz teorije brojeva koji se koriste
u nastavku rada. U drugom poglavlju iskazujemo i dokazujemo Wolstenholmeov teorem te
navodimo tvrdnju ekvivalentnu navedenom teoremu. Trece poglavlje posveéeno je nekim
generalizacijama Wolstenholmeovog teorema. Navedeno je i dokazano nekoliko varija-
cija, a zatim dokazana 1 generalizacija. U zadnjem poglavlju ovog rada pokazujemo kako
obrat Wolstenholmeovog teorema vrijedi u odredenim beskonacnim skupovima prirodnih
brojeva.

35



Summary

Joseph Wolstenholme was an English mathematician who proved in 1862 that for a
prime p greater than 3, the numerator of the fraction 1 + % + % +- p+l is divisible by p?.

This graduate thesis is devoted to the Wolstenohlme’s theorem and contains four chap-
ters. In the first chapter, we give some of the fundamental terms and results from the theory
of numbers used throughout the rest of the thesis. In the second chapter we state and prove
Wolstenholme’s theorem and give an equivalent formulation. The third chapter gives some
generalizations of Wolstenholme’s theorem. Several variations are stated and proved, fol-
lowed by a generalization. In the last chapter of this graduate thesis, we prove that the
converse of Wolstenholme’s theorem is true in certain infinite sets of natural numbers.
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