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Uvod

Uz trokut vezemo niz karakteristi¢nih toaka od kojih su neke viSe poznate kao $to su
srediSte upisane kruznice, teziSte, srediSte opisane kruZnice te ortocentar, dok su druge
manje poznate.

Ovaj diplomski rad podijelit ¢emo na tri poglavlja. U prvom poglavlju navest ¢emo
prvih 20 karakteristi¢nih tocaka trokuta iz enciklopedije ETC [3] u kojoj se trenutno nalazi
viSe od 30000 karakteristi¢nih toCaka trokuta. Odabrane tocke ¢emo definirati, navest ¢emo
njihova osnovna svojstva i relevantne povijesne komentare. Nadalje, karakteristicne tocke
u enciklopediji ETC [3] identificirane su pomoc¢u njihovih trilinearnih koordinata pa ¢emo
za svaku odabranu toCku navesti i njezine trilinearne koordinate.

U drugom poglavlju ¢emo svih 20 karakteristi¢nih to¢aka unijeti u radnu biljeZnicu pro-
grama GeoGebra [4] koristeci se njihovim trilinearnih koordinatama. Na taj na¢in vizualno
¢emo detektirati potencijalne skupove medusobno kolinearnih to¢aka medu njima.

U posljednjem, treCem poglavlju, rigorozno ¢emo dokazati uocene kolinearnosti ko-
riste¢i elementarne metode euklidske geometrije poput onih iz klasi¢ne knjige [5].



Poglavlje 1

Karakteristicne tocke trokuta

Prije nego navedemo 20 karakteristi¢nih toCaka trokuta iz enciklopedije ETC [3]] definirat
¢emo karakteristicne toCke i njihove trilinearne koordinate.

1.1 Definicija karakteristicne tocke

MoZemo si postaviti pitanje koje svojstvo treba zadovoljiti neka tocka trokuta da bi je
mogli nazvati karakteristicnom tockom. Rigoroznu definiciju karakteristicne tocke dao je
Kimberling u ¢lanku [2] (vidjeti i rad [1]) i ona je sljedeca.

Neka je dan trokut ABC i u njegovoj ravnini neka to¢ka P. Orijentirane udaljenosti od
te tocke P do pravaca BC, CA, AB neka su redom d,, dj, d.. Imajmo na umu da Ce ta
udaljenost biti pozitivna ako se toCke A 1 P nalaze s iste strane pravca BC, negativna ako
se nalaze s razliCitih strana tog istog pravca te jednaka nuli ukoliko se tocka P nalazi na
pravcu BC. Trilinearne koordinate tocke P su trojka realnih brojeva (¢,, t,, f.) ako postoji
k # O takav dajet, = kd,, t, = kdp, t. = kd.. Zbog toga §to su trilinearne koordinate tocke
P jednoznacno odredene do na skalarni viSekratnik, piSemo ih kao ¢, : ¢, : f.. Kazemo da
je tocka P karakteristicna tocka trokuta ukoliko su njene trilinearne koordinate oblika

f(a, b, ¢): f(b, c, a): f(c, a, b),

gdje je f neka funkcija definirana na skupu svih mogudih trojki (a, b, c) duljina stranica
trokuta i ima sljedeca svojstva:

1. Postoji realni broj p takav da je f(ka , kb, kc) = kP f(a, b, c) za svaki k > 01 za svaku
trojku (a, b, c) iz domene. Kazemo, f je homogena stupnja p.

2. Za svaku trojku (a, b, c¢) iz domene vrijedi f(a, ¢, b) = f(a, b, ¢). Mozemo reci kako
je ovo svojstvo svojevrsne parcijalne simetrije.

3. Funkcija f nije jednaka konstanti 0.
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Spomenimo jos i da jednu karakteristi¢nu tocku trokuta P mogu odredivati razlicite funk-
cije f. Iz tog razloga prakti¢no je odabrati funkciju f danu Sto jednostavnijom formulom.
MozZemo zakljuciti kako trilinearne koordinate opisuju relativne udaljenosti neke tocke od
tri strane trokuta, a trilinearni koordinatni sustav poloZaj tocaka u odnosu na odredeni tro-
kut.

1.2 Prvih 20 karakteristicnih toc¢aka trokuta

Navedimo sada prvih 20 karakteristi¢nih toCaka trokuta iz enciklopedije ETC [3]] oznacenih
s X(1)-X(20), neka od njihovih svojstava te relevantne povijesne komentare.

SREDISTE KRUZNICE UPISANE TROKUTU, X(1) = U

Definicija 1. Neka je u ravnini dan trokut ABC. KruZnicu koja dira svaku stranicu danog
trokuta ABC s unutrasnje strane zovemo tom trokutu upisanom kruZnicom.

SrediSte X (1) kruZnice upisane trokutu ABC je tocka jednako udaljena od svih triju stranica
tog trokuta. Simetrala kuta odredenog dvjema zrakama Cini geometrijsko mjesto tocaka
jednako udaljenih od tih dviju zraka. Zbog toga Ce se srediSte X (1) nalaziti upravo na
sjeciStu simetrala unutarnjih kutova danog trokuta ABC gdje su @ = <BAC, = <ABC, y =
<ACB (Slika 1.1.). Dakle, s obzirom da je srediSte X(1) kruznice upisane trokutu jednako
udaljeno od svih stranica trokuta, trilinearne koordinate te tocke, prema ETC [3]], dane su
sl:1:1.

Slika 1.1: Srediste kruZnice upisane trokutu, X(1)
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TEZISTE TROKUTA, X(2) = T

Definicija 2. Neka je u ravnini dan trokut ABC te neka su redom A’, B’ i C’' polovista
stranica BC, AC i AB tog trokuta. Spojnicu nekog vrha trokuta ABC sa polovistem suprotne
stranice nazivamo teZisSnicom tog trokuta. Dakle, postoje tri teZisnice AA’, BB', CC’ trokuta
ABC koje se sijeku u jednoj tocki X(2) koju nazivamo teZistem trokuta.

Slika 1.2: Teziste trokuta, X(2)

Sljedeéi teorem pokazuje nam da su trilinearne koordinate teziSta X(2) dane s é : % : %

Dokaz tog teorema moZe se pronaci u [3l].

Teorem 1.2.1. [5)] Za udaljenosti d,, d,, d,. teZista trokuta ABC od stranica a, b, ¢ vrijedi

1 1 1
d,:dy,:d =-

a’ b ¢
Navedimo sada neka od zanimljivih svojstava teZiSta trokuta.
Teorem 1.2.2. [5] TeZiste T svaku teZisnicu nekog trokuta ABC dijeli u omjeru 2 : 1, tj.
vrijedi
|AT|: |TA’| = |BT|=|TB|=|CT|=|TC'|=2: 1.

Dokaz. Povucimo paralelu sa stranicom BC kroz vrh A trokuta ABC. TeZi$nice BB’ i CC’
tu paralelu sijeku u tockama X i Y. Vidi Sliku 1.3.
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Slika 1.3: SjeciSte teziSnica sa paralelom kroz vrh A

Promatrajmo trokute AC’Y 1 BCC’. Uo¢imo da su <YC’A 1 <CC’B vr$ni kutovi pa su
samim time i sukladni. Kako su <C’AY i <CBC’ te <C'YA i <C’CB kutovi uz presjecnicu
paralelnih pravaca, slijedi

<C’AY = <CBC’
<C'YA = <C'CB.
Prema KK - poucku o sli¢nosti zakljucujemo kako su trokuti AC’Y 1 BCC’ sli¢ni pa vrijedi
YA |AC|
IBC| ~ |BC'|

Promatrajmo sada trokute AB’X 1 CB’'B. Uocimo da su <AB’X 1 <CB’B takoder vrsni
kutovi pa su samim time i sukladni. Nadalje, <B’XA i <CBB’ te <XAB’ i <BCB’ kutovi su
uz presjecnicu paralelnih pravaca, pa slijedi

<B'XA = <CBB'
<XAB' = <BCB'.

Prema KK - poucku o sli¢nosti zakljuCujemo kako su 1 trokuti AB’X 1 CB’B sli¢ni pa vrijedi
|AX| _|AB'| .
IBC|  |BC|
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Kako su «<C’'YA 1 <C’'CB te <B’XA 1 <CBB’ sukladni kutovi, a <XTY i <CT B vr$ni kutovi
pa samim time i sukladni, prema KK-poucku o sli¢nosti trokuti XY7 i CT B su sli¢ni.
Zbog sli¢nosti trokuta XYT i CT B te zbog dviju gornjih jednakosti slijedi

AT |YX| _|[YAl+|AX| _|YA|  |AX]

U T e R it
Zaklju¢ujemo
|AT|: |[TA’| =2: 1.
Analogno bismo pokazali i za preostale dvije teZi$nice BB’ i CC". i

Sljedeci teorem povezuje dvije karakteristiCne toCke trokuta, srediSte trokutu upisane
kruznice X(1) te teziSte trokuta X(2).

Teorem 1.2.3. [S)] Udaljenost teZista T od sredista U kruznice upisane trokutu ABC je
dana s

1
UT| =3 V9r? = 352 + 2(a% + b2 + ¢2),
gdje su a, b, c duljine stranica trokuta, r polumjer upisane kruznice, a s poluopseg trokuta.

Dokaz ovog teorema moZze se pronaci u [3].
SREDISTE KRUZNICE OPISANE TROKUTU, X(3) = O

Definicija 3. Neka je u ravnini dan trokut ABC. KruZnicu koja prolazi vrhovima danog
trokuta ABC zovemo opisanom kruZnicom trokuta.

Simetrala duZine AB &ini geometrijsko mjesto to¢aka jednako udaljenih od vrhova trokuta
A i1 B. Dakle, srediSte X(3) kruZznice opisane trokutu sjeciSte je simetrala dviju stranica
AB i BC danog trokuta ABC. Da sredistem X(3) prolazi i simetrala stranice AC trokuta
ABC pokaze se vrlo jednostavno. MoZemo, dakle, zakljuciti kako je srediSte X(3) kruznice
opisane trokutu ABC jednako udaljeno od sva tri njegova vrha A, B, C (Slika 1.4.).

Kako se navodi u ETC [3]], trilinearne koordinate srediSta kruZnice opisane trokutu dane
su s

cosa : cosf : cosvy,
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gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.4: SrediSte kruZnice opisane trokutu, X(3)

Spomenimo joS da se srediSte kruznice opisane trokutu nalazi unutar trokuta ukoliko
se radi o Siljastokutnom trokutu, na polovistu hipotenuze kod pravokutnog trokuta te izvan
trokuta ukoliko se radi o tupokutnom trokutu.

Sljedeca dva teorema povezuju srediSte X(3) = O kruznice opisane trokutu s teziStem
trokuta X(2) = T te sa srediStem X(1) = U trokutu upisane kruzZnice.

Teorem 1.2.4. (5] Udaljenost teZista T od sredista O kruzZnice opisane trokutu ABC dana
jes

1
|OT| = \/R2 — §(a2 + b% + ¢?),
gdje su a, b, c duljine stranica trokuta, a R polumjer opisane kruznice trokutu.

Teorem 1.2.5. [S|] Udaljenost sredista O kruZnice opisane i sredista U kruZnice upisane
danom trokutu ABC dana je s

|OU|> = R> — 2Ry,

gdje je R polumjer kruznice opisane, a r polumjer kruZnice upisane trokutu.
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Dokazi oba teorema mogu se pronaci u [S].
ORTOCENTAR, X4) = H

Definicija 4. Spustene okomice iz vrhova danog trokuta ABC na njima suprotne stranice
nazivamo visinama tog trokuta. Redom s D, E, F oznacimo noZista visina. Sjeciste visina
h, = AD, h, = BE, h. = CF zovemo ortocentrom H tog trokuta.

Slika 1.5: Ortocentar trokuta, X(4)

Trilinearne koordinate ortocentra trokuta prema ETC [3]] jednake su
seca : secf: secvy,
gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Teorem 1.2.6. (5] Neka su tocke H,, H,, Hs simetricne ortocentru H s obzirom na stranice

BC, CA, AB danog trokuta ABC. Navedene tocke leZe na kruZnici opisanoj tom trokutu.

Dokaz. Zbog toga sto su tocke H i H, simetricne s obzirom na stranicu BC, slijedi
<BH|C = <BHC = <FHE.
Vidi Sliku 1.6.
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Slika 1.6: Tocke simetri¢ne ortocentru H s obzirom na stranice trokuta ABC

Kako su odgovarajuce stranice trokuta ABC 1 visine okomite, vrijedi
<FHE + <FAE = 7.
Nadalje,
<BH,C + <BAC =,
pa zakljucujemo kako su A, B, H; i C koncikli¢ne tocke $to je i trebalo pokazati. Za
preostale toc¢ke, H, i H; dokazuje se analogno. O

SREDISTE KRUZNICE DEVET TOCAKA, X(5)

Neka je u ravnini dan neki trokut ABC. Promotrimo sljede¢ih devet tocaka trokuta
ABC:

-noziSta visina D, E, F,

- polovista stranica A’, B’, C’

- polovista P, O, R duzina HA, HB, HC gdje je H ortocentar.

Teorem 1.2.7. [S]] Navedenih devet tocaka leZi na jednoj kruZnici. Nazivamo je kruZnicom
devet tocaka.

Prije samog dokaza, dokazat ¢emo sve potrebne teoreme koje ¢emo koristiti u dokazu.
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Definicija 5. Dan je kut <BAC (Slika 1.7.). Par pravaca koji sa simetralom tog kuta cine
Jjednake kutove, a prolaze njegovim vrhom, nazivamo izogonalama tog kuta.

"A

Slika 1.7: 1zogonale

Teorem 1.2.8. [3S)] Neka je u ravnini dan trokut ABC. Ukoliko se tri pravca koja prolaze
vrhovima danog trokuta sijeku u jednoj tocki P, onda ce se i njihove izogonale sijeci u
nekoj tocki P'. Tocke P i P’ zovemo tada izogonalno konjugiranim tockama ili samo krace
izogonalnim tockama trokuta ABC.

Dokaz ovog teorema moZemo pronaci u [S]].

Teorem 1.2.9. [3]] NoZista okomica Py, P,, Q,, Q, spustenih iz tocaka P i Q sa izogonala
na stranice danog kuta konciklicne su tocke. Srediste kruZnice koju te tocke odreduju je
poloviste duZine PQ (Slika 1.7.).

Dokaz. Uoc¢imo kako su kutovi <AP| P i <PP,A te <AQ;Q 1 <QQ,A pravi pa su Cetverokuti
APPP,1AQ,0QQ; tetivni sa zajednickim kutom <BAC.
Slijedi da su trokuti AP P, i AQ,Q; sli¢ni. Dakle,
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|AP| - |AQi| = |AP,| - |AQ,].

Primijetimo kako je |AP;| - |[AQ,| jednako potenciji tocke A s obzirom na kruZnicu koja
prolazi tockama Py, P,, Q;. Dakle, na toj kruznici treba se nalaziti i to¢ka Q.

S obzirom da su P, Q, i P,Q, tetive te kruznice, njihove simetrale raspolavljaju duzinu
PQ. Mozemo, dakle, zaklju¢iti kako je poloviste S duZine PQ ujedno i sredite kruZnice
koja prolazi to¢kama Py, P>, O, O». O

Teorem 1.2.10. [5]] Sest nozista okomica spustenih iz nekog para izogonalnih toc¢aka P i
P’ na stranice danog trokuta ABC leZe na jednoj kruZnici. Poloviste duZine PP’ srediste je
te kruznice (Slika 1.8.).

Slika 1.8: Izogonalne tocke

Dokaz. Dokaz ovog teorema provodimo primjenom Teorema 1.2.9.

Kutovi <BUP, <BWP, <BU’P’, <BW'’P’ su pravi pa su Cetverokuti BUPW i BU'P'W’
tetivni sa zajedni¢kim kutom <ABC. Slijedi da su trokuti UPW i W’ P’'U’ sli¢ni. Pa prema
Teoremu 1.2.9. tocke U, V, W, U’, V', W’ leZe na jednoj kruznici kojoj je srediste S te
kruznice poloviste duzine PP’. O

Teorem 1.2.11. [5] Neka je u ravnini dan trokut ABC. Visina AD koja prolazi vrhom A i
polumjer AO tom trokutu opisane kruZnice k, koji prolazi istim vrhom A su izogonale.

lkkaz. Oznac¢imo sa O_Q polumjer kruznice k,, opisane trokutu ABC, okomit na stranicu
BC (Slika 1.9.).



POGLAVLJE 1. KARAKTERISTICNE TOCKE TROKUTA 12

S obzirom da je B/b = Qz‘ slijedi da je AQ simetrala kuta pri vrhu A. Nadalje, trokut
OAQ je otito jednakokradan te je <OAQ = <OQA. Kako je visina AD paralelna s OQ
vrijedi <DAQ = <OQA.

Zakljucujemo kako je <DAQ = <OAQ pa je dokaz gotov. O

Slika 1.9: Visina AD i polumjer AO su izogonale

Teorem 1.2.12. [5] Ortocentar H i srediste O opisane kruznice izogonalne su tocke trokuta.
Dokaz. Dokaz ovog teorema odmah slijedi na temelju Teorema 1.2.11. O

Napomenimo jo§ kako kruZnicu devet to¢aka nazivamo jo§ i Feuerbachovom kruznicom
ili Eulerovom kruznicom. Naime, teorem je objavio L. Euler 1765. godine u Petrogradu
te se zbog toga spomenuta polovista P, Q i R nazivaju joS i Eulerovim tockama. Jasno je
kako je srediSte kruznice devet toCaka karakteristi¢na tocka trokuta X(5).

Dokazimo sada Teorem 1.2.7.

Dokaz. Prema Teoremu 1.2.12. ortocentar H 1 srediSte O kruZnice opisane danom trokutu
ABC izogonalne su tocke pa prema Teoremu 1.2.10. slijedi da su noZiSta okomica A’, B, C’
1D, E, F na stranice trokuta ABC i1z tocaka O 1 H koncikli¢ne tocke. Dakle, tih Sest toCaka
lezi na jednoj kruZnici. Neka je sa k9 nazvana kruznica koja prolazi kroz tih Sest toCaka.
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Poloviste duZine AH je Eulerova tocka P. Slijedi kako je B'P || CF, a s obzirom da je
A’B’ || AB vrijedi <PB’A’ = 90°.

Kao §to smo veé rekli, P je poloviite od AH, a kako je C’ poloviste od AB slijedi
PC’ || BH. Zbog toga §to je BH L AC te AC || A’C’ vrijedi da je <PC’A” = 90°.

S obzirom da su kutovi <PB’A’ 1 <PC’A’ pravi mozZemo zakljuciti kako je PB'A’C’
tetivni Cetverokut te da tocka P leZi na kruZnici odredenoj trokutom A’ B’C’. Nadalje, tocka
P pripada kruznici kq.

Za preostale dvije Eulerove tocke R i Q dokaz je analogan. O

Slika 1.10: Srediste kruZnice devet tocaka, X(5)

Kako navodi ETC [3]], trilinearne koordinate srediSta kruZnice devet tocaka dane su s

cos(B —y) : cos(y — a) : cos(a — ),

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.
LEMOINEOVA TOCKA, X(6) = K

Za potrebe odredivanja Lemoineove tocke, navest ¢emo sljedece dvije definicije.
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Definicija 6. Neka je u ravnini dan trokut ABC, tocka B na stranici AC i toc¢ka C na

stranici @ Ako za takve tocke vrijedi <ABC = B tada duZinu BC zovemo antiparalelom
stranice BC trokuta ABC (Slika 1.11.).

Slika 1.11: Antiparalela trokuta ABC

__NaSlici 1.11. moZemo vidjeti kako je tada i <ACB = y. Antiparalele preostalih stranica
AB 1 AC trokuta ABC definiramo analogno.

Definicija 7. Polovista svih antiparalela neke stranice danog trokuta leZe na jednom pravcu
koji prolazi trecim vrhom trokuta. Takav se pravac zove simedijana danog trokuta.

DokazZimo jos i sljedeca dva teorema kako bismo u potpunosti mogli reéi Sto to Lemo-
ineova tocka jest.

Teorem 1.2.13. [3] Ako je B_C_‘ antiparalela stranice BC, tada su tocke B, C, B, C kon-
ciklicne. Vrijedi i obrnuto: bilo koja kruZnica koja prolazi tockama B i C sijece stranice

AB i AC u tockama C i B takvima da je BC antiparalela.

Dokaz. S obzirom da je BC antiparalela, <ABC =  pa slijedi <CBC = 180° — . A kako
je
<ABC + <CBC = 180°,



POGLAVLJE 1. KARAKTERISTICNE TOCKE TROKUTA 15

Cetverokut BCBC je tetivni $to znaci da su tocke B, C, B, C koncikli¢ne.
Pretpostavimo li da su tocke B, C, B, C koncikli¢ne, tada je Cetverokut BCBC tetivni.

Dakle, <CBC = 180° — S pa je <ABC = 3 §to znaci da je BC antiparalela trokuta ABC. O

Teorem 1.2.14. 5] Neka su stranice trokutl PQ_R tangente opisane kruZnice k, danog tro-
kuta ABC u njegovim vrhovima. Spojnice AP, BQ, CR raspolavljaju antiparalele stranice
BC, odnosno AC, odnosno AB i sijeku se u tocki K.

Dokaz. Za potetak, neka je MN antiparalela stranice BC te neka prolazi tockom P (Slika
1.12.). Prema Teoremu 1.2.13. tangenta kruznice opisane trokutu ABC u tocki A paralelna
je s antiparalelom MN iz Cega slijedi MN || RQ.

Slika 1.12: Spojnice AP, BQ, CR sijeku se u tocki K

Dakle, <PMB = <RAB. Kako je |AR| = |RB|, slijedi da je <RAB = <RBA = <MBP.
Nadalje, |PM| = |PB|. Analogno se pokaZze kako je |PN| = |PC]|.

Tocka P je poloviste od MN zbog toga $to je |PB| = |[PC|. MoZemo zakljuciti kako
pravac AP sijeCe antiparalelu MN u njenom poloviStu P. Nadalje, prema Teoremu 1.2.12.
pravac AP sijeCe i sve ostale antiparalele stranice BC u njihovim polovistima.
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Da pravac BQ sijeCe sve antiparalele stranice AC u njihovim polovistima te da pravac
CR sijeCe sve antiparalele stranice AB u njihovim poloviStima dokazuje se analogno. O

Teorem 1.2.15. [5] Simedijane nekog trokuta ABC sijeku se u jednoj tocki K koju nazivamo
Lemoineovom tockom.

Dokaz. S obzirom da su pravci AP, BQ CR iz Teorema 1.2.14. simedijane trokuta ABC pa
slijedi dokaz. O

Prema ETC [3]], trilinearne koordinate LLemoineove tocke X(6) dane su s
a:b:c,

gdje su a, b i c duljine stranica trokuta.

C

Slika 1.13: Lemoineova tocka, X(6)

GERGONNEOVA TOCKA, X(7) =T

Teorem 1.2.16. [S] Neka je u ravnini dan trokut ABC. Pravci koji spajaju vrhove A, B, C
danog trokuta ABC s diralistima X, Y, Z upisane kruznice trokutu sa suprotnim stranicama,
sijeku se u tocki I koju nazivamo Gergonneovom tockom (Slika 1.14.).
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Slika 1.14: Gergonneova tocka, X(7)

Za potrebe dokaza ovog teorema dokazimo sljedeci teorem.

Teorem 1.2.17. (5] Neka su s X, Y, Z oznacena diralista upisane kruZnice s odgavarajuéim
stranicama danog trokuta ABC (Slika 1.1.). Vrijedi

|AZ| + |BC| = |BX| + |AC| = |CY| + |AB| = s,
|AZ| = |AY| = s —a,
|BX| = |BZ| = s — b,
ICY|=|CX]|=s—-c,

gdje, podsjetimo, s oznacava poluopseg trokuta ABC.

Dokaz. Prisjetimo se kako je udaljenost od oba diraliSta tangenata, poloZenih na neku
kruznicu, do neke tocke u ravnini jednaka. Slijedi

|AY| = |AZ],
|BX| = |BZ|,
ICX| = |CY].

Zbrojimo li duljine svih navedenih Sest duZina dobijemo opseg danog trokuta ABC, tj. 2s.
Dakle,

|AZ| + |BZ| + |CY| = s.
Nadalje, s obzirom da je

|BZ| +|CY| = |BX| + |CX| = |BC| = a,
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slijedi
|AZ| = |AY| =5 —a.
Analogno dokazujemo preostale jednakosti. O

Prije nego Sto dokazemo Teorem 1.2.16., iskazimo Cevin teorem.

Teorem 1.2.18. [5)] Neka tocke A, By, C, leze na stranicama BC, AC, AB danog trokuta
ABC. NuZan i dovoljan uvjet da se pravci AA,, BB, CC sijeku u jednoj tocki R glasi

(AB: C,)(BC : A\)(CA : B)) = —1,

odnosno
[ACi] [BA] [CBil _
[BCi] [CAi]l [ABi]
Dokaz. Dokaz Cevinog teorema moZe se naci u [S]. O

Dokazimo sada Teorem 1.2.16.

Dokaz. Prema Teoremu 1.2.17. slijedi da je

|AY| = |AZ],
|BX| = |BZ|, (1.1)
ICX| = |CY],

a prema Cevainu teoremu 1.2.18. treba vrijediti

|AZ| |BX| |CY| _
|BZ| |CX| |AY|

1. (1.2)

Uzmemo li u obzir orijentacije duzina iz (1.1) i uvrstimo li te jednakosti u (1.2) mozZemo
se uvjeriti da vrijedi (1.2). O

Dakle, pravci AX, BY 1 CZ su Cevaini pravci Sto znaci da se sijeku u jednoj tocki 1 to
upravo u tocki X(7).
Spomenimo jos kako su prema ETC [3] trilinearne koordinate Geogenneove tocke dane

bc ) ca ) ab
b+c—a c+a-b a+b-c’
gdje su a, b i c duljine stranica trokuta.
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NAGELOVA TOCKA, X(8) = N

Definicija 8. Neka je u ravnini dan trokut ABC sa stranicama a, b, c. KruZnicu k, koja
dira stranicu a s vanjske strane i produZenja ostalih stranica b i ¢, zovemo pripisanom
kruznicom k, uz stranicu a. Analogno definiramo uz stranice b i c pripisane kruZnice k te

ke (Slika 1.15.).

Uvedimo sada sljedece oznake: o
- X, Y., Z, — diraliSta pripisane kruZnice k, sa stranicama E , %, @;

- Xp, Yy, Zp — diraliSta pripisane kruZnice k; sa stranicama BC, 24, A_B;
- X., Y., Z. — diraliSta pripisane kruZnice k. sa stranicama BC, CA, AB.
Vrhove danog trokuta ABC spojimo sa diraliStima koja se nalaze na suprotnoj stranici

odgovarajuéeg vrha tog trokuta. Dobivamo devet spojnica:

AXa, AXp, AX,,

BY,, BY,, BY,,

cz,, Cz,, CZ.

Kroz unutrasnjost trokuta ABC prolaze spojnice AX,, BY,, CZ., (Slika 1.15.).

Slika 1.15: Pripisane kruZnica trokutu ABC
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Teorem 1.2.19. [5] Spojnice AX,, BY,, CZ., sijeku se u jednoj tocki N koju nazivamo
Nagelovom tockom.

Za potrebe dokaza ovog teorema dokazimo sljedeci teorem.

Teorem 1.2.20. [3] Neka su s X,, Y,, Z, oznacena diralista pripisane kruznice k, s odga-
varajucim stranicama danog trokuta ABC (Slika 1.15.). Vrijedi

|AZ,| = |AB| + |BX,| = |CA[ + |CX,| = 5,
|AZ,| = |AY,| = s,
|BXal = |BZ,| = s —c,
ICX,| =|CY,| =5-b.

Dokaz ovog teorema provodi se u potpunosti analogno kao i Teorem 1.2.17. Takoder,
analogno se dokazuju jednakosti vezane uz preostale pripisane kruZnice k;, i k.. DokaZimo
sada Teorem 1.2.19.

Dokaz. Prema Cevainu teoremu 1.2.18. treba vrijediti

|AZ| |BX| |CY| _
|BZ| |CX| |AY|

(1.3)

Prema Teoremu 1.2.20. slijedi:
|BXal = 5 —¢; |CX,| = s -0,
ICYy| = s—a; |AY,| =5 —c,
|AZ,| =s—b; |BZ,| =5 —a.
Uvrstimo 1i prethodne jednakosti u (1.3) dobivamo

s—c s—a s—b
. ) =1,

s—b s—c s—-a

a uvazimo li 1 orijentacije duZina moZemo se uvjeriti da je (1.3) ispunjeno. O
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A

‘/U
/Q c

Slika 1.16: Nagelova tocka, X(8)

Sljede¢im teoremom pokazat ¢emo neka svojstva Nagelove to¢ke X(8) = N za neki
trokut ABC.

Teorem 1.2.21. [5] Nagelova tocka N danog trokuta ABC je srediste upisane kruZnice tro-
kuta A B,C kojemu stranice ay, by, c| prolaze vrhovima A, B, C danog trokuta i paralelne
su sa suprotnim stranicama tog trokuta.

Za dokaz Teorema 1.2.21. potrebno je prvo dokazati sljedeci teorem.

Teorem 1.2.22. [5]] Neka su X, X,, X;,, X. oznacena diralista upisane i pripisanih kruznica
sa stranicom danog trokuta ABC (Slika 1.17). Vrijedi

|XXa| =b- c,
|XX5| = D,
IXX.| =c.

Tocke X i X, leZe simetricno s obzirom na poloviste A" stranice BC.
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Dokaz. Sljedece jednakosti vrijede zbog Teorema 1.2.17. 1 Teorema 1.2.20.
|XXal = |BXs| = IBX| = (s =)= (s —b)=b—c,
|XX,| = |BX;| — |BX| = s — (s = b) = b,
XX | =|CX|-|CX|=s5s—-(s—¢) =c.
No, prema Teoremu 1.2.17. i Teoremu 1.2.20. je i
|IBX| = |CX,| = s—b,

pa su tocke X i X, simetri¢ne s obzirom na poloviste A" stranice BC. O

Slika 1.17: SrediSta upisane 1 pripisanih kruZnica trokutu ABC

Dokazimo sada Teorem 1.2.21.
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Dokaz. Neka je k, kruznica sa srediStem U upisana trokutu ABC. Neka je X diraliste
kruZnice k, sa stranicom BC. Slijedi kako je UX polumjer kruZnice k, te je on okomit na

stranicu BC. Vidi Sliku 1.17. Polumjer UX kruZnice k, produZimo u njen promjer XX.
Primijetimo kako su stranice AB i AC tangente upisane kruZnice k,, a produzimo li ih i
tangente pripisane kruznice k,. MoZemo zakljuciti kako je A centar homotetije prema kojoj
se te dvije kruznice preslikavaju jedna u drugu. Dakle, tocke X i X, pridruZene su tocke
toj homotetiji. Nadalje, zaklju¢ujemo kako tocka X pripada spojnici AX,, a toj spojnici
pripada i Nagelova tocka.
Neka je A’ poloviste stranice BC trokuta ABC. Prema Teoremu 1.2.22. poloviste duZine

XX, je upravo tocka A’. S obzirom da je XX promjer kruZnice k,, poloviste duzine XX je
srediSte U pa slijedi da je AU || XX,, tj. A’U || AX,.

Neka je dan trokut A’B’C’. Vrhovi tog trokuta A’, B’, C’ redom su polovista stranica
BC, CA, AB trokuta ABC. Zbog toga §to su trokuti ABC i A’B'C’ homoteti¢ni, gdje je
teziSte T centar te homotetije, vrijedi |AT| : |A'T| = 2 : 1. Sto znadi da je konstanta
homotetije k = 1.

Uocimo kako se tom homotetijom pravac AX, preslika u pravac A’U zbog toga §to se
tocka A preslika u tocku A’ i zbog toga Sto su pravci AX, i UA’ paralelni. Dalje mozemo
zakljuciti kako se pravac BY), tom homotetijom preslikava u pravac B’U te pravac CZ, u
C'U. A kako je tocka N sjeciSte pravaca AX,, BY,, CZ., tako su i srediSte U kruZnice k, i
Nagelova tocka N homoteti¢ne tocke.

Dakle, moZemo zakljuciti kako su srediSte U kruzZnice k, upisane trokutu, Nagelova
tocka N i teziSte T, koje nam je kao Sto smo veC i rekli ujedno i centar hommotetije,
kolinearne tocke. Stovise, kako je konstanta homotetije k = % slijedi [NT| = 2|UT).

Istom tom homotetijom trokut A, B,C; preslikava se u trokut ABC, kruZnica upisana
trokutu A, B;C; u kruznicu upisanu trokutu ABC te srediSte kruZnice upisane trokutu A;B;C
u srediSte kruZnice upisane trokutu ABC. Konacno zakljucujemo kako je upravo Nagelova
tocka N srediSte kruZnice upisane trokutu A;B;C; §to je i trebalo pokazati. O

Navedimo jos i trilinearne koordinate Nagelove tocke. Prema ETC [3] one su dane s

b+c—a.c+a—b.a+b—c

a ’ b ’ c
gdje su a, b i c duljine stranica trokuta.

X(9) = MITTENPUNKT

Karakteristi¢nu tocku trokuta X(9), tj. Mittenpunkt otkrio je Christian Heinrich von
Nagel 1836. godine. Za potrebe definiranja te tocke, koristit cemo Teorem 1.2.14. te
Definiciju 8.
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Definicija 9. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Lemoineovu tocku trokuta ¢iji su vrhovi
sredista pripisanih kruznica danog trokuta ABC nazivamo Mittenpunkt.
Trilinearne koordinate Mittenpunkta prema ETC [3]] dane su s
b+c—a):(c+a-b):(a+b-rc)

gdje su a, b i c duljine stranica trokuta.

Slika 1.18: Mittenpunkt, X(9)

X(10) = SPIEKEROV CENTAR

Definicija 10. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Polovista stranica AB, BC i CA oznacimo
redom s Cy,, A, i B,,. Trokut A,,B,,C,, naziva se medijalni (polovisni) trokut danog trokuta
ABC.
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Definicija 11. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Upisanu kruZnicu medijalnog trokuta
polaznog trokuta nazivamo Spiekerovom kruZnicom. Srediste Spiekerove kruZnice jest Spi-
ekerov centar.

Spiekerova kruZnica nazvana je prema 19. stoljetnom njemackom matemati¢aru The-
odoru Spiekeru. Spomenimo joS kako je Spiekerova tocka centar mase homogene Zice
savijene u rub trokuta ABC, dokaz te tvrdnje mozemo pronaci u [1]. Preostaje nam jo§
navesti trilinearne koordinate Spiekerovog centra, a one su prema ETC [3]] dane s

be(b+c¢):ca(c+a):ab(a+b)

gdje su a, b i c duljine stranica trokuta.

Slika 1.19: Spiekerov centar, X(10)

X(11) = FEUERBACHOVA TOCKA

Za potrebe definiranja Feuerbachove tocke prisjetit ¢emo se Teorema 1.2.7.

Definicija 12. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Tocka gdje se upisana kruZnica i kruznica
devet tocaka (poznata i kao Eulerova kruznica i kao Feuerbachova kruZnica) danog trokuta
dodiruju zove se Feuerbachova tocka tog trokuta.

Dokaz da Feuerbachova kruZnica uistinu dira kruZnicu upisanu danom trokutu ABC
moze se pronadi u [3].
Trilinearne koordinate Feuerbachove tocke prema ETC [3] dane su s
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1—cos(B—7vy):1—-cos(y—a):1-cos(a—p)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.20: Feuerbachova tocka, X(11)

X(12) = TOCKA HARMONICKI KONJUGIRANA TOCKI X(11) S OBZIROM NA
PAR TOCAKA X(1)i X(5)

Definicija 13. Neka su dane tri razlicite kolinearne tocke A, B i C. Tocka D nalazi se na
pravcu AB i duZinu AB dijeli u istom omjeru kao i zadana tocka C. Drugim rije¢ima, za
tocku D vrijedi

IAD| _ |AC|
|BD|  |BC|

Za to¢ku D kazZemo da je harmonicki konjugirana tocki C s obzirom na par tocaka A, B,
sto oznacavamo s H(AB, CD). Tocku D jos zovemo i Cetvrta harmonicka tocka za tocke
A, BiC.

Pa kao Sto samo ime to¢ke X(12) kaze, tocka X(12) harmonicki je konjugirana tocki
X(11) (Feuerbachova tocka) s obzirom na par to¢aka X(1) (srediSte upisane kruZnice) i
X(5) (srediste kruznice devet tocaka). Oznacavamo s H(X(1)X(5), X(11)X(12)).

Trilinearne koordinate tocke X(12) prema ETC [3] dane su s
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1+cos(B—7vy):1+cos(y—a):1+cos(a—p)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

, / /
A ) / S |

Slika 1.21: Tocka harmonicki konjugirana tocki X(11) s obzirom na par tocaka X(1) i X(5)

X(13) = PRVI IZOGONICNI CENTAR (TORRICELLIJEVA TOCKA)

Definicija 14. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Nad svakom stranicom danog trokuta
konstruirani su, izvana, jednakostranicni trokuti ABC,, BCA,, ACB,. KruZnice opisane
trokutima ABC,, BCA,, ACB; nazivaju se Torricellijevim kruZnicama, dok se njihovo
sjeciste naziva Torricellijevom tockom polaznog trokuta.

Teorem 1.2.23. [5] Neka je dan trokut ABC i neka su njemu konstruirani jednakostranic¢ni
trokuti kao u Definiciji 14. Pravci AA,, BB, CC, prolaze jednom tockom, Torricellijevom
tockom, i vrijedi |AA| = |BB,| = |CC}]|.
Dokaz. S obzirom da vrijede sljedece jednakosti,

|AB| = |AC:]1|AC| = |AB,| <BAB; = <CAC; = a + 60°,

slijedi da su trokuti BAB; 1 C;AC sukladni pa vrijedi |BB;| = |CC,|. Analogno se zakljucuje
kako vrijedi 1 |CC| = |AA,4].
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Oznacimo sjeciSte od BB; 1 CC; s V. Potom spojimo tocku V; s tockama A 1 A;. Kako
su trokuti BAB; i C;AC sukladni, slijedi <V;BA = <V;C;A. Nadalje, tocke A, Vi, BiC,
su koncikli¢ne tocke. Dakle <AV, B = 120°. Analogno proizlazi da je to¢ka V; na kruZnici
opisanoj trokutu ACB i na kruZnici opisanoj trokutu BCA;.

S obzirom da je <AV|C = <«BV|C = 120° i1 na temelju toga Sto su tocke B, V;, C
1 A; koncikliéne vrijedi da je <A,V,C = 60°, zakljucujemo kako su tocke A, V| i A,
kolinearne. ]

Navedimo jedno zanimljivo svojstvo prvog izogoni¢nog centra. Naime, kod trokuta
¢ije su sve veli¢ine unutarnjih kutova manje od 120°, ukupna udaljenost od triju vrhova tog
trokuta do prvog izogoni¢nog centra najmanja je moguca. Prvi koji je probao rijesiti taj
problem bio je francuski matematiCar 1 pravnik Pierre de Fermat. S obzirom da nije uspio,
pisao je talijanskom fizi¢aru 1 matematiCaru Evangelisti Torricelliju koji je taj problem
rijeSio pa prvi izogoni¢ni centar nazivamo joS i Torricellijevom to¢kom. Prema ETC [3]],
trilinearne koordinate Torricellijeve tocke dane su s

csc (@+%):esc(B+%)ese(y+1%)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.22: Prvi izogoni¢ni centar (Torricellijeva tocka), X(13)
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X(14) = DRUGI IZOGONICNI CENTAR

Definicija 15. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Nad svakom stranicom danog tro-
kuta konstruirani su, na unutrasnju stranu, jednakostranicni trokuti ABC,, BCA,, ACB,.
KruZnice opisane trokutima ABC,, BCA, i ACB, sijeku se u tocki X(14), tj. u drugom
izogonicnom centru.

Teorem 1.2.24. [5] Neka je dan trokut ABC i neka su njemu konstruirani jednakostranicni
trokuti kao u Definiciji 14. Pravci AA,, BB,, CC, prolaze jednom tockom, drugim izo-
gonicnim centrom, i vrijedi |AA,| = |BB;| = |CC,|.

Dokaz. Dokaz Teorema 1.2.24. provodi se u potpunosti analogno kao i dokaz Teorema
1.2.23. -

Trilinearne koordinate drugog izogoni¢nog centra, prema ETC [3], dane su s
csc(@—%) :esc(B—%) esc(y—1%)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.23: Drugi izogonicni centar, X(14)
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X(15) = PRVA IZODINAMICNA TOCKA

Definicija 16. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Tri kruznice koje se sijeku pod kutom od

z

2 sa opisanom kruZnicom trokuta i svaka sa sobom sijeku se u tocki koju nazivamo prva
izodinamicna tocka.

Trilinearne koordinate prve izodinamicne tocke, prema ETC [3]], dane su s
sin(a/+ ’31) : sin(ﬁ+§) : sin(y+ ’31)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.24: Prva izodinamicCna tocka, X(15)

X(16) = DRUGA IZODINAMICNA TOCKA

Tri kruznice iz Definicije 16. sijeku se u tocki koju nazivamo prva izodinamic¢na tocka.
No, te tri kruZnice sijeku se u dvije tocke. Drugu tocku nazivamo drugom izodinami¢nom
tockom.

Trilinearne koordinate druge izodinamincne tocke, prema ETC [3]], dane su s

sin(af—g—r):sin(ﬁ—g)SSin(Y—%{)
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gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.25: Druga izodinamic¢na toc¢ka, X(16)

X(17) = PRVA NAPOLEONOVA TOCKA

Definicija 17. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Nad stranicama danog trokuta BC,CA, AB
konstruirani su, izvana, redom jednakostranicni trokuti A;BC, BiCA i C{AB. Neka su re-
dom X, Y i Z teista tako dobivenih jednakostranicnih trokuta. Pravci AX, BY i CZ sijeku
se u jednoj tocki i tu tocku nazivamo prvom Napoleonovom tockom polaznog trokuta.

Trokut XYZ iz Definicije 17. naziva se vanjski Napoleonov trokut.
Trilinearne koordinate prve Napoleonove tocke, prema ETC [3], dane su s

csc(@+%)esc(B+%) esc(y+Z)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.
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Slika 1.26: Prva Napoleonova tocka, X(17)

X(18) = DRUGA NAPOLEONOVA TOCKA

Definicija 18. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Nad stranicama danog trokuta BC,CA, AB
konstruirani su, prema unutra, redom jednakostranic¢ni trokuti A,BC, B,CA i C,AB. Neka
su redom X, Y i Z teZista tako dobivenih jednakostranicnih trokuta. Pravci AX, BY i CZ
sijeku se u jednoj tocki i tu tocku nazivamo drugom Napoleonovom tockom polaznog tro-
kuta.

Trokut XYZ iz Definicije 18. naziva se unutarnji Napoleonov trokut.
Trilinearne koordinate druge Napoleonove tocke, prema ETC [3]], dane su s

cse (@~ ) sese (B-F) rese (v - §)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.
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Slika 1.27: Druga Napoleonova tocka, X(18)

X(19) = CLAWSONOVA TOCKA

Definicija 19. Neka je u ravnini dan trokut ABC. NoZista visina na stranice AB, BC, CA
su redom Hy, Hy, H;. Zajednicke tangente pripisanih kruZnica polaznog trokuta sijeku se u
sljedecim tockama: tocki T\ nasuprot vrha A, tocki T, nasuprot vrha B te tocki Ts nasuprot
vrha C. Pravci T1H,, T,H,, TsHj; sijeku se u jednoj tocki koju nazivamo Clawsonova tocka.

Trilinearne koordinate Clawsonove to¢ke, prema ETC [3]], dane su s
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tan(a) : tan(B) : tan(y)

gdje su a, B 1y veliCine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.28: Clawsonova tocka, X(19)

X(20) = DE LONGCHAMPSOVA TOCKA

Definicija 20. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Neka je tocka X(3) srediste opisane
kruznice, a tocka X(4) ortocentar danog trokuta. De Londchampsova tocka X(20) je tocka
centralnosimetricna tocki X(4) s obzirom na tocku X(3).
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De Longchampsova tocka ime je dobila po francuskom matematicaru Gastonu Albertu
Gohieree de Longchampsu 1886. godine. Navedimo joj joS$ i njene trilinearne koordinate
koje su prema ETC [3]] dane s

cos(a) — cos(B) cos(y) : cos(B) — cos(y) cos(a) : cos(y) — cos(a) cos(B3)

gdje su a, S 1y veliine unutarnjih kutova trokuta.

Slika 1.29: De Longchampsova tocka, X(20)



Poglavlje 2

Prakticni dio u programu GeoGebra

2.1 Pretvorba trilinearnih koordinata u Kartezijeve
koordinate

Kako bismo u radnu biljeZnicu programa GeoGebra [4] Sto lakSe mogli unijeti svih 20
karakteristi¢nih toCaka opisanih u ovom radu, bez cijelih postupaka konstrukcije, posluzit
¢emo se ve¢ spomenutim trilinearnim koordinatama. S obzirom da nam trilinearne ko-
ordinate govore koliko je odredena tocka udaljena od stranica trokuta te nam je to vrlo
neprakticno, trilinearne koordinate pretvorit ¢emo u Kartezijeve koordinate i to na sljedeci
nacin.

Neka su trilinearne koordinate tocke P dane sa u : v : w, tada su njene Kartezijeve
koordinate (xp, yp) sljedece:

aux, + bvxg + cwxc _auya + bvyg + cwyc

Xp = s P
au+ bv + cw Y

au+ bv + cw

gdje su a, b, ¢ duljine stranica nekog trokuta ABC, a (x4, Ya), (xp,Ys), (xc,yc) Kartezijeve
koordinate vrhova A, B, C istog tog trokuta ABC.

Navedimo sada Kartezijeve koordinate svih 20 karakteristi¢nih tocaka nekog trokuta
ABC, s duljinama stranica a, b, ¢, velicinama unutarnjim kutova «, 3, y te Kartezijevim ko-
ordinatama vrhova A(x4, ya), B(xg,yg), C(xc,yc). Tako navedene Kartezijeve koordinate
upisivali smo u radnu biljeznicu programa GeoGebra u obliku matematicke formule, kako
bi se prilikom pomicanja vrhova trokuta, istovremeno pomicale i1 karakteristiCne tocke.

Srediste upisane kruznice X(1):

(axA + bxg + cxc aya + byp + cyc>
a+b+c = a+b+c

36
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Teziste X(2):

<XA+XB+XC YA+ VB +yc>
3 ’ 3

Srediste opisane kruznice X(3):

(a cos(@)xy + bcos(B)xp + ccos(y)xc acos(a)ys + bcos(B)yp + ¢ cos(y)yc>

acos(a) + bcos(B) + ccos(y) ~ acos(a)+ bcos(B) + ccos(y)
Ortocentar X(4):
axa bxp cxc  aya byg cyc
+ + + +
cos(a) cos(B) cos(y) cos(a) cos(B) cos(y)
a b c ' a b c

cos(a) * cos(B) * cos(y) cos(a@) * cos(B) * cos(y)

Srediste kruznice devet tocaka X(5):

<a cos(B — y)xa + bcos(y — @)xg + c cos(a — B)xc
acos(B—vy)+ bcos(y — a) + ccos(a — B)

acos(B—7y)ya + bcos(y — a)yg + ¢ cos(a —ﬁ)yc>
acos(B—1vy) +bcos(y —a) + ccos(a — B)

s

Lemoineova tocka X(6):

a’xq + b*xp + c2xc azyA + bzyB + czyc
A2+b2+c?2 T A2+br+c?

Gergonneova tocka X(7):

abcxy abcxp abcxc abcyy N abcyp N abcyc
b+c—-a c+a-b a+b-c b+c—a c+a-b a+b-c
abc abc abc °  abc abc abc

+ + + +
b+c-a c+a-b a+b-c b+c—-a c+a-b a+b-c

Nagelova tocka X(8):
(@+c—aﬂA+@+a—bM3+m+b—0Mc
a+b+c ’
(b+c—abq+(c+a—bwg+(a+b—cwc)
a+b+c

Mittenpunkt X(9):
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’

(a(b+c—a)xA +b(c+a—-b)xg+cla+b-c)xc
2(ab + bc + ac) — (a% + b2 + ¢?)
alb+c—a)ya + b(c +a—b)yp +c(a+b—c)yc)
2(ab + bc + ac) — (a® + b? + c?)

Spiekerov centar X(19):

(abc((b +c)xa + (c+a)xp + (a+ b)xc) abe((b + c)ya + (¢ + a)yp + (a + b)yc)
2abc(a + b + ¢) ’ 2abc(a + b + c)

Feuerbachova tocka X(11):

(axA(l —cos(B —y)) + bxp(1 — cos(y — @)) + cxc(1 — cos(a — B))
a(l —cos(B—v)) + b(1 —cos(y —a)) + c(1 — cos(a — B)) ’

aya(1 = cos(B —)) + byg(l — cos(y — @)) + cyc(l — cos(a —ﬁ)))
a(l —cos(B—v)) + b(1 —cos(y —a)) + c¢(1 — cos(a — B))

Tocka X(12):

’

(axA(l + cos(B — v)) + bxp(1 + cos(y — @)) + cxc(1 + cos(a — B))
a(l + cos(B —vy)) + b(1 + cos(y — a@)) + c(1 + cos(a — B))

aya(1 + cos(B —y)) + byg(1 + cos(y — @)) + cyc(1 + cos(a —,8)))
a(l + cos(B—vy)) + b(1 + cos(y — a@)) + c(1 + cos(a — B))

Prvi izogonicni centar X(13):

)

axa bxp cxc aya by cyc
™ T ™ T T ™ ™ T P
sin (a + §> sin (ﬁ—i— 3) sin (y + 5) sin (a' + 5) sin (ﬁ + 5) sin (y + 3)
a b c ’ a b c
+ + + +

sin(a'+73—r) sin(ﬁ+g) sin(y+g) sin(a’+g) sin(ﬁ+g) sin(y.|.73_r

Drugi izogonicni centar X(14):

)

axy bxp cxc aya by cyc
sin(a—Z)Jrsin( —E>+sin( _f) sin(a—’—r)Jrsin( —E)Jrsin( _7_r)
3 3 Y73 3 3 Y73
a b c ’ a b c
+ + + +

sin(a—;—r> sin(ﬁ—g) sin(y—%) sin(a—g) sin(ﬁ—g) sin(y—;—r

Prva izodinamicna tocka X(15):

38
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. T . Vi . T
(GXA sin (01 + §) + bxp sin (ﬂ + §) + cxc sin (y + 5)

in(a+3) +bsin (f+ 3) +esin(y+3)
asin e+ 7 sin (8 3 csin (y + 3

) T . n . n
ayy sin (a + §) + byp sin (ﬁ + g) + cyc sin ()’ + g) )

ina+5)+bsin(p+5) +esin(y+3)
asin | a 3 sin (B 3 csin |y 3

Druga izodinamic¢na tocka X(16):

. T . T . b
axa sm (CY— 5) +bxp sm( - 5) + cxc sin (y— 5)
asin (a— g) + bsin (ﬂ—g) + ¢ sin (y—g)
. T . v . g
ays sin (a/— §> + byp sin (ﬁ— §) + ¢yc sin (y— §) >

asin (a—%) + b sin (B—g) + csin ()/—g)

Prva Napoleonova tocka X(17):

axa bxp cxc aya N byp N cyc

sin(a/+%)+sin(ﬂ+g)+sin(y+%) sin<a+%> sin(ﬁ+ﬂ> sin(y+%>

a b c ’ a b c
+ +

sin(a+%r)+sin<ﬁ+%)+sin<y+%) sin<a+%) sin<,8+7r> sin(y+%)

Druga Napoleonova tocka X(18):

axa bxp cxc aya byg cyc
sin(oz—z)+sin< —E)+sin< —E) sin(a—i—r>+sin< —7—r>+sin< _7_r>
6 6 "6 6 6 "6
a b c ’ a b c

D A e R R P Y (2

Clawsonova tocka X(19):

(a tan(a)x, + btan(B)xp + ctan(y)xc atan(a)y, + btan(B)yp + ¢ tan()/)yc>
atan(a) + btan(B) + ctan(y) ~  atan(e) + btan(B) + ctan(y)

De Longchampsova tocka X(29):



POGLAVLIJE 2. PRAKTICNI DIO U PROGRAMU GEOGEBRA 40

2

(a(cos(a) — cos(B) cos(y))xa + b(cos(B) — cos(y) cos(a))xp + c(cos(y) — cos(a@) cos(B))xc
a(cos(a) — cos(B) cos(y)) + b(cos(B) — cos(y) cos(a)) + c(cos(y) — cos(a) cos(B))
a(cos(a) — cos(B) cos(y))ya + b(cos(B) — cos(y) cos(a))yg + c(cos(y) — cos(a) cos(,B))yc)
a(cos(a) — cos(B) cos(y)) + b(cos(B) — cos(y) cos(a)) + c(cos(y) — cos(a) cos(B))

Na Slici 2.1. mozemo vidjeti kako izgleda trokut ABC nakon Sto smo u radnu biljeZnicu
unijeli Kartezijeve koordinate svih 20 karakteristi¢nih tocaka tog trokuta.

Slika 2.1: Prvih 20 karakteristi¢nih toc¢aka trokuta ABC
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2.2 Otkrivanje kolinearnih karakteristicnih tocaka

Kolinearne karakteristi¢ne tocke nekog trokuta ABC u programu GeoGebra otkrivat cemo
povlac¢enjem pravaca, a potom ¢emo provjeriti leze li bas te tocke na tom pravcu. Provjeru
¢emo raditi tako da ¢emo iscitati Kartezijeve koordinate odredene karakteristi¢ne tocke te
uvrstiti u jednadzbu povucenog pravca. Kartezijeve koordinate i jednadzbu pravca vrlo
lako mozemo vidjeti u GeoGebrinoj radnoj biljeznici.

Na Slici 2.2. mozemo vidjeti da su to¢ke X(2), X(3), X(4), X(5) 1 X(20) kolinearne.
Napomenimo kako sve navedene kolinearnosti u ovom poglavlju joS uvijek nisu rigorozna
matematic¢ka provjera — dokazi ¢e biti dani u idu¢em poglavlju.

Slika 2.2: Kolinearne karakteristi¢ne toCke trokuta

Provjerimo jesu li navedene toCke uistinu kolinearne. JednadZba pravca koji prolazi
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tim tokama je
2.99x + 0.66y = —-9.45.

Kartezijeve koordinate karakteristicnih toCaka su sljedece:
X(2) =(-2.72,-1.99), X(3) = (-2.07,-4.98), X(4) = (-4.04,3.99),
X(5) = (=3.05,-0.5), X(20) = (-0.1,-13.95).

S obzirom da GeoGebra jednadzbe i koordinate zaokruZzuje na dva decimalna mjesta,
najtocnije ¢emo izraCunati zadovoljava li neka tocka jednadzbu pravca raunamo li upravo
u GeoGebri. MoZemo se posluZiti alatom pod nazivom Veza izmedu dva objekta (Slika
2.3.). Kao §to mu samo ime govori, on nam govori u kojoj su vezi dva odabrana objekta.
U nasem slucaju, promatrat ¢emo leZe li odredene tocke na odabranom pravcu.

*

\':.? Klasicna GeoGebra —

%oA/,:wI:"@@.‘a—:E"I" C)‘

A

+ o Kut =

.k:; Kut zadane velicine
""" Udaljenost li duljina
Unlgl Povrsina

/ﬁ Nagib

{1,2} Lista

a=?b Veza izmedu dva objekta

14 4 2 f:/ Svojstva funkcije 3 4 5 N

o (L

Veza izmedu dva objekta
Odaberite dva objekta

ra
(]

Slika 2.3: GeoGebrin alat—Veza izmedu dva objekta

Odaberimo pravac i karakteristicne tocke za koje smatramo da su kolinearne te pro-
vjerimo jesu li uistinu. Na Slici 2.4. moZemo vidjeti da tocka X(2) leZi na tom pravcu.
Koristeci taj alat provjerili smo i ostale tocke. One takoder leze na tom pravcu.
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Q Kelinearnel - GeoGebra —

[m]
Nl ,j'«'.f J':_“.‘.- ONS) x 222 q
® r-saN A A—0O

w

-

@ b= (4854
@ C-=(a2'
: X (4
tl = Mnogoku
@
— 35.94 Veza
a= Duzina-i:_-,‘ X2 leZinaf ~
O ! (provjereno numericki) Yisey- a
— 10.83
b = Duzina(C, .
@
— 6.73 o
c= Duiina{i’—”‘\. ft
@
— 13.7 @
® a= Kut[B_.:"i'\. Q
— 51.22°
= '

Slika 2.4: Tocka X(2) lezi na pravcu

MoZemo dakle zakljuciti kako su teziSte X(2), srediSte opisane kruznice X(3), orto-
centar X(4), srediSte kruZnice devet toCaka X(5) te de Longchampsova tocka X(20) nekog
trokuta ABC kolinearne tocke.

Na Slici 2.5. mozZemo vidjeti da su to¢ke X(1), X(2), X(8) 1 X(10) kolinearne. Ko-
riste¢i se ve¢ spomenutim GeoGebrinim alatom provjerili smo da to¢ke X (1), X(2), X(8)
te X(10) uistinu leZe na jednom pravcu. Zakljucujemo kako su srediSte upisane kruZnice
X(1), teziste X(2), Nagelova tocka X(8) te Spiekerov centar X(10) nekog trokuta ABC
kolinearne tocke.
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Slika 2.5: Kolinearne karakteristi¢ne tocke trokuta

Na Slici 2.6. moZemo vidjeti da su to¢ke X(1), X(5), X(11) i X(12) kolinearne.

Slika 2.6: Kolinearne karakteristi¢ne tocke trokuta
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Ponovno smo se posluzili GeoGebrinim alatom pod imenom Veza izmedu dva objekta
te utvrdili da jedan pravac prolazi tockama X(1), X(5), X(11) te X(12). Ovog puta, zbog
toga Sto su na toj slici karakteristi¢ne tocke posloZene tako kako jesu, mogli smo posum-
njati da se i tocka X(17) nalazi na tom pravcu. No, provjera je pokazala drugacije, tj. tocka
X(17) ne lezi na pravcu. U to smo se mogli uvjeriti i poveCanjem slike gdje se tocno vidi
kako se tocka X(17) ne nalazi na povu¢enom pravcu (Slika 2.7).

Slika 2.7: Tocka X(17) ne lezi na pravcu

Dakle, zaklju€ujemo kako su srediSte upisane kruznice X (1), srediSte kruZnice devet
toCaka X(5), Feuerbachova tocka X(11) te tocka harmonicki konjugirana tocki X(11) s
obzirom na par tocaka X(1) i X(5), tj. tocka X(12) nekog trokuta ABC kolinearne.



Poglavlje 3

Rigorozni dokazi

U drugom poglavlju smo prakticnim radom u programu GeoGebra ustvrdili koje su toCke
kolinearne. U ovom poglavlju ¢emo to pokazati rigoroznim dokazima kakve moZemo naci
1u [5].

3.1 Kolinearne tocke X(2), X(3), X(4), X(5)1i X(20)

Teorem 3.1.1. [5] TeZiste X(2) = T, srediste X(3) = O opisane kruZnice i ortocentar
X(4) = H nekog trokuta ABC leZe na jednom pravcu e koji nazivamo Eulerovim pravcem
tog trokuta. Udaljenost HT ortocentra H i teZista T dvostruko je veca nego udaljenost T O
teZista T i sredista opisane kruZnice, |[HT| =2 - |TO|.

Slika 3.1: Eulerov pravac nekog trokuta ABC

46
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Dokaz. Nekasu A, By, C; redom polovista stranica BC, CA, AB te neka se teZi$nica AA;
i spojnica HO sijeku u nekoj to¢ki T (Slika 3.1.). Trokuti ABH i A,B,0 imaju paralelne
stranice A,0 | AH, B,O || BH te C,0 || CH pa slijedi da su oni homoteti¢ni s centrom
homotetije 7. Zbog toga i tre¢a spojnica BB vrhova trokuta ABH i A; B, O prolazi to¢kom
T, Sto znaci da je upravo toCka T teZiSte trokuta ABC.

Nadalje, omjer stranica AB i A; B, homoteti¢nih trokuta je

|AB| : |[A1By|=2:1
jer je A, B, srednjica trokuta ABC. Slijedi
|AT| : |TA,| = |HT|:|TO|=2:1,

Sto znaci da tocka T dijeli teziSnicu AA; u omjeru 2 : 1, a to nam potvrduje da je tocka T
teziSte trokuta ABC O

Pokazali smo da su X(2), X(3) i X(4) kolinearne tocke i da se sve nalaze na pravcu koji
nazivamo Eulerov pravac. Pokazimo da se i tocka X(5) nalazi takoder na tom pravcu.

Teorem 3.1.2. [5] Srediste X(5) = Oy kruZnice devet tocaka kg je poloviste duzine HO,
gdje je H = X(4) ortocentar, a O = X(3) srediste opisane kruZnice danog trokuta ABC.

Slika 3.2: Eulerov pravac nekog trokuta ABC

Dokaz Teorema 3.1.2. izravna je posljedica Teorema 1.2.10. te Teorema 1.2.12.
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Dakle, sada smo pokazali da se na Eulerovom pravcu nalaze tocke X(2), X(3), X(4) 1
X(5). Pokazimo joS$ da se na pravcu nalazi i to¢ka X(20).

Zbog same definicije de Longchamspove tocke X(20) koja kaze da je tocka X(20) cen-
tralnosimetri¢na tocki X(4) s obzirom na tocku X(3) slijedi kako se i ona nalazi na Eulero-
vom pravcu.

Slika 3.3: Eulerov pravac nekog trokuta ABC

ZakljuCujemo kako su teziSte X(2), srediSte opisane kruznice X(3), ortocentar X(4),
srediSte kruZznice devet toaka X(5) te de Longchampsova to¢ka X(20) nekog trokuta ABC
kolinearne tocke. Pravac na kojem se nalaze navedene toCke nazivamo Eulerov pravac
trokuta ABC.

3.2 Kolinearne tocke X(1), X(2), X(8)i X(10)

Teorem 3.2.1. [3]] Srediste upisane kruZnice U = X(1), teZiste T = X(2) i Nagelova tocka
N = X(8) kolinearne su tocke, pri cemu teZiste T dijeli duZinu NU u omjeru

INT|=2-|NU|

Primjetimo kako smo u dokazu Teorema 1.2.21. ve¢ dokazali i Teorem 3.2.1. Dakle,
tocke X(1), X(2), X(8) su kolinearne (Slika 3.4.). Pokazimo da je i tocka X(10) njima
kolinearna.
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Slika 3.4: Srediste upisane kruZnice, teziSte i Nagelova tocka kolinearne su tocke

Teorem 3.2.2. [5] Neka su A’, B’, C" redom polovista stranica BC, CA, AB danog trokuta
ABC. Tocka U" = X(10) srediste je upisane kruZnice trokutu A’B'C’ te poloviste duZine
NU gdje je N = X(8) Nagelova tocka, a U = X(1) srediste upisane kruZnice trokuta ABC.

Dokaz. Prilikom dokazivanja Teorema 1.2.21. odredili smo homotetiju koja preslikava
srediSte U kruznice upisane trokutu ABC u srediSte U’ kruZznice upisane trokutu A’B’C’.
Dakle, zakljucujemo kako su tocke U, U’, T kolinearne gdje je T teziSte trokuta ABC.
Slijedi,
1
UT|==|UT|.
U'T| = 5|UT]
S obzirom da je
1
UT|= =|INT
[UT| = 5INT|

, poloviste duZine NU je totka U’. O

ZakljuCujemo kako su srediSte upisane kruznice X(1), teziSte X(2), Nagelova tocka
X(8) te Spiekerov centar X(10) nekog trokuta ABC kolinearne tocke.
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Slika 3.5: SrediSte upisane kruznice U = X(1), teZiSte T = X(2), Nagelova tocka N = X(8)
i Spiekerov centar U’ = X(19) kolinearne su tocke

3.3 Kolinearne tocke X(1), X(5), X(11),1i X(12)

Teorem 3.3.1. Neka se dvije kruznice dodiruju iznutra. Pravac koji spaja sredista tih dviju
kruznica prolazi tockom dodira.

Dokaz. Neka se kruznica ABC 1 kruZznica ADE dodiruju iznutra u tocki A. Neka je F
srediSte kruznice ABC, a G srediSte kruZznice ADE. Trebamo pokazati da pravac F'G prolazi
toCkom A.

Pretpostavimo suprotno, tj. da tocka A ne lezi na pravcu FG. Neka pravac FG prolazi
tockom H na kruznici ABC. Vidi Sliku 3.6. Pravac F'G ¢e takoder prolaziti i toCkom D na
kruZnici ADE. Spojimo duZine AF i AG. Zbog toga to zbroj duljina dviju stranica trokuta
mora biti veéi od duljine trece stranice trokuta slijedi da je

|AG| + |GF| > |AF].

Nadalje,
|AG| + |GF| > |FH|

zbog toga §to je |AF| = |[FH| jer su AF i FH polumjeri kruZnice ADE.
Oduzmemo li |FG|iod |AG| + |GF|1od |FH| dobivamo kako je [AG| > |GH| pa je

|AG| > |GD|.
No, kako su AG i GD polumjeri kruznice ADE trebalo bi vrijediti
|AG| = |GD|.
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Slika 3.6: Kruznice ABC i ADE

Zbog toga |AG| + |GF| ne moZe biti vece od |AF|, ve¢ moraju biti jednaki, tj.
|AG| + |GF| = |AF|
Sto upravo znaci da su tocke A, G i F kolinearne, a to je i trebalo pokazati. O

S obzirom da su tocke X(1) 1 X(5) srediSta kruznica koje se dodiruju iznutra u tocki
X(11), prema Teoremu 3.3.1. te to¢ke su kolinearne. Tocka X(12) je prema samoj svojoj
definiciji kolinearna s tockama X (1), X(5) te X(11).
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Slika 3.7: Tocke X(1), X(5), X(11) te X(12) su kolinearne

ZakljuCujemo kako su srediSte upisane kruznice X(1), srediSte kruznice devet toCaka
X(5), Feuerbachova tocka X(11) te tocka X(12) harmonicki konjugirana tocki X(11) s ob-
zirom na par to¢aka X(1) i X(5) nekog trokuta ABC kolinearne tocke.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu promatrali smo 20 karakteristi¢nih to¢aka trokuta. Neke su vise
poznate kao Sto su srediSte upisane kruznice, teziSte, srediSte opisane kruznice te orto-
centar, dok su druge neSto manje poznate. Potom smo te tocke unijeli u radnu biljeZnicu
programa Geogebra 1 na taj nacin vizualno detektirali potencijalne skupove medusobno
kolinearnih to¢aka medu njima. Jedan od pravaca na kojem lezZe neke od karakteristicnih
toCaka trokuta je i Cuveni Eulerov pravac. Na kraju smo uocene kolinearnosti rigorozno
dokazali koriste¢i elementarne metode euklidske geometrije.

Kljuéne rijeci: Trokut, karakteristi¢ne tocke trokuta, kolinearnost, Eulerov pravac.



Summary

In this thesis we have discussed 20 triangle centers. Some of them are better known than
the others, such as incenter, centroid, circumcenter and orthocenter. We than entered these
centers into a GeoGebra workbook and that allowed us to visually detect potential sets of
mutually collinear points among them. One of the lines that passes through some of the
triangle centers is the famous Euler line. Finally, we have rigorously proved observed col-
linearities using elementary methods of Euclidean geometry.

Keywords: Triangle, triangle centers, collinearity, Euler line.
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